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ÚVOD. 

V úvodu do elementární teorie číselné, který veřejnosti před-
kládám, vykládám v prvé části pojem dělitelnosti pro čísla racionální 
a pojem prvočísla, v druhé části kongruence pro čísla celá racionálníy 
řešení lineárních kongruencí o jedné neznámé a lineárních rovnic 
neurčitýchy vetu Fermatovu a Wilsonovu, koneční pak pojem pri-
mitivních kořenu. V třetí části pojednávám o g-adických zlomcích 
s užitím na zlomky desetinné, v Části Čtvrté o kvadratických zbytcích 
(v oboru čísel racionálních), zákonu reciprocity, uvádím pak některé 
věty o znázornění čísel speciálními formami kvadratickými a způsob, 
jak pomocí této nauky zjistitiy zda dané číslo je celé prvočíslem. 
V části páté se jedná o véte Fermatove (dokázané Lagrangem)y ze 
každé číslo celé kladné je možno znázorniti jako součet nanejvýš čtyř 
čtverců celých Čísel. Konečné v části šesté pojednávám o trojúhelnících 
Pytagorových, o velké víte, Fermatoví pro mocnitele čtyři a o troj-
úhelnících racionálních. 

Předběžné vědomosti, kterých je k studiu předloženého spisku 
zapotřebí, jsou velmi malé, takže i studující nejvyŠŠÍch tříd škol 
středních budou jej moci s prospěchem čisti. 

Je mi milou povinností podíkovati panu Dru V. Kořínkovi, 
asistentu matematického ústavu na vysoké Škole strojního a elektro-
technického inženýrství, který Četl korektury, sestavil abecední sez-
nam a na níkolika místech přispíl ke zpřesnění výkladu. Děkuji 
též Jednotě ČsL matematiků a fysiků, jejímž nákladem kniha vy-
chází a jejíž tiskárna věnovala úpravě knihy velkou péči. 

K. Rychlík. 





I. Dělitelnost, prvočísla. 

§ 1. číslo racionální a je dělitelno racionálním číslem b> 
jestliže a = bc, kdež c je číslo celé. Pak se říká též, že b je děli-
telem a neb, že b je obsaženo v a nebo konečně, že a je ná-
sobkem 6. Pro b 0 je patrně a dělitelno 6, jestliže a/b je číslo 
celé. 
r- 0 má za dělitele všechna čísla racionální, za násobek jen 
samu sebe. 

Číslo racionální celé je dělitelno i 1. A také opak pl^tí. 
Lze dokonce vysloviti větu: Je-li číslo racionální dělitelno číslem 
celým, je i samo celé. 

Dále platí věty: 
Každé číslo racionální je dělitelno samo sebou. 
Je-li a dělitelno 6, a 6 =|= 0, je 1/6 dělitelno l/a. 
Je-li a dělitelno b> b dělitelno c, je a dělitelno c. 
Jsou-li racionální čísla a, b dělitelná racionálním číslem d, 

je i a i 6 dělitelno d. 
Je-li a dělitelno d a m číslo celé, je am dělitelno d. 
Z obou posledních vět plyne ihned věta obecnější: 
Jsou-li racionální čísla al9 o2, . . . , a^ dělitelná racionálním 

Číslem d a mv w2, . . . , racionální čísla celá, je i axmx + a2m2-\-
— . . . + atfrik dělitelno d. 

Konečně platí věta: 
Jen čísla ± 1 mají tu vlastnost, že jsou sama i jejich pře-

vratné hodnoty celé. Odtud plyne dále: Je-li racionální číslo a 
dělitelno racionálním číslem b a naopak b dělitelno a, pak jest 
a = ± 6. 

. § 2. Budiž x libovolné číslo reální. Uvažujme čísla oelá ^ x. 
Mezi nimi je jisté největší. Označme je [z], takže [x] < x, při 
čemž případ rovnosti může nastati, jen když xje číslo celé.*) [x]+l 
je již > x. I platí o [x]: " ' 

[*] <: x < [x] + 1. 
*) Označení toto pochází od Gausse. Též se užívá označení 

Legendreova E(x). 
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Těmi podmínkami je číslo celé [x] jednoznačně frčeno. Kdyby 
existovala dvě-celá čísla 74, n2, nx =)= ni> splňující vztahy 

nx < x <; nx 1 
nz< x < n2+ 1, 

— • 

mohli bychom předpdkládati, že nx < w2, tedy 1 < n2. Bylo by 
pak x < nx + 1 ̂  Wg, tedy a; < x, což není možné. 

Jsou-li x, y čísla reální, je 

Je totiž 
[*] <1 [y] S y» x + y<[*+ y] + i> 

tedy [x] + [y] <1 a; + y <. [x + y] + 1 
a, ježto [x], [y] a [x + y] jsou celá čísla, [x] + [y] ^ [x + y\. 

Odtud plyne ihned úplnou indukcí pro čísla reální 
[.XX] + [x2] + . . . + [%n] £ l>i + + . . . + *n] 

a pro xx = x2 = . . . = xn = x 
n [x] [na:]. 

Dále platí věta: 
Je-li x číslo reální a k kladné celé, je 

' x' 
k 1 

Je totiž. x = [x] + ů, 0 < ů < 1. 
Dlužno tedy dokázati, že 

p s - m 
To nastane, neexistuje-li žádné číslo celé y hovící nerovnostem 

A takové číslo celé skutečně neexistuje, ježto by pak bylo 

k 9 

t. j. [ar] < k y < [ar] + 1. 
což je nemožné. 

Největší Číslo celé < x označíme [x]'. I bude [x]' < x < 
S W + Není-li x celé, je [x]' = [x], pro a: celé je [x]'= [x] — 1. 



Položme {x} = [x + -¿-]. I bude platiti \x + < x + } < 
< l> + -J] + 1, t- j. {x} —~i<Lx<{x}+ takže bude — x \ 
<i -J-. Jedině v případě, že x + y je číslo celé, je {x} = 
Jinak bude {#} — £ < x < { # } + t. j. |{x} — x\ < 

Buďtež nyní a, b racionální čísla celá, 6>0. Položme ^ j = g, 

q — . I bude r = a — qb číslo celé a bude platiti q < < 
o b — o 

t. j. 0 ^ r < 6. Lze tedy vždy klásti a = gó + r, 
kdež q, r jsou čísla celá, a platí 0 < r < 6 . Případ r = 0 nastane, jen 
když jea dělitelno b. r nazveme nejmenším zbytkem kladným 
při dělení a číslem 6, q je příslušný ,,částečný podíl". 

Podobně položme j y j = q, ^ q = ~. r'= a — qb 

bude celé číslo. Ježto q' — ^ ̂  a/6 < q + bude o r' platiti 
*jZe t e d y Plášti a=q'b + kdež q\ r' jsou čísla 

celá a platí — ^ r- < ^6, při čemž rovnost nastane, jen když 
r' = —-J-6 je číslo celé. ť se nazývá absolutně nejmenší 
zbytek při dělení čísla a číslem b, qf pak je příslušný „částečný 
podíl4 4. 

Budiž líyní g celé číslo > 1, x nechť je celé číslo > 0. Do-
kážeme, že lze x znázornili ve tvaru x = a^gk + a^—1 + . . . a*, 
kde k je číslo celé ¡> 0, a,: jsou čísla celá hovící nerovnostem 

0<±ai<g, ¿ = 0 , 1 , 2 , . . . , k. 
Tomuto znázornění říká se znázornění čísla x v soustavě 
0-adické, m jsou g-adické číslice, g nazývá se basí soustavy. 

Budeme též, psáti 
x = a0 aL a2 . . . a 

Pro g = 10 máme znázornění čísla v soustavě desítkové 
(dekadické). 

Lze vždy určiti celé číslo kladné k tak, že 
i 

X 
*) Je důsledkem té okolnosti, že lim — = 0 . Bez užití pojmu 

n->00 gn 

limity lze to dokázati, užijeme-li pomocné věty, která slouží k důkazu, 
že lim gn = oo: 

Pro a > 0 totiž platí, jak lze snadno dokázati úplnou indukcí 
)neb jak plyne ihned z binomické poučky) (1 -j- a)n > 1 + na, 
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Položme 

Pak 

tedv 

Klaďme 
i bude 

x, 

9" 

9 W -
a. 

0 < < 1, t. j. 0 <a0<g. 
~9 — 

r 9 

Označme 

x 
H 

x 

x — Xj, 

4 > t. j. o < ^ < i , 
— 

x, 
= 0. 

—r^-r = 'a,9 i bude I — I == 
_9k . 19 0 

= 0, 

tedy 0 ^ < <7. 
Postupujme podobně dále. Klaďme 

—i — &í—i g^-i = X/, a'"> < = 1, 2, 3, . . x0 = x. 

Dokážeme, že bude - = — ř = 0 . Je totiž 
ly J 

X; X,;_ i —1 
—í ,Jt + l—i ai i = 

1 
"-1 ~~ gk+l-i 

Xi l—l 

Xi tedy číslo ¡>0 a <1, takže je skutečně A.+ 1_ž-

Dále bude 
[9> 

»i-f-l — i 

= 0. 

o« 
li 

Xt 1 
Í / H __ x, 

= o 

n číslo celé kladné, t. j. gn > 1 -j- n (g—1). Zvolíme-li tedy k tak, 
abv 1 + (k + 1) (g— 1) > x, t. i. k > ? — 1 = X~J! b u d e 

g — i o — i 
X > x, neboli < 1. 

<7* • 1 
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a tedy 
O < - < 1, t. j. O <-at < g. 

— 9 — 
I bude 

at = [xk] = xk, 
ježto x\t je celé. Dále 

= xjc — a-i- = 0 a xi — 0 pro i > k. 
Je tedy 

x — a$k = xx 
xi — ai9k~l = xi 

Xk = (li 
a sečtením dostaneme 

x = »00* + ai9k~l + . . . + CLk. 
Tak dostali jsme jedno znázornění v soustavě g-adické. Je-li x 

kladné, je možno beze všeho předpokládati, že a0 0. V tomto 
případě je znázornění (o možné jen jediným způsobem, t. j. je-li též 

x = + aV"-1 + . . . + a'ť , 
kdež k' je číslo celé 0 a a\ jsou čísla celá, o nichž platí 0 < a\-< g, 
je k = k\ ai = a'i pro i = 0, 1 , 2, . . . , k. 

Kdyby to nebylo pravda, dostali bychom odečtením 
0 = ¿><^ + V 1 + ... + b,, 

kdež b0, bv ... ,b[ jsou čísla celá, bn =h 0. — g < 6ť < g pro 
x — 1,2, . . . j Z. 

Bylo by tedy 
9l < | bj1 = | bi + g + . . . + | ̂  (g — 1) (1 + g + 

+ . • • + 9l~x)> 
t. j. 9l<91— h 
což není možné. 

§ 3. Nazveme modul I množství čísel racionálních, které má 
tyto vlastnosti: 

1. Patří-li do I čísla a, 6, patří tam i a ^ b.*) 
2. Existuje číslo racionální celé g (o němž lze beze všeho 
*) Místo 1. lze předpokládati, že platí pouze 
l f . Patří-li a, 6 do If patří tam i a—6. Pakpatří do i i — a; 

patří-li pak b do 7, patří tam i — 6 = 0 — 6. Patří-li konečně do. 
I čísla a i 6, patří tam i a -f- 6 = a— (— 6). 
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předpokládali, že je > 0) té vlastnosti, že ag je celé pro každé 
číslo a z I. 

Podmínka 2. je jistě splněna, jsou-li všechna čísla z I celá. 
Jako příklad modulu uveďme souhrn všech čísel celých. 
0 je patrně prvkem každého modulu a tvoří sama o sobě 

modul, který označíme 0. 
Je-li a libovolný prvek z modulu / a c pevné číslo racionální, 

tvoří čísla ac zase modul. Označíme jej cl. Modul gl má za prvky 
patrně čísla celá. 

Je ihned patrno, že, patří-li a do / , patří tam i všechny ná-
sobky a. 

Je-li totiž a číslo z / a víme-li, že do I patří na, kdež n je 
číslo racionální celé > 0, bude tam patřiti i na + a = (n + 1) a. 
Na základě úplné, indukce je tedy v I zároveň s a i na pro n celé 
kladné. Je-li pak a v / , je tam i — a, 0 je pak v I samozřejmě, 
čímž důkaz proveden. 

Uveďme důležitý případ modulu. Budiž L =L (xx, x2,• • -> xk)= 

= axxx + 02^2+ • • • + lineární homogenní funkce s racionál-
ními koeficienty ax, a2, . . . , aProbíhají-li proměnné zx, x2, . . . , xk 
všechna čísla racionální celá, tvoří hodnoty této funkce množství 
číselné, které je modulem. 

Je-li totiž 
a = L (x'v x2, . . . , xk), b = L {x"v x\, . . . 5 x"*), 

je a±b= L (x\ ± x"2, x2 ± x\, . . . , x'k ± x"k), 

takže je splněna vlastnost 1. 
Racionální čísla ax, a2t ... , ak lze psáti ve tvaru 

„ / / / a x a 2 a ic ax = — , a2 = — ai = - > 9 9 9 
kdež a'v a'2, . . ., g jsou čísla racionální celá, g > 0. Racionální 
číslo ai lze totiž vždy znázorniti ve tvaru a, = ri/sj, kdež r,-, 
S{ jsou celá čísla, 8i Ježto je též a i = —rt/—s;, je možno 
vždy docíliti, aby bylo 8i > 0 . Za g možno pak třeba zvoliti 
součin st8̂ Bs • • • sk- gL(xXt x2, . . ., xjc) je pak číslo racionální 
ccló, ať jsou xv x2} . . Xk jakákoliv čísla.celá, takže i vlastnost 2. 
je splněna. 

Modul právě uvažovaný nazveme modulem ^-členným a ozna-
číme jej I (ax, a9,. . . , a*). 

Násobky libovolného čísla racionálního d tvoří modul jedno-
členný, /(<Z). 

Skládají-li se dva moduly z týchž čísel racionálních, řekneme 
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0 nich, že jsou si rovny. Dva moduly jednočlenné I(d), I(ď) budou 
si rovny, I(d) = I(ď), bude-li d= ±ď, t. j. | d ] = | ď [. Pak 
totiž každý násobek d bude i násobkem ď a naopak, jak plyne 
z konce § 1. 

O modulech platí věta: 
Každý modvl I možno znázornili jako modul jednočlenný, l. j. 

existuje Číslo racionální d té vlastnosti, ze I pozůstává z násobků 
jeho, tedy I = I{d). d je určeno pomocí I az na znaménko', je téz 
1 = I(— d). 

V triviálním případě, kdy I pozůstává pouze z čísla 0, je 
věta samozřejmá. Předpokládejme tedy, že v I jsou čísla =|= 0. 

Mezi kladnými čísly z I je číslo nejmenší. Jsou-li všechna 
čísla z 7 celá, je existence tohoto čísla patrná. V obecném pří-
padě stačí uvažovati modul gl {g dáno podmínkou 2.), jehož čísla 
jsou celá, takže mezi nimi je jistě jisté nejmenší ď. d = ďjg je 
pak nejmenší z kladných čísel z 7. 

Snadno lze pak dokázati, že každé číslo z I je dělitelno d. 
Kdyby totiž číslo a z 7 nebylo dělitelno d, takže by a/d nebylo 
celé, platilo by pro 

[t]<7<[v]+'-

tedy pro číslo b = a — d ĵ -̂ -j by platilo podle § 2 str. 9 

0<b<d. (1) 

Avšak b je číslo z 7, ježto a i d jsou čísla z 7 a je číslo 

celé. Podle (1) by pak d nebylo nejmenší kladné číslo z 7. Je 
tedy 7 = I{d). Z I — I(ď) by plynulo I(d) = I(ď), tedy d = ± ď. 

§ 4. Budeme se nyní zabývati úlohou, určiti společné dělitele 
čísel racionálních av a2, . . . , a*. 

Je-li m společný dělitel čísel ax, a2,. . a*., je také číslo tvaru 
^í^i azx2 + • • • + kdež xv x2, . . •, %k jsou racionální Čísla 
celá, dělitelno m, t. j. každé číslo modulu 7 = 7 (av a2, . . ., a*) je 
m dělitelno. Avšak podle předešlého § I = I(d), takže společní dě-
litelé čísel 'av a2,..., ak jsou děliteli čísel modulu I(d), t. j. dě-
liteli číslad. Nejsou-li všechna čísla ava2,.. .,«*=(), jed^O, takže 
pro společného dělitele m čísel ava2, .. ^a^ platí \m\<L\d\. Má 
tedy d mezi společnými děliteli čísel ava2i.. ..a* největší abso-

ir, 

m 



lutní hodnotu. Z toho důvodu nazveme d nej větším společným 
dělitelem (n. s. d., největší společnou mírou) čísel <z2, . . a*. 

Nej větší společný dělitel jest určen pouze svou absolutní 
hodnotou, ježto je I(d) = /(— d) = 7(| d |). 

Označíme \d | = (alf a2, . . . , a*). 
Je patrně (al9 a2, . . . . aj)=0 tehdj7 a jen tehdy; když ax = 

= a2 = . . . = ak = 0. 
Máme tedy větu: 
Jsou-li al5 a2, . . ., ak čisla racionální, existuje číslo racionální d, 

jejich největší společný dělitel (n. s. d.)} těchto vlastnosti: 
1. d je společný dělitel Čísel av a2, . . . , ak\ 
2. každý společný dělitel čísel av a2, ..... &k je dělitelem d. 
Vlastnostmi 1. a 2. je absolutní hodnota n. s. d. určena jedno-

značně. Má-li totiž též ď vlastnosti ty, pak ď jako společný 
dělitel čísel al9a29. . . 9ak musí býti dělitelno d a též naopak, d musí 
býti dělitelno ď, tedy podle konce § 1 ď — i d, \ď \ = \ d\. 

Ježto je d číslo z I(av a2, . . . , ak), lze d znázorniti ve tvaru 
d = a1m1 + a2m2 + . . . + a/m*, P" čemž ml9. . . , mk jsou čísla 
celá. 

d= 0, jen když je ax=a2=.. .=ak= 0. Nejsou-li všechna tato 
čísla rovna 0, je ! d | nejmenší kladné číslo z modulu I(av a2,... 
\d \ je největší ze společných dělitelů čísel al9 a2, . . . , ak. 

Čísla, jejichž n. s. d. je ^ 1- nazveme nesoudělná. Ježto 
taková čísla musí býti dělitelná + 1, jsou podle § 1 str. 7 celá. 
I lze pak určiti čísla celá mi9 m29 . . . . mk9 takže platí aYmx + 
-f- a2m2 + . . . - [ - akmk = 1 nebo — 1. Platí-li obráceně tato 
rovnice pro celá čísla av a2, . . jsou tato čísla zřejmě nesou-
dělná. 

Z té vlastností, že I(al9 a2, . . . , ak) = I(d)9 plyne ihned věta: 

Rovnici axxx a2x2 . . . akxk = c, kdež av a2, . . . , aki 
c jsou čísla racionálníy lze řešiti celými hodnotami xí9 x2, . . . , xk 
tehdy a jen tehdy, jestliže c je dělitelno n. s. d. Čísel ava2, . . . , ak. 
Jsou-li čisla av a2, . . . , ak nesoudělná, lze rovnici tu řešiti celými 
čísly xv x2t . . . , Xk tehdy a jen tehdy, když c je číslo celé. 

§ 5. Uveďme některé vlastnosti n. s. d. 
1. (av a2, . . . , ak) = (| ax j, \a2\9 . . . , \ ak :). 
2. (a, a, . . . , a) = | a |. 
3. (a, 0) = j a |, (alt a2 , . . . , a*, 0) == (al9 a2, . . . , a*). 
4. (a, m) = j m je-li a násobek m9 a obeoněji 
(ax, a2, . . . ajt, m) = ¡mi, jsou-li al9 a2i . . . , a* násobky m. 
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5. (a, 1) = 1, je-li a celé; (a^ a2, . . . , a-t, 1) = 1, jsou-li 
a1, a2, . . . , a* celá. 

6. (mav ma2, . . . , mat) = (a1? «2- . . . , a*). 
Odtud plyne, je-li (a1; a2,. . . , a*) = j d | ^ 0 a zvolíme-li 

i » = 1/d, věta: 
Číaía racionální av a2, . . . , a* wtap n. d. d 0 tehdy a jen 

tehdy, jsou-li Čísla a1/d , a2id , . . . , nesoudélná. 
Důkaz vlastností 1.—6. je zcela jednoduchý, uvažujeme-li 

příslušné moduly. Stejně lze dokázati komutativní zákon pro 
operaci, vyznačenou závorkou ( ): 

7. (a, b) = (6, a). 
Dále platí zákon asociativní 
8. ( (a, 6), c) = (a, (6. c) ) = (a, 6, c). 
Z 6. a 8. plyne obecněji 
9. (av o2, . . . , ak) (bv b2, . . . , 6/)= 

= (axbv aj>v . . . akbv axb2l aj>2, . . . a*62, . . . axbh a<pu • . . dih)-
Konečně lze snadno dokázati větu, která nám bude sloužiti 

při výpočtu n. s. d.: 
(aA, a2> .... at) = (a'lf a2, . . . , kdež a\ = ma2 

a m je číslo celé. 
Je totiž ax = a\ — ma2, takže I(av a2, . . . , at) =/(a'1, a2, • • * 

. . . , at), tedy i 
(al9 a2 at) = (a\, a2,..., a*). 

§ 6. Výpočet n. s. d. čísel racionálních lze převésti na vý-
počet n. s. d. čísel celých. Lze totiž vždy vyjádřiti av a2, . . . ,at 
ve tvaru 

/ r t 
a l a 2 a t 

at = —, a2 — — -, . . . , at = - -, 
9 9 9 

kdež a'2, . . g jsou čísla celá a g > 0, jak bylo podotce-
no v § 3. Pak je podle 6. 

^ . (a'i, ... , at) 
(Oj, a2, . . . , at)= 

9 
Na základě asociativního zákona lze pak převésti počítání 

n. s. d. více čísel na počítání n. s. d. dvou čísel. Bude se tedy 
konečně jednati o výpočet (av a2), kdež al9 a2 jsou čísla celá 
kladná, a o t > a2. K výpočtu (alf a2) lze užiti tak zvaného Eukli-
dova algoritmu. (Základy, 10. kniha, III, Servítův překlad 
str. 161.) Dělme ax číslem -a^. Budiž při tom a3 nej menší kladný 
zbytek a q1 částečný podíl, takže je 
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al = a2h + «3' (!) 
kdež qx, a3 jsou čísla celá a 0 < az < a2. Z věty uvedené na konci 
předešlého paragrafu pak plyne (ax, a2) — (a2, az). Obecně, je-li 
ak+l > 0, dělme ak číslem ak+1. Nejmenší kladný zbytek při tom 
nechť jest ajfc+2, částečný podíl qkl takže ak = ak+xqk + 

2 < ak jsou pro k ¡> 1 čísla celá 0 stále klesající. 
Takových je jen konečný počet. Nechť je na př. a/+2 = 0. 

Ježto je (av a2) = (a2, a3) = . . . = (a/+1, ai+2) = (a-i+1, 0) = 
= ai+v je poslední nemizící zbytek ai+1 hledaným n. s. d. čísel 
ax, a2. Je-li tento zbytek 1, jsou čísla av a2 nesoudělná. 

Určení n. s. d. více čísel lze vždy prevésti na případ určení 
n. s. d. čísel celých kladných mezi sebou různých ax < a2 < 
< a3 < . . . < ak. Je-li ay společným dělitelem čísel a2, az,. . . ,ak, 
je ax hledaným n. s. d. (Viz § 5, větu 4.) Není-li tomu tak, dělme 
a2, a3, číslem ax. Nejmenší kladné zbytky při tom označme a'a, 
®'3> Vyskytuje-li se 0 mezi čísly av af

2,.. .,a'jt, vynechme 
ji, z čísel sobě rovných vezměme každé jen jednou a uspořádejme 
podle velikosti. Tak dostaneme čísla bx < b2 < ... < 6/ = ax, l<k. 
I bude podle věty na konci § 5 (av a2>..., a*) = (bx, b2,..., fy). S bv 
&2,. ..,6/ naložme podobně. Je patrno, že postup ten po konečném 
počtu kroků skončí a povede k určení n. s. d. čísel 

Jak v tomto obecnějším případě, tak při Euklidově algo-
ritmu bylo by možno bráti místo nej menších zbytků kladných 
absolutně nejmenší zbytky. 

§ 7. Uvedeme nyní několik vět o číslech spolu nesouděl-
ných. 

1. Je-li a číslo racionální celé, m, b Čísla racionální nesoudělná 
(tedy též celá), pak je 

(am, b) = (a, b). 
Položme d — (a, b), d = (am, 6). a, b tedy i am, b mají spo-

lečného dělitele d\ je tedy d násobkem d. Z nesoudělnosti m, 6 
plyne, že lze určiti čísla celá k, l tak, že je mk-\-bl= 1. (§ 4 str. 14) 
Bude tedy a=amk-\-bla, t. j. d=(a< b)=(amk-\-bla, b)=(amk, 6). 
am, b tedy i amfc, 6 mají společného dělitele d. Je tedy též ď 
násobkem d, takže skutečně d = d, j. b. d. 

Ve speciálním případě, kdy (a, b) = 1, (m, b) = 1, dostaneme 
větu: 

2. Jsou-li a, m nesoudělná s b, ía-Â  jejich součin nesouděl-
ný s b. 

A odtud plyne obecněji (úplnou indukcí): 
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3. Je-li každé z čísel ax, a2: , . ,,-at nesoudělné s b, je i jejich 
součin <72 . . . at nesoudělný s b. 

4. Je-li každé z Čísel ax, a2, . . a^ nesoudělné s každým z Čišel 
bx, b2, . . 6/, jsou též součiny axa2 . . .a*, bxb2 . . .6/ spolu nesou-
dělné. 

5. Je-li a nesoudělné s 6, /e i ak nesoudělné s bl (ky l Čísla 
celá ^ 0). 

6. Je-li c číslo cele, o, b čísla nesoudělná a ac dělitelno 6. pak 
je c dělitelno b. 

Ježto a, 6 jsou nesoudělná, lze určiti čísla celá ky l taková, 

že ak + bl ~ 1; pak je c = ack + bel = b k -j- dj; acjb je však 

celé, z čehož tvrzení ihned vyplývá. 
Konečné platí věta: 
7. Je-li a' celý dělitel čísla a a jsou-li a, b nesoudělná, jsou 

i a\ b nesoudělná. 
Zase lze určiti celá čísla k, l taková, že platí ak + bl = 1. 

Avšak a = a'c, kdež c je celé, takže je též ack -f- bl = 1, z čehož 
plyne ihned (podle § 4) tvrzení. 

§ 8. Každé číslo racionální lze znázorniti ve tvaru ax/a2, 
kdež aXi a2 jsou čísla celá, a2 4= Je-li d n. s. d. čísel ax, a2, bude 
ax = da', a2 = da", takže a = a'/a" a o', a" jsou čísla celá ne-
soudělná, a" =[= 0. Lze tedy každé číslo racionální znázorniti 
zlomkem, jehož čitatel a jmenovatel jsou čísla nesoudělná. Takový 
zlomek nazývá se redukovaný. Ježto pak a = a'¡a" = — a'/—a", 
a" =(= 0, lze o jmenovateli predpokládati, že je kladný. 

Lze snadno nahlédnouti, že rovnost dvou redukovaných 
zlomků a'/a"> V¡b" vyžaduje, buď aby a'= b\ a" = b" neb a' =—6', 
a" = — 6", takže znázornění racionálního čísla redukovaným 
zlomkem o kladném jmenovateli je jednoznačné. 

Redukovaný zlomek znázorňuje číslo celé, jen když jmeno-
vatel je i 1. Z toho plyne ihned věta: 

m-tá odmocnina z čísla celého a kladného (m Číslo celé kladné) 
není nikdy čislo racionální necelé\ je vždy buď zase Číslo celé nebo 
Číslo iracionální. 

m 
Nechť je ^a = a'jb', kdež a'jb' je zlomek redukovaný. Pak 

a=a'm/6'm, kterýžto zlomek je zase redukovaný (podle § 7 věty 5). 
Z toho ihned plyne b'm = z1-1, tedy = jak bylo tvrzeno. 

Redukovaný zlomek a'¡a" je dělitelný redukovaným zlomkem 
b'/bjestliže a' je dělitelno b' a b" dělitelno a". 

l lychlík: Úvod do elementární teorie číselné. 2 17 



Má-ii býti a'¡a" dělitelno b'\b\ musí býti a'b" dělitelno ab\ 
tedy a'bn dělitelno a" i b\ Ježto pak 6', b" jsou nesoudělná, musí 

býti (podle § 7, vlastnosti 6.) a dělitelno b'. Podobně z nesoudě) -
nosti a' a ď plyne, že b" je dělitelno a". 

§ 9. Budtež av a2, . . . , a* racionální čísla různá od nuly. 
Uvažujme jejich společné násobky. Dokážeme, že mezi nimi je 
takový, n, že každý jiný společný násobek m je jím dělitelný. 
| n | je určeno jednoznačně, má pak mezi kladnými násobky 
čísel ava2, . . . ,ak ne j menší hodnotu. Proto nazývá se n ne j menší 
společný násobek čísel av a2i . . . .-a*. Zavedeme označení 
1 n 1 — | = [alf a2, . . . , o*]. I platí 

[av a2, .... a-t] = i i n 
• • • ) " 

2 ak, í - • 1 

\ax a2 

( 
1 1 M i ^ - , i i i . , . 
—, — , . . . , — I jako n. s. d. cisel — , — je obsazen 
«i a2 ak) ax a2 ak 

ve všech číslech — . — . . . . , —.Je tedy — (i =1 , 
ax a2 ak /I 1 \ 

«i — 
<*>kJ 

2, . . . , k) číslo celé, t. j. je dělitelno a*, takže 

' ' ' ' ! Ojt) 

- - je společný násobek čísel av a2, .., ak. Před-
(—. — 
Vei! a2 ak / 

pokládejme dále, že m =|= 0 je společný násobek čísel alt a2,..., ak 
Pak je , — — dělitelno — , tedy též (— , — ) dx a2 ak in \ax a2 ak' 

dělitelno — , t. i. m dělitelno . Je tedy 

\ax a2 ak f 
1 

skutečně společný násobek čísel 
dp a2, . . . . cit 

('— ' > • • • > — ) 

Vaj a2 ak i 
té vlastnosti, že každý společný násobek čísel těch je jím dělitelný. 
Takové číslo je však určeno jednoznačně až na znamení. Kdyby 
totiž též rí mělo tu vlastnost, bylo by n dělitelno rí a též rí děli-
telno n, tedy rí = + n, t. j. | rí j = | n 
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Snadno lze dokázali, že platí 

r l-i 1 I db 
[a, 6] = 

(t- !-) 
Jest totiž podle § 5, 6. 

(O: V ' 

/-. = 1 

^ a 6 J \ al 
(a, b). ab i 

M Položíme-li M — axa2 . . . a*, Ai = —, i = 1, 2, . . . , k, bude a{ 

1 _ A f 1 1 

[ M' M MI U& ' " ' 
M 

(AXi A2, ..-¿4jt) 
Odtud plyne 

r i * [aj, a2, . . . , ajtJ = A2, • • • j A 
Jsou-li a, b nesoudělná, je (a, b) = 1, tedy [a, b] = \ ab 
Jsou-li každá dvě z čísel alt a2, . . . , a% nesoudělná, platí 

[al9 a2, . . a*]= axa2 . . . ak | . Důkaz lze provésti úplnou indukcí 
na základě věty předešlé. 

Pro n. s. n. platí podobné věty jako pro n. s. d. Při tom [ ] 
se vztahuje na racionální čísla =(= 0. 

1. [av a2, . . . = [¡Oxl, loji, . . . , a* |]< 
2. [a, a, ... y a] = \ a 
3. [a, »i] = | m |, je-li m dělitelno a a obecněji, 

[av a2i . . ., ak) m] = m j , 

je-li m dělitelno čísly av a2t . . ., a*. 
4. [a, 1] = | a !, je-li a celé. 
5. [mav ma2i . . . , ma*] = ! m | [al9 a2, . . . , a 
6. [a, 6] = [6, a], 
7. [[a, 6], c] = [a, [6, c]] = [a, 6, c]. 
Konečně platí vzorec, který dostaneme ze vzorce 9 § 5, na-

hradíme-li závorky ( ) závorkami [ ]. 
§ 10. Čísla i 1 mají jediné celé dělitele + 1 a — 1. Číslo 

racionální celé a 1 a =)= — 1 má samozřejmě celé dělitele + a, 
+ 1. Jestliže číslo celé p > 1, nemá jiných dělitelů celých než 
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1 P> áz 1> nazývá se prvočíslo. Taková čísla existují, na př. 
2, 3, o, . . . 

Je ihned patrno, že číslo racionální celé a, jehož absolutní 
hodnota je > 1 a které není prvočíslem, lze znázorniti ve tvaru 
a=bcy kdež b a c jsou čísla celá ^ ± 1 . 

Snadno lze dokázati, že počet prvočísel není konečný. Důkaz 
tvrzení tohoto je již v Euklidových Základech (9. kniha; XX, 
Servítův překlad str. 149). 

Dejme tomu, že prvočísel by byl jen konečný počet 2, 3, 
5, . . . , pt takže by p bylo největsí existující prvočíslo. Číslo 
Pp = 2 . 3 . 5 . . . p + 1 dává při dělení prvočísly 2, 3, 5, . . ., p 
zbytek 1, není tedy žádným z nich dělitelno. Je tedy Pv buď samo 
prvočíslo nebo je dělitelno prvočíslem > p. 

P2 = 3, P3 = 7, Ph = 11, P7= 211,# Pn = 2311 jsou prvo-
čísla, naproti tomu je P1Z = 59 . 509, P17 = 19 . 97 . 277. 

Tento Euklidův důkaz mimo to nám poskytuje konečné 
intervaly, v nichž musí ležeti aspoň jedno prvočíslo. Plyne z něho: 
Je-li p libovolné prvočíslo ( > 0), leží v intervalu od p + 1 do 
2 . 3 . 5 . . . p + 1 (inkl.) aspoň jedno prvočíslo, t. j. existuje prvo-
číslo q takové, ze pl<g<^2.3.5...p + 1. 

Na druhé straně lze snadno udati intervaly libovolně velké, 
v nichž neleží žádné prvočíslo. 

Je-li n celé číslo ^ 2, není z n — 1 po sobě jdoucích čísel 
n\ + 2, n\ + 3, n\ + 4, . . . , n\ + n 

žádné prvočíslem, ježto pro každé k = 2, 3, . . . , n je ni + k 
dělitelno k. 

Podobně jako Euklid dokázal, že existuje nekonečně mnoho 
prvočísel, lze dokázati: 

Existuje nekonečně mnoho prvočísel tvaru 4n — 1 (n celé 
> 0 ) . 

K tomu stačí uvažovati Čísla 4 (3 . 7 . 11 . . . p) — 1. 
Existuje nekonečně mnoho prvočísel tvaru 6n :— 1 (n celé> 0). 
Zde třeba uvažovati čísla 6 (5. 11 . 17 . 23 . . . p) — 1. 
Dirichlet (Werke, I, 307—312, 313—342) pomocí metod ana-

lytické teorie číselné dokázal větu: 
V aritmetické posloupnosti a + bn, kdež a, b jsou čísla celá 

nesoudělná a n probíhá čísla celá, je nekonečně mnoho prvočísel. 
O této otázce viz Landau, Handbuch I, 432—435, kdež 

podán důkaz věty Dirichletovy v zjednodušeném tvaru. 
§ 11. Dříve než přistoupím k důkazu věty o znázornění čísel 

racionálních pomocí prvočísel, uvedeme si několik vět pomocných. 
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Je-li a celé číslo nedělitelné prvočíslem p, jsou čísla a a p 
nesoudělná. Je-li pak q též prvočíslo =(= p, jsou p, q nesoudélná. 

0 prvočísle p platí dále věta: Součin dvou čísel celých ab 
je dělitelný prvočíslem p jen tehdy, je-li aspoň jeden z činitelů 
prvočíslem p dělitelný. 

Důkaz plyne snadno z 2. věty § 7. Není-li na př. a dělitelno p> 
jsou čísla a a p nesoudělná. Kdyby ani b nebylo p dělitelno, bylo 
by i b nesoudělné s p, tedy i ab nesoudělné s p, proti předpokladu. 
Odtud tedy plyne,i že b je dělitelno p. 

Platí však též věta: Číslo celé kladné a + 1 je prvo-
číslem, jestliže z předpokladu, že součin ab dvou čísel racionálních 
celých a, 6 je dělitelný pt a však není dělitelno p, plyne, že b je 
dělitelno p. 

Kdyby p nebylo prvočíslo, bylo by p = ab, kdež a a b jsou 
celá čísla > 1; a ani b by nebylo dělitelno p, ač jejich součin 
ab = p by byl p dělitelný. 

Z věty 4. § 7 plyne ihned: 
Jsou-li pv p2l . . . , Pk> qv >•••><?/ prvočísla vesměs mezi 

sebou různá, jsou čísla px
rrti p2

m*...a qx
ni g2

na. . .qini, kdež 
wl5 w&2> • • • » mk> nvn2, ... ,ni značí čísla celá ^ 0, nesoudělná. 

pWtpm^ t pmk 
Z toho plyne dále, že zlomek je redukovaný 

?i"' ř."' • • • 
(§8, str. 17). Může pak výraz ten představovat! celé číslo, jen 
když jmenovatel =1 , což nastane jen při n1= n2 = . . . = ni = 0. 
Výraz ten může býti =1 , jen když čitatel i jmenovatel bude =1, 
t. j. při m1 = m2 = . . . = mk = nx= n2 = ... = ni = 0. 

1 můžeme vyšlo viti větu: 
Výraz p^p^1*.. -pfó, kdež nv n2i . . . ,nk jsou čísla celá, 

představuje číslo celé, jen když nly n2i . . . , nk jsou čísla celá 0. 
Výraz ten je roven 1, jen když nx = n2 = . . . = nk = 0. 

§ 12. Uvažujme celé číslo a > 1. To je jistě dělitelno aspoň 
jedním kladným prvočíslem, ježto nejmenŠí dělitel čísla a, celý 
a > 1, jakožto Číslo mající za oelé kladné dělitele jen 1 a samo 
sebe, je jistě prvočíslem. Klademe-li a — pYav kdež px je prvo-
číslo, a je-li ax > 1, zase ax= p^i2t kdež p2 je zase prvočíslo, 
atd., musíme po konečném počtu kroků, ježto av Og, a3, . . . jsou 
racionální čísla celá kladná stále klesající, přijíti k případu ak = 1. 
Tak je a znázorněno jako součin prvočísel px p2. . . pk. Píšeme-li 
součiny sobě rovných prvočísel ve tvaru mocniny, vidíme, že 
možno každé číslo celé > 1 znázorniti ve tvaru a = px

aí p2
a«. . . pa

rr 9 
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kdež prvočísla pl7 p2, . . . , pr jsou mezi sebou různá a mocnitelé 
av a2, . . . , ar čísla celá kladná. 

Budip nyní pv p2, . . . množství všech mezi sebou různých 
prvočísel (v pořádku libovolném). 

Ježto číslo racionální kladné a lze znázorni ti jako podíl 
dvou čísel celých kladných, dostaneme pro číslo takové znázornění 

a = px«i p2
a* . . . pr

ar , (1) 
kdež r je číslo celé kladné a mocnitelé ax, a2,.. .,ar jsou čísla celá. 
Znázornění toto je jednoznačné v tom smyslta, že, je-li též 

a = p*y pb* . . . pr
br, (2) 

platí ax=bv a2=b2,.. .,ar = br. (Máme-li součiny qx
Ci q2

c*... qf* 
rdird t Ttdt ^ k^ež q^ q^ ( q8i r^ . . rÉ jsou prvočísla 
a cv c2, . . cs, dv d2, . . dt čísla celá, lze tyto součiny psáti ve 
tvaru (1) a (2), připustíme-li mocnitele 0 u těch prvočísel, které 
se nevyskytují v jednom součinu a vyskytují V druhém.) 

Důkaz je zcela jednoduchý. Z (1) a (2) plyne 
<p^x—bx p2

a*~l>2 . . . pr«r —= 1, 
kterážto rovnice nemůže býti podle § 11 jinak splněna, než 
když je ax — — a2 — b2 = . . . = ar — br = 0, t. j. ax — bv 
d2 b2y . . . . CLf — bft 

Libovolné číslo racionální a ^ 0 lze pak znázornili ve tvaru 
a = ± 1 . px

lp2
li . . . pT

ar, kdež pv p2, . . . , pT jsou prvočísla mezi 
sebou různá a alf o2, . . . , ar jsou čísla celá. 

Říká se. že a obsahuje p^ p r á v ě v m o c n i n ě ak) a je-li 
a celé. že a je d ě l i t e l n o p r á v ě ptfk (a je dělitelno pin 

pro n ^ ai, není však dělitelno pk
n pro n > a*). 

Je-li a* =|= 0, nazveme pk prvočinitelem čísla o. 
§ 13. Máme-li dána dvě čísla racionální kladná a=p1

(tip2
a*.„p/,r, 

b — px
b* p2

b* . . . pr
br, při čemž av a2). . ., ari bv b2, . . bT jsou čísla 

celá, bude a dělitelno 6, bude-li ax ^ bv a2 ^ ó2, . . . yar ^ br. 
Konečný počet čísel racionálních kladných a, b> . . . , c lze 

znázorniti ve tvaru 
a = p^* p2

a*. . . pr
ar 

b = pj6> p2
b* . . . p)br 

c = Px
c« . . . p / r , 

při čemž aly 6 ; , . . c ; ( ¿ = 1 , 2 , . . r ) jsou čísla celá a r jest ve všech 
výrazech totéž celé číslo kladné. (Viz poznámku v § 12) Pak lze 
nej větší společnou míru a nej menší společný násobek čísel těch 
zcela snadno vyjádřiti. 
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Je totiž (o, 6 , . . c ) = p x
d i p2

d*.. . pr
ar , [a, fi,.. /V'1 P<LH.'.pTn*, 

kdež ¿i = min (a<, . . . Cf), = max (a/, bt, ... , c,).*) 
Dokažme to pro (a, 6, . . . , c). 
Kladní společní dělitelé čísel a, 6, . . . , c jsou čísla m tvaru 

m = Pj«. p™* m m m prf*rp™r+l . . . p»H, 

kdež mv m2, . . . , mg jsou celá čísla hovící podmínkám 
< a i, Mi <ib(, . . . , rrii c,: ( ¿ = 1 , 2 , . . . , r) (1) 

wr+i <^0, . . . , m* < 0. (2) 
Podmínky (1) lze nahraditi podmínkami 

m,- < df. 
Nej většího společného kladného dělitele dostaneme pro 

mi = du i = 1, 2, . . r; = 0, j = r +1 , r -f 2, . . ., s. 
Je tedy d skutečně n. s. d. 
§ 14. Konečným počtem pokusů lze vždy rozhodnouti, zda 

dané číslo celé kladné a je prvočíslem. Číslo a nebude totiž prvo-
číslem, je-li děliťelno některým z čísel 2, 3, . . . , a — 1. Stačí však 
zkoušeti dělitelnost pro čísla celá > 1 a < a. Je-li totiž d celý 
dělitel čísla a, > 1 a <a, tedy a = dď, kdež celá čísla kladná 
(I, ď jsou > 1, lze beze všeho předpokládati d < ďy neboť bychom 
v opačném případě mohli spolu d & ď zaměniti; z d ^ ď plyne 
vsak a = dí' ^ d2, tedy d < ]/a. Bude-li d <_ [\a], bude též 
<1 ježto [[̂ a] < ]/a. Nemá-li a žádného dělitele mezi čísly 
celými 2 a <1 [Y®], je prvočíslem. Při tom stačí však zkoumati 
pouze dělitelnost prvočísly, takže lze vysloviti větu: Číslo celé 
kladné a je prvočíslem, není-lí dělítelno žádným prvočíslem ^ []/«]• 

Na tom založen jest postup, jak z přirozené řady čísel 1, 
2, 3, 4 , . . . vyloučiti všechna prvočísla. Je to tak zvané síto 
líratostenovo. 

Metoda pozůstává v tom, že postupně vynecháme všechny 
násobky určitého prvočísla. Začneme tak, že vynecháme všechna 
čísla sudá, t. j. škrtneme každé druhé. První, číslo, které náni 
zbude, je prvočíslo 3. I škrtneme každé číslo dělitelné 3. První 
číslo, které nám v řadě číselné zbude, je prvočíslo 5. Nyní vyškrtne-

*) Jsou-li al9 «2, . . . , ai\ čísla reálná, jo m = min («1, a2, . . ., a*) 
nejmenši z čísel al9 as,. . . , a* a M = max a2 ak) největší 
z čísel Na pf. min (—3.0, — 3 )^—3, mux (—3, 0, 
— 3) 0. 
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me každé číslo dělitelné 5, atd. Je-li po několika krocích p první čísl ) 
přirozené řady číselné, které zůstala nepřeškrtnuto, je p prvočíslo. 
Vyškrtáme-li nyní násobky p, tedy každé číslo p-té; budou čísla q 
hovící vztahu p<^q<p2 prvočísly. Chceme-li určiti všechna prvo-
čísla < x, kdež x je libovolné číslo reální kladné, stačí z přirozené 
řady číselné vylóučiti násobky všech prvočísel < []/x], Ta\ 
kdybychom chtěli určiti prvočísla kladná < 30, stačí vyškrtati 
násobky 2, 3, 5, ježto <[j/30] = 5, a zbudou nám další prvočísla 
7, 11, 13, 17, 19, 23, 29. 

Existují tabulky udávající, zda dané číslo celé kladné jo 
prvočíslo. Největší tištěné tabulky toho druhu jsou od Lehmera 
(Factor table for the first ten millions) udávající nej menšího 
kladného celého dělitele každého čísla nedělitelného 2, 3, 5, 7 
mezi 0 a 10 017 000. (Washington 1909.) 

Nej větší rukopisné tabulky jsou však Kulikovy (Jakub 
Filip Kulik. 1773—1863, prof. matematiky na praž. universitě), 
chované v knihovně vídeňské akademie, udávající nejmenšího 
kladného celého dělitele každého čísla nedělitelného 2, 3, 5 v prv-
ních sto milionech. Podle mínění Lehmerova, který jich užil při 
své práci, by se k publikaci nehodily, ježto obsahují dosti chyb, 
ač ovšem by při publikaci dalších tabulek mohly úkol značně 
usnadniti. 

Malé tabulky prvočísel jsou: 
Luigi Poletti, Tavole di Numeri Primi, Manuali Hoepli, 

Milán 1920, obsahující prvočísla mezi 1 a 200000, rozklad prvních 
50000 čísel celých kladných a jiné podobné tabulky. 

§ 15. Budiž a číslo celé 0. Nechť je j a = px
xp2

l \. . pď*, 
kdež pv p2> . . Pk jsou různá prvočísla čísla 
celá ¡> 0. Číslo celé kladné d bude dělitelem a, lze-li je psáti ve 
tvaru d = px

dl p^1 . . . Pkdk, kdež pro čísla celá dv d2, ... , dk platí 
nerovnosti 0 <C dx < av 0 < d2 <_ a2i . . . , 0 < dr < ar. Z toho plyne, 
že každý člen součinu 

(1 + Pl + Pl2 + • • • + PÍ**) (1 + P2 + />22 + • • • + P/0 • - • 
• * l 

bude celým kladným dělitelem čísla a a naopak všechny celé 
kladné dělitele čísla a lze takto obdržeti. Počet dělitelů celých 
kladných čísla a, <r0(a), je tedy roven počtu členů tohoto součinu, 
t. j. : V 

*o(«) = («i + 1 ) K + l ) . . . ( a ť + 1). 
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Součet celých kladných dělitelů čísla a, 0|(a), je roven onomu 
součinu, t. j. 

. . p l
a ^ ]

 — i /V2"1 — 1
 — i 

^ = ^ i - . i •—>;:-1 • 
« 

Snadno lze také určiti součet r-tých mocnin celých kladných 
dělitelů čísla a, ar(a) (r celé číslo kladné). Tento součet je roven 
součinu 

(1 + p{ + pp + . . . + px**) (1 + p2
r + p2

2r + . . - + pf*) . . . 
. . . (1 + Prr+ Pr2r + . . - + Prar*)> 

takže 
Vl{«> r\)r _ 1 _ i pkiH+l)r— 1 

Or(a>)= — . ; . . . j— . 
Vy ~ 1 V2 — 1 Pkr~ 1 

Snadno lze nahlédnou ti, že of(PQ) = ar(P) ar(Q), jsou-li 
Py Q čísla celá nesoudělná =(= 0, r ^ 0. 

§ 16. Pro a = 2n~1 (2n —1) (n číslo celé kladné) bychom za 
předpokladu, že 2n — 1 je prvočíslo, našli 

2* _1 (2n— l)2— 1 
*t(.) = 2 ^ r r • (2" — i) — i = 2 " < 2 " - u = *»• 

Číslo a právě uvedené je tak zvané číslo dokonalé (perfektní). 
Tak nazývají se čísla, pro něž platí ax(a) = 2a, ax(a) — a = a, 
t. j. jež rovnají se součtu svých dělitelů celých kladných menších 
než dané číslo samo. Čísla dokonalá lichá nejsou známa (také 
však nebyl proveden důkaz, že neexistují). 

Ukažme, že není jiných čísel dokonalých sudých mimo čísla 
tvaru 2n~1 (2n— 1), kdež n je číslo celé kladné, 2n — 1 prvočíslo 
(čísla dokonalá Euklidova typu, Základy, 9. kniha, XXXVI, Servi -
tův překlad str. 154). 

Nechť číslo a = 2nq je dokonalé (n číslo celé kladné, q číslo 
liché > 0 ) . 

Pak je ax(a) = ax(2n) ax(q) = (2»+l — 1) s, označíme-li aL(q) = 
s. Z dokonalosti čísla a plyne ax(a) = 2a, t. j. (2n+1 — 1) s = 

2»+* q q 
= 2 tedy « = 2n+i_l = ?+ p+T^i' nebolÍ 5 = 9 + if 

kdež d = \—2« Číslo d je tedy celým kladným dělitelem čísla q ; 

ježto pak 8 = q + d a s značí součet celých kladných dělitelů 
čísla q, má q za dělitele celé kladné pouze q a d. To není jinak 
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možno, než když d = 1 a q = 2n+1 — 1 je prvočíslo. Pak sku-
tečně a= 2n(2n+1—l). 

Má-li býti 2n — 1 prvočíslo, musí býti n prvočíslo. 2w — 1 
jest totiž dělitelno 2? —1 i 2q —l.Tato podmínka je nutná, nikoliv 
vsak dostačující. 2n — 1 je prvočíslo pro tyto hodnoty n: 

2, 3, o, 7, 13, 17, 19, 31, 61, 89, 107, 127. 
Naproti tomu 

223 — 1 = 47 . 178481. 
Viz Kraitschik, 1 I. 9, 218; 2 19. 
Platí-li pro čísla celá kladná a, b 

ax(a) = a^b) = a + b, 
nazývají se čísla ta spřátelená. Pak je patrně aj(a) — a = 6, 
(Tl(6) — b=a. Takovými čísly jsou na př. a = 220, b = 284. 

§ 17. Každému celému děliteli d čísla celého kladného a 
odpovídá dělitel celý kladný a/d, tak zvaný dělitel komple-
mentární. Uvažujme všechny celé kladné dělitele čísla celého 
kladného a, seřazené třeba podle velikosti c^ = 1, d2l . . . 
..., dv = a, kdež v = a0(a). Pak dělitelé komplementární 
ajdx = a, a/d2> a/d3, . . . , a/d? = 1 dávají radu předešlou, psanou 
v obráceném pořádku. Označme P součin celých kladných dělitelů 
čísla a. I bude 

P =• dxd2 . . . dv 
a též 

a a a 
dy d2 dv 

Bude tedy P2 = av, a tudíž P = a*", v = aQ(a). 
Lze snadno nahlédnouti, že v je sudé vyjímaje případ, kdy a 

je úplný čtverec, t. j. kdy a je čtvercem čísla celého. Dělitele-
celí kladní čísla a se rozpadají na dvojice dělitelů spolu komple-
mentárních, vyjímaje případ, kdy existuje dělitel rovný svému 
děliteli komplementárnímu, což nastane patrně, jen když a je 
úplný čtverec. 

§ 18. Budeme hledati rozklad [x]\ (x > 0) v prvočinitele. 
Předpokládejme nejprve a; celé. V x\ mohou se vyskytovati 

jen kladní prvočinitelé p < x. Je otázka, v jaké mocnině se p 

vyskytuje. Počet násobků p z řady 1, 2, 3 , . . . , x je podobně 

počet násobků p2 je > počet násobků p3 je Kdyby 
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součin x\ neobsahoval žádného činitele dělitelného p2, obsahovalo 
by x\ prvočinitele p právě j -krát. Vyskytují-li se však také 

členy dělitelné p2, přidává každý z nich k J jeden nový činitel p. 

Bude tedy počet činitelů pocházejících od členů dělitelných p ap2 

roven + Stejně poskytne každý člen součinu dělitel-

ný pz k uvedeným dalšího činitele pt takže členy řady 1, 2, 3 , . . . , x 

dělitelné p, p2, pz dávají v x\ p na mocninu ̂ —j + j ^ J + [ ^ j * 

Tak můžeme pokračovati. Bude tedy x\ dělitelno p právě v moc-
nině 

k - M + 
X 1O£T X Řada ta sama se ukončí, ježto je - > 1 jen pro m < - ; pm — log p 

x lo&r x r x ~i pro — <1, tedy m > ; , je — = 0 . Je tudíž 
J logp \j)m J 

x\ = II p ^ + + [|í] +•••, 
x 

kdež součin se vztahuje na prvočísla ^ x. 
r xi r x i 

Jest však pro každé reální x > 0 [ x ] + ^ J + '" 
p^x 

Důkaz bude snadno plynouti z věty pomocné z § 2: Je-li x 
kladné číslo reální a k kladné číslo celé, je 

Podle předešlého je 

[x]\ = II + ^ + ''\ 

Pod1^ o*i4 věty pomocné však ĵ ^Jj = J^^j. Dále množství 
prvočísel, hovících nerovnosti je totožné s množstvím 
prvočísel hovících nerovnosti p x. Z tcho pak vyplývá ihned 
tvrzení. 
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Je-li x číslo celé ^ 0, lze je znázorniti v soustavě p-adické 
ve tvaru 

x = a0 + axp + «2 P2 + • • • + akPk, 

kdež k je číslo celé ^ 0, a* jsou p-adické číslice, t. j. čísla 
celá splňující nerovnosti: 0 < ax < p\ i = 1, 2, 3, . . ., k. (Viz § 2 
str. 9). ~~ 

P a k r * 1 
I \ = al + a2p + a3p2 + . . . + a 1 

[ a -=
 a2 + azP + • • • + akPk „k — 2 -

i í m ; ] 

M 
[plcTi ] = [ " ^ 2 ] = • • • = 0 

+ . . . = ax + a2 (1 + p) + a3 (1 + p + p2) +. . . 

... + ak(l + p+p2+ + 
p — 1 p2 — 1 p3 — 1 

= «1 7 + «2 r + a3 r + • • • 
p — 1 p — l p — 1 

pk— 1 .. . + ak p — 1 
__ x — (a0 + ax + a2 +. . . + a*) 

Pro p = 2 bude J^J + + . . . = x — h. h udává, kolik 

je mezi číslicemi a0, aíy a2, . . ., ak jedniček. 
Dokažme si větu: 
Jsou-li nv n2, . . ., nk čísla celá kladná hovící podmínce 

n = nx n2-{- . . . n k j pak je n^/n^n^l . . . nk\ číslo celé. 
Budiž p libovolné prvočíslo. n\ obsahuje p právě v mocniteli 

[ni r ni [nx + n2+ . . . + nk-\ 

M + b J + - = L v — J+ 
j^i + n2 + . . . + nk j + 
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Součin %! n2\ . . . obsahuje pak p právě v mocniteli 

Jest vsak podle § 2 str. 8 

* g]+[--•]+...+u] 

z čehož tvrzení ihned plyne, nl/n .̂n l̂ . . . nu\ je počet permutací 
n prvků, z nichž je resp. nv n2,..., stejných. Je to koeficient 
u x1

1iíx2
n^. . . Xknk v rozvoji (xx + x2 + . . + %k)n- Ve speciálním 

případě je tak dokázána celost binomického koeficientu 
ín\ f n \ n } _ n = ni+n^ 
{nj \n2j nx\ n2l 
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II. Kongruence 

§ 19. Budiž m číslo racionální celé. Je-li číslo racionální 
celé a dělitelno m, řekneme také, ze <z je kongruentní s 0 (modm) 
(modulo m, podle modulu ra), a = 0 (mod m). Je-li též b čÍ6lo 
racionální celé, značí a = b (mod m), že a — 6 = 0 (mod m). 

Pro m = 0 přejde kongruence v rovnost. 
Je patrno, že kongruence a = b (mod m) je splněna tehdy 

a jen tehdy, platí-li a = b (mod — m). Lze tedy též tvrditi, že kon-
gruence a = b (mod m) platí tehdy a jen tehdy, platí-li a = b 
(mod m ). Bylo by tedy beze všeho možno předpokládati, že 
m > 0, a pro kongruence, které se neredukují na rovnosti, do-
konce, že m je celé číslo kladné. 

Z definice ihned plyné, že, je-li a ~ b (mod m) a d dělitel 
čísla m, je též a = b (mod d). 

Čísla celá a, b nechť jsou spolu kongruentní podle modulů 
mv m2, . . mk(mv m2t . . mk čísla celá ^ 0). Pak je též a = b 
(mod n), kdež n je nejmenší společný násobek mlt m2, . . mi-. 
Neboť a — by ježto je násobkem každého z čísel ml9 m2, . . ., m 
jest též násobkem n. Jsou-li ve speciálním případě ml9 m2, . . mi 
čísla celá po dvou nesoudělná, pak je a = b (mod m1m2 . . . mi), 
ježto n = m1m2... mi*. A také opak platí, takže lze vys]oviti 
větu: 

Jsou-li mlt m2, . . . .mi- Čísla celá po dvou nesoudělná, platí 
a=b (mod n), n=mlm2 . . . tehdy a jen tehdy, je-li současně 

a = b (modm^, (modm2), . . . a konečně též (mod?»*;). 

§ 20. 1. Jsou-li ay 6, c čísla celá, platí: 
I a = a (mod m). 

II Z a = b (mod m) plyne b = a (mod m). 
III Z a = b (mod m), b = c (mod m) plyne a ~ c (mod m). 
I a II jsou samozřejmé. Důkaz III je zcela jednoduchý. 

První dvě kongruence značí, že a — b a b — c jsou dělitelný m. 
Je tedy i a — c = (a — b) -(- (6 — c) dělitelno m. 
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2. Jsou-li a, 6, c, d čísla celá a je-li 
a EE b (mod m) 
c = d (mod ra), 

jo též a -f- c EE b + d (mod m) 
a — c že b — d (mod m), 

3. I. Je-li c číslo celé, plyne z kongruence a e 6 (mod m) 
W>ž ac EE bc (mod m). 

II. Je-li pak d číslo celé, a c ~ d (mod m), je ac = (modra). 
Je pak totiž ac = bc (mod m) 

bc = bd (mod m), 
tedy i ac že bd (mod m). 

Nechť a, b a m jsou čísla racionální celá. Z kongruence a = b 
(inod ra) plyne ak = bk (mod m), kdež A; je libovolné číslo celé ^ 0. 

Je-li f(x) — a0 + axx + . . . + anxn mnohočlen s celými koefi-
cienty, pak plyne Z A E & (mod ra), že f(a) EE f{b) (mod ra). 

Z a EE b (mod m) plyne totiž ak EE bk (mod ra), a^ak ŽE aiJtfi 
(inod ra) (k = 0, 1, 2, . . . , n) a tedy i f(a) = f(b) (mod ra). 

Podobně, je-li f(xJ} x2, . . . mnohočlen v a?!, a;2, . . ,,Xn 
s celými koeficienty, plyne z ^ EE a2 EŽ b2, . . an ~bn (mod ra) 
(řřj, bv a2, b2> . . aH, b„y m čísla celá), že je též 

f(av á2, . . . , an) -e= f(bv b2, . . ., bH) (mod ra). 

4. Z kongruence ac ~ 6c (mod m) (a, 6, c, ra čísla celá), 
neplyne obecně a = b (mod ra). Kongruence ac bc (mod ra) 
totiž značí, že c(a — b) je dělitelno m. Je-li c nesoudělné s ra, 
])lyne odtud, že a — b je dělitelno ra, t. j. a EE b (mod ra). Obecně 
označme <5 nej většího společného dělitele čísel c, m. 

c 1 

Pak - - (a — 6) je dělitelno m/ót a ježto c/ó a m/6 jsou čísla ne-
soudělná, je a — b dělitelno m/dy t. j. a EE b (mod m/ó). Máme 
tedy větu: * 

Z kongruence ac že bc (mod m) plyne a ež b (mod ra), je-li c 
nesoudělné s ra, a obecně a EE 6 (mod mji5), je-li ó n. s. d. Čísel c a m. 

Je-li c = d (mod w), t. j. d = c + gra, kdež q je číslo celé, je 
podle věty na konci § 5 (dy m) = (c + qm9 m) = (c, m). 

Platí-li kongruence ac = bd (mod m), c EE d (mod ra), je 
bd EE bc (mod m)y takže ac = bc (mod m). I platí věta: 

Z kongruencí ac EE bd (mod ra), c^d (mod m) plyne a ~ b 
(mod m/ó), kdež ó = (c, m) = (d, m). 
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5. Součin dvou čísel celých může býti kongruentní (mod m) 
a nulou, ač žádný z činitelů nemá tuto vlastnost. Na pi\ 
6 = 2 . 3 — 0 (mod 6), ač ani 2 ani 3 není 0 (mod 6). 

Je-li však modul m prvočíslem p, m = p, platí podle § 11 
věta: 

Je-li součin dvou čísel celých kongruentní (mod p) s nulouy je 
aspoň jeden z Činitelů (mod p) s nulou kongruentní. 

§ 21. Množství čísel racionálních celých, která jsou spolu 
kongruentní (mod m)t nazveme třídou (mod m). O dvou číslech 
téže třídy budeme též říkati, že jedno je zbytkem druhého (mod m). 
Dvě třídy (mod m) mají buď všechny prvky společné neb žádný. 
Třída (mod m) bude určena, známe-li jeden její prvek. Prvek ten 
nazveme také representantem třídy. Všechny prvky třídy 
(mod m) lze znázorniti ve tvaru a + mn, kdež a je libovolný 
prvek z ní (representant) a n číslo celé. Místo representant třídy 
(mod m) se též říká zbytek (mod m). 

Je-li m celé =(= 0, lze representanty všech čísel celých (mod m) 
snadno udati. Jsou jimi čísla 0, 1, 2,. \ m | — 1. 

Při m = 0, kdy kongruence přejde v rovnost, je každá třída 
tvořena jediným prvkem. 

Libovolné číslo celé a lze totiž podle § 2 str. 9 znázorniti ve 
tvaru a=q m + r, kdež q, r jsou čísla celá, 0 < r < | m ¡. Je 
tedy a = r (mod m). Každé číslo celé je tudíž (mod m) kongru-
entní s jedním z čísel 0, 1, 2, . . . , | m j — 1 a jen s jedním, 
ježto žádná dvě z těchto čísel nejsou spolu kongruentní (mod m). 
Je tedy na počet m \ různých tříd (mod m) a za representanty 
jejich lze zvoliti čísla 0, 1, 2, . . . , | m — 1. 

Jestliže každé číslo celé je (mod m) kongruentní s jedním 
z čísel r,,?^, . . . , rm mezi sebou (mod m) nekongruentních, na-
zveme rv r2, . . . , rm úplnou soustavou zbytků celých 
čísel (modw). Takovou soustavu tvoří čísla 0, 1, 2 , j m |—1. 
(Uplnásoustavanejmenších kladných zbytků celých Čísel (mod m).) 
Je-li m číslo liché kladné, tvoří úplnou soustavu zbytků (mod m) 
čísla 

^ , ^ m — 1 m 1 w + 3 
0, 1, 2, . . . ——, — m, — m, . . . (m — l)—m, 

t. j. čísla 
m — 1 

W 5 x> — > ' ' • 2 

(zbytky o nejmenší absolutní hodnotě). 
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TvoH-li rv r2, ...,rm úplnou soustavu zbytku celých čísel (modrn), 
tvoří též 

arx + 6, ar2 + 6, . . . , arm + b (1) 

úplnou soustavu zbytků celých čísel (mod m), znací-li a, ra čísla celá 
nesoudělná. 

Uvedená věta plyne z té okolnosti, že žádná dvě z čísel (1), 
jichž je na počet ra, nejsou spolu kongruentní (modm). Kdyby 
totiž bylo 

ari + b EE ar, + 6 (mod ra), i =|= j, 
/, j jinak libovolná dvě čísla z posloupnosti 1, 2, . . ., ra, bylo bv 
též ari = ar; (mod ra), t. j. (mod ra), což by bylo proti před-
pokladu. 

§ 22. Jestliže v racionální celé funkci s celými koeficienty f(x) 
klademe za x hodnoty 0, 1,2,3, . . . a vypočteme ne j menší kladné 
zbytky /(O),/(l),/(2),/(3), . . . (mod ra) (m číslo celé z|z 0), po-
sloupnost, kterou takto dostaneme, bude periodická, ježto podle , 
$ 20 odst. 3 
t 

f(k m) ee f(k) (mod ra), (k číslo celé). 

Je-li na př. f(x) = x3 — Sx + G, m ~ o, bude pro 
= 0, 1, 2, 3, 4, o, 6, 7, 8, . . . j(x) EE 1, 4, 3, 4, 3, 1, 4, 3, 4, . .. 

(mod 5). 

V uvažovaném případě je perioda 1, 4, 3, 4, 3. Mezi těmito 
hodnotami se nevyskytuje ani 0 ani 2, takže kongruence 

s» _ 6 EE 0 a x* — Sx + 6 = 2 (mod 5) 
nejsou řešitelné. 

Tím spíše pak rovnice x3 — Sx + ti = 0 a xz — Sx -f- 6 = 2 
nemají za kořeny čísla celá racionální. 

Mnohočlen s racionálními celými koeficienty f(x) stupně n > 0 
nemůže pro všechny celé hodnoty x představovali prvočísla; pro ne-
konečně" mnoho celých hodnot x je f(x) Číslo složené. 

/ 

Nechť pro číslo celé x = x0 je f(x0) prvočíslo, f(xQ) = p. 
Pro x = xQ + kp, kdež k je celé číslo, t. j. x = (mod p), je 
f(x) f(xo) = 0 (mod p), tedy f(x) je dělitelno p. Avšak jen pro 
konečný počet hodnot k může býti 

f(xQ + kp) = 0 neb = + p. 

Vvhneme-li se těmto hodnotám, bude /(z0 + kp) číslo složené, 

Kychlfk: Úvod do elomontArní tooric číselné. 3 3 3 



Existují mnohočleny, které poskytují velký počet prvočísel 
x2— x + 41 je prvočíslo pro x — 0, 1, 2, 3, . . . , 40, 
ale též pro x = — 1, — 2, — 3,. . . , — 39. 
x2 + x -j- 17 je prvočíslo pro x = 0, 1, 2, . . . , 15. 

Fermat se domníval, že Fn — 22n -j- 1 je prvočíslo pro n 
celé > 0 . 

Také skutečně 
F0 = 3, = 5, F2 = 17, Fs = 257, Fá = 65537 

jsou prvočísla. 
Naproti tomu 

F5 = 641 . 6700417 (Euler. Viz § 29 konec). 
§ 23. a, 6, m buďtež celá čísla m =|= 0. Budeme hledati kořeny 

kongruence ax + b = 0 (mod m), t. j. celá čísla x splňující kon-
gruenci onu. Je-li a nesoudělné s r n a probíhá-li x úplnou sou-
stavu zbytků (mod m), padne podle věty z § 21 str. 33 ax + b 
právě jednou do třídy, v níž je číslo 0. Platí tedy věta: 

Je-li a nesoudělné s m, jsou všechny kořeny kongruence ax + 
+ 6 = 0 (mod m) spolu kongruentní (mod m) > t.j. všechny kořeny 
oné kongruence tvoři prvky jediné třídy (mod m)\ říkáme, že řešení 
kongruence té jsou určena jednoznačně (mod m). 

Mají-li a a m za n. s. d. číslo df tu, má-li býti kongruence 
ax + 6 = 0 (mod m) řešitelná, musí platiti též (mod d), a ježto a 
jedělitelnocř, musí býti 6=0(mod d). Kongruenceax-\-6 = 0(modm) 

a 
je splněna tehdy a jen tehdy, je-li splněna kongruence — x + 

d b ,v / , ni\ a m . V/1 t , # i i . + — = 0 1 mod j — > _ jsou cisla nesoudelna. Ma tedy tato d \ d J d a 
kongruence podle věty předešlé řešení xQ jednoznačné (mod m/d). 

m Všechna řešení oné kongruence lze psáti ve tvaru x0 + y a 
kdež y je libovolné číslo celé, a mezi těmito řešeními je jich právě d 
nekongruentmch spolu (mod m). Obdržíme je, probíhá-li y úplnou 
soustavu zbytků (mod d). Budou to na př. čísla x0, x0 + mjd} 
x0 + 2 m\dy x0 + 3 m/d, . . . , x0 + (d — 1) m/d. 

Je-li (a, m) = d > 1, je kongruence ax + b = 0 (mod m) řeši-
telná, jen kdyib je dUitélno d. Pak má d řešení, z nichž žádná dvě 
nejsou spolu kongruentní (mod m). 

Symbolem bja (mod m), kdež a, b,m jsou čísla celá, a, m spolu 
nesoudělná, budeme značiti libovolné číslo celé hovící kongruenci 
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ax = b (mod m). 
bia (mod m) značí tedy číslo celé, které dostaneme, zvolíme-li ve 
Aýraze (b-\-km)/a celé číslo k tak, aby b + km se stalo násobkem a. 

Řešení kongruence ax = 1 (mod TO), které existuje, jsou-li 
a a m čísla nesoudělná, bude pak označeno l/a (mod TO). l/a(mod m) 
nazývá se též číslem k a asoc iovaným (mod TO); naopak je a 
asociováno k l/a (mod TO). 

§ 24. Převeďme řešení kongruence 
ax + b = 0 (mod m), (1) 

kdež m = mm", TO, m\ m" čísla celá, |ra'| > 1, \m"\ > 1, na řešení 
dvou kongruencí (mod TO') a (mod to"). 

Nechť kongruence 
ax+ b = 0 (mod TO') (2) 

má kořen a;', takže ax' + 6 = 0 (mod TO'). Je tedy (ax'-\-b)lm'=b' 
číslo celé. 

x splňující (1) splňuje i (2), takže je x = x (mod TO'), t. j. 
x = xf + my. 
I bude ax' + 6 + am*y = 0 (mod w), 

ježto pak ax' + 6 = m'6', TO = mm", bude ay b' = 0 (mod m"). 
Tento postup by nám umožnil v případě, že TO je číslo slo-

žené, převésti řešení (I) na řešení kongruencí o modulu prvo-
číselném. 

Měli bychom na př. řešiti kongruenci 
41 x + 9 = 0 (mod 30), t. j. 11a; + 9 = 0 (mod 30). 

Zde 30 = 5 . 6. 
Kongruence 

11a; + 9 = 0 (mod 5), t. j. x — 1 = 0 (mod 5) 

poskytne x = 1. 
Položme x = 1 + 5 y. 
Pak bude 

55Y + 20 = 0 (mod 30), 

tedy lly + 4 = 0 (mod 6), — y + 4 = 0 (mod 6), 

t. j. y = 4 (mod 6). 

í bude x = 21 = — 9 (mod 30). 
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Určití celé číslo x, které hoví kongruencím 
ax + 6 = 0 (mod mx) 
ax + 6 = 0 (mod m2) 

ax b ~ 0 (mod m-t) 
(a, 6 čísla celá, rnv m 2 , . . m * čísla celá =(= 0), je patrně podle § 19 
str. 30 úkol ekvivalentní s řešením kongruence 

ax + 6'= 0 (mod m), 

kdež m je nejmenší společný násobek čísel mx, m2,. . mi-. Jsou-li 
mXi m2, • . mi- čísla po dvou spolu nesoudělná, je m — mxm2 . . . m 

Je-li m = p^pď* • • • PiJit> kdež px, p2, . . . , p* jsou od sebe 
různá prvočísla a /n2> . . . , jut čísla celá kladná, je řešení 
kongruence ax + 6 = 0 (mod m) patrně podle větv na konci § 19 
ekvivalentní s řešením soustavy kongruencí / 

ax + 6 = 0 (mod /y») 
ax + 6 = 0 (mod ptf*) 

ax + 6 = 0 (mod p^k). 

Dejme tomu, že by se jednalo o určení celého čísla x, hoví-
cího současně kongruencím 

axx + 6A = 0 (mod mx) 
a^c + b2 - 0 (mod m2) ^ 

aix + 6/ = 0 (mod w/), 

kdež a/, 6ř, m\ jsou čísla celá, m\ >1 a a,- je nesoudělné 
s rrii(i = 1 , 2 , . . . , k). 

Kongruenci (mod w,), kdež mt není mocninou prvočísla, lze 
nahraditi kongruencemi o modulech m ¡y m", je j i chž moduly jsou 
mocniny prvočísel. Tak dostaneme soustavu 

axx + bx = 0 (mod m\)f axx + bx = 0 (mod m"x), . . . 
a2x + b2 = 0 (mod m'2), a2x + 62 = 0 (mod m"2), . . . (2) 

Řešme každou z těchto kongruencí. I dostaneme 
x = r\ (mod m\), x = r'\ (mod m'\), . . . 
x zz r'2 (mod m'2), .r ze r"2 (mod w" a ) , . . . (3) 
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Je-li některý modul rovný jinému, = je nutno, 
aby 

r^y ~ (mod m,•<» = m„M). 

Není-li tomu tak, je systém neřešitelný. 
Vyskytnou-li se v systému (2) moduly, které jsou mocniny 

téhož prvočísla, pak příslušné kongruence z (3) buď si odporuji 
(systém je pak neřešitelný), nebo jsou důsledkem jedné z nich. 
V tomto případě ponecháme kongruenci s modulem, který jest 
nejvyšší mocninou prvočísla, ostatní vynecháme. 

I vidíme, že soustava kongruenci (1) dá se vždy převésti 
na soustavu 

x rx (mod mx) 
x r2 (mod m2) (4) 

, x — rk (mod mk), 
kdež m19 m2, . . . , mk jsou čísla celá po dvou spolu nesoudělná. 

Dokážeme, že soustava ta je vždy řešitelná a to jednoznačně 
(mod m), kdež m ~ mxm2. . . mk. 

Určeme čísla ev e2, . . . , ek hovící kongruencím 
fy = 1 (mod tyíí), a r— 0 (mod my), i ^ j = 1, 2, 3, . . . , k. 
e{ určíme, klademe-li et- = et- m'm; a najdeme e,; z kongruence 

— m tk — 1 (mod mi). mt 

Pak je řešení soustavy (4) 
x = rxex + r2e2 + . . . + rkek (mod rm) i = 1, 2, 3, . . k. (o) 

Neboť pak je též 
x =E rxex + r2e£ -f . . . + r^k (mod m), 

t. j. x = T{ (mod mi). 

Jestliže též x splňuje kongruence (4), je 
x m x (mod w,), 

t. j. x ~ x (mod m), 
ježto čísla mv m2% . . . , mk jsou po dvou spolu nesoudělná. 

Probíhají-li čísla rx, r2, . . . , rk úplné soustavy zbytků podle 
modulů resp. m^ m2, . . . , mk, poskytne nám výraz 

rxex + r2e2 + . . . + rkek 
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m̂ m̂  . . . fnk = m hodnot, které tvoří též úplnou soustavu zbytků 
(mod m). Skutečně jsou tyto hodnoty (mod m) nekongruentní. 
Kdyby bylo 

rxei + + . . . + rkek = r\e,x + r'«^ + . . . + r ' ^ (mod m), 
platila by tato kongruence též (mod m,), takže by bylo 

• T{ ~ r'i (mod rař), i = 1 , 2 , . . . , k. 

Má-li býti současně 
x — 9 (mod 1400), a; = 37 (mod 252), x = 64 (mod 135), 

lze tyto kongruence, ježto 
1400 = 23 . o2 . 7, 252 = 22. 32. 7, 135 = 33. 5, 

nahraditi systémem 
x = 9 (mod 23), x = 9 (mod 52), x EE 9 (mod 7), 
x = 37 (mod 22), x = 37 (mod 32), * = 37 (mod 7), 
* = 64 (mod 33), x = 64 (mod 5). 

Srovnáním dostaneme, že podmínka nutná a postačující pro 
řešitelnost je splnění těchto kongruencí 

37 = 9 (mod 22) 
64 - 37 (mod 32) 
64 9 (mod 5) 
37 = 9 (mod 7). 

Tyto jsou skutečně splněny a systém se redukuje na jednodušší 
x = 9 (mod23), z = 6 4 (mod 33), a; = 9(mod52), x = 9 (mod 7) 

neboli 
x = 9 (mod 1400), x = 64 (mod 27), 

t. j. 
x = 9 (mod 1400), x = 10 (mod 27). 

Určeme čísla el9 e2 splňující kongruence 
e1 = 1 (mod 1400), ex = 0 (mod 27) 
e2 = 0 (mod 1400), e2 = 1 (mod 27). 

Ta jsou 
ex = 9801 (mod 37800), ^ = 28000 (mod 37800). 

I dostaneme 
x = 28009 (mod 37800), 37800 ~ 23 . 33 . 52 . 7. 
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Také bychom mohli postupovati takto: 
Kongruenci 

x EE 9 (mod 1400) 
hoví číslo x = 9 + 1400y, kdež y je číslo celé. y dlužno voliti 
tak, aby byla splněna kongruence x = 10 (mod 27), t. j. 

1400^ ee 1 (mod 27), 
tedy 23 y = 1 (mpd27). 

Odtud dostaneme y = 20 (mod 27) 
a tedy x = 28009 (mod 37800). 

Řešení soustavy (4) můžeme užiti ke zjednodušení řešení 
kongruence 

ax + 6 = 0 (mod m), (1') 
kdež a, m jsou čísla celá nesoudělná, m = mxm2 . . . m* rozklad 
v činitele po dvou spolu nesoudělné. 

Kongruence (1') je patrně splněna tehdy a jen tehdy, je-li 
hplněn souhrn kongruenci 

ax + b = 0 (mod m1), ax + b = 0 (mod m2), . . . , 
ax + 6 — 0 (mod mk). (2') 

Buďtež r19 r2, . . . , 77 jejich řešení. 
Pak x hovící kongruencím 

x r} (mod m^), x = r2 (mod m2), . . . , x = (mod mk) (3') 
splňuje i kongruenci (1'). 

§ 25. Kongruence 
ax + 6 EE 0 (mod m) (1) 

vyžaduje, aby ax + 6 bylo násobkem m a naopak, je splněna, 
je-li tomu tak. Je tedy řešení kongruence (1) ekvivalentní s ře-
šením rovnice 

ax + 6 = my, (2) 

v níž a, 6, m jsou čísla celá, čísly celými x, y. 
Aby tedy rovnice (2) byla řešitelná čísly celými, je nutno 

a postačí, aby n. s. d. čísel a, m byl obsažen v 6. 
Pišme rovnici (2) ve tvaru více symetrickém 

ax + by = c. (3) 
Aby rovnice ta byla řešitelná čísl}r celými x, y, je nutno 

a postačí, aby c bylo dělitelno d, kdež d — (a, 6). 
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Řešení rovnice (3) čísly celými x, y je pak ekvivalentní 
s řešením kongruence 

ax = c (mod b). 
Je-li jedno její řešení x0, jsou všechna její řešení dána výrazem 

_ b 
X — XQ - - ZJ 

kdež z je číslo celé. 
ax0— c je dělitelno b. Klaďme tedy 
ax0 — c = —byQf t. j. 
ax0 + by0 = c, 

takže (x0, y0) je řešení rovnice (3) číslv celými. 
I bude podle (3) 

• db a by = c — ax — c — ax0 — — z = by0 — 0 ^ 2 , 

t. j. a 
y = t/o — - j z-

Obecné řešení rovnice (3) celými čísly je tedv 
b a 

x = x0 + --- z, y = y0 — --z 

a ve speciálním případě, kdy a, b jsou čísla spolu nesoudělná, 
tedy d = 1, 

x = x0 + bz, y = y0 — az. 

§ 26. Eulerovo (Bachetovo) řešení rovnice 
axx — axx = b (1) 

čísly celými. 
Předpokládejme, že o, ax jsou čísla celá nesoudělná, al > 0. 

Kdyby ax < 0, pak bychom uvažovali místo (1) rovnici — axx — 
axx = —6, která jest splněna stejnými páry čísel (x, y). 

Z rovnice (1) plyne 
ax 1 +6 a<yXy — x = = Axxx +BX + -1, ax ax 

kdež Av Bx, a2, bx jsou čísla celá. Jest pak 
a = Axax -f- a2 . a ee a* . 
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za a2 zvolme nejmenší kladný zb}Ttek čísla a (mod a2), tedy 
0 < a2 < ax. 

Má-li býti x celé číslo, musí býti (a2xx— bx)jax číslo celé. 
rovnající se x2. čísla xL a x2 splňují pak rovnici 

a2xx — axx 2 = bx (2) 

stejného tvaru jako (1), v níž av a2 jsou čísla celá nesoudělná 
0 < a2 < ax. 

Z (2) bychom dostali 

^ = = A,Xt + B i + 
a2 • cio 

ax = A2a2 + a, ax - a3 
61 = B2a2 — o2

 J bx = — 62
 v 27 

Za a8 bychom opět volili nej menší kladný zbytek čísla Oj 
(mod aa), takže by bylo 0 < a3 < a2; a3 by bylo opět nesoudělné 
s a2. Kladli bychom b2)/a2= x3 a x3 by bylo číslo celé. 
Čísla x2y by tedy splňovala rovnici a3x2 —a2x3 = b2. Takovýmto 
postupem bychom po konečném počtu kroků došli k rovnici 

akxk-x — i xk = bk—\, 
v níž ak = 1. Z ní by plynulo xk—x = Číslo a;*—j 
by bylo číslo celé, ať je xk jakékoliv číslo celé. ^ 

Postupně bychom dostali . . . . xx, x jako lineární 
funkce s celými koeficienty v xk. 

Jako příklad uveďme řešení rovnice 
39 x — my = 1 1 

celými čísly xy y. Jest 
5 6 y + l l , lly+ 11 

* = - W ^ = * + 

klademe-li 17 y + 11 
39 = ř" 

Dále máme: 
39r— 11 . . , o r + 6 

V = yj =2r~ 1 + = 2r~ 1 + 5 

5r + 6 
- i " * 
17s — 6 2s — 1 r = ^ = 3s — 1 + . =-3s—l + t 5 .> 
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' 4 - = « 
t=2u—l. 

Nyní výpočtem postupné dostaneme 
s = 5U _ 2, r = llu — 8, y = 39« — 19, x = 56u — 27. 
Celé kladné hodnoty x, y dostaneme pro u ^ 1. 
Postup bychom mohli zkrátiti takto: 

3 9 z - l l Q , 5 (r + 8) 
y = _ „ = 2r — 3 — * 17 17 

Ježto o a 17 jsou čísla nesoudělná, musí býti, aby y bylo celé, 
(r + 8) číslo celé, rovnající se s'. Tak dostaneme r = 17s' — 8, 

y = 2 í ' - 3 + 5 r = 39«' — 19, x = o6s' — 27. 
§ 27. ftešení rovnice 

ax + by = c, (1) 
kdež a, 6, c jsou čísla celá kladná, a, 6 spolu nesoudělná, celými 
kladnými čísly x, y. 

x bude probíhati všechna čísla celá ^ 0, položíme-li 
x = 6f + u, 

kdež £ probíhá čísla celá ^ O a w probíhá množství £7, skládající 
se z čísel 

0, 1, 2, . . . , 6 - 1 . 
Podobně bude y probíhati všechna čísla celá ^ 0, klademe-li 

y = ar\+i 
kdež rj probíhá čísla celá probíhá množství V, skládající 
se z čísel 

0, 1 , 2 , . . . , a — 1 . 
Budiž r nejmenší zbytek ^ 0 čísla c (mod a6), tedy 

c = qab + r, 
kdež 



Z (1) tak dostaneme 
qab + r = ab ( £ + zy) + a w + ( 2 ) 

Probíhá-li u úplnou soustavu nejmenších kladných zbytků 
(modfc),t.j. množství U, a v úplnou soustavu nejmenších kladných 
zbytků (mod a), t. j. množství V, probíhá au + bv podle § 24 str. 
35 úplnou soustavu zbytků (mod ab) a je 

0 < au + bv < 2ab. t» 

Bude tedy buď au + bv neb au + bv — ab číslo z úplné 
soustavy nejmenších kladných zbytků (mod ab). 

V prvém případě bude existovati u z U ar z F té vlastnosti, 
v ze 

au + bn = r, tedy f + i] = g; 
lze pak klásti 

f = 0 , 1, 2, . 
n = q, q — i, q — 2 , . . . , o, 

takže (1) má v tomto případě q + 1 řešení celých kladných. 
V druhém případě bude existovati uzU a, vz V té vlastnosti. 

ze 
au + bv — ab = r, tedy £ r\ = q — 1; 

lze pak klásti 
f = 0 , 1, 2 , . . . , g — 1 . 
1] = q — 1, g — 2, q — 3, . . . , 0. 

takže (1) má v tomto případě q řešení celých kladných. 
V prvém případě rovnice au -f- bv = r je řešitelná, v druhém 

není řešitelná čísly celými ^ 0. 
Máme tedy větu: 
Rovnice (1) má 

[ab] - J + l 

řašení čísly celými kladnými, je-li rovnice au + bv = r řešitelná 
čísly celými 0, 

M 
řešení čísly celými kladnými, není-li rovnice au + bv = r řešitelná 
čísly celými 0.*) 

*) Je-li N počet řešení rovnice (1) čísly celými kladnými, ĵe 

i™ - = i. 
C 
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§ 28. Kriteria dělitelnosti. Budiž číslo celé a vyjádřeno 
v soustavě desítkové (viz § 2 str. 9) 

a = a0 + 10^ + 102a2 + . . . + 10*a*, (1) 
kdež 

a0, al7 ... , <ik jsou čísla celá, 0 < a-i ^ 9, i = 0, 1 , 2 , . . . , k. 
Je-li 10 = r (mod TO), bude 

a = a0 + rax -\r r2a2 + . . . + rkat (mod m), (2) 
a obecněji, je-li 10* = r; (mod TO), pak 

a = a0 + rxax + r2a2 + ... + rkak (mod TO), (3) 
takže a bude dělitelno TO, bude-li výraz na pravé straně kongruen-
ce (2) neb (3) dělitelný TO. (Úvaha tato- ovšem platí, jsou-li a0, 

. . ., a<k libovolná čísla celá splňující rovnost (1)). 
Pro m = 2 a 5 je 

10 = 0, 102 ~ 0, . . . , 
tedy a — a0 (mod 2) i (mod 5), 
takže číslo celé je dělitelno 2 neb 5, jsou-li jeho jednotky v desít-
kové soustavě dělitelný 2 resp. 5. 

10 = 1 (mod 9), a = a0 + + â . (mod 9), 
tedy i 

a ^ a0 -f ax-\- . . . + (mod 3). 

Je tedy číslo celé kongruentní mod 9 i mod 3 se součtem 
svých číslic v soustavě desítkové. 

Pro modul 11 platí 10 = — 1 (mod 11), takže bude 
10l = (— l)1' (mod 11) pro i L 

r 

Pro modul 7 je 
10 = 3, 102 ^ 2, 103 =z — 1, 104 =: — 3, 105 = — 2, JO6 ~ 1, 

107 = 3, . . . (mod 3), 
tedy 

a = (a0+ 3 ax + 2 a2) — (a3 + 3 a4 + 2a5) + (a6 + 3a- + 2ag)— 
— K + 3a10 + 2an) + . . . (mod 7). 

Mějme pro číslo celé a znázornění 
a = A0 + 100^! + 1002^á2 + . . . + 100M*, 

kdež 
AQ, Ax, . ... Aj-

jsou čísla celá. 
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(Případ, kdy a ¡> 0, 0 A { ^ 99, i = O, 1, 2, . . . , k, odpo-
vídá rozdělení čísla psaného v soustavě desítkové na skupiny po 
dvou číslicích.) 

Ježto 100 — 1 = 99 = 9 . 11, bude 100 = 1 (mod 11), tedy 
100* = 1 (mod 11) pro i celé 0, z čehož plyne konečně 

a = A0 + Al + . . . + Au (mod 11). 
Podobně je li 

a = Bq + 1000 B1 + 10002 B2 + . . . + 1 0 0 0 ^ , 

kdež B0, Bv . . . > BL jsou čísla celá (případ 0 < Bi < 999, i = 
= 0, 1, 2, . . . , Ly a ^ 0 odpovídá rozdělení čísla psaného v sou-
stavě desítkové na skupiny po třech číslicích), pak z 1000 1 = 
= 1001 = 7 . 11 . 13 plyne 1000 - — 1 (mod 7, 11, 13), t. j. 
1000* ee (— 1)* (i číslo celé kladné), podle týchž modulů, takže 
bude 

a = Bq — B, + B2 — B3 + . . . + (— 1 )*>BL (mod 7, 11, 13). 
Budiž číslo celé a = a0 + 10-4, kdež a0, A jsou zase čísla celá. 

Nechť m je číslo celé nedělitelné ani 2 ani 5. Pak lze určiti číslo 
celé tak, že 10// = 1 (mod m). p je pak nesoudělné s m. 

I bude 
ata = a0tu + 10juA a^tř 4 A (mod m). 

Klaďme a' = a0tu -+- A, takže ajn -E a' (mod m). X bude a 
dělitelno číslem m tehdy a jen tehdy, bude-li a' dělitelno číslem m. 

Pro m = 3, 9 je ¡x — 1, pro m— 11 je// = — 1. Dostaneme 
tak pravidla již dříve odvozená. 

Pro m = 1 je ¡u = — 2, a' = A — 2a,,; 
pro m = 13 je ju = 4 neb — 9, a = A + 4a0 neb a = A — 9aQ: 
pro m = 17 je fi = — 5, a = A — 5a0; 
pro m = 19 je JLI = 2, ar = A + 2a0; 
pro m = 31 je ¡a = — 11, a' = A — lla0. 
a — 3192 = 2 + 10 . 319 bude dělitelno sedmi, je-li sedmi dě-
litelno a' = 319 — 2 . 2 = 315, avšak 315 = 5 + 10 . 31 bude dě-
litelno sedmi, je-li sedmi dělitelno 31 — 2 . 5 = 21. Ježto 21 je 
sedmi dělitelno. je sedmi dělitelno i 315 a 3192. 

§ 29. Z vlastností kongruencí plyne možnost užiti jich k veri-
fikaci početních úkonů. 

Dejme tomu, že f(xXi x2i . . . , xn) je racionální celá funkce 
V X^y X2y . . . , Xfl 8 celými koeficienty a že jsme vypočetli 
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A=f(Alt A»..., A*), (1) 
kdež Aj, A2, . . ., An jsou čísla celá. 

Je-li 
A ^e a, Ax = av A2 = a2, . . . , An = am (mod TO), 

musí býti 
o = F(av a2, . . . , am) (mod TO). (2) 

Platnost kongruence (2) je podmínka nutná (nikoliv však 
postačující) pro platnost rovnice (1). 

Za TO lze užiti s výhodou 9 neb 11, ježto podle předešlého 
u čísla psaného v soustavě desítkové lze velmi snadno určití 
zbytky (mod 9) resp. (mod 11). Na tom založena je tak zvaná 
zkouška devítková resp. jedenáctková 

Abychom na př. zjistili, zda (15 + 54). 13 — 325 = 572, na-
hraďme na levé straně každé číslo jeho zbytkem (mod 9). Dosta-
neme 

(6 + 0) . 4 — 1 = 23 ee 5 (mod 9). 
Avšak 572 = 5 (mod 9), takže ,,zkouška vyšla'ť a lze, ovšem jen 
s jistou pravděpodobností, souditi, že výpočet je správný. 

Podobně ke zjištění, zda (152 — 21). 326 =66504. vypočtěme 
zbytky (mod 11). 

Obdržíme (42 — 10) . 7 = 6 . 7 = 42 = 9 (mod 11) a stejně 
66504 = 9 (mod 11). 

Mnohdy lze pomocí kongruencí výpočet značně zjednodušiti. 
Dokažme, že 232 + 1 je dělitelno 641. (Viz § 22 konec.) 

22 = 4, 24 = 16, 28 = 256, 
216 = 65536 = 154, 

232 = 1542 = 23716 EE — 1 
vesměs (mod 641). 

Neb jednodušeji 
641 = 1 + 5 . 27 = 24 + 54, 

takže 27 = — (f)4 = — 1 (mod 641). 
Je tedy 

28 = - i 
2 3 2 = ( _ | ) 4 = ( | ) 4 = _ 1 (mod 641). 

§ 30. Budiž m číslo celé 0. Označíme <p(m) počet čísel 
celých nesoudělných s m, obsažených mezi čísly 0,1,2, 3,..., | m —1, 
neb též mezi čísly 1, 2, 3, . . . , ' m |. 

Je-li b = a (mod TO), je podle § 20 str. 31 (a, to) = (6, to), 
takže všechna čísla téže třídy mají s TO téhož n. s. d. I vidíme, 
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že můžeme <p(m) definovati též takto: <p(m) je počet čísel celých 
nesoudělných s m, která jsou obsažena v úplné soustavě zbytků 
celých čísel (mod m). Čísla celá nesoudělná s m z úplné soustavy 
zbytků (mod m) tvoří tak zvanou redukovanou soustavu 
zbytků (mod m). 

Určíme nejprve <p(m) pro případ, že m je mocnina kladného 
prvočísla p, m = pa. a číslo celé kladné. Z čísel 0, 1, 2, 3, ... , pP — 1 
musíme vyloučiti čísla, která nejsou nesoudělná s pk, což jsou 
násobky p, t. j. čísla p, 2p, 3p . . . . p1 — p a . p. 

Bude tedy 9?(pi) = pa — p"—;1 = pa—1 (p — 1 )= pa —-j • 

Obraťme se nyní k případu, kdy m je dělitelno více různými 
prvočísly. 

Budiž m = mím2. . . mk, kdež mv m2, . . . , mk jsou čísla celá 
po dvou spolu nesoudělná. Nechť je = 1 (mod tw,-), e; = 0 
(mod mx), i j, i, j = 1, 2, 3, . . . , k. Dokázali jsme v § 25 
str. 37, že, probíhají-li r, úplné soustavy zbytků (mod probíhá 

r = rxex + r2e2 + . . . + r^ (*) 
úplnou soustavu zbytků (mod m). 

Lze snadno nahlédnouti, že, probíhají-li r* redukované sou-
stavy zbytků (mod m,), probíhají r redukovanou soustavu zbytků 
(mod m), takže 

q>(m) = <p(mx) <p(m2) . . . <p(mk). 
Probíhají-li redukované soustavy zbytků (mod mi), nabude r 
v (*) cp(mx) 9?(m2). . . q>(mk) hodnot spolu (mod m) nekongruentních. 

k Stačí tedy dokázat i, že každé z těchto čísel r je nesoudělné s m, 
a že, je-li některý z n. s. d. (rx, mx), (r2, m2), . . . . (77.. m> je 
i (r, m) >1, t. j. není ani r nesoudělné s m. Jest totiž 

r = r, (mod mi), 
z čehož tvrzení ihned \rvplývá. 

Budiž I m 1 = pintp2
ai . . . pk"k> kdež px, p2, . . pk jsou mezi 

sebou různá prvočísla, ax,a2,.. čísla celá kladná. Pak z čísel 
Pia,í 7ha*> - - Pku* každá dvě jsou spolu nesoudělná, takže 

<p{m) = <p(px
a*) <p(j>ta*) • ... V(Pka*), 

§ 31. Zajímavou vlastnost funkce (p(m) poskytne tato úvaha. 
Označme d celého kladného dělitele čísla m. Hledejme počet 
čísel z řady 

47 



1, 2, 3, . . . , m , 
která mají s m největšího společného dělitele d. Nalézají se ovšem 
mezi násobky d z oné řady, t. j. mezi čísly 

d, 2d, 3d, ... , - ^ ' . d. 
d 

I m I 
Číslo takové hd má s ni . d tehdy a jen tehdy n. s. d. d, 

d 
m! jsou-li h a —- nesoudělná. Je tedy hledaný počet roven počtu čísel d 

z řady 1, 2, 3, . . . , -^J , která jsou nesoudělná s —íp , t. j. w 
d a \ a ' 

Jsou-li d1 = 1, d2, d3, . . . , dv = m\ všichni celí kladní dělitelé 
čísla TO, má každé z Čísel 1, 2, 3, . .. , | m | jednoho z těchto dělitelů 
za n. s. d. s TO. Dáme-li do jedné skupiny čísla, jež mají téhož 
n. s. d. s TO, dostaneme v těchto skupinách resp. <p 

( ' yft \ / fYl \ 

— I, . . . čísel, která dohromady musí poskytnouti 

všechna čísla z řady 1, 2, 3, . . . ,, to , takže musí platiti TO 
/ TO \ , / TO \ , / . 

§ 32. Je-li g2i . . . , Qjt, h = <p(m)y redukovaná soustava 
zbytků celých čísel (mod TO), je též agx> ag2i • • Q>gh takovou sou-
stavou, je-li a nesoudělné s TO. Z (a, to) = 1, (gu to) = 1 (i = 1, 2, 
3, . . . , h) plyne totiž ihned (agi, TO)=1. Dále je agx = agj (modTO). 
jen když i = j. Ježto pak každé z čísel agly ag2l..., agh je (mod m) 
kongruentní s jedním z čísel gj, g2y . . . , gh, je též součin čísel 
agv ag2, . . . , agh kongruentní (mod TO) se součinem gx, g2 , • . • , ght 
t. j. 

ahQiQ2 • • • Qh — gi g2 • • • gh (mod TO). 
Ježto pak každé gi je nesoudělné s TO, takže i g±g2 . . . gh je nesou-
dělné s TO, bude, dělíme-li gtg2 . . . gh, ah = 1 (mod to). 

I platí věta, zvaná větou Fermatovou: 
Je-li a číslo celé nesoudělné s TO, je = 1 (mod TO). Je-li 

TO = p prvočíslo, pak je <p(m) = p— 1. I platí pro každé číslo 
celé nedělitelné p: ap~x = 1 (mod p), a násobíme-li a, dostane-
me ap = a (mod p). Tato kongruence platí pro každé číslo celé a. 

Z věty Fermatovy plyne, že pro a nesoudělné s TO je l/a = 
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= alv™)—1 (mod ra). Je tedy každá kongrhence ax + b = 0 
(mod m) pro a nesoudělné s m, splněna číslem 

x = — i (mod m). 

§ 33. Dva mnohočleny s celými koefic ienty 
f(x) = a0+ axx + a2x2 + . . . + 

g(x) = b0 + bxx + b2x2 + + bnxn 

nazývají se identicky kongruentní podle modulu m, (mod m) 
(m celé číslo), f(x) = g(x) (modra), platí-li 

(ii = bi (mod m) pro i = 0, 1, 2, . . . , n. 
Pro konstanty, t. j. mnohočleny stupně 0, kryje se tento pojem 
s pojmem kongruence dříve podaným. 

Všimněme si, že z platnosti kongruencí f(x0) = pt̂ o) (modra) 
pro všechna x0 celá neplyne, že mnohočleny f(x) a g(x) jsou spolu 
identicky kongruentní (mod m). 

Ukazují to mnohočleny xp a x (mod p), p prvočíslo. Podle 
věty Fermato vy je xp ~ x (mod p)t ať je x jakékoliv číslo celé. 
Kongruence xp = x (mod p) neplatí však identicky. 

Pro kongruence mnohočlenů platí podobná pravidla početní 
jako pro kongruence číselné. Důkaz byl by zcela jednoduchý. 

Je-li a celé číslo té vlastnosti, že f(a) = 0 (mod m), nazývá se a 
kořenem kongruence f(x) ~ 0 (mod m). 

Je-li a kořen kongruence f(x) = 0 (mod m) a platí-li (3 ~ a 
(mod m), je patrně též kořenem oné kongruence. 

Mnohočlen s celými koeficienty stupně nanejvýš n, f(x)> má 
podle modulu prvočíselného p nanejvýše n spolu nekongruentnich 
korenůy není-li f(x) = 0 (mod p) identicky. Je-li f(x) = 0 (mod p) 
identicky, t. j. jsou-li všechny koeficienty f(x) dělitelný p, má kon-
gruence za kořeny všechna Čísla celá. 

Věta platí patrně pro mnohočleny stupně 0, t. j. pro konstanty. 
Pro f(x) = a0 nemá f(x) = 0 (mod p) řešení, není-li a0 dělitelno p. 
neb má za řešení všechna čísla celá, je-li a0 = 0 (mod p), t. j. 
f(x) = 0 (mod p) identicky. 

Předpokládejme, že věta je dokázána pro mnohočleny stupně 
^ n— 1, dokažme pak, že platí i pro mnohočleny stupně ^ n. 

Dejme tomu, že by kongruence *f(x) = 0 (mod p) měla aspoň 
n + 1 spolu nekongruentnich celých kořenů. Označme je a, a^,. . . 
. . . , a«. Položme 

g(x) = an (x — al)(x — a2)...(x — a»). 
Bude to mnohočlen s celými koeficienty a s koeficientem an u xn . 

Rychlík: Úvod do elementární teorie Číselné. 3 40 



f(x) — g(x) bude • mnohočlen stupně nanejvýš n — 1. Kon-
gruence f(x) —g(x) = 0 (mod p) měla by n spolu nekongruent-
ních kořenů alf . . . , any platilo by tedy podle předpokladu 
o mnohočlenu f(x) — g(x), že je kongruentní s 0 (mod p) iden-
ticky. t. j. že všechny jeho koeficienty jsou = 0 (mod p). 

Musilo by tedy platiti pro a: f(a) — g(a) = 0 (mod p). Ježto 
však a jé kořenem kongruence f(x) (mod p), takže f(a) = 0 
(mod p), bylo by i g(a) = 0 (mod p), t. j. an (a — g )̂ (a — a2) . . . 
. . . (a—an) = 0 (mod p). Podle předpokladu a=|=a/ (mod;)) 
(i = 1,2, ... ,n) bylo by tedy an = 0 (mod p). Pak by však 
mnohočlen j(x) byl (mod p) kongruentní s mnohočlenem stupně 
nanejvýše n—1, pro který věta platí. Platí tedy i pro mnoho-
člen f(x) stupně nanejvýš n. 

Věta neplatí pro případ, že modul je číslo složené. Stačí 
uvažovati kongruenci x2— 1 = 0 (mod 8). Mnohočlen 2. stupně 
x2— 1 má čtyři (mod 8) nekongruentní kořeny 1, 3, 5, 7. 

Je-li f(x) = g(x) h(x) (mod p), kdež f(x), g(x)> h(x) jsou 
mnohočleny s celými koeficienty, pak je každý kořen f(x) (mod p) 
kořenem aspoňs jednoho z mnohočlenů, g(x) a h(x). 

Platí-li pro celé číslo a: f(a) ~ 0 (mod p)y je g(a) h(a) iz 
f(a) =e 0 (mod p)y tedy buď g(a) ee 0 (mod p) neb h(a) ~ 0 

(mod p) neb obojí (§ 20, 5., str. 32), jak bylo dokázati. 
Je-li modul číslo složené, tu věta opět neplatí. 
Tak je na př. x? = (x — 2) (a; — 2) (mod 4). 4 je kořenem 

mnohočlenu x2 (mod 4), nikoliv však kořenem x — 2 (mod 4). 
Platí-li pro mnohočleny s celými koeficienty g(x)y h(x) identicky 

g(x) h(x) =0 (mod p), pak je identicky buď g(x) =0 (mod p) neb 
h(x) = 0 (mod p) neb obojí. 

Dejme tomu, že by věta neplatila. Že by tedy nebylo ani 
g(x) ani h(x) = 0 (mod p) identicky. Vynechme v g(x) a ¿(;r) 
členy dělitelné p. Dostaneme tak mnohočleny gx(x)y hx(x), 

gx(x) = b0-\- bxx + . . . + bk xk
y k 0, 

^(a;) = c0+ cxx CiX?> l ^ 0, 
kdež bk, ct jsou čísla nedělitelná p. I bylo by g(x) = gx(x)y h(x) 
=hx(x) (mod p) identicky. Ježto pak g(x) h(x) = O(modp), bylo 
by i gx(x) ^(z) = 0 (mod p)y v obojím případě identicky. Z této 
kongruence by plynulo 6 ^ = 0 (modp), což není možno. Je tedy 
předpoklad, že věta neplatí, nemožný, a tudíž věta uvedená 
správná. 

Mnohočlen s celými koeficienty nazývá se primitivní, jsou-li 
jeho koeficienty nesoudělné, platí-li tedy f(x) =|=0 (mod p) iden-
ticky, ať je p jakékoliv prvočíslo. 
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I platí věta: 
Součin dvou mnohočlenu primitivních je zase mnohočlen primi-

tivní. 
§ 34. Věta Wilsonova. 
Je-li ^^p^prvočíslo je (p — 1)! + 1 =0 (mod p). 
Uvažujme mnohočlen f(x) = (x — 1) (x — 2) . . . (x — (p — 

— 1)) — (xv~1 — 1). Ten má, jak plyne z věty Fermatovy, p —: 1 
kořenů spolu nekongruentních 

1 ,2 ,3 , . ..,p—l. 
Člen stupně p — 1 se ruší, je to tedy mnohočlen stupně <7? — 1. 
Platí tedy j(x) ~ 0 (mod p) identicky, t. j. všechny jeho koefi»-
cienty jsou = 0 (mod p). Prostý člen poskytuje 

" 1 . 2 . 3 . . . (p — 1) + 1 = 0 (mod p), 
t. j. (p—l)l+l== 0 (mod p), 

jak bylo dokázati. 
(p — 1)! + 1 ~ 0 (mod p) je však pro celá čísla kladná p také 

podmínkou nutnou, má-li býti p prvočíslem. Je-li totiž p děli-
telno celým prvočíslem q < p, je (p—1)! dělitelno, q, takže 
(p— 1)! + 1 není dělitelno qy tedy ani p. 

Větu Wilsonovu možno dokázati též takto: Je-li x číslo se 
soustavy 1, 2, 3, . . . p — 1, lze najiti k x jediné číslo z téže soustavy 
té vlastnosti, že xy = 1 (mod p). (Viz § 23.) 

x může býti = y jen v případě x = 1 neb x — p —1, ježto pak 
x nutně hoví kongruenci x2, = 1 (mod p). Viz větu v § 33 str. 49. 
Vidíme tedy, že pro p > 3 čísla 2, 3, . . . p — 2 rozpadají se na 
P = ^(p — 3) dvojic 

xi> V\\ %2> y^ • • • *p> yp> 
pro které platí 

xryx ~ 1, x2y2 = 1, . . . , xPyP eh 1 (mod p) 
xi> Vv x2> V2> • • xp> yp j80U tedy až snad na pořádek čísla 2,3, . . . 

Je pak x^x^yz . . . xPpP= 1 (mod p), t. j. 2, 3y ... (p — 2) ~ 1 
(mod p) a násobíme-li p — 1 = — 1 (mod p), dostaneme 

(p — 1)! = — 1 (mod p). 
Pro p = 2 a p = 3 platí tato kongruence samozřejmě. 

§ 35. Budiž m číslo celé ^ 0, a nesoudělné s m. Pak existují 
čísla celá kladná / té vlastnosti, že af = 1 (mod m). 

Takovým číslem je na př. / = <p(m). Mezi těmito čísly celými 
kladnými je jisté nejmenŠí. Je-li / nejmenší číslo celé kladné té 
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vlastnosti, že platí aJ= 1 (modm), říká se, že a přísluší (patří) 
(mod m) k mocniteli /. 

Je-li q číslo celé ^ 0 , je aqí= 1 (modra). Platí však věta: 
Mocnitel celý kladný k, té vlastnosti, že platí ak= 1 (mod m). 

je násobkem mocnitele /, k němuž přísluší a (mod m). 
Jistě je k ^ /, sice by a nepatřilo k / (mod wi). Lze tedy klásti 

Jc = qf + f'i kdež g, /' jsou čísla celá, 0 <: /' < /. Pak a* = = 1 
(mod ra) a tedy ať = 1 (mod m). Kdyby bylo /' =|= 0, nepatřilo 
by a k / (mod w). Je tedy nutně /' = 0, k — qf, j. b. d. 

Ježto je a*(m> = 1 (mod w), je (m) násobkem mocnitele /, 
& němuž a přísluší (mod m). 

Předpokládejme dále, že m je liché prvočíslo = p. Pak je 
q)(p) = p—1. Mocnitel f. k němuž přísluší číslo celé a neděli-
telné p, je dělitelem p— 1. 

Dokážeme, že skutečně ke každému děliteli d > 0 čísla p — 1 
přísluší jisté Číslo celé (mod p)? a určímet že počet těchto Čísel je <p(d). 

Každé číslo příslušné (mod p) k mocniteli d vyhovuje kon-
gruenci 

xd—l=0 (mod p). (1) 
Předpokládejme, že takové číslo a příslušné k d (mod p) existuje. 
Pak čísla 

1, a, a2, a®,. . . , ad~x (2) 
vyhovují kongruenci (1) a jsou mezi sebou nekongruentní mod p. 

Kdyby totiž bylo ak=ah (mod p), kdež ht k značí čísla celá 
0<Lh< k<d, platilo by ak~h(ah — 1)=0 (mod p). Avšak ak~h 

jest nesoudělné sp a, ah (mod p),protoÉe a patří k exponentu d. 
Představují tedy (2) všechna řešení nekongruentní mod p kongru-
ence (1), která má totiž nanejvýš d spolu nekongruentních řešení. 
Viz § 33 str. 49. 

Platí tedy věta: 
Každé Číslo, které patří k mocniteli d (mod p), je kongruentní 

(mod p) s některým z čísel (2). 
Dále platí věta: 
Je-li d > 0 n. s. d. čísel m a d (m celé číslo kladné), patří am 

k mocniteli d/d (mod p). 
Nechť je m = dmf, d = ód'\ m\ ď jsou nesoudělná; pak je 

(am)d' = aůtn'd' = adm' = 1 (mod p), t. j. (am)di* = 1 (mod p). 

Je tedy mocnitel d09 k němuž patří am (mod p)y dělitelem Čísla 
d/ó = d\ Položme tedy 

= (k celé kladné). (3) 
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I bude d=kdd0. Na druhé straně plyne z (am)d• = 1 (mod p), t. j. 
= am*dd9 = j (mod p), že je násobek d = kdd0, tedy 

m' je násobek k, 
m' = kl (l celé kladné). (4) 

Z (3) a (4) plyne, ježto ď a m' jsou čísla spolu nesoudělná, že 
k = 1. Je tedy skutečně mocnitel d0, k němuž patří am (mod p), 
d0= ď = d/d. Pro <5 = 1, d0= d dostáváme větu: 

Je-li a číslo příslušné (mod p) k mocniteli d, obdržíme všechna 
čísla mezi sebou nekongruentní (mod p), která též přísluší (mod p) 
k mocniteli d ve tvaru am, kdež je ra číslo celé nesoudělné s d. 

Existují-li tedy k dělitelům d > 0 čísla p — 1 vůbec čísla a, 
která k nim patří (mod p), je jich na počet <p(d). Mohou tedy na-
stati jen dvě možnosti: Buď není žádné číslo příslušné k d (mod p) 
nebo je jich na počet <p(d). Označíme-li ip(d) počet čísel příslušných 
k mocniteli d (mod p), je y>(d) = q>(d), neb = 0. 

Buďtež dl9 d2, ... , dv všichni celí kladní dělitelé čísla p—1. 
Každé z čísel mezi sebou nesoudělných 1,2, — 1 přísluší 
(mod p) k některému z čísel di jako mocniteli, takže 

VW + wW + • • • + v(i) = P — 1. 

Na druhé straně víme z § 31, že platí 

(pidy) + <p(d2) + . . . + <p(dv) = p— 1, 

tedy (<p(dx) — <p(d>2) ~ WÍd%) + • • • + P W — y>(dv) = 0. 

Ježto q>(dv) —y>(dv) ^ 0, musí býti <p(dv) —tp(dv) = 0, t. j. 
ip(d) = <p(d). I máme větu: 

Ke každému celému kladnému díliteli d čísla p — 1 existuje 
<p(d) čiselt k nimž tento dUitel patří (mod p). 

Zvláštní význam mají čísla příslušná (modp) k mocniteli p—1. 
Nazývají se primitivní kořeny (mod p). Je jich na počet 
<p(p — 1) mezi sebou nekongruentních. 

Značí-li g libovolný primitivní kořen (mod p)> jsou mocniny 

g»= 1, g,g\ . . . , ^ 

spolu nekongruentní (mod p) a představují tudíž redukovanou 
soustavu zbytků mod p. Z toho plyne, že pro číslo celé r neděli-
telné p platí r = gl (mod p)> kdež i je číslo celé 0 ^ i < p — 2. 

Í nazývá se indexem čísla r při basi g, i = indff r, neb 
stručněji i = ind r, budeme-li uvažovati indexy o téže basi. 

Patrně je ind^ 1 = 0 pro každý primitivní kořen g. 
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Z gP-1 —1 = (0Í(P-D_1) (gítP-V +1) = O (mod p) plyne, 
ježto není ^(p—i) = 1 (mod^), že — 1 (mod p), tedy 

i n d ( _ 1) = ind (p— 1) = i(p—l) . 
Pro indexy platí věty analogické větám o logaritmech. 
Značí-li r, r' dvě čísla celá nedělitelná p, je 

ind rr' = ind r + ind r' (mod p — 1). 
Je totiž r = ginár

9 r' = gin(1 r' (mod p)y tedy rr' = ^ndr+imi r' 
(mod p). Je však též rr' =£ ind (mod p), takže 
* glnd rr' = r' (moťJ p 

Z kongruence gm = gn (mod p) plyne, je-li na př. m > n, rr 1 
(mod p)t tedy je m — n dělitelno p—1, t. j. (mod p—1). 

Plyne tedy z (*) vztjah, který jsme chtěli dokázati. 
Zcela podobně je ind rn ~ n ind r (mod p—1), n číslo 

celé 0. 
Uveďme ještě vztah mezi indexy pro různé base. 
Nechť je r =gl (mod p) a též r z:yť (mod p), kdež y je opět 

primitivní kořen (mod p)y 0 ^p — 1, i = indff r, i' = indr r. 
yy ježto není dělitelno py má index (mod p) vzhledem ke gy c = ind^ yt 
takže y = gc (mod p). I bude r = g01' (mod p), tedy gl cf v 

(mod p)y t. j. i=ď (mod p — 1), indffr=indffy indyr (mod p— 1). 
Zvolíme-li r = gy dostaneme ind^ y . indv g = 1 (mod p — 1). 

Primitivní kořen v případě, že modul m je číslo složené, je 
číslo příslušné (mod m) k mocniteli q>(m). 

Pro každé m neexistuje primitivní kořen. 
Podle věty Fermato vy platí pro číslo celé a nesoudělné 

s 3 a 7 kongruence a6 = 1 (mod 3) i (mod 7), tedy též (mod 21). 
Pro m=21 je tudíž 6 největší mocnitel, k němuž může a (mod 21) 
příslušeti; naproti tomu je 99(21) = 12 

K vůli úplnosti podotýkám, že primitivní kořeny existují j>ro 
m = pn a m = 2pn

y kdež p je liché prvočíslo, n číslo celé kladné 
a pro m = 2, m = 4. 

K určení indexu čísla při daném p (pro určité g) a k určení 
čísla k indexu lze užiti tabulek.*) 

Pomocí takových tabulek lze snadno řešiti kongruenci 
ax = b (mod p). 

*) Tabulku indexů pro prvočísla < 1000 podal Jacobi, Canon 
arithmeticua, Berlin 1839 (errata Cunningham, Mess. of Math. 46, 
1916, str. 57—59, 67, 68). Kraitchik 2. I str. 131 — 145 udává primi-
tivní kořen pro prvočíslo 27457; tamtéž řada tabulek podobného 
obsahu. Menší tabulky obsahuje Wertheim 2. 
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Tak na př'. pro p = 17 je primitivní kořen 3. Volme za basi 
<7=3. 

I odpovídají 
16 
8 
T 

číslům indexům 1 2 3 4 5 6 7 8 9 IQ 11 12 13 14 15 
indexy 16 14 1 12 5 15 11 10 2 3 7 13 4 9 6 

čísla 3 9 10 13 5 15 11 16 14 8 7 4 12 2 6 

Z kongruence 

by plynulo 
Sx = 13 (mod 17) 

ind 8 + ind x = ind 13 (mod 16) 
10 + ind x = 4 (mod 16) 

ind x = — 6 = 10 (mod 16) 
x = 8 (mod 17). 
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III. £-adické zlomky. 

§ 36. Budiž g číslo celé > 1. Zlomkem 0-adickým (zlomkem 
systematickým o základu g) nazývá se řada 

ftl ťZo (Z«L 
g g£ gn 

kdež 
OfQ, ÍIjj • • • j dfiy . . . JSOU čísla celá, a0 libovolné, 0 < an < {7 

pro n ^ 1; an je pro w ̂  1 ,,^-adická číslice". 
Zlomek (1) bude konečný, budou-li všechna an = 0 jistým n 

počínajíc,ne ko ne č n ý, bude-li pro nekonečně mnoho v platiti av~|= 0. 
Zlomek ^-adický budeme též psáti a0 + 0, axa^iZi . . . , neb, je-li 

> ao> • • • a <7-adický zlomek konečný 
a,Q —|— 0, â â â  . . . â  resp. â â î  . . . 

Zlomek gr-adický 
a0 + 0, axa2. . . a^+i . . . 1 . . . aa+/... a^i . . . . . • , 
v němž tedy od jistého místa počínajíc se stále opakuje skupina 
v r i • 

cislic 
+1 + 2 • • • ah+f, 

nazývá se periodický. Platí tedy pro číslice zlomku periodického 
aj = aj; pro l = k (mod /); k, l, / jsou čísla celá kladná, pro něž 
platí Je, l > h. Skupina číslic, které se opakují, . . . 
. . . , nazývá se perioda. Při h = 0 zlomek 

a0 0, g>xCL2 . . . d^dyd^ • • • A/. . . * • • • • • 
nazývá se ryze periodický, při A > 0 neryze periodický. 
Zlomek konečný můžeme považovati za nekonečný zlomek 
o periodě 0. 

Zlomek 0-adický periodický a0 0, axa2. . . 1 . . . 
. . . dh+fCih+i . . - â -u/ • • • se také kratčeji psává ve tvaru 
a0 + 0, axa2 . . . an á/i+i . . . áh+f. 

Řada (1) konverguje a její součet a nazývá se hodnotou 
zlomku g-adického (1). Konvergence ta je jednoduchým důsledkem 
té okolnosti, že lze určiti dvě posloupnosti, jednu neklesající, 
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druhou nestoupající, které mají a za společnou limitu. Položme 
totiž 

AN = a0 + - 1 + -I + . . . + ^ , Ah=AH+ - 1 - , n = 0, 1, 2, . . g gz gn gn 

i bude _ an+1 - _ aH+1 + 1 _ 
1 — ¿±n -f- + 1 , ¿tn+1 — -i -—- — gn-n g, 

= An— 
- g — (an+1 + 1) 

gn + l 
a z toho plyne 

(2) 

^¡»-^4«= \ . (3) 
Í7 

Čísla AV A2, . . . tvoří podle (2) posloupnost neklesající 
ohraničenou; tato má tedy limitu, a ta je právě a. AV A2, A3,. . . 
tvoří posloupnost nestoupající ohraničenou, která na základě (3) 
má opět limitu a. Bude pak platiti 

A FI ^ CL A N. 

AN jsou přibližné hodnoty dolní, AN přibližné hodnoty horní pro a. 
Pro n = 0 bude 

a0 ^ a <i a0 + 1- (4) 
§ 37. Budiž a libovolné číslo reální; položme a = aQ + a0l 

kdež a0 = [a], takže 0 ^ a0 < 1. Klaďme dále ga0 = ax + av kdež 
a i = [9ao\> takže bude 0 < ax < 1, gax = a2 + Oj, kdež a2 = 
takže 0 < a2 < 1. Takovým způsobem můžeme dále pokračovati 
a dostaneme obecně, klademe-li 

ga>n—\ = a>n + (1) 
kdež an — [pan—i], že o an platí 

0 < a „ < l . (2) 
Tento postup nazveme g-adickým algoritmem prvního dru-
hu. Postup ten přiřaďuje číslu reálnímu a posloupnost čísel celých 
a0, al9 a2t.... Při tom alt a2y... jsou ^-adické číslice. Z 0 < an< 1 
plyne totiž 0 < gan < g, tedy 0 < [|gan] < g, t. j. 0 < an+1 < g 
pro n ^ 0. O a0 to ovšem platiti nemusí; je to libovolné Číslo celé. 

<7-adický algoritmus prvního druhu přiřaďuje číslu reálnímu a 
zlomek g-adický a0+ai/í7+a2/{72+ • - • Lze snadno dokázati, že 
jeho hodnota je a. Je totiž a = a 0 + ajg -+- ajg2 + ... + a>nl9n + 
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-\-OLnlgn\ necháme-li pak n růsti do nekonečna, bude lim an/g" = 0 
na základě (2), z čehož tvrzení ihned plyne. n~^zo 

Lze snadno nahlédnouti, že pomocí g-adického algoritmu 
prvního druhu nelze z žádného čísla reálního obdržeti zlomek 
o periodě g—1, t. j. zlomek, u něhož od jistého n počí-
najíc je stále an = g— 1. Dejme tomu, že by pro n > h bylo 
stále o« = g — 1. Z (1) bý plynulo gan = g — 1 + a„+1, t. j. 

1 fln + i 1 — f - 2 1 &n+v 1 — an = 

g f " ' gv 

pro n > h, v > 0. 
Bylo by tedy 1 —an < l/g1', a necháme-li v růsti do nekonečna, 
1 —cLn 0, t. j. an > 1 pro n > h, což odporuje podmínce (2). 

Dalšího omezení není třeba. Platí totiž věta: 
Každé číslo reální a lze jediným způsobem znázornili g-adickým 

zlomkem 
a* ao 

flo + - + " ! + . . . , (3) 
P ÍT 

pro který platí 
av<g — 1 (4) 

pro nekonečna mnoho v, takže zlomek ten nemá periodu g — 1; an lze 
nalézti z a pomocí g-adického algoritmu prvního druhu. 

Že jedno takové znázornění existuje, právě jsme dokázali: 
je to zlomek g-adický vzniklý z a pomocí g-adického algoritmu 
prvního druhu. Bude tedy věta zcela dokázána, ukážeme-li, že 
každý zlomek g-adický (3), o němž platí (4), má za hodnotu Číslo 
reální a, z něhož užitím g-adického algoritmu prvního druhu 
dostaneme právě čísla a0, alt a2, . . . . 

Položme 
®»+1 , an +2 , On = I r~ + • • • V5) 9 92 

I bude podle (4) § 36 0 <an< 1 prow^O. Dokážeme, že 
není možno, aby On = 1. Ať je n jakkoliv veliké, bude aspoň 
pro jedno v > n platiti av<g — 2. Číslo an-\~l/gp bude vyjádřeno 
zlomkem g-adickým, který vznikne z an> dáme-li místo av číslici 
av+1. I bude zase an + l/gv <l,t.).an<l — l/g1' < 1 pro 
každé n. Platí tedy 0 < an < 1 pro n ¡>0. Je však podle (5) 
gan—x = «» + an, takže an

%~ [gan—^ 
§ 38. Můžeme však k rozvoji čísla reálního a ve zlomek 

g-adický dojiti též. užíváme-li operace [ ]'. (Viz § 2 str. 8.) 
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Položme a = a0 + «o> kdež a0 = [a]', t. j. 0 < a0 < 1. 
ga0 = a± + kdež = [ga0]', t. j. 0 < ax < 1, 

= a2 + a2, kdež a2 = [gĉ ] , t. j. O < a2 < 1, 

Tento postup nazveme ^-adickým algoritmem druhého 
druhu. Z 0 < an < 1 plyne 0 < gan <g& tedy zase 0 < a» + 1 < g 
pro n > 0. Čísla alf a2, a3, . . . jsou ^-adické Číslice, g-adický algo-
ritmus druhého druhu přiřaďuje zase číslu reálnímu a zlomek 
g-adický a0 + ajg -f a2jg2 + . . ., jehož hodnota je opět a. 

Lze snadno nahlédnou ti, že existují zlomky 0-adické, které 
nemohou vzniknouti z čísla reálného ^-adickým algoritmem dru-
hého druhu. Jsou to g-adické zlomky konečné. Je-li totiž an = 0 
pro n > h, pak gan=an+1 pro n > h, tedy ccn= On+i/g = On+2/g2 = 
. . . = ccn+r/gr pro n > h, r ^ 1. Nechrne r růsti do nekonečna. 
I bude a'n = 0 pro n > h , takže nemůže býti > 0. 

Nyní platí véta: 
Každé Číslo reální a lze jediným způsobem znázorniti neko-

nečným zlomkem g-adickým 

při čemž an lze ustanoviti z a pomocí g-adického algoritmu druhého 
druhu. 

Právě jsme dokázali, že existuje aspoň jedno takové zná-
zornění. Věta pak bude úplně dokázána, dokážeme-li, že každý 
zlomek p-adický nekonečný (3) má za hodnotu číslo reální a, 
z něhož pomocí ^-adického algoritmu druhého druhu dostaneme 
právě čísla a0, aly a2, . . . 

Položme an = an+1/g + On+Jg2 + . . . I bude podle (4) z § 36, 
ježto (3) je zlomek nekonečný, 0 < an < 1 pro n > 0. Ježto 
gan-x = an+ an, bude an = [gan— J'. 

Není-li x číslo celé, je [x] = [x]'. Nebude-li tedy žádné 
z čísel a, ga0, gav . . . celé, budou se oba algoritmy g-adické zto-
tožňovati a bude stále 0 < an < 1. 

Nechť je gah—x první celé číslo v řadě ga^, gal, . . . I bude 
podle algoritmu prvního druhu at& = gah—1> <*h = 0, a dále an = 0 
pro t i> h, an = 0 pro n Algoritm prvního druhu poskytne 
konečný zlomek ^-adický 

gan—x = an + an, kdež an = 
t. j. 0 < an < 1. 

(i) 
(2) 

«o+ff l i /9+aJg 2+ .. (3) 

a = a0 -)- 0, axa2 . . . a^. 
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Podle algoritmu druhého druhu bude a\ = gau—i — 1 = a>h — 1» 
a h = 1, a dále a!n = g — 1 pro n > h, an = 1 pro n ¡> A. 

Algoritm druhého druhu dává zlomek g-adický o periodě 
9-1 

a = a0 + 0, axa2. . . an — 1 g — 1 g — 1... 
(Pro případ, že by a bylo číslo celé, dostaneme tak 

a = a — 1, 
§ 39. Je-li a číslo racionální vyjádřitelné redukovaným 

zlomkem a = rjm, m > 0, klaďme an = rn/m, n = 0, 1, 2, . . . 
Budeme uvažovati pouze algoritm prvního druhu, ježto v pří-

padě, kde oba algoritmy poskytují různé výsledky, lze k algo-
ritmu druhého druhu snadno přejiti. 

I dostaneme: 

r = a0m + r0, a0 = 0 ^ r0 < m 

gr0 = axm + rv ax = ^ j , 0 <r1<m 

grx = a2m + r2, a2 = j ^ J , Cf < r2 < m 

grn-i= anm + rn, an = 0 < rn < m. 

Čísla r0, rv r2, . . . jsou vesměs celá, r0 nesoudělné s a I bude 
r/m = a0 0, axa2 . . . a tento zlomek g-adický nebude míti pe-
riodu g — 1. 

Pro rn/m platí r»/w = 0, an+1an+2 . . . Zlomky ty jsou vesměs 
ryzí. Takových zlomků je však na počet my musí se tedy opako-
vati. Nechť jsou r /̂m a r/i+//m první z řady těchto ryzích zlomků, 
které se sobě rovnají, 

rhjm = rh+flm. (1) 
Pak jest 

0, fl^+l Uh + 2 . . . = 0; «A+/+1 «A+/ + 2 • • • 

Z jednoznačnosti znázornění g-adickými zlomky uvedeného tvaru 
bude nutně plynouti a,k+i = ah+f+i> 2 = ah+f+2 • • j. 
pro 11 > h bude 

an = an+f. (2) 

. / jsou nej menší celá čísla h ^ 0, / ^ 1 té vlastnosti, že pro 
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každé číslo celé n> h platí (2). Kdyby analogické relace platily 
již pro h<h, / < / , bylo by již rjjm = rs+7/m, takže by zlomky (1) 
nebyly první, které v řadě rn/ra {n ^ 0) jsou si rovny. 

I platí věta: 
Každé racionální Číslo lze rozvinouíi v g-adický zlomek perio-

dický. 
Počet číslic před periodou h a délku periody lze snadno 

u zlomku rjm ustanoviti. Zjistíme, že závisí jen na m a gf nikoliv 
však na r. Je-li rjm = a0 -f- 0, axa2 . . . ahdh+x. . áh+f, budou 

r r r zlomky gh — a gh+f — první z řady <7* —, jejichž rozdíl m m m 
r 

bude číslo celé, t. j. kdy gh (gf — 1) — bude číslo celé. Ježto je r 
m 

nesoudělné s m, bude odtud plynouti, že h, / jsou nejmenší čísla 
celá, h ^ 0, / ^ 1, pro něž platí 

gh(gf— 1) = 0 (mod w). (3) 

Těmito podmínkami jsou h a / jednoznačně určeny. 
Obsahuje-li nejprve m tytéž prvočinitele jako g, je gl — 1 

pro / ^ 1 nesoudělné s ra. Je tedy / = 1 a h je nejmenší 
celý mocnitel ^ 0, pro který je 

gh = 0 (mod m). (4) 

Nechť je rozklad čísel g a m v prvočinitele 
g = px

a*p2
ai. . . p^n, m = p^lp2

Pi • . .p/v, 

kdež ai i jsou čísla celá, a, > 0, fa ^ 0. gp bude nejnižší moc-
nina g dělitelná m, je-li h nejmenší číslo celé kladné, pro něž 
hai ^ t. j. h ^ pijai pro všechna i = 1, 2, . . . ¡x. 

Zde rjm = 0, axa2 . . . . . ghr0/m = axa2 . . . a ,̂ 
fi«A+2 • • •» kdež ajag . . . â  je číslo celé ^ 0 psané v soustavě 

g-adické (§ 2 str. 9). Toto číslo má býti vzhledem ke kongruenci (4) 
číslo celé. Musí tedy býti = a/í+2 = . = 0. V tomto pří-
padě je zlomek g-adický pro rjm konečný. Počet jeho číslic za 
čárkou, A, je nejmenší číslo celé ^ 0 hovící kongruenci (4). Tento 
konečný zlomek gr-adický dostaneme pomocí algoritmu prvního 
druhu. Algoritm druhého druhu poskytl by zlomek g-adický o h 
číslicích před jednočlennou periodou g — 1. 

Je-li na druhé straně m nesoudělné s gy platí kongruence (3) 
tehdy a jen tehdy, je-li 

gf ŽE 1 (mod m). (5) 
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I je h = 0 a / je nejmenší mocnitel, pro který platí (5), t. j. 
mocnitel, ke kterému patří g (mod m). (Viz § 35). 

Zlomky r/m, jejichž čitatel je nesoudělný s g, dávají zlomky 
g-adické ryze periodické a počet číslic v periodě je roven mocni-
teli /, ke kterému patří g (mod ra). 

Jsou-li konečně m a g libovolná, lze rozložití m na dva či-
nitele m = ra^Wg, takže mx obsahuje všechny prvočinitele z m, 
které se vyskytují také v gy a m2 je nesoudělné s g. Zkongruence (3) 
plyne podle věty na konci § 19., že h, / jsou nejmenší čísla celá 
^ ¡> 0, /¡> 1, pro něž platí kongruence 

gh = 0 (mod mx) (6) 
gf = 1 (modw^). (7) 

V tomto případě je zlomek neryze periodický, počet číslic před 
periodou h dán je kongruencí (6) a počet číslic v periodě / kongruen-
cí (7). 

Ukážeme nyní, že periodický zlomek g-adický je roven číslu 
racionálnímu. Důkaz stačí provésti pro zlomek 

a0 = 0, dxd2 . . . <iháh+\ • . . d/l+f. 
I bude 

gha0 = axa2 . . . ajly d/i+1 . . . áh+j, 
gh+fao = aia2 • • - ah <*>h+1 • • . áh+i . . • áh+f, 

tedy rozdíl 

9h (9f 1) «0 = ala2 • • • ahO>k + l • • • Uh+f * • • ah> 
t. j. 

dxd2 . . . dh cth+1 . . . an+f — dxa2 . . . dh 
9h(g'-D 

Nechť je nyní m nesoudělné s g a nechť g patří k exponentu / 
(mod w). Zlomek g-adický pro r/m je ryze periodický. Označme 
jeho periodu P(r/m). I bude 

^ m ) = a - a 3 ' ' ' a , a i 

P(gf~l ^ j= af axa2 . . . a,_i. 
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vznikne z P| 
\ mf 

(i číslo celé ^ 0) cyklickou záměnou. Uvedené periody tvoří tak 
zvaný cykl period. Ježto gf = 1 (mod m), je / dělitelem <p(m). 
Je-li tedy <p(m) = ef, e > 1, dlužno utvořiti tyto periody pro e 
různých hodnot r, abychom dostali periody všech zlomků o jme-
novateli m. Je e cyklů period. Je-li e = 1, f = <p(m), tedy g pri-
mitivní kořen (mod m), existuje jen jeden cykl: stačí vzíti za r číslo 
celé nesoudělné s m (třeba r — 1) a dostaneme periody všech 
zlomků o jmenovateli m z této cyklickou záměnou. 

§ 40. Užijeme těchto výsledků k rozvinutí čísla racionál-
ního ve zlomek desetinný, uvažujme tedy případ g = 10 = 2 . 5. 
Redukovaný zlomek, jehož jmenovatel je tvaru m = 2̂ 5̂ « (/Jls /?2 
čísla celá ¡> 0), dává konečný zlomek desetinný; počet číslic h 
napravo od desetinné čárky je roven většímu z čísel ftv /?2. 

Redukovaný zlomek lze tehdy a jen tehdy proměniti na 
cbsetinný zlomek ryze periodický, není-li jeho jmenovatel dě-
litelný ani 2 ani 5. Délka periody je rovna exponentu, k němuž 
patří 10 vzhledem ke jmenovateli jako modulu. 

Zlomek je roven neryze periodickému zlomku de-
setinnému, který má tolik číslic před periodou, kolik udává větší 
z mocnitelů /Sx> /J2 a jenž má délku periody rovnou exponentu, 
k němuž patří 10 (mod wi2). 

Osvětleme věty dříve vyslovené příklady pro zlomky de-
setinné. Rozveďme \ v zlomek desetinný. Dělme obyčejným způ-
sobem : 

Perioda je zde 142857, čísla 1, 3, 2, 6, 4, 5 jsou zbytky mocnin 10 
(mod7). Číslo 10 je (mod 7) primitivní kořen, periody zlomků o jme-
novateli 7 tvoří jediný cykl. Je pak 

lo : 7 = 0-142857 
3o 

4u 
5o 

1. 

1 = 0-142857 7" « = 0'.857142 
\ = 0-571428 
4 = 0*714285. 

Ý = 0-428571 T 
ř> 0*285714 
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Rozveďme nyní T
l3 ve zlomek desetinný: 

lo : 13 = 0076923 
lOo 

9o 
12o 
3o 

4o 
1. 

I dostaneme cykl 

TV = 0076923 
f j = 0 76923Ó 
^ = 0692307 

i 2 
T a 

I 3 
4 1T 

0*923076 
0230769 
0*307692, 

Abychom dostali periody všech zlomků o jmenovateli 13, je třeba 
rozvésti ve zlomek desetinný ryzí zlomek o jmenovateli 13, který 
mezi uvedenými není, třeba -j .̂ I dostaneme 

20 : 13 = 0 Í53846 
7o 

5o 
llo 

6o 
8o 

9 

Tak dostaneme druhý cykl 

^ 0153846 
jj. = 0538461 

t \ = 0-384615 

= 0-846153 
T«y = 0461538 
^=0-615384. 

Tím vyčerpány jsou rozvoje všech ryzích zlomků o jmenovateli 13 
v zlomky desetinné. 

V obou případech, i pro zlomky o jmenovateli 7 i pro zlomky 
o jmenovateli 13 skládá se perioda ze dvou polovic a číslice jedné 
poloviny doplňují se s číslicemi druhé poloviny na 9. Říká se, že 
jedna polovina je desítkovým doplňkem druhé. To nastane, když 
periody zlomků rjm a 1 — rl!m=(m — r)/m patří k témuž cyklu. 
Pak musí býti 

m — r £ r 10a (mod m), 
t. j. — 1 ^ 10a (mod m). 
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Perioda zlomku desetinného pro zloipek o jmenovateli m skládá 
se ze dvou polovin, které se desítkově doplňují, je-li mezi zbytky 
mocnin čísla 10 mod m zbytek — 1. 

Je-li / délka periody pro jmenovatele m, je ÍO' — 1 dělitelnom. 
Jsou tedy jmenovatelé m poskytující délku periody / děliteli 
čísla 10̂  — 1. Naopak je délka periody zlomku, jehož jmenovatel 
je dělitel 10' — 1, buď / neb dělitel /. Zlomků, jejichž rozvoj v de-
setinný zlomek má danou délku periody /, je konečný počet. 
Jednočlenné periodv dávají zlomkv o jmenovatelích 3, 9, dělite-
lích 9: 

£ = 0-333 . . | = 0111 . . . 
Dále je 102— 1 = 99 = 9 . 11. 

Dvojčlenné periody dají zlomky o jmenovatelích 11, 33, 99. 

Bychlfk: Úvod do elementární teorie číselné. r> 6 5 



IV. Kvadratické zbytky, 
kvadratický zákon reciprocity. 

§ 41. Budeme uvažovati kongruenci 
x2 = a (raod p), (1) 

kdež a je číslo celé a p liché prvočíslo. 
Je-li a délitelno p, je kongruence (1) splněna pro každé 

x = 0 (mod p). Není-li a délitelno p a existuje-li číslo celé, hovící 
kongruenci (1), nazveme a kvadratickým zbytkem (mod p), 
neexistuje-li pak takové číslo celé, nazveme a kvadratickým 
nezbytkem (mod p). 

Předpokládejme tedy, že a není délitelno p. 
Lze snadno nahlédnouti, že, je-li kongruence (1) řešitelná, 

má právě dvě spolu (mod p) nekongruentní řešení. Je-li a kořen 
kongruence (1), tedy a2 = a (mod p)t vyhovuje (1) též xT^—a 
(mod p), ježto je (—áf ~ a2 = a (mod p). a a —a nejsou 
spolu kongruentní (mod p). Z a = — a (mod p) by plynulo 2a=0 
(mod p), a = 0 (mod p), tedy i a = 0 (mod p) proti předpo-
kladu o a. 

Každý zbytek kvadratický je (mod p) kongruentní s jedním 
z čísel 

Žádná dvě z těchto čísel nejsou spolu kongruentní (mod p). Ozna-
číme-Ji totiž dvě z těch čísel xy y, x > y> bylo by pak x2 — y2 — 
= i x + V) ( x — y) délitelno p} což není možno, ježto i x + y 
i x — 1J j s o u čísla celá kladná < p. 

Platí tedy věta: 
Mezi čísly 1, 2, 3, . . . , p — 1 redukované soustavy zbytku 

(mod p) je právé \-(p— 1) zbytků a stejný počet nezbytků spolu 
nekongruentních (mod p). 

Je-li g primitivní kořen (mod p), tvoří čísla l ,g, g2, ... gp~2 

redukovanou soustavu zbytků (mod p) (§ 35, str. 53). Čísla 
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1, g2, g4, . . gp—1 jsou kvadratické zbytky (mod p) spolu ne-
kongruentní (mod p). Ježto je těchto čísel na počet £(p — 1). 
jsou jimi všechny kvadratické zbytky (mod p) spolu (mod p) 
nekongruentní vyčerpány. Čísla g, gz, g5, .gp~2 jsou pak spolu 
(mod p) nekongruentní kvadratické nezbytky (mod p). 

Je-li číslo a, nedělitelné p, kvadratickým zbytkem (mod p), 
existuje číslo celé a té vlastnosti, že pro ně platí a2 ~ a (mod p). 
a je opět nedělitelné p. I bude 

tedy podle věty Fermatovy 1) = 1 (mod p). 
Kongruence 1 (mod p) má za kořeny — 1) spolu 

(mod p) nekongruentních kvadratických zbytků (mod p)} a ježto 
je stupně %(p— 1), nemá podle věty z § 33 str. 49 jiných koře-
nů (mod p). 

Podle věty Fermatovy má kongruence xp~1 — 1 = 0 (mod p) 
za kořeny všechna čísla celá nedělitelná p. Je však xp~x — 1 = 
= ( X Í ( P - D _ 1 ) 1). Pro každé číslo celé nedělitelné 
p je tedy buď l>= 1 (mod p) anebo 2> = — 1 (mod p). 
Obě tyto kongruence nemohou býti splněny pro totéž číslo x, 
sice by jejich rozdíl 2 musil býti = 0 (mod p)y což při p > 2 je 
nemožno. Kongruence x}^v~=—1 (mod p) má tedy za kořeny 
kvadratické nezbytky. 

Platí tedy věta (Eulerovo kriterium): 
Cislo celé a nedělitelné p je kvadratický zbytek, je-li 1>=1 

(mod p), kvadratický nezbytek, je-li = — 1 (modp). 
§ 42. Legendre zavedl jednoduchý symbol na označení 

kvadratického charakteru čísla celého a nedělitelného prvo-
číslem p > 2, t. j. na označení, zda a je kvadratický zbytek nebo 
nezbytek (mod p). Klade 

a ? = a (mod p), 

kvadratický zbytek, 

kvadratický nezbytek. 

I bude podle Eulerova 

j je absolutně nejmenší zbytek (mod p) čísla 
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Je patrno, že 

- | = í—\ je-li a'=a (mod p). pj \ p j 

Je-li totiž a' = a (mod p), je též ť ^ ^ E f l ^ " 1 ) (modpj 
a tedy, ježto 

a'l(P-1) = 

též 

= ("')• o'-' " = (modp). 

t P ) = (f) lm0d pl' 
Z této kongruence plyne ihned rovnost = 

ta čísla jsou absolutně nejmenší zbytky (mod p). 
Jsou-li a, a' celá čísla nedělitelná py je 

( T H T H T ) 
Je totiž podle Eulerova kriteria 

alAv-1) ~ ^Lj (mod p), = (mod p), 

(aa') ^P-1) = ^ y j (mod p). 

Násobením prvých dvou kongruencí dostaneme 

( a a ) = • (mod p) 

a tedy 

• ( t H Í K T ) - " -
Rovnost odtud plyne jako v předešlém případě. 

Z definice Legendreova znaménka plyne ihned, že | ^ j = 1 

a obecně 1 j — 1 pro každé celé a nesoudělné s p. 

Eulerovo kriterium poskytuje možnost určiti 
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totÍŽ 

a ježto (—l)i(p—!) = -j- plyne z této kongruence rovnost 

Je tedy 

-j = 1 pro p ie 1 (mod4), 

^ = — 1 pro p = — 1 (mod 4). 
( V 

§ 43. Budiž p libovolné celé číslo liché kladné a a celé číslo 
nesoudělné s p. Určeme absolutně nej menší zbytky (mod p) čísel 

1 . a, 2 . a, 3 . a, . . na, TI = J- (p — 1). 

Ty nechť jsou 
1/ „j/ r 

* > » • • • J ^Tt^ > 

kdež 1', 2', 3', . . . , 7t' jsou absolutní hodnoty těchto zbytků a 
ev E29 - • • > = d= Mezi ev Ev . . . , E„ nechť se vyskytuje ^w-krát 
— 1. Je tedy 

ia = Eiť (mod p). i = 1, 2, 3,. . TZ. (1) 
1', 2', 3',.. *,7i jsou, jak lze snadno dokázati, až snad na pořádek, 
rovná číslům 1, 2, 3 , . . . , n. Nejsou totiž žádná dvě z těchto čísel 
sobě rovna. Z ť = f > i (j — 1 ,2 , . . . , TI) by totiž plynulo na 
základě (1) 

Eii = Ejj (mod p), 

což není možno, ježto čísla — \(p — 1) , . . . , — 2, — 1, 0, 1, 2 , . . . 
• • \(p — 1) tvoří úplnou soustavu zbytků (mod p), takže není 
možno, aby t = ± / (mod p). Předpokládejme nejprve, že p 
je prvočíslo. Z (1) pak plyne znásobením 

1 . 2 . 3 . . . na71 n exe2 . . . e„ . 1' . 2' . . . ri (mod p) 

a tedy podle toho, co právě dokázáno, a71 — ev e2 • • • s„ (mod p). 

Ježto pak an = (m°d P)> je | a j ^£i€2 • - - (mod p). Odtud 

plyne = EXE2 . . . £ . , = (— 1)". 

Platí tedy věta, která nazývá se Gaussovo lema: 
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Budiž a číslo celé nedélitelné lichým prvočíslem p. Pak ~ 

= (— 1 y, kdežfi značí, kolik mezi absolutné nejmenšími zbytky čísel 
1 . a, 2 . a, 3 . a, . . n . a, n = y ÍV — 1) 

je záporných. 
§ 44. Předpokládejme nyní, že p je číslo liché kladné, a číslo 

celé s ním nesoudělné. Podle Scheringa a Kroneckera budeme 
definovati symbol pomocí (— I)** = £j£2 ... en. Udává tedy fx, 

kolik absolutně nej menších zbytků (mod p) čísel 
1 . a, 2 . a, 3 . a, . . . , na (1) 

je záporných, neboli kolik, nej menších kladných zbytků těchto 
čísel (mod p) je > £ p . V případě, že je p prvočíslo, shoduje se 

na základě Gaussova lematu se symbolem Legendreovým. 
Nejprve je patrno, že platí 

(7) 

( T H T 
je-li a' := a (mod p). 

Z a' = a (mod p) plyne, že a' je nesoudělné s p, takže, má-li 

význam j, má význam i | - -j. Rovnost = plyne 

pak ihned z té okolnosti, že čísla 1 . a', 2 . a', 3 . a', . . . tz . a' 
poskytují tytéž absolutně nej menší zbytky (mod p) jako 1 . a, 
2 . a, 3 . a, . . ., TZ . a. 

Dále dokážeme, že, jsou-li a, a' čísla nesoudělná s p, tedy 
i aa' nesoudělné s py je 

( t H T X T ) 
Abychom určili j, nutno určiti počet záporných, abso-

lutně nejmenších zbytků (mod p) čísel 

1 . aa*, 2 . aa'y 3 . aa', . . .,7iaaf. (2) 

Ježto 1 . a, 2 . a, . . .,na jsou (mod p) kongruentní resp. s čísly 
1/ c\t t 

x i > • • J 
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budou čísla (2) poskytovati tytéž absolutně nej menší zbytky 
(mod p) jako čísla 

Čísla 1', 2 ' , . . . , jť jsou až na pořádek rovna číslům 1, 2, 3 , . . . , jt. 
Jsou-li tedy e^l", . . ê Tt" absolutně nejmenší zbytky 
(mod p) čísel l'a', 2'a', . . . , n'a', při čemž e\ = i 1, pak čísla 
1", 2 T I " jsou až na pořádek rovna číslům 1, 2, . . ., tt, a bude 

l a ' \ - ' ' I " ) £ 1 £ 2»' • ' & 31-
\ v ) 

Vidíme tudíž, že absolutně nejmenší zbytky čísel (2) jsou 
/ -i ff / nf* t tf 

€x€ 11 , EyE > • • • > Cjtť 7t JI y 

takže 

Je ihned patrno, že j-^-j = 1 a obecně pro každé 

celé a nesoudělné s p. 

Obraťme se nyní k určení ^ -j a j (věty doplňkové 

k zákonu reciprocity). 

Pro a = — 1 je EI = — 1 (i = 1, 2 , . . . , 71); i bude = 

= (— l)71 = (— l)í(p—i) jako pro případ, že p je prvočíslo. 
Pro a = 2 zní řada (1) 

2 ,4 ,6 ,8 , . . . , p - l . (3) 

Jsou to nejmenší kladné zbytky (mod p). Je tedy j = (— 

kdež fjt udává, kolik z čísel (3) je > £ p. 
Budiž nejprve p — 4k + 1. Pak je řada (3): 

2, 4, 6, . . 2k | 2k + 2, 2k + 4, . . ., 4k. 
Členy této řady za čárkou j jsou p> jejich počet je k, tedy 
p = k. 

(—\ — 1, je-li k sudé = 2A, tedy p = Sh + 1, 
Pf 

= — 1, je-li k liché 2h — 1, tedy p = Sh — 3. 
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Uvažujme nyní případ p = 4& + 3. Pak je řada (3) 
2, 4, 6, . . . , 2k | 2k + 2, 2k + 4, . . 4k + 2 

a počet zbytků > je ju = k + 1. Z toho plyne 

j = 1, je-li k liché 2h — 1, tedy p = 8A — 1, 

= — 1, je-li £ sudé 2 ,̂ tedy p = 8A + 3. 

Je tedv / 2 \ 
/ —J = 1 pro p = 8A ± 1, 

-^-j = — 1 pro p = $ h ± 3.. 

Je však 
pro p=Sh± 1, ¿(p2 — 1) = 8h2 ± sudé, 
pro p = Sh ± 3, — 1) = Sh2 ± 6h + 1 liché, 

^ j = ( _ 1)^-1) . 

§ 45. Kvadratický zákon reciprocity. 

Buďte z py q dve čísla celá lichá kladná spolu nesoudělná. Pak je 

p L j = ( _ l)i(P-i) • 4(^1), 

' - ( f ) - o 
vyjma v případe, kdy p=q = —-1 (mod 4); v tomto případe je 

( i ) h í ) ; 
Z celé řady důkazů snad je nejjednodušší důkaz Zellerův 

v modifikaci Frobeniově*); ten zde podáváme. 
V rovnicích 

( 7 ) - "*• (>-) - < -
fi9 v mají tento význam: 

*) Frobenius: Uber das quadratisehe Reziprozitátsgesetz I, II. 
Sitzungsber. d. k. preuss. Akad. d. Wiss. 10, 18; 1914. K historii 
zákona reciprocity srov. Bachmann 3. I. 
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fj, značí počet násobků čísla g: 
j 

l.q,2.q,3.q,...,Z-z—q, (P) 
¿j 

jichž absolutně nejmenší zbytky (mod p) jsou záporné. 
v pak značí počet násobků čísla p: 

jichž absolutně nejmenší zbytky (mod g) jsou záporné. Dlužno 
dokázati, že // + v = ^(p — 1) . -J-(g — 1) (mod 2). 

Budiž x proměnná, která může nabývati hodnot 
1,2,3, (x) 

a y proměnná nabývající hodnot 
1,2, 3,..., f ( g - l ) . (y) 

Oísla z rady (P) lze psáti ve tvaru qx a čísla z rady (Q) ve tvaru py. 
Absolutně nejmenší zbytek čísla qx (mod p) je qx — pm> zvolíme-
li m tak, že tento rozdíl je mezi jp a \p. Ke každému x 
lze zvoliti m podle § 2 str. 9 jediným způsobem. Udává tedy 
fi, kolikrát bude při tom — ^ p < qx — pm < 0. Zde neodpo-
vídá každé z J- (p — 1) hodnot x hodnota m, nýbrž jen ¡A hod-
notám x odpovídá jisté m a to každé z oněch hodnot x jediné 
rrc. Pro takové m je 0 < qx < pm < qx + \p < \pq -f t. j. 
O < m < £ (q + 1); m je tedy omezeno na řadu (y). Lze tedy 
místo m psáti y a říci: /í udává, pro kolik dvojic (x, y), při 
nichž x je z řady (z), y z řady (y)< platí — \ p < qx — py < 0, 
t. j. 0 < py — qx < -Jp. Podobně bude v udávati, pro kolik 
dvojic (x, y), při nichž a; je z řady (x), y z řady (y)y platí 
— itf < Py — ga; < 0. Všech možných dvojic (xy y) je na počet 

—1) . ^(g—1), je-li x omezeno na hodnoty z (x) a y 
na hodnoty z (y). Pro každou z těchto q dvojic je buď 

I \p < p y — qx: 
neb II 0 < py — qx < \p, 
neb III — jq < py — qx < 0, 
nebo konečně IV py — qx < — \ q. 
Pro žádnou dvojici není 

py — qx = 0. 
Podmínce I nechť vyhovuje <5, podmínce IV d' dvojic. Pak je 

g = jU+V+ó+d'. 
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Je však 
-d' = Ó. 

neboť substitucemi 

* = i ( p + i ) - x ' , i/ = i(q+i)-y' (8) 
přejde I ve IV. a probíhá-li x hodnoty (x), probíhá xf tytéž hod-
noty (x). Stejně, probíhá-lí y hodnoty (y), probíhá i y' hodnoty (y), 
Je tedy skutečně ó' = ó, t. j. 

a konečně 
o ~ f.i + v (mod 2) 

= ( l)S(H-l)- i(<7—1) 

a N 

M 

X / 

y ^ / < 

• 
• 

• 

• 

p / X 
s 

* 
• 

+ V 
• 

* 

/ 

R 
0' 
N' 

N 

Geometrický význam těchto úsudků je jasný. (Obrazec 
je proveden pro p = 11, q = 7.) R má souřadnice £ (p + 1), 
± (q + 1). M, M', N, Nf jsou středy stran příslušných čtverců. 
Spolu rovnoběžné přímky 00*, MM', NN' mají rovnice 

py = qx, py = qx + \p, py = qx — \q. 
Substitucí (£) jsou si přiřazeny body ležící souměrně vzhledem 
ke středu 8 obdélníku OPRQ. S má souřadnice \ (p + 1), £ (q + 1). 
Uvnitř obdélníku OPRQ leží Q bodů mřížových (t. j.bodů, jejichž 
souřadnice x, y jsou čísla celá), jich leží mezi 00* a MM', 
v mezi 00' a Připadne-li <5 bodů na trojúhelník MM'Q, 
připadne jich na trojúhelník NN'P symetrický vzhledem ke 
středu S stejný počet. Je tedy 

o = u + r -j- 26. 
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Lze však souditi též takto: 
Podle II a III je // + v počet hodnot x, y hovících pod-

mínkám 
— \q<-py — qx<\v. (*) 

Tyto přejdou substitucí (S) samy v sebe. Patří-lí (x, y) k oněm 
fi + v párům splňujícím (*), patří k nim i (x', y'). Je tedy ¡i -f- v 
sudé vyjma v případě, že 

x' = t(p+ 1), y= y' = l(q+ l) 
jsou čísla celá, t. j. kdy p = q ee — 1 (mod 4). Jen v tomto pří-
padě je p, + v liché. 

Leží-li bod (x, y) v proužku obdélníku OPRQ mezi MM' 
a NN' (v šestiúhelníku ONN'RM'M), leží bod (x\ y'), symetrický 
vzhledem k S, tamtéž. Tento proužek (i body mřížové v něm 
obsažené) je totiž sám k sobě symetrický vzhledem k S. Je tedy 
počet (j, + v mřížových bodů uvnitř proužku toho sudý, vyjma 
v případě, kdy střed souměrnosti ^ ( p + 1 ) , £ ( ? + ! ) je bod 
mřížový. 

Dokážeme nyní platnost vztahu 

(i) (;)-&)• 
kdež py pf značí čísla lichá kladná, a číslo celé nesoudělné s p 
i s p\ tedy i s ppf. 

Předpokládejme nejprve, že a je liché kladné. Pak je podle 
zákona reciprocity 

(3) 

£ ) - < - . » » — • ' • « - » ( i ) . 

Násobením (2) a (3) dostaneme 

( i ^ ) - ( - i , < : ) ( : ' ) = 

= ( _ 1 } k—DÍKp-D+KP'-!)] p o d l e § 44. 

Bude tedy platiti (1), bude-li 
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i ( o - l ) + = i ( a _ l ) . | ( p p ' _ l ) 

Je však • ( m ° d 2 ) - ( 4 ) 

pp' = [1 + (p — 1)] [1 + (p' — 1] = 1 + (p — 1) + 
+ (p' — 1) (mod 4). 

Součin (p—1) (p' — 1) je totiž dělitelný 4 jako součin dvou 
čísel sudýGh. I je 

= i ( p - l ) + ^ ( p ' - l ) (mod 2). 
Odtud pak ihned plyne (4). 

Předpokládejme dále, že a je sudé, kladné. Pak a = a + pp' 

je liché kladné, takže platí pro a vzorec = | a , j . 

Je však á = a (modp) i (mod p') i (mod pp'), takže 

Platí tedy (1) i pro a. 
Tak dokázali jsme (1) pro a kladné. 
Budiž nyní a záporné. I lze určiti a = a (mod pp') tak, aby a 

bylo kladné. Pak bude a =a též (mod p) a (mod p'). Pro a platí (1). 
tedy i pro a. 

Tím dokázáno (1) úplně. 
Je-li p liché kladné Číslo p = pxp2 . . . pVi kdež px, p2, . . . pr 

jsou prvočísla lichá, bude pro a nesoudělné s p 

(p) ~ (pj(ft) • • • Úl* 
Takto definoval j pro případ čísla složeného p Jacobi. 

Buďtež p, q čísla lichá, kladná, spolu nesoudělná. Ze zákona 
reciprocity plyne 

Dále je \ p > 

(Ťl -trTCK»"^)-
\pj \7>/ 

= ( l)llP+I)-J(9-l) j, 
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ma 
n 

ježto pak — p — 1 = p -j- 1 (mod 4), tedy 

Jsou-li tedy p: q čísla lichá spolu nesoudělná, q kladné, p kladné 
neb záporné, je 

„ i » j . 

§ 46. Obrátíme se nyní k úloze, určiti všechna čísla celá 

kladná lichá n taková, že při daném číslu m symbol 

význam a platí 

( s ) - — 
Doplňovací věty řeší nám úlohu pro m = -—1 a m = 2. 

^—-j = 1 pro všechna čísla celá kladná tvaru n = 4A+1 (k celé), 

= — 1 pro všechna čísla celá kladná tvaru n = + 3. 

(—\ = 1 pro všechna čísla celá kladná tvaru n = 1, Sk + 7, n) 

— | = — 1 pro všechna čísla celá kladná tvaru n=Sk-\-Z, 8fc+5. nj 

Z toho plyne dále 

— = 1 pro všechna Čísla celá kladná tvaru n=Sk-\- 1, + 3, w j 

= — 1 pro všechna čísla celá kladná tvaru n=Sk-\-5, 8&+7. 

Vidíme, že Čísla celá n, pro něž — 1 má určitý kvadratický cha-
rakter, tvoří jednu posloupnost aritmetickou, Číslo n, pro něž ^ 2 
má určitý kvadratický charakter, tvoří dvě posloupnosti aritme-
tické. 

Dokážeme, že obecně všechna čísla celá n, pro něž 
má jednu z hodnot + 1 neb — 1, tvoří několik aritmetických 
postoupností. 
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Celé číslo m, které může býti kladné neb záporné, sudé neb 
liché, lze psáti ve tvaru 

m = 2 cr$2, 
kdež c= 0 neb 1, r je číslo celé liché nedělitelné čtvercem žádného 
prvočísla, tedy součin lichých mezi sebou různých prvočísel 
s kladným neb záporným znaménkem neb ± 1 , s je číslo celé 
kladné. 

Pak j e 

o -12?) - a-
Lze se tedy omeziti na případ 

m = 2cr 
a o r lze předpokládati, že není = 1 ani — 1, ježto pak bychom 
přišli k některému z případů již projednaných m = ± 1, ± 2 ; 
r je tedy součin lichých mezi sebou různých prvočísel s kladným 
neb záporným znaménkem. 

Pak dostaneme 
m\ i2cr 
n) 

Položme 
( _ 1 ) 1 ( 1 - 1 ) = s9 ( _ 1)^ — e. 

Pak bude 
à = 1 pro r = 1 (mod 4), e = 1 pro c = 0, 
ô = — 1 pro r = 3 (mod 4). £ — — 1 pro c= 1. 

I dostaneme 

( fît \ 

j tutéž hodnotu pro 
čísla n patřící do téže třídy (mod 8r), při e = 1 již pro čísla n 
patřící do téže třídy (mod 4r), a je-li též d==l, dokonce pro čísla n 
patřící do téže třídy (mod 2r). Stačí tedy uvažovati n jen z redu-
kované soustavy zbytků podle uvedených modulů. 

Označíme v redukované soustavě zbytků (mod 2r) čísla n, 

pro něž = 1? písmenem a, čísla, pro něž = — 1> 
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písmenem 6. Počet čísel a je roven počtu čísel b. Dokážeme nej-
prve, že existuje aspoň jedno číslo 6. 

Budiž p prvočíslo obsažené v r, tedy \r\ = pr\ r' číslo 
celé kladné nedělitelné p} f} nezbytek (mod p). Určeme b0 kon-
gruencemi 

b0 = fl (mod p), b0 za 1 (mod/). 
Pak je 

x 
11. 

takže 60 je skutečně číslo druhu b. 
O 60 lze nad to předpokládati, že je liché. Kdyby totiž bylo 

sudé, byla by b0 + j r \ liché a o 60 + \ r | by platilo = 

= (—M = — 1- je b0 nesoudělné s 2r. Násobme 60 každé 
číslo z množství čísel a i 6, t. j. z redukované soustavy zbytků 
(mod 2r). Dostaneme zase redukovanou soustavu zbytků (mod 2r). 
I dostáváme 

t. i-
2 ® - » • 

kdež E se vztahuje na redukovanou soustavu zbytků (mod 2r). 
Avšak 

fi b 
takže počet čísel druhu a je roven počtu čísel druhu b. 

Je-li nejprve d = 1, c = 1, tedy m = 1 (mod 4), bude 
podle (*) 

(Yfi \ 

— | = 1 pro n = a (mod 2r) 
n ) 

( Til \ 

— | = — 1 pro n EE b (mod 2r). n ) 
Lichá čísla TO. pro něž (— j = 1 neb —1, tvoří \(p(2r) = \<p{r) = 

litr f 
= l<p(m) aritmetických posloupností o diferenci 2r = 2m. 
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Je-li za druhé ó = — 1, e = 1, tedy m = 3 (mod 4), bude 

( v ) -

( 

= 1, je-li buď n e 1 (mod 4), n = a (modr), 
neb n = 3 (mod 4), n = b (modr), 

7TI \ 
— I = — 1, je-li buď n ~ 3 (mod4), n = a (modr), 

n ! neb n= 1 (mod 4), n = b (modr). 

Lichá n, pro něž m á hodnotu + 1 neb — 1, jsou čísla r jistých 
aritmetických posloupností, jichž je na počet 9̂?(4r) = \<p(4m). 

Je-li za třetí <5=1, e = — 1, tedy m = 2 (mod 8), bude 

(—J = 1, je-li buď n= 1, 7 (mod 8), n = a (modr), 
n / nfth n — 3. 5 fmod n = b řmod r\. 

( 
neb n = 3, o (mod 8), n = b (modr), 

Ťíl \ 
— I = — 1, je-li buď n =ž 3, 5 (mod 8), n ~ a (mod r), 

71 / neb n = 1, 7 (mod 8), n = b (modr). 
Je-li konečně za čtvrté ó = — 1, e — — 1, tedy m ™ G 

(mod 8), bude 

— J = 1, je-li buď n = 1, 3 (mod 8), n = a (mod r), 
71 / neb n = 5, 7 (mod 8), n = b (mod r), 

(— ) = — 1, je-li buď n — 5, 7 (mod 8), n = a (mod r). 
w / neb ti — 1, 3 (mod 8), n = b (mod r). 

Ve třetím a čtvrtém případě lichá n, pro něž má 

určitou hodnotu, tvoří aritmetické posloupnosti o diferenci 8r = 
= 4my na počet £g?(8r) = -|gp(4m). 

Je-li j = 1 pro prvočíslo p, je kongruence t2 — m = 0 

(mod p) řešitelná celým číslem t nedělitelným p. Lze snadno na-
hlédnouti, že kongruence t2 — m = 0 (mod p) je řešitelná celým 
číslem t nedělitelným p tehdy a jen tehdy, existují-li celá čísla 
x, y nedělitelná p taková, že platí 

x? — my2 = 0 (mod p). 

Z řešitelnosti t2 — m = 0 (mod p) celým číslem i nedělitelným p 
plyne x2 — w&y2 = 0 (mod p), klademe-li x = ty y = 1. Je-li 
x* — my2 = 0 (mod p), xy y čísla celá nedělitelná py pak pro 
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/ = x/y (mod p) (viz § 23 str. 34), což je číslo celé nedělitelné 
p, bude 

t2
 — m EE 0 (mod p). 

Existují-li celá čísla x, y nedělitelná prvočíslem p taková, že 
platí x2—m^2 = 0 (mod p), říká se (podle Eulera a Legendrea), 
že p je dělitelem formy kvadratické x2 — my2. Jsou tedy prvo-
čísla p, pro něž —j = 1, dělitelé formy x2 — my2. 

Budiž N celé číslo. Existují-li celá čísla x, y taková, že N = 
= x2 — my2, říká se, že N se dá znázorniti formou x2 — my2. 
Znázornění je vlastní, jsou-li x, y čísla nesoudělná, nejsou-li nesou-
dělná, je znázornění nevlastní. 

Je-li p prvočíslo obsažené v N, je podmínka nutná pro vlastní 
znázornění N formou x2 — my2, aby p bylo dělitelem formy 
x2 — my2. 

Hledejme čísla celá n, pro něž = 

Zde m = 5, c = 0, r = 5 , d = l , e = l , m ~ 1 (mod 4), 
(případ první). Redukovaná soustava zbytků mod 2m= 2r = 1 0 
je 

1, 3, 7, 9. 

Kvadratické zbytky jsou 1, 9, nezbytky 3, 7. 
Je tedy 

pro n = 1, 9 (mod 10), t. j. pro ra ee ± 1 (mod 10), 

= — 1 pro 71 = 3, 7 (mod 10), t. j. pro n = ± 3 (mod 10). 

Dělitelé formy x2 — 5y2 jsou prvočísla tvaru p = 10k ^ 1, k číslo 
celé kladné. 

Uvažujme nyní případ m = — 6. 
Zde m = —6= 2 . - 3 , c = 1, r = — 3, <5=1, e = —1, 

m = 2 (mod 8) (případ třetí). 
Redukovaná soustava zbytků mod 2r, t. j. mod 6, je 1, 5; 

1 je zbytek (modr), t. j. (mod 3), 
o je nezbytek (modr), t. j. (mod 3). 

Rychlík: Úvod do elementární teorie číselné. 6 81 



Bude tedy 

= 1 pro n 1 (raod 3), = 1 ,7 (mod 8) 

N ~ O = 2 (mod 3), = 3, 5 (mod 8) 
t. j. pro w = 1, 5, 7, 11 (mod 24), a pro n > 0.*) 

§ 47. Znázornění čísla celého formou kvadratickou lze užiti 
k rozhodnutí, zda číslo ono je prvočíslo neb číslo složené, a v tomto 
případě provésti rozklad v prvočinitele. 

Uvažujme číslo 
P13 = 2 . 3 . 5 . 7 . 11 . 13 + 1 = 30 031 (§ 10). 

Není dělitelno žádným kladným prvočíslem <^13. Ježto pak 
[|/3003l] = 173, stačí uvažovati prvočísla > 17 a < 173. 

Lze zjistiti, že 30 031 = 1742 — 5 . 72. Prvočinitelé čísla 30 031 
budou tedy dělitelé formy X2 — 5Y2, tedy prvočísla tvaru 10& i 1. 

V uvedených mezích leží tato prvočísla takového tvaru: 
19, 29, 31, 41, 59, 61, 71, 79, 89, 101, 109, 131, 139, 149, 151. 

Konečně možno uvážiti, že 30 031 je tvaru 4n — 1 a má 
tedy aspoň jednoho prvočinitele tohoto tvaru. Zbývá tedy z uve-
dených prvočísel uvažovati jen prvočísla tvaru 4n—1: 

19, 31, 59, 71, 79, 131, 139, 151. 
30 031 prvočísly 19, 31 není dělitelno, 59 je však dělitelno. Do-
staneme 

30 031 = 59 . 509. 
509 je také prvočíslo. 

§ 48. Budeme se zabývati znázorněním prvočísel formami 
x2 + mý1 pro kladné m v některých jednoduchých případech. Tu 
platí věta**): 

Je-li nejmenší liché prvočíslo, pro které — m je kvadra -
tický zbytek (které tedy je dělitelem formy x2 my2), znázornitelno 
formou x2 4- WÍ/2, je každé prvočíslo, pro než je — m kvadratický 
zbytek, jediným způsobem touto formou znázornitelno. 

*) Kraitchiki . I. str. 164—186 (erraťa 2. II str. 180), 2. I. str. 
205—215 udává tabulku aritmetických posloupností, v nichž leží n 

při daném m a platí = 1 resp. — 1 pro m mezi — 250 a + 250. 

Menší tabulky viz Cahen 1., Wertheim 2. 
**) S. Eichenberg, Über das quadr. Reciprocítätsgesetz und 

einige quadr. Zerfállungen d. Primzahlen, Diss. Göttingen 1886. Viz 
též: Weber-Wellstein, str. 266—272. 
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Uveďme nejprve identitu 
(a2 + mb2) (a2 + m/32) = A2 + mB2, (•) 

kdež bud 
A = aa + mbj}, B = afi — 6a, 

anebo A = aa — mbfí, B = afi + ba. 
Tato identita dá se snadno dokázati přímým výpočtem obou 

jejích stran; ještě snadněji však, když činitele na levé straně 
rozložíme v komplexní Činitele 

(a -\-i^mb) (a — i]/mb) (a + i]/fnfi) (a — i]/mP). 
Násobme prvního činitele se čtvrtým, druhého se třetím. I do-
staneme 

[aa + mbfí — i]/m (a/8 — 6a)] [aa + mbp i^m (afi — 6a)] — 
= (aa + ra6/8)2 + m (a/8 — 6a)2. 

Násobíme-li však prvního činitele se třetím, druhého se čtvrtým, 
nebo klademe-li — 6 místo 6, dostaneme jako součin hodnotu 
(aa — mbf))2 + m (ap + 6a)2. 

Dokážeme si nejprve větu pomocnou: 
Lze-li číslo znázornitelné formou 

X2
 + Wi/2 (1) 

rozložití v součin 
A2 + mB2 = pP, (2) 

kdež p je prvočíslo rovněž formou (1) znázornitelné, je též celé 
číslo P formou (1) znázornitelné. 

Budiž p = a2 + w62. Položme 
__ aA + mbB ^ aU — bA 

a = a2 + w62 ' P = a2.+ mb2' ( ) 

I je 
(aB + bA)(aB — bA) = a2B? — b2A2 = B2 (a2 + mb2) — 62 (A2 + 

+ mB2) = p (B2 — P62). 
Je tudíž jedno z čísel aB ^ bA dělitelno p = a2 + Můžeme 
však znamení u 6 voliti tak, aby bylo aB — bA číslo prvočíslem 
p dělitelné, takže p je číslo celé. 

Podle (*) je 
(aA + mbB)2 + m (aB — bA)2 = (a2 + mb2) (A2 + mB>); (4) 

jest tedy též a A + mbB dělitelno p a je tudíž i a celé číslo. 
Podle (3) a (4) je však 
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a . + = ^ = P > 

čímž věta dokázána. 
Budiž — m kvadratický zbytek lichého prvočísla, které není 

nejmenším prvočíslem této vlastnosti. Předpokládejme, že všechna 
prvočísla < p, jejichž zbytkem kvadratickým je — m, lze znázor-
niti pomocí formy x2 + my2, a dokážeme, že p dá se znázorniti 
touto formou. 

Každé prvočíslo formou x2 + my2 znázornitelné je > m. 
takže pro p platí p>m. Ježto —m je kvadratický zbytek prvočísla 
p, existuje číslo celé z té vlastnosti, že z2 =—m (mod p). 

Tato kongruence má dvě řešení, o nichž lze předpokládati, 
že jsou kladná a < p. Jedno je liché, druhé sudé. Lze tedy vždy 
dosíci, že 

z2 + m = gp (5) 
je liché. Pak je i g liché. 

Ježto z <p —1 a m < p, je z2 + m < p2 — 2p +1 + p < p2, 
tedy v (5) g < p. 

Lze tedy najiti celá čísla c, d taková, že c2 + md2 = gp, při 
čemž g je liché číslo kladné < p. Uvažujme množství ® všech 
celých čísel lichých kladných g takových, že pro ně existují čísla 
celá x, y té vlastnosti, že x2 + my2 = gp- Podle toho, co právě 
bylo řečeno, množství © jistě není prázdné. Mezi .čísly z © je jistě 
jisté nej menší g0. Dokážeme, že je rovno 1. Pro g0 flatí aQ

2 + 
= 9oP a podle toho, co dokázáno, je jistě g0 < p. Kdyby nebylo 
g0 = 1, bylo by g0 dělitelno aspoň jedním prvočíslem q < p. Toto 
prvočíslo q je dělitelem formy x2-\-my2

y —m je pro ně kvadratickým 
zbytkem. Ježto pak je q < p, lze q znázorniti formou x2 + my2

% 
t. j. existují čísla celá a, b takové, že 

a2 + mb2 = q. 

Nechť je g0p = qP. Ježto qP = a0
2 + mb0

2 a q = a2 + mb2, je 

podle věty pomocné P = — = gxp = a2 + mft2. Je pak gx < g0. 

proti předpokladu o gQ. 
Z toho plyne úplnou indukcí, že, je-li nejmenší liché prvo-

číslo, jehož kvadratickým zbytkem je — m, znázornitelno formou 
xř + wy2, je každé prvočíslo, jehož kvadratickým zbytkem je — m, 
znázornitelno onou formou. 

Ukážeme ještě, že prvočíslo p lze znázorniti formou x2 + my2 
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jen jedním způsobem. Při tom nebudeme čtyři znázornění ( i x, 
+ y)y která se od (x, y) liší jen znaménky, považovati za různá. 

Kdyby bylo 
p = x2 + my2 = f 2 + (6) 

kdež f =|= ± V 4= ± V> 
bvlo by podle (*) 

p* = (atrf + myrj)2 + m (xrj — y()2. (7) 
Jest však 

(xri—yt) (xrj + y£) = x2rf — ý2£2 = rj2 (x2 + my2) — ý2 

+ wm?8) = V (v2 — V2)i 
musilo by tedy jedno z obou čísel xrj ± y£ býti p dělitelno a ^ O . 
Zvolme znamení u y tak, aby bylo xrj — yf dělitelno p. Pak by 
bylo (xrj — y£)2 ^ p2, což podle (7) pro m > 1 není možno. 

Zbývá všimnouti si případu m = 1. Pak by musilo býti 
xrj — y£ — ± p a xf + yt] = 0, t. j. 

X T ] 
~ = — í- 8) y f 

x, y jakož i 77 jsou dvojice čísel spolu nesoudělných; bylo 
by tedy podle (8) x = i y = f, takže by se tato zná-
zornění nelišila. (Při tom znázornění x, ^ y)y (^ y, ^ x) ne-
považujeme za různá.) Tím tvrzení dokázáno. 

Užijeme věty nejprve na případ m = 1, t. j. na formu x2 + y2. 
— 1 je kvadratický zbytek všech prvočísel tvaru 4k + 1. Nej-
menší z nich 5 lze znázorniti pomocí formy x2 -f- y2, 5 =. I2 + 2?. 
Platí tedy věta: 

Ka£dé prvočíslo tvaru + 1 lze znázorniti jediným způsobem 
jako součet dvou čtverců. 

Žádné prvočíslo tvaru + 3 nelze znázorniti jako součet 
dvou čtverců, neboť jeden z nich jako čtverec čísla sudého by 
byl ™ 0 (mod 4), druhý jako čtverec čísla lichého by byl = 1 
(mod 4), takže by součet byl tvaru 4& + 1. 

Samozřejmě platí věta: 
Každé liché prvočíslo obsažené v součtu dvou nesoudělných 

Čtverců je tvaru 1, tedy zase součet dvou čtverců, 
p je totiž dělitelem formy x2 + y2. 
Snadno lze nahlédnouti, že platí identita (podle (*), str. 83) 

(a2 + b2) (a2 + (i2) =(aa+ bfif + (ap — baf 
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a pro a = (i = 1 
2 (a2 + b2) = (a + b)2 + (a — b)\ 

Součet dvou nesoudělných čtverců je buď lichý (je-li jedno z obou 
éisel sudé, druhé liché) neb dvojnásobek lichého čísla (jsou-li 
oba čtverce liché). Plyne tedy z věty předešlé: 

Každý celý dělitel součtu dvou nesoudělných čtverek je zase 
součet dvou čtverců. 

m = 4 věta také platí: 
KaŽdé prvočíslo tvaru 4 n 1 lze znázorniti jediným způsobem, 

formou x2 + 4y2. 
Ostatně plyne věta tato z předešlé. Při znázornění prvočísel 

tvaru 4n 1 formou x2 + y2 je jedno z čísel x, y liché, druhé 
sudé. Je-li tedy na př. y = 2y\ je x2 + y2 = x2 + 4y'2. 

Užijme věty na případ m = 2, t. j. uvažujme formu x2 + žý2. 
— 2 je kvadratický zbytek prvočísel tvaru 8k + 1, Sk 4- 3. Nej-
menší z nich je 3 = l2 + 2 . I2, je tedy znázornitelné pomocí 
formy x2 + 2y2. I platí věta: 

Každé prvočíslo tvaru 8& + 1 aneb + 3 lze znázorniti jedi-
ným způsobem jako součet jednoduchého a dvojnásobného Čtverce. 

Pro prvočíslo tvaru 8A; + 1 je x liché, y sudé, pro tvar Sk + 3 
je x i y liché. 

Prvočísla tvaru Sk + 1 lze znázorniti jak formou x2 y2, tak 
formou x2 2y2. 

Uvažujme případ m = 3, t. j. znázornění formou x2 + Zý1. 
— 3 je kvadratický zbytek prvočísel tvaru + 1. Nejmenší 
z nich 7 = 22 + 3 . I2 je znázornitelné pomocí forftiy x2 + 3y2. 
Každé prvočíslo tvaru + 1 lze jediným způsobem znázorriiti jako 
součet čtverce a trojnásobného čtverce. 

Prvočísla tvaru 24k + 1 lze znázorniti každou ze tří forem 
^+2ý2

fx2+3ý2. 
Klaďme konečně m = 7. —7 je kvadratický zbytek prvo-

čísel tvaru 1 4 k 1 , 14& + 9, I4kH- Nejmenší z nich je 11 
a pro to platí 11 = 22 + 7 . I2. I máme větu: 

Každé prvočíslo tvaru 14&+1, 14k + 9, 14k + 1 1 lze jediným 
způsobem znázorniti jako součet čtverce jednoduchého a sedminásob-
ného. 1 

Při znázornění prvočísla p = 4k + 1 ve tvaru 
p = x2 + 3 y2 

nesmí býti x dělitelno třemi, zato však y může býti třemi děli-
telno. Pak lze psáti 
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4p = (2x)2 + 3 (2yf = (2x)2 + 27 

-Není-li y dělitelno třemi a je sudé, je buď ™ 2 neb = 4 (mod 6); 
x musí býti liché, tedy buď = 1 neb = 5 (mod 6). V každém 
případě je pak buď x + y neb x — y dělitelno třemi. Není-Ii y 
dělitelno třemi a je liché, je buď = 1 neb = 5 (mod 6); x je pak 
buď sudé, tedy = 2 neb = 4 (mod 6), takže je zase buď x + y 
neb x — y dělitelno třemi. 

Jest však 
4p = (12 + 3. I2) (x2 + 3^), 

a je-li x + y = 0 (mod 3), pišme 
4p = (x _ 3y)2 +S(x+y)*=(x — 3 y)2 + 27 

Je-li však x — y = 0 (mod 3), pak 

4 p = ( x + 3y)2 + 3 (x—y)2=(x+ 3y f + 27 ^ ^ J -

Platí tedy věta: 
Čtyřnásobek prvočísla tvaru 4& + 1 lze znázornili ve tvaru 

4 p= X2 + 27 Y2. 
Toto znázornění je možné jediným způsobem. 

Kdyby bylo 
4p = X2 + 27 F2 = Xx

2 + 277! 
a Xx #= ± X, Yx 4= ± y, 
bylo by podle (*) str. 83 

16p2 = {X2 + 2772) (Xx
2 + 27 Yx

2) (9) 
= (XXx + 27 YYX)2 + 27 (XYl — YXx)2. 

Jest však 
(XYx — YXx) (XYx + YXx) = X2Yx

2 — Y2X2 = 
= Y2 (X2 + 27 Y2) — Y2 (Xx

2 + 277^) = 
= 4p(Yx

2—Y2). 
Bylo by tedy jedno z čísel XYx ^ YXx dělitelno p a =(= 0. 

Vhodným stanovením znamení Y bylo by možnodosíci, aby bylo 
XYx — YXx dělitelno p} tedy 

| XYx —YXx | ^ p. 
Pak by v (9) pravá strana byla ¡> 27p2, levá strana je 1 fip2, což 
by vedlo k rozporu. 
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V. Znázornění čísel celých kladných formou 
x1

2 + x2
2 + x3

2 + X*2. 
§ 49. Fermat vyslovil a Lagrange dokázal větu: Každé cell 

kladné číslo lze rozložití na součet čtyř neb méně čtverců celých Čísel. 
Jinými slovy: Je-li n celé číslo kladné, je možno urČiti Čtyři celá 
čísla xv x2, x3, x4 (o nichž lze beze všeho předpokládali, že jsou 0), 
splňující rovnici n = xx

2 + x2
2 x3

2 *4
2.*) (Všechna čísla xv x< 

x3, x4 nemusí býti 4= 0- Je-li na př. n rovno prvočíslu p = 1 (mod 4), 
je p = Xj2 + x2

2, takže lze klásti x3 = xA = 0.) 
Dokážeme si nejprve několik vět pomocných. V prvé radě talc 

zvanou Eulerovu identitu. 
1. Jsou-li X{, yi libovolná čísla reální, je 

( X 2 + X 2 + X 2 + X 2 ) (y2 + y2
2 + yz

2 + yA
2) = 

= (xiVi + + x*y* + ^ž/4)2 + (»1^2 — x2Vi + ^32/4—x*y*)2 -r 
+ (*lŽ/3 — *3«/l + Z2Ž/4)2 + (*l2/4 — + X%y* — (1) 
Provedeme-li násobení na levé straně, dostaneme součet 16 členů 
%i2yk2 (i, k = 1, 2, 3, 4). Na pravé straně vyskytuje se též těchto 
16 členů a mimo to ještě dalších 24 členů tvaru ± %xixjykyi 
(i, j, k,l = 1, 2, 3, 4), kdež možno beze všeho předpokládati i < j, 
k<Cl. Ale těchto 24 členů se dohromady ruší, neboť koeficient u: 

2XXX2 je yxy2 — yxy2 — yzyx + yzyx = 0, 
i© ViVz + VMx ~ Ž/iŽfe — Ž/2Ž/4 = 0, 

2*1*4 i e îž/4— Ž/2Ž/3 + %% — yiy* = o, 
2*2*3 je y2y3 — ytyA + — y*y* = o, 
2*2*4 je y2yA + yxyz — y2yA — yxy3 = 0, 
2*3*4 je Ž/3Ž/4— V*V4 — Ž/1Ž/2 + Ž/1Ž/2 = 

Tím dokázána identita (1). 
2. Je-li p liché prvočíslo, je možno určití celé číslo x, y splňující 

kongruenci 
*2 + y2 + 1 = 0 (mod p), 

*) Důkaz následující podán v podstatě podle Landaua, I. str. 107. 
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takže 

v — i 
Uvažujme soustavu A čísel x2 pro x = 0, 1,2, . . ., —-—» 

t. j. pro 0 ^ x < \p a soustavu B čísel — y2 — 1 pro y = 0, 1 
P — 1 r* / 2 , . . — - — , t.j. pro 0 < y < \p. Žádná dvě čísla ze soustavy A ¿i 

nejsou spolu kongruentní (mod p). Z x'2 = x"2 (mod p) by plynulo 
x' = ± x" (mod p), což není možné, ježto čísla 0, ± 1, + 2, . . .. 

p— 1 
i: —-— tvoří úplnou soustavu zbytků (mod p) (§21). Ze 

Á* 
stejného důvodu žádná dvě čísla ze soustavy B nejsou spolu 

P + 1 
kongruentní (mod p). V každé ze soustav A i B je —-— čísel. 

Ái 

Musí tedy býti aspoň jedno číslo ze soustavy A kongruentní 
(mod p) s jedním číslem ze soustavy B, ježto by jinak bylo p + 1 
čísel, z nichž žádná dvě by nebyla kongruentní (mod p). Tím 
tvrzení dokázáno. 

3. Ke každému prvočíslu p > 2 lze určití Číslo celé m splňující 
vztah 

0 < m < p (2) 

té vlastnosti, že rovnice 
mp = x2 + x2

2 + xz
2 + x4

2 (3) 
je řešitelná celými čísly 

xl> 
(Kdybychom nekladli pro m podmínku (2), byla by věta 

samozřejmá, neboť je p . p = p2 + O2 + O2 + O2; pro další byla 
by pak věta zcela bezcenná.) 

Podle předešlé věty je možno určití celá čísla x, y splňující 
kongruenci 

x% + íř + 1 = 0 (mod p) 
a taková, že 0 < x < 0 < y < Pak je x2 + y2 + 1 = mp, 
kdež m je celé číslo kladné. I platí 

*) Zcela podobně by se dokázala obecnější věta: 
Jsou-li a, b celá Čísla, a nedělitelné p, lze určití celá čísla x, y 

splňující kongruenci 
xt + ay2 + 6 = 0 (mod p), 

takže 0 ^ x < \p, 0 <í y < Uvedený důkaz pochází v podstatě 
od Bolzana a upozornil na něj Daublebsky v. Sterneck, Monatshefte f. 
Math. 

u. Phys. 15, 1904, p. 235—238. J© obsažen v rukopisné číselné 
teorii Bolzanovč, uložené v Národní knihovně ve Vídni. Tato vyjde 
jako další svazek spisů Bolzanových s poznámkami od autora. 
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+ y2 + l < iP 2 + iP 2 + l = \p 2 + l < P\ 

tedy mp < p2, t. j. m < p. Je tedy rovnice (3) i vztah (2) splněn, 
klademe-li xx = x, z2 = y> x3 = 1, x4 = 0. 

4. Pro každé prvočíslo p je rovnice 
p = x 2 + x2

2 + x3
2 + x4

2 

řešitelná celými čísly xv x2, x3, x4. 
Pro p = 2 je 

2 = l2 + l2 + O2 + O2, 
takže věta platí. Zbývá tedy zabývati se dále případem prvočísla 
lichého, p > 2. Označme množství čísel celých m, pro něž 
rovnice (3) je řešitelná celými čísly xx, X2J x3, x4. m0 nechť je nej-
menší číslo z množství 9JČ. Pak podle předešlé věty je jistě 0 < m0 < 
< p. Dokážeme, že je ra0 = 1. 

Především je možno o m0 dokázati, že je liché. Kdyby totiž 
bylo m0 sudé, plynulo by z rovnice 

moP = x\ + x2 + xz + xt> (3') 
v ze 

xx + x2 + xs2 + V = 0 (mod 2). 
Tato kongruence může býti splněna, jen když buď všechna čtyři 
čísla xv x2, x3, x4 jsou sudá, neb všechna čtyři lichá neb dvě z nich 
sudá a druhá dvě lichá. Přečíslujeme-li pak po případě tato čísla, 
lze dosáhnouti, aby platilo 

xx + x2 ~ 0, x3 + x4 = 0 (mod 2). 
Pak by bylo možno psáti rovnici (3') ve tvaru 

1 ™ ^ tXl ^ " , (X1 X2\ 1 , (XS + X4k\ " , (X3 XA\" 

Pak by nemohlo býti Wq nejmenší číslo z množství sJ!)i, ježto 
by tam patřilo též číslo které je < m0. Je tedy m0 jistě liché. 
Dokážeme, že nemůže býti m0 > 1. Důkaz provedeme nepřímo. 
Dokážeme nemožnost předpokladu, že m0 jest číslo liché > 1. 

Budiž tedy mQ číslo liché > 1. 
Ustanovme čtyři celá čísla yi(i = 1, 2, 3, 4), tak aby platilo 

jfi = xi (mod m0),\yi \< (4) 

To je možno, neboť čísla 
(5) 
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tvoří úplnou soustavu zbytků (mod w0) (§21, absolutně nejmenší 
zbytky), takže každé celé číslo je (mod w0) kongruentní s jedním 
a jen s jedním z čísel (5). 

Podle (3') je 
x \ + x2 + xz + XČ = 0 (mod ra0), (6) 

tedy též 
y2 + y* + y32 + y* = 0 ( m o d mo)> 

t. j. 
y\ + ž/22 + v* + yč = mon> (7) 

kdež n je celé číslo 0. 
Především je možno snadno dokázati, že jest n =|= 0. Při 

n = 0 by nutně musilo býti 

Ví = y% = Vs = Ž>4 = °> 
t. j. 

xx = x2 ~ x3 = x4 (mod m0), 
tedy 

xi + + x32 + = 0 (mod m0
z). 

Ze (3') pak by plynulo 
m0p ~ 0 (mod m0

2), 
t. j. 

p = 0 (mod wi0), 
což není možné, ježto p je prvočíslo a 1 < m0 < p. Bylo by tedy 
skutečně n > 0. 

Dále by bylo n < m0, neboť podle (4) by bylo | yi | < +m0 
a tedy podle (7) 

m0n < 4 . = ra0
2, 

z čehož by ihned plynulo 
n < m0. 

Z kongruencí (4) plyne však dále 
xiyi + x%y% + + = xi + *2

2 + + *42 ( m o d mo)-
z čehož na základě (6) též 

+ x%y% + x*y% + *4ž/4 = 0 (m o d mo)> 
t. j. 

xiVi + x2y2 + xzyz + xáy4 = m ẑ, 
kdež z je celé číslo. 

Z týchž kongruencí (4) plyne dále 
— x\m = xixk — xkxi = 0 (mod m0), 
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(i,k = 1,2, 3, i 4= 4), 
t. j. Xjí/it — = w^jt, kdež jsou celá čísla. 

Z Eulerovy identity pak plyne dále 
(X2 + X2 + X2 + X2) {y2 + y2 + y2 + y2) = 

= m2z2 + m2(z12 + z34)2 + m0
2(zlz + z^)2 + m2^ + z^)2. 

Dosaďme do této rovnice z rovnic (3') a (7) a kraťme Wq2. Dosta-
neme 

np = z2 + (z12 + z34)2 + (z13 + z42)2 + (z14 + z^)2. 
Ježto n < m0, nebylo by m0 nejmenší číslo z množství 9JI. Vede 
tedy předpoklad m0 > 1 ke sporu a je mQ= 1. Tím pak tvrzení 
dokázáno. 

Tak dokázali jsme tvrzení Fermatovo pro případ, že n — p 
je prvočíslo. Každé číslo kladné je však možno vyjádřiti jako 
součin prvočísel pv p2, . . p8:n = pxp2 . . . p8. Pro každé z prvo-
čísel pv pv .... ps věta Fermatova platí, tedy na základě Eulerovy 
identity i pro jich součin n. 

Waring vyslovil větu: 
Pro každého mocnitele celého k > 0 je možno najiti číslo Nt 

té vlastnosti, že rovnice 
n — x x 2 . . . 

je řešitelná celými čísly X{ 0, ať je n jakékoliv číslo. Větu tuto 
dokázal Hilbert. 

Je tedy N2 = 4 a bylo by na př. Nz < 9, NA < 38. 
O této otázce viz na př. Bachmann 3, II., Landau I., str. 235; 

literaturu viz Dickson II. 
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VI. Pytagorovy trojúhelníky, 
velká věta -Fermatova pro n=4, 

racionální trojúhelníky. 

§ 50. Nazveme problémem Fermatovým úlohu, řešiti 
roVnici 

xn + yil = z" (1) 

čísly racionálními x, y, z\jri je dané číslo celé kladné. 
Jsou řešení samozřejmá, při nichž jedna z neznámých má 

hodnotu 0, totiž 
x = 0, y = ± z a y = Q, x = ± z pro n sudé, 

x = Q, y = z; y = 0, x = z; z = 0, x = — y pro n liché. 
To jsou tak zvaná řešení triviální. Jest však otázka, zda 

vedle řešení triviálních existují jiná. Fermat vyslovil domněnku, že 
pro n > 2 jiných řešení není. Toto tvrzení se nazývá velkou 
větou Fermatovou*). 

Je-li n = n^a2, kdež a n2 jsou čísla celá > 1, lze psáti (1) 
ve tvaru (xn*)n1 + (yn*)n* = (2"«)»'. 

Platí-li tedy věta Fermatova pro mocnitele nv platí i pro 
mocnitele n, který je násobkem nv Aby věta Fermatova byla 
dokázána v plném rozsahu, stačí ji dokázati pro případ, kdy 
n je buď 4 neb n rovno libovolnému lichému prvočíslu. 

Omezíme se na uvažování případů n — 2 a 11 = 4. 
Nazveme řešením primitivním případ, kdy čísla xyytz 

jsou čísla nesoudělná (a tudíž celá, viz§ 4 str. 14). Mají-li x, y> 
z nej většího společného dělitele i 1, nazveme řešení takové 
neprimitivním. Je patrno, že stačí uvažovati řešení primitivní., 
ježto, mají-li xy y, z n. s. d. d, je x/d} y/d, z/d řešení primitivní. 

*) Fermat vyslovil tuto větu v rukopisné poznámce 11a okraji 
exempláře spisů Diofantových vydaných Bachetem. 
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Má-li řešení býti primitivní, stačí, aby dvě z čísel x, y, z 
byla spolu nesoudělná. Kdyby na př. x, y měla společného dě-
litele d9 plynulo by z (1), že též z je d dělitelno.*) 

§ 51. Případ n = 2. 
Jedná se o řešení rovnice 

X2 + if = 22 (1) 
čísly racionálními x, y, z. Bez újmy všeobecnosti lze předpoklá-
dati, že x, y, z jsou čísla kladná. Pak x, y jsou odvěsny a z pře-
pona pravoúhlého trojúhelníku. Úloze můžeme dáti tvar geome-
trický: Nalézti pravoúhlé trojúhelníky, jejichž strany jsou čísla 
racionální. 

Takové trojúhelníky pravoúhlé nazývají se trojúhelníky 
Pytagorovy. 

Konečně stačí se omeziti na řešení primitivní. Příslušný troj-
úhelník pravoúhlý nazveme také primitivní. 

Uvažujeme-li pak rovnici (1) jako kongruenci (mod 2), vidíme, 
že z čísel x, y, z jsou dvě lichá, jedno jsudé. Čísla x, y však ne-
mohou býti lichá, tedy z sudé. Kdybychom totiž rovnici (1) 
uvažovali jako kongruenci (mod 4), dostali bychom 2 = 0 (mod 4), 
což je nemožné. Je tedy jedna z hodnot x, y sudá, druhá lichá. 
Jelikož můžeme spolu x a y v (1) zaměniti, budeme předpoklá-
dati, že x je sudé, y liché; z pak bude liché. 

Rovnici (1) lze psáti ve tvaru y2 = z2 — x2 neb 
y2=(z — x)(z+x). (2) 

Čísla z — x a z + x jsou spolu nesoudělná. Jejich společný 
dělitel musil by býti dělitelem jejich součtu 2z a jejich rozdílu 2x. 
Ježto podle předpokladu x a z jsou nesoudělná, je 2 n. s. d. čísel 

*) Z literatury, zabývající se větou Fermatovou hlavně na zá-
kladě elementární číselné teorie, uvádím: 
Lind: Über das letzte Fermatsche Theorem, Leipzig 1910. 
Dickson, II, Chapter 21, 22, 26. 

Teorii Čísel algebraických předpokládají: 
Hilbert: Theorie d. alg. Zahlkörper, Berlin 1897 (Jahresbericht d. d. 

Math. - Verein. 4). 
Bachmann: Das Fermatproblem in seiner bisherigen Entwicklung, 

Leipzig-Berlin, 1919. 
Landau, III. 
Hasse: Bericht über neuere Untersuchungen aus der Theorie der 

algebraischer Zahlkörpen, T. II., Leipzig-Berlin 1930 (Jahres-
bericht d. d. Math.-Verein., Erg.-bd. 6). 
Z posledně uvedeného spisu uvádím, že veta Fermatova je 

dokázána pro prvočísla n < 307 a pro prvočísla n < 14.000 v případě, 
že žádné z čísel x9.yt z není dělitelné w. 
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2z a 2x. Avšak z — x a z + x jsou čísla lichá, jsou tedy skutečně 
nesoudělná. 

Ježto součin čísel nesoudělných je čtverec čísla celého, platí 
z -j- x = EU2, z — X = EV2, 

kdež e = i 1 & u, v jsou čísla celá. Jsou to čísla lichá spolu ne-
soudělná. Ježto však, jak jsme již řekli, stačí uvažovati případ, 
kdy x, y, z jsou čísla kladná, bude e = 1, tedy z + x = u2, 
z — x = v2. 

Odtud plyne x=\(u2 — v2), z=\(u2 + v2), z (2) pak y = uv. 
Aby bylo skutečně x > 0, dlužno voliti u > v. 
Naopak' zvolíme-li u, v tak, aby splňovala uvedené podmínky, 

ale jinak libovolně, dostaneme dosazením za x, y, z do (1), že 
příslušná čísla x, y, z jsou primitivním řešením rovnice (1). 

Dostáváme tedy primitivní řešení rovnice (1) pomocí vzorců 
x = it2 — v2) , y = uv, z= u2 + v2), 

kdež u, v jsou čísla celá kladná lichá, spolu nesoudělná, u > v, 
jinak libovolná. 

Vzorcům těm lze dáti trochu jiný tvar. Položme \(uJr-v)=u', 
u — v) = v'. Lze snadno nahlédnouti, že u, v budou tehdy a jen 

tehdy výhovo váti podmínkám na ně kladeným, budou-li u', v' 
čísla celá spolu nesoudělná, kladná, jedno sudé, druhé liché a u'>v\ 
Lze tedy říci, že primitivní kladná řešení rovnice (1) jsou dána 
vzorci (píšeme-li u, v místo u , v') 

x = 2uv, y = u2 — v2, z = u2 -f- v2, 
kdež u, v jsou čísla celá kladná, jedno sudé, druhé liché, spolu ne-
soudělná, u > v, jinak libovolná. 

Obecné řešení rovnice (1) čísly racionálními (kladnými i zápor-
nými) dostaneme pak bud ve tvaru 

x — \ d(u2 — v2), y = duv, z = \ d(u2 + v2), 
kdež u, v splňují právě uvedené podmínky a jinak jsou libovolné, 
neb ve tvaru 

x = 2 duv, y — d(u2 — v2), z = d (u2 + v2), 
kdež u, v jsou Čísla celá kladná lichá, spolu nesoudělná, u > v, 
jinak libovolná, d je libovolné číslo racionální. 

Označíme-li v trojúhelníku Pytagorově o stranách x, y, z 
a líhel ležící proti x, fi úhel proti y, je 

x 2uv 2A 
sin a = cos p = — = u2+v2 1 + A2' 
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z u2+ v2 1 + A2 ' 
klademe-li A = v/u. 

A má jednoduchý geometrický význam: 
A = tg ja. 

Úhel a, jehož sin a cos jsou racionální, nazveme úhlem racionál-
ním. Je-li tg \a racionální, je úhel a racionální. Je totiž 

2 tg la 1 — tg2 \a 
sin a = — h—— , cos a = 1 + tg2 \a ' 1 + tg 2 \a ' 

A naopak u racionálních úhlů je tg racionální neb oc. Je totiž 
sin a 

tg \a = 1 + cos a' 

§ 52. Věta Fermatova pro n = 4. 
Dokážeme, že rovnice obecnější 

x*+y* = z2 (1) 
nemá jiných řešení čísly racionálními vyjma ta, kde bud! x neb y 
je rovno 0. 

Můžeme předpokládati, že x, y, z jsou čísla celá nesoudělná. 
Dejme tomu, že by n. s. d. čísel x, y, z byl d, d \ 1. Položme 
x = dx', y = dyr, z = dz\ Pak x', y', z' jsou čísla celá nesou-
dělná. I dostali bychom z rovnice (1) 

d?(x'*+ y'*) = z'2. 
Pak (z /d)2 by bylo číslo celé, tedy i z ¡d. Položme z' — dz". x', y', z" 
by splňovala rovnici x'4 + y'4 = z"2, téhož tvaru jako (1). Ježto 
:c\ y*, z' jsou čísla spolu nesoudělná, jsou spolu také nesoudělná 
čísla x , y', z" = z*jd. 

Z předpokladu, že x, y, z jsou čísla spolu nesoudělná, plyne, 
že nejsou všechna sudá; není také možno, aby byla dvě sudá 
a jedno liché, ani aby byla všechna tři lichá. Je tedy jedno sudé, 
dvě lichá. Uvažujeme-li pak (1) jako kongruenci (mod 4), shle-
dáváme. že není možno, aby x, y byla lichá, z sudé. Je tedy z liché 
a jedno z čísel x, y sudé, druhé liché. 

Předpokládejme, že je x sudé, y liché, x = 2wx', kdež je n číslo 
celé 1, x' číslo liché. Z dané rovnice dostaneme 

24nx>4 =Z2_ y49 

kdež x', y, z jsou čísla lichá spolu nesoudělná. 
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Provedeme důkaz, že rovnice obecnější 
e . 22nx4 = z2 — y4

r (2) 
kdež e = i 1 a n je číslo celé kladné, není řešitelná čísly lichými 
nesoudělnými x, y, z. Důkaz provedeme úplnou indukcí. 

Pro n = 1 dostaneme rovnici 
4sx4 = z2 — y4. (3) 

Uvažujme ji jako kongruenci( mod 8) Pro lichá čísla x, y} z platí 
a; = + 1, z = : £ l (mod 4), 

tedy 
x4 = 1, y4 = 1, z2 = 1 (mod 8). 

Tak bychom dostali z (3) nemožnou kongruenci 4e = 0(mod 8). 
Není tedy rovnice (3.) řešitelná čísly lichými. 

Budiž nyní v (2) n > 1. Pišme (2) ve tvaru 
E.22»X4 = (Z — % ( 4 ) 

Snadno lze nahlédnouti, že z — y2 a z + y2 mají n. s. d. 2. 
Bude tedy 

z — y2 = e . 2w4, z + y2 = E" . 22w~V (o) 
neb z — y2=E. 22n~1u4, z + y2 = E" . 2v4 (6) 

(e', E" = ± E'E" — E, w, v čísla lichá nesoudělná). 
Ale soustavu (6) dostaneme ze soustavy (5), zaměníme-li 

z v —z, E v —e", e" v —g', w ve v, v v w. Stačí tedy uvažo-
vati (o). Odtud plyne 

y2 = E" . 2 2»-V — E'U4. (7) 
Je-li n > 1, bude, uvažujeme-li tuto rovnici jako kongruenci 
(mod 4), ý2 ~ — e'u4 (mod 4), tedy e' = — 1. I dostaneme z rov-
nice (7) rovnici 

e" . 22<»-1>i>4 = y2 — u4 

téhož tvaru jako (2), jenže místo n je n — 1. Tím důkaz proveden. 
Zároveň je též patrno, že věta Fermatova platí pro každý 

exponent dělitelný čtyřmi. 
Rovnice (2) se vyskytuje při důkaze věty: 
Plocha pravoúhlého trojúhelníku s celými stranami není 

nikdy Čtvercem, aňi dvojnásobným čtvercem čísla racionálního. 
Jinak řečeno: Není možno najiti čísla racionální ?/, z, J 

tak, aby platilo 
x2 + y2 = z2, 

xy = 2Á't2, k = 0 neb 1. 

Rychlík: Fvod do rlemeiitárni teorie číselné. 7 97 



Stočí se omeziti na primitivní řešení první rovnice. Čísla x, y 
jsou pak nesoudělná, jedno z nich, např. x, sudé, druhé, y, liché. 
Z rovnice xy = 2*ř*, k = 0 neb 1 plyne, že t2 je číslo celé, takže 
i t je celé. Pišme rovnici tu ve tvaru xy = 2n«2, kdež s je číslo 
celé liché, n číslo celé > 0. I dostaneme, protože x a y jsou 
nesoudělná, 

x = 2nu2
y y = v2. 

Ptvní pak přejde v rovnici 
2 2nu* + v4 = z2 

a ta je skutečně neřešitelná čísly celými u>v, z =(= 0. 
§ 53. Trojúhelník, jehož strany oy 6, c a plocha A jsou čísla 

racionální, nazveme trojúhelníkem racionálním (Herono-
vým). Trojúhelník Pytagorův je racionální. 

V racionálním trojúhelníku jsou výšky vv v2, v3, poloměr 
kružnice opsané R, poloměr kružnice vepsané g, poloměry kružnic 
vně vepsaných g2> Qs čísla racionální. Úhly takového troj-
úhelníku a, pi y jsou racionální. 

Je totiž 
2A = bv2 = cv9, 

4 AR = abc> 
A = sq = (s — a) Qi=(s — 6) g2 = (a — c) g3, kdež 2s = a + b + c, 
y = («—o) t g | a = (5 — 6) tg Jj9 = (« — c) tg \y. 

Klademe-li 
tg \a = A, tg = 

bude 
i i - f r t g i r = tg*(c + /J) X + p ' 

2A . . 2 (A+ / * ) ( ! - V ) 
• ^ = t + 7 ^ ' s m 7 = ( T + A ^ r - r ^ ) • 

Ježto 
a 6 c 

sin a sin /? sin y = 2ič, 

bude 
_ 4AR _ 4fxR _ é(A+fi)(l—Afi)R 

a ~~ 1 + A2 ' ^ l + y U 2 ' C ~ (1 + A2) (1 + fA2) ' 
16 A//(A+ //)(! — A )̂ iž2 

4 ~ ( 1 + A 2 ) 2 ( 1 + (JL2)2 
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4 + fx)R _ 4A//(1 — kft)R 
S — —- • TT~ ; , O — (1 + A2) (1 + f ) ' ^ (1 + A2) (! + / * ) ' 

_ ^n(\—X¡i)R 4A (1 — Xfi) R 
s — & — — 7————— — , s — o — (1 + A*) (1 + p1) ' (1 + A2) (] 

4A/z (A + ¡x)R c = (1 + A2)(1 + 

Zvolíme-li za A, i? racionální čísla > 0, A/z < 1 (aby 
tg Jy>0), budou a, 6, c, J , ježto jsou racionální funkce A, /z, i?, 
též čísla racionální a trojúhelník bude pak racionální. 
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— 1 4 " + l , 1 4 n + 9,14n+11,86 
— 2 4 ^ + 1 87 
— 22 H +1 34 
Pythagoras 94 

R 
representant třídy 32 
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rakteru 82 
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— Pythagorův 94, 95, 98 
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