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Prof. Dr. Jar. Janko:

JAK VYTVARI STATISTIKA
OBRAZY SVETA A ZIVOTA

I1. dq.

V praktickém Zivot&, v ob-
chod&, v tovarmach, je zvy-
kem usuzovati na jakost
zboZi a vyrobkii na zikladé
vzorkfl, neboli jak se ve sta-
tistice Fikd na zikladé ni-
hodného vyb&ru. Néhodny
vybér, je také vydatnou po-
mickou pFi hleddni zékont
v prirodnich vé&ddch. Jeho
theorie je logickym zdkla-
dem pro odvozovdni soudd,
poznatkll a vét platnych pro
celé soubory, z nichZ byl vy-
bér vzat; toto odvozovani se
déje, jak uZ autor vyloZl
v prvnim dile, statistickou
indukci z poznatkt ziska-
nych z ndhodnych vybért.

V tomto druhém svazku
vénoval svou pozornost zna-
ku kvantitativnimu. NejdFive
na zndmém zikladnim sou-
boru ukazuje na hlub3i vy-
znam momentd rozdéleni et-
nosti vybé&rovych pramérd,
a jinych vybérovych charak-
teristik atd. Potom teprve se
zabyvd ndhodnymi vybé&ry
z nezndmého zikladnfho sou-
boru, osvétluje &tendHi vy-
znam 2zavedenych oharakte-
ristik, odhaduje praméry,
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PREDMLUVA.

V prvnim dilu, ktery vysSel jako 22. svazek této sbirky,
jsme se seznamili s obecnou teorii statistiky, jez zahrnuje
na prvnim stupni vymezen{ statistické jednotky pro se-
strojeni urditého statistického souboru, jenZ m4 byti po-
droben Setfeni podle jistych znakiu. Na druhém stupni jsou
soubory zdkladni a soubory odvozené vyjiddreny ¢isly uda-
vajicimi jejich rozsah, ¢imZ je dén podklad pro sestaveni
tabulek podle potfebnych_ hledisek. Tteti stupen tvofi po-
Getni zpracovéani, jehoZz cilem je stanoveni charakteristik
a hleddni vztahu tvofenim skupin a srovnivinim rad. Tyto
metody jsou nezdvislé na specielnim oboru, v némz jsou
aplikovany. K obecné teorii se pripojuje potom specielni
teorie, kterd se zabyvd prizpisobenim obecné teorie pro
uZit{ v jednotlivych oborech (hospoddfstvi, demografie,
prirodnich véd,...). Je tak obsihld, Ze by vyZadovala
zvlastnich svazkii, nebot museji byti rozéifeny na pf. metody
obecné teorie statistiky pro aplikaci na hospoddisky Zivot
o nauku o indexnich éislech, o metody vypoétu trendu a
ruznych cyklickych variaci, pfedevS§im sezonnich; pro apli-
kaci v demografii je tfeba rozsifeni o nauku o konstrukei
tabulek dmrtnosti, o vypocltu ¢isel reprodukénich, o meto-
déch vyrovnévacich, interpolaci a pod.

Statistika se zabyvé soubory viditelnych a takika hmata-
telnych predmétd, na nichZ zjistuje potiebné znaky; vy-
chdzi tedy ze zkuSenosti empirickému ndzoru piistupné,
kterou svym zpusobem popife. VySSim stupném statistické
prace pak je metodika odhadu. Ve vétSiné piipada se stiva
statistika pro poznivani vyseku Zivota a prirody uZiteénou
teprve metodou odhadu a to zvliité tam, kde je tfeba vy-
hnouti se piiliSnym nikladim na statistické Setfeni, obtéZo-
vani obyvatelstva nebo kde je vyderpavajici Setfeni znemoz-
néno nepiistupnosti celého souboru. Tak vznikaji tkoly jak
odhadovati vlastnosti velkého souboru, ktery z pozorovani
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neznime, podle souboru mensiho rozsahu, ktery jej zastu-
puje ¢ili representuje. Usuzovdni z ¢dsti na celek je umeéni
provozované odeddvna. Spoleénost pak se vidy ptala po
predpovédi a Zidala ji od statistika, kterého pfi d¥ivéjsich
mélo vyvinutych metoddch ,,pfepadal nepiijemny pocit,
mél-li vstoupiti na kolisavou palubu odhada a je$té dasto
dnes se mu zataji dech, je-li unesen do vysin kombinaci a
dedukei, které mu davaji misto Gisel do posledniho mista
presné zjisténych jen fddové odhady nebo pravdépodob-
nosti‘.

Véda dneka méfii a pfedpovidd; jsou v ni také roziifeny
predpovédi, jejichz splnéni je podminéno uskuteénénim pied-
pokladii, které nejsou presné popsiny. Je tfeba metod, jimiz
by se mohla zkouSeti jejich spréavnost a méfit jejich pravde-
podobnost. Maxwell proslovil skvélé paradoxon, Ze teorie
pravdépodobnosti je jedinou logikou praktického muZe.
Ovsem prumérny obcan nemd dostateény vyevik v pocitdni
nebo odhadovéani pravdépodobnosti. Podet pravdépodob-
nosti umoznuje zkouSeti pfedpovédi na jejich ndhodnou
povahu, jak ve vykladech tohoto svazku uvidime. Objevi
se také, Ze nejbezpeénéjsi predpovédi spoéivaji na uplné
niahodnosti, nebot pravdépodobnost jejich uskuteénéni lze
plesné uréiti. Sezndme totiZ v nihodnosti zvldstni formu
pravidelnosti, takZe v ni nenf nic tajemného, jeito md své
zdkonitosti. Formule k jejim vypoétim potiebné vznikly
oviem za urcitych pfedpokladi a uziva se jich tedy s jistymi
vyhradami. Statistik uzivd v konkretnim pripadé jen téch,
kterych je privé k sledovanému uéelu nutné tfeba. Musi
dobfe ovlddat pracovni metody matematiky, kterd je tu
jen pomocnou védou, aby se nestal otrokem pocetritho me-
chanismu. Piedevsim musi statistik provddéjici vétsi statis-
tickou préci zndti prakticky obor, v némi zkoumini pro-
vidi, aby mél bezprostiedni pomér k pivodnimu materilu.
Formuli pak smi uZivati jen tehdy, rozumi-li tomu jak
vznikly, jejich sprévnému vyznamu a predpokladim jejich
platnosti.
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Ve statistice m4 misto také dekorativni uméni, kterého
jsme uzili i v tomto druhém dilu statistiky. Je to gra-
fické zndzornéni, které slouzi vétsinou popularisovani statis-
tiky. Vime, Ze deset ¢isel miZzeme snadno obséhnouti, ale
dvacet jen s ndmahou a sto jiz vibec ne. Mnohému ¢tendfi
jsou tudiz tabulky a texty promiSené ¢islicemi neztravitelné,
kdeZto grafikon mluvi k srdci; byvd trochu povrchni, ale
vlichoti se. Zodpovédnost viéi ¢étendfi vyzaduje, aby se
nevyskytovaly formule jako dekorace pojednéni bez vztahu
k Wdelu provddéného zkoumédni. Chceme proto na tomto
misté, tieba malého rozsahu, umozniti proniknuti k zdkla-
dum statistické indukce odvozenim hlavnich formuli teorie
nahodného vybéru, jichZ uzivd representativni metoda a
tedy osvétlenim jejich vzniku. Jen tam uvddime pouze vy-
sledky, kde vznikaji zcela analogicky jako predchédzejici
nebo kde by odvozeni presahovalo rdmec sledovany touto
sbirkou.

Také v tomto druhém dilu, ktery poddva dvod do mate-
matiky representativni metody jsme se museli omeziti jen
na metody nejdalezitéjsi, z nichZ velkou ¢dst zaujal vyklad
o korelaci. Jiz v prvnim dilu jsme vyloZili podstatu teorie
nahodného vybéru a jeji hlavni problémy; fefeni viak bylo
provedeno jen pro znak alternativni. Tento druhy dil tedy
poddvé vyklad teorie ndhodného vybéru pro znak kvantita-
tivni a seznamuje ¢tendfe s pojmy zavedenymi do statistiky
v posledni dobé velikého rozvoje. Teorie korelace se tu
poddvd od pristupného vykladu zikladnich pojmu aZ do
praktického uZiti a hodnoceni charakteristik vzhledem k n4-
hodnym odchylkdm vybérovym. Vyklady tohoto druhého
dilu jsou jen prvnimi dvodnimi kroky do teorie statistiky
pravé tak, jako tomu bylo v prvnim dilu, tiebaZe v nékte-
rych mistech museji kldsti vétsi pozadavky na pozornost
¢tendfovu. Tyto kroky pedujici o tvofeni éistych pojmu
mohou oteviit pohled na mnohostrannost problému a chri-
niti pfed nebezpeéim, které vzniks pouZivénim nevhodného
néstroje pri praci. Aplikaci téchto metod statistiky se ote-
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vird takika nekone¢né pole bdddni, ale v kazdém zvliStnim
oboru je pak tfeba vypracovati jeité ¢etné specielni metody.
Nejvétsiho uspokojeni dosihne ten ¢tenaf, ktery ovlddaje
tuto teorii mizZe prozit aktivni spojeni jeji s konkretnim
pfedmétem, t. j. 8 uréitym pozorovanym souborem prvki.
Na konec dékuji opét p. doc. dr. Fr. Vyéichlovi, redaktoru
této sbirky za laskavé opatfeni obrazki a Jednoté ceskych
matematikd a fysikd za dpravné vydani knizky.

V Praze v ¢ervnu 1942.

Jaroslav Janko.



CAST 1.

TEORIE NAHODNYCH VYBERTU.
(Znak kvantitativnf.)

(1) Uvod.

V kaZdodennich zaleZitostech v8edniho Zivota a v pracech
svého zaméstndni jsme vedeni k tvoreni dsudka, které ze-
vSeobecnuji poznatky ziskané na jistém omezeném poédtu
pozorovanych pripadd. KdyZz hospodyné koupila deset
housek v uréitém obchodé a shledala, Ze pét z nich neni
tak Cerstvych jak by si bylo pf4ti, rozhodne se, Ze je bude
pristé kupovati jinde. Kdyz nékdo éekal pétkrit v tydnu
deset minut nebo déle na viz elektrické drahy na stanici,
¢ini zdveér, Ze dopravni moZnost je pomérné chudd. Lékar
vezme kapku krve pacientovy, rozfedi ji a pocitd pak pod
mikroskopem krvinky v nepatrné ¢dstce ziedéného roztoku,
aby na podkladé tohoto materidlu poznal podstatné vlast-
nosti krve pacientovy pro svou diagnosu. Proddvi-li se pSe-
nice podle toho, jak je bohatd na lepek, posuzuje se podle
malych mnozZstvi jako vzorku vzatych z celé sklizné. Také
obchod jinym zboZim se provddi odeddvna pomoei vzorkd.
Jsou tedy v praktickém Zivoté ¢asté pripady, kdy je nutno
usuzovati na vlastnosti jistiho souboru prvki, jeZ nemi-
Zeme vSechny pozorovat, na zikladé toho, co jsme zjistili
na néjakém mensim mnozstvi prvka z ného, nebo jak éasto
F{fkame na vzorku. Dospéli jsme zkuSenosti a intuici k této
vite, Ze ndim muze vzorek néco povédéti o celém zdkladnim
mnozstvi, z néhoz byl vzat a Ze nidm to miZe povédéti
tim lépe, ¢im je vét$i. JestliZe vyrobee loziskovych kulicek
kontroluje své vyrobky na nejvy3si moZnou zatiZitelnost
podle vzorki a usuzuje z toho na jakost celé vyroby, &ini
totéZ co experimentétor, ktery vychdzi z predpokladu, Ze
je moZno usuzovati z ndsledkd na pfiéiny a z pozorovanych
zvlastnich piipadi odvezovati véty obecnéji platné. Rikdme
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tomu v logice indukce ¢ili zdvér postupujici od zvldstniho
k obecnému nebo dsudek z vybéru na zikladni soubor.

Je to usudek, kterym se rozsifuji vysledky odvozené
z pozorovaného souboru na rozsihlej$i soubor obsahujici
prvky, jez nebyly v puvodné studovaném souboru. Sou-
stfedime-li informaci o pozorovaném souboru do nékolika
charakteristik, miZeme pak usuzovati podle téchto hodnot
na hodnoty prisluinych parametri v rozsédhlejsim zdklad-
nim souboru. Metody, jimiZ docilujeme zobecnéni statis-
tickych vysledki odvozenych z vybérd, nazyvime sta-
tistickou indukei.

Bylo by mozZno uvésti velkou Ffadu pripadi, kdy je moZno
nebo nutno dosdhnouti veskeré informace o zdkladnim sou-
boru podle jednoho malého nshodného vybéru ¢éi nékolika
malo vybéra. Vime, Ze se mnohdy provede ve fysice osm
a7 dvandct pokusi, aby se odvodil prirodni zdkon uréitého
jevu; nebo. botanik zkoumd charakteristiky malého vybéru
nékolika rostlin uréitého druhu a prisuzuje pak tomuto
druhu vlastnosti, které ziskal z vybéru. Podobné z4visi pfed-
povidani vyvoje obchodu na informaci, kterd vyplyne z vy-
béru. MoZno Fici, Ze skoro kazdd empirick4d formule je ziskdna
pomoci vybérovych dat. Divody uZivini téchto metod
mohou spoéivati také v nutnosti dspory ¢asu a ndkladu,
jehoz vyzaduji takova Setieni a zkousky. Pri zkousSeni nebo
kontrole nékterych vlastnosti pfedmétii musi byti dotyéné
predméty zniceny nebo znehodnoceny jako je tomu na pr.
Pii zkoudeni citlivosti fotografickych desek, délky Zivota
zdrovek, pevnosti trubek a pod.

Piipoustime zajisté, Ze tento postup od zvldstniho k obec-
nému musi obsahovati jakési prvky nejistoty. To ovSem
neznamend, Ze z4veéry statistické indukce nejsou zcela presné,
jezto mdme prostredky, které jsou s to vyjadriti presné
povahu a stupen oné nejistoty. Doklady toho miame v apli-
kaci teorie pravdépodobnosti. Jednotlivy pripad je sice ne-
jisty, ale mohou byti odvozeny piesnou dedukei pravdeé-
podobnosti riznych moZnych jeva nebo jejich kombinaeci.
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Skuteénost, Ze v dsudecich, k nim# jsme dospéli indukei, je
jakdsi nejistota, nevylutuje moZnost zcela pfesnych a jedno-
znaénych zgvéra. V interpretaci odvozenych pravdépodob-
nosti mivd nékdy pivod nejistota, s niz se setkdvame.
Logicky zdklad a soustavu meér pro vyvozovani usudki
statistickou indukei ndm poskytuje teorie nidhodného vy-
béru. Hlavni vysledky a aplikaci jeji v pripadé alternativ-
niho znaku jsme vylozili jiz v I. dile.

(2) Nahodné vybéry ze znaimého zakladniho souboru.

Abychom odvodili vysledky upotfebitelné co nejlépe
v praxi, tedy za podminek co nejméné omezujicich, budeme
nejprve zkoumati, jaké hodnoty charakteristik poskytuji
viechny moZné vybéry ze znimého zdkladniho souboru a
vyslovime tedy konkretnéji prvni ukol teorie vybéru. Znime
z&kladni soubore ¢ili jeho rozdéleni Cetnosti, které je vy-
jadfeno nékolika parametry. Budeme uvaZovati prvni tii
parametry (primér, smérodatnou odchylku a 8ikmost).
Timto zdkladnim souborem je podana informace o néjakém
studovaném jevu. Chceme nyni popsati tento jev charakte-
ristikami vSech vybéri ur¢itého rozsahu, které mohou
vzniknouti ze zdkladniho souboru. V nafem pripadé to
tedy budou vybérové pruméry, smérodatné odchylky a
§ikmosti, jejichZ rozdéleni éetnosti budeme zkoumati; aby-
chom nasli souvislost mezi nimi a momenty zdkladniho
souboru.

Znime rozdéleni detnosti uvaZovaného zdkladniho sou-
boru (prvni dva sloupce tab. 1).

Parametry tohoto rozdéleni &etnosti, odvozené z prvnich
tif momentd budou

T = u'(z,1) = 7,0000, o(z) = [u(z, 2) = 2,002,

a(z, 3) = /AE’ 3)

S = 0,0000. (1)




Tabulka 1.

z; ‘ n(x;) | T; ’ n(x,) f(zy)
(1) (2) (3) (4) (8)
0 1 6.625—6,674 0 0,000
1 2 6,675—6,724 2 0,005
2 9 6,725—6,774 12 0,030
3 28 6,775—6,824 20 0,050
4 66 6,825—6,874 22 0,055
5 121 6,875—6,924 46 0,115
6 175 6,925—6,974 57 0,142,
7 197 6,975—17,024 66 0,165
8 175 7,025—17,074 55 0,137,
9 121 7,075—17,124 50 0,125
10 66 7,125—7,174 40 0,100
11 28 7.175—7,224 15 0,037,
12 9 7,225—17,274 11 0,027,
13 2 7,275—7,324 3 0,007,
14 1 7,325—7,374 1 0,002,
Soudet | 1001 | Soudet | 400 1,0000

Ze zakladniho souboru tohoto rozdéleni éetnosti vezmeme
400 vybéra, z nichi kaidy bude rozsahu r = 200 prvka.
MuZeme to provésti na pr. tak, Ze napiSeme pro kaZdy
prvek zdkladniho souboru listek (celkem 1001), na némz
je potnamendna hodnota znaku a vytdhneme z nich 200
listka, které tvoii jeden vybér. MuZeme postupovati bud
tak, Ze kazdy jednotlivy listek hned zase vritime zpét,
nebo vritime teprve vytafenych 200 najednou. Tuto okol-
nost vSak zatim nechime stranou.

Vypotitdme pro kaZdy vybér rozsahu 200 prvkid primér
vybérovy z;, takZe dostaneme 400 hodnot 2;(z=1,2,...
..., 400), které budeme povaZovati za prvky nového sou-
boru rozsahu » = 400; je to tedy soubor vybérovych pra-
méru. Ka?dy z téchto vybérovych priméri miZeme pova-
Zovati za odhad parametru Z z4kladniho souboru. Soubor
vybérovych primérd m4 své uréité rozdéleni éetnosti, které
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si uvedeme v tiidnich intervalech délky h = 0,05, jejichz
stied oznadime ,;, takZe dostaneme sloupec 3 a 4, tab. 1.

Prvni tfi charakteristiky tohoto rozdéleni Cetnosti jsou
. Tp=1,005, op=0,121, &, = 0,0001. @)

Porovnime-li nyni vysledky, jez jsme dostali pro para-
metry zdkladniho souboru a pro charakteristiky souboru
vybérovych primeéri, vidime, Ze¢ primeér zikladniho sou-
boru 7,0000 je velmi blizko pruméru vybérovych pri-
meérd 7,005. Smérodatns odchylka v zdkladnim souboru
je 2,002, kdeito v rozdéleni vybérovych pruméri je jen 0,121.
Tato mald hpdnota smérodatné odchylky rozdéleni vybéro-
vych pruméri ukazuje, Ze vSechny vybérové pruméry- lezi
velmi blizko svého priméru a také pruméru zikladniho
souboru. Variaéni obor proménné x je v zdkladnim souboru
Tyg— % = 14, kdezto pro rozdéleni vybérovych priméra
je pouze ,Z,;—,%, = 0,70, coZ opét ukazuje, jak blizko
lez{ hodnoty proménné v rozdéleni vybérovych praméra
kolem primeéru jejich a kolem primeéru zékladniho souboru.
V tomto prikladé jsou vSechny vybérové prameéry ve vzdéle-
nosti nejvyse 0,35 od priméru zékladniho souboru. Porov-
name-li tuto hodnotu se smérodatnou odchylkou op = 0,121,
vidime, Ze podle poftu pravdépodobnosti ([1], str. 38) je
témél nemozZno dostati prumér vybéru rozsahu r = 200,
aby se li8il od priméru zdkladniho souboru o 0,5. Ukazuje
tudiZ tento piriklad, %e primér z dosti rozsihlého vybéru
je asi tak dobry jako prumér zdkladniho souboru.

Neni-li tedy zdkladni soubor znim, je prameér z jednoho
vybéru nebo z nékolika mélo vybéra asi tak dobry, jak je
viibec mozno ziskat. Neddme se proto do velké price s obsta-
raivinim daldich vybéri nebo rozsshlej$iho vybéru. Vy-
sledky a pravé provedené dvahy vidime snadno v grafickém
znazornéni relativnich Cetnosti obou rozdéleni (obr. 1).
Kdybychom utvorili primér viech moZnych praméri vybs-
rovych, rovnal by se pfesné priméru zikladntho souboru,
jak nize dokdZeme.
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Zcela obdobné bychom nyni mohli na tomto prikladé
zjistiti charakteristiky souboru 400 vybérovych rozptyli
nebo smérodatnych odchylek a souboru vybérovych S3ik-
mosti. Je to vSak postup zcela obdobny, proto se budeme

(1)

2 *

s &8 & 3 g 8

f 2 3 4 5 6 7 8 9 w0 n 1

Obr. 1. Rozddlenf &etnosti zdkladnfho souboru (1). Rozd&leni
Setnosti vyb&rovych praméra (2).

vénovati hned fefeni obecnému, kde jej provedeme pro
viechny tyto soubory vybérovych charakteristik. Na pred-
chdzejicim ptfikladu vidime tedy, Ze pfi numerickém popisu
daného rozdéleni Getnost{ musime rozezndvat dvé hlediska.
Jednak miZeme povaZovat popis daného rozdéleni za ecil
pro sebe, jednak jej miZeme uvaZovati jako vybér, repre-
sentujici vétdi soubor, t. zv. zdkladni. Obyéejné je dileZzité
toto druhé hledisko, nebot v pripadech, kdy je bud ne-
praktické nebo nemoZné pozorovati nebo mériti studovany
znak na v3ech prveich zdkladniho souboru, musime z ného
vziti vybér a podle ného usuzovati na cely zdkladni soubor.

Pristoupime tedy k obecnému feSeni otizky jak dobie
vybér popisuje zdkladni soubor za predpokladu, Ze zdkladni
soubor m4 rozsah N a jsou z ného briany vybéry rozsahu 7,

pii éemz tedy r < N, takie miZeme dostati celkem (11\-,) raz-

nych vybéru. Kazdy z téchto vybéri mé néjaky prvnf mo-
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Gore oy y s (N L
ment ¢ili pramér, takZze soubor téch , vybéra davd roz-

déleni Cetnosti viech vybérovych pruméri. Podobné mi
kazdy vybér druhy moment, takZe soubor druhych vybéro-
vych momentd mé také své rozdéleni Cetnosti; stejné je
tomu pro tfeti a dal3i momenty vybérové. Bude tudiz
na$im vkolem nyni srovnati.momenty pod¢itané z vybéru
s momenty zdkladniho souboru.

Je-li N koneéné, fikdme, Ze tvofime vybéry z koneéného
zékladnftho souboru (na pf. obyvatelé néjakého stétu).
Je-li N nekoneéné, tvoiime vybéry z nekoneéného zdklad-
niho souboru (barometricky tlak v riznych bodech atmo-
sféry). V mnohych pripadech je N tak veliké, Ze miZeme
prakticky povaZovati zdkladni soubor za nekoneény a do
vysledku tim nepronikne chyba, kterd by musela byti uvazo-
vina. Jsou také pripady, kdy nevime bezpeéné je-li studo-
vany zakladni soubor koneény ¢i nekoneény, jak je tomu
na pf. u souboru hvézd. Statistikové se drive zabyvali
hlavné piipadem nekoneéného zikladniho souboru, jeito
algebraické vypoéty zvld§té pro rozdéleni vyssich momenti
z koneéného zdkladniho souboru jsou znadné slozité. Poné-
vadz se zde omezujeme na rozdéleni Cetnosti nékolika
prvnich momenti, odvodime vysledky pro N konetné a
nechame-li pak v nich rusti N do nekoneéna, vyplynou
snadno zjednoduSené vysledky pro vybéry z nekoneéného
zdkladniho souboru. ‘

(2,1) Momenty rozd&leni Eetnosti vybérovych priméri.

Primér vybérovych priimérii. Pro koneéné N a r miZeme
vybrati ze zdkladniho souboru, jehoZz prvky maji pozoro-

vané hodnoty proménné ,, z,, ..., zy, celkem (1:_’) =9

riznych vybéra, z nichz kazdy mé » prvka (r < N) a hod-
nota z; se v ném vyskytuje jen jednou. MiZeme je néjakym
Zpisobem sefadit, takZe dostaneme ¥ vybérovych pruméri

13



Z, Ty ..., %, ..., % Budetedy T;= %rizl, kde soucet g
znadéi soucet viech r hodnot znaku i-tého vybéru. Abychom
stanovili jejich pramér u’, = % (z, + T, + ... x,) uvdiime,
%e poGet prvka ve vSech » vybérech je dohromady v .r,
kdeZto pocet riznych prvki je ddn podétem prvkia N zéklad-
niho souboru. Vystupuje tedy jeden uréity prvek v tomto
celku viech vybéra % krit. To plati pro kazdy z N prvkd
zgkladniho souboru, takZe soudet viech hodnot znaku ve
viech vybérech bude (x, + 2,4+ ...+ zy) %, a ponévadz
je téchto prvkua celkem »r, je tudi primér

1 —
/4'1=(a:1—|—xz+...-|—zlv)jv—=x. (3)

Dostdvame tak prvni dileZitou vétu:
Pramér x4y, ¢ili prvni moment vybérovych pri-
mérd Z; se rovna pruméru zdkladniho souboru =.

Rozptyl vybérovych prﬁmérl"l Dalsf charakteristikou
rozdéleni vybérovych prumeru je jejich rozptyl Ho- Druhy
moment vybérovych prumeru vzhledem k jejich praméru
je ddn podle definice vyrazem

~1l5z (4)
Y
1 7,1
kde ;= —T-Z zj, takie oznadime.li odchylky hodnot

znaku od priméru v zdkladnim souboru

25— F = & (5)
bude

B F= (D —r8) =3 (6)

14



a Cétverec
_ _ 1 7,1 2 1 7,4 r,i
(& —zp bz (2 6) = 5l2e+2288] i +k

7,4

Soudet ), znaéi soudet viech dlenit utvofenych tak, Ze bereme
ik
soudiny vsech proménnych ¢ v ¢-tém vybéru po dvou.

Dosadime-li do (4), dostaneme s,

’
1 1 & (2)11 - .
= r—"[ﬁvagl&.z i @ 7',k2=1£jfk]’ pEE @

nebot séitdme é&tverce odchylek viech hodnot znaku ve
viech v vybérech, tak?e jako v pifedchozim piipadé priméru
také zde kazdy z N étverci hodnot odchylek znaku od pri-

méru se bude vyskytovat %—krét. Podobné uvazujeme
i

v piipadé séitani druhého Glena hranaté zdvorky. Soudet Z
ik

obsahuje ;) ¢lent, takZe v soudtu pro viech » vybéri je

(;)v s¢itanci. Celkem je (l; riznych podvojnych sou-
¢ind N hodnot znaku, takZe kaZdy urcity podvojny souéin
&; & se bude vyskytovati (;) v (g) krit.

Pro soudet odchylek od pruméru a jejich étverci mizeme
psati rovnice

N
2 &=0, Zf, = N p(z, 2); (8)
A

¢tverec prvni z téchto rovnic bude

N N N
(2. E)=264+2256=0 (=*h),
j=1 j=1 jk=1 * .



takZe
N
‘)LZ §be=—Npi=2) 9
8=
Budeme-li ddle oznacovati

,
ﬂ._ﬁ_ rr—1)(r—2)...r—i+ 1) (10)
o T (N)—N(N—I)N—2)...(N—i+ 1)’

1

dostaneme rovnici pro druhy moment vzhledem k pri-
méru ve tvaru

1
pa= 5 N (=, 2) (9, — By] (11)

nebo

1 r—1
- — — 1
He= - p(z,2) (1 N 1). (12)
Pro smérodatnou odchylku vybérovych priméra op p/a.k
najdeme odmocnénim

N—r 1
_ — R 13
op—a(x)l/r(N 1)—0(1) V’N—l (1)
N—r

Z toho vysledku je patrna druhg véta:

Rozptyl a tudiZz také smérodatnd odchylka
vybérovych primérd je mensi nez rozptyl ¢i smé-
rodatnad odchylka zdkladniho souboru.

Je-li N velké, tak¥e muZeme psdti N misto N — 1,
prejde vyraz (13) ve tvar

N—r 1 1
op= a(x)l/ N a(x)l/T -y

Sikmost. Abychom nasli Sikmost rozdéleni Getnosti vy-
bérovych priméri, ogvodime nyni jejich tfeti moment
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vzhledem k priiméru podobné jako v predchdzejicim od-
stavei. Podle definice

1 < _ _
ﬂ:a:;'?_f(xt_

coZ vzhledem ku (5) a (6) ddvd pomoci multinomického
teorému

2; B ep4 85 60063 6051 0

Multinomicky teorém je zobecnénim binomického teorému,
podle ného? je

(£1+ 52)”22 a'b' 51 52 ’

kde n=a + b a soudet se vztahuje na vSechna moZni
rozloZeni ¢isla n ve dva séitance, z nichz kazdy je éislo
celé nezaporné. Rozsifi-li se podet élenu v zdvorce, lze
dokézati, Ze plati

&+ &+ .+ Er= _‘51 E2&C. ..

aldlel.

Cislo 7 se nyni rozloZi zase viemi moZnymi zpisoby na N ce-
Iych nezdpornych séitanci n =a 4+ b+ ¢+ ... a soucet
se vztahuje na vSechna tato rozloZeni éisla .

Zcela obdobnymi ivahami jako pfi odvozovani rovnice (7)
provedeme soudty, takie dostaneme

1., & - 3
pa= [0, 2 60 +30,2 &6+ 69,2 &ak] (15)
j=1 j.k=1 7.kl=1

a tyto soudty muzeme vyjidrit pomoci momentt zdklad-
niho souboru na zskladé vztaht plynoucmh ze séitdni tretiho
rddu

N N N N
2 E = Nu(z,3), 2&°2 &=0=2L+ Dtk
i=1 j=1 k=1 i=1 9.k

2-26 17



N

N N N
DE&D E=0= D £+ 3 D Eikk,

jk=1 =1 jk=1 Jkl=1
¢éili
N N
D = — Nu(z,3), 3 D &k = Nu(z, 3),
j k=1 ikl=1
takZe po dosazeni do (15)

1
M3 = "3 Nu(x, 3) [§; — 30, + 29,] (16)

a rozvedeme-li vyrazy v zdvorce podle (10), miZeme také po
jednoduché vipravé psati

o= il 3) =2 (a7)
Pro Sikmost
o= =B
/‘2% H20P
tudiZ plyne po dosazeni z (17), (12), (13) vyraz
= 0@ 1;_2271/ s (18)

Sikmost vybérovych priméra-je mensi nez Sikmost
zdkladniho souboru.

Exces. Stejnym postupem vypolitdme &tvrty moment
vzhledem k priméru , abychom mohli vyjddriti exces rozde-
lenf éetnosti vybérovych priméri. Podle multinomického
teorému bude ’

= Z [Zf, +4Ze,35k+ 62 EPER +

Vi1

+ 12 Z £ty + 24 ZEjEkfzfm]

18



¢éili

N N
—Lﬂlz £+ 40, Z £t 60, 2, £78°
X

N
+ 120, Z bty + 240, HZ Eibubatnl
7 M =

Pouzijeme nyni vztaht

N N N N
D Ef=Nu(w,4), DEPDEH=0=DEb+ D EPky,
i=1 j=1 k=1 j=1 7.k=1

N N N
(2 &) = D&t + 2 D682
i=1 j=1 5,k=1

2

N N N N
Z (2 &) =0= 2ED 2D HE) =
=1 k=1 ;=1 k=1

ki=1
N
=22+ 2 Z &b t2 z &y,
j=1 k=1 7,k d=1
N
(&) =0=2¢&+ 4 Z St ekz EEs +
1= i=1 7,5,
N
+12 2 £tk + 2 IZ EiEbitm,
z nichZ plyne
N
kZ EPE=—Nu(z,4), 2 kzls,w = N%(z,2) — Nu(z, 4),
hr= 1,8=
N
2 D> &bk = 2Nu(z, 4) — N2uX(z, 2),
gk i=1
N
24 > Ebslibn = — 0Nz, 4) 4 3N'(x, 2),

takze dosazenim do (19) dostdvdme

2%

19
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1
My = P Nu(z, 4) [0, — 70, + 128y — 68,1 +-

+ 3Nu¥(z, 2) [, — 203 + 4] (20)

Pro pity moment vybérovych priméra vzhledem k jejich
priméru bychom dostali

1
Hs =5 Nu(z, 5) [§, — 158, + 508, — 609, + 249;] +
+ 10N%u(x, 2) u(z, 3) [¥, — 49y + 58, — 28¢].  (21)

Vidime, Ze vypotet vysdich momentla se stdvé stdle sloZitéj-
8im, takZe je pak nutno k zjednodusSen{ vypocti uzivati ucel-
né symboliky, ale pies to i vysledky jsou pro praktické upo-
trebeni velmi sloZité. Podstatné zjednoduSeni nastdvd pro
pripad, kdy zdkladni soubor je nekoneéného rozsahu.

(2,2) Momenty vyb&rovych priméri z nekonefného
zékladniho souboru. Nechdme-li v rovnicich (3), (12), (13),
(17),'(20), (21), rtéisti N — oo do nekoneéna, a pri tom ziistavé,
r konetné, dostaneme pro vybérové momenty vyrazy

’

_ 1
W= 3 pp=—p(=,2), (22)

1 1
o= (%, 8), pg= 5[ 4) + 3r—1)uX=,2)), (23)

1
s = = [u(a, 5) + 10(r — 1) (=, 3) pu(x, 2)], ..

odkud dostdvime pro smérodatnou odchylku vybérovych
pruméra

op = U](/’i) (24)
T

a rovnice (22) a (23) miZeme snadno uvésti na tvar

1
e = — pla, 2),
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1
/-»‘3 - F !,L(.’E, 3), (25)

1
ty — 3u® = - [p(z, 4) — 3u*(z, 2)],

1
ps — L0y = — [p(z, 5) — 10u(, 3) u(, 2)],

odkud plynou pro charakteristiky smérodatné proménné
(I, str. 22 a 23) vyrazy

ap2 =1,
1

&pg3 = -7 a(z, 3)’ (26)
,r%

apa—3 = -:7 [o(x, 4) — 3],
wps — 1003 = = [a(, 5) — 10a(z, 3)),

Budeme-li nyni pséati v (25)

}*2 = :u2’ }.(2:, 2) = ,u(x’ 2)’
2’3 = Hs> A(x’ 3) = ,u'(x! 3)’ (27)
)“4 = g — 3/"'221 j'(;t: 4) = ,u(xr 4) - 3.“'2(17: 2),

As = ps — 10uyu,, Az, 5) = u(z, 5) — 10u(z, 3) u(z, 2),

vidime, Ze podle rovnic (25) je rozdéleni vybérovych praméri
z nekoneéného zakladniho scuboru charakterisovdno jedno-
duchym vztahem mezi A-funkcemi

1
An = pr Az, n). (28)
Jinou cestou objevil Thiele dileZitost téchto A-funkef, které
tolik prispély k rozvoji teorie matematické statistiky a nazy-

vaji se Thieleho semiinvarianty.
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Dile ptichdzime k semiinvariantim smérodatné proménné
¢ili standardisovanym semiinvariantim Thieleho, pifeme-li

v (26) .
Ys = &p,3, (=, 3) = «(z, 3),
Y4 = XP4 — 3; )’(-7", 4) = oc(a:, 4) - 3’ ’ (29)

¥s = op5 — 10p3, y(%, 8) = a(x, 5) — 10x(z, 3),
mezi nimi# plati vztah

1

Yo = —— y(n, 7). (30)

B _1 .
)

Nechégme-li zde rusti rozsah vybéru r — oo do nekoneéna,

bude lim y,, = 0, z éehoZ podle (26) plyne

>
aps3=0, aps=3, aps5=0, ...

a dale bychom dostali obecné

. (2n)! .
XP2n = m, ap,2ni1 — 0,

coZ jsoun momenty normalniho rozdéleni ¢etnostf [I, (47), (48)].

Z toho vidime, Ze pro velkd r jsou momenty tohoto rozdé-
leni ¢etnosti shodné s momenty normdilniho rozdéleni. To
znamend, Ze bereme-li velké vybéry z nekoneéného ziklad-
niho souboru, miZeme oéekdvati, Ze rozdéleni vybérovych
prameéri se t€sné priblizi normalnimu.

(2,2,1) Piiklad. 1. Stanovme momenty vybérovych pri-
meéru ze zdkladniho souboru nekoneéného, jednd-li se o alter-
nativni znak s éetnost{ p. Oznadime pozorovany znak jednié-
kou a jeho nepiitomnost nulou, takze hodnota znaku z, = 1
m§ relativni ¢etnost p,.x, = 0 m4 relativni cetnost g=1— p.
Primér = p. Bude tudfz »n-ty moment vzhledem k praméru

wlz, n) = Dz — TP fi
vyjadien
pE,n)=010—pp+ (—p" (1 —p)=
= pq ("1 4 (— D p1).
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Vybéry rozsahu r z tohoto zédkladniho souboru maji vzhle-
dem k poctu prvki s pozorovanym znakem rozdéleni bino-

RPN [ W
mické (x) A

Momenty vybérovych primeéri pro proménnou z pak sta-
novime podle rovnic (22) a (23); dostdvime

, 1
M1=D ,“2271’9:

1
M= P4 (g* — p%),

1 3
He= S PL(@+ P)+ 5P (r—1)

Ptiklad 2. Vypocitejme momenty vybérovych primeéri
ze zdkladniho souboru:

a) S rozdélenim norm4lnim.

Vzhledem k rovnicim [I, (48), str. 80] miZeme podle rovnic
(22) a (23) psiti

o 1
b= 7, Mo = ‘1_—0'2(17)’ ps =0,

’

3
o= 25 Bo%(@) + 8 — 1) o¥@)] = 5 o4(z).

Z rovnic (27) bychom se presvédéili, Ze viechny semiinvari-
anty vyssiho stupné neZ druhého jsou identicky rovny nule.

b) S rozdélenim podle Pearsonovy kiivky typu III.

Typ III ze systému kiivek Pearsonovych (Janko [1],
str. 42), 1ze pomoci momenti smérodatné proménné uvésti na
tvar

_*r
x(z, 3) )a'(z.a) e__z-t

= 1 Ay a(z,3) |
Yy ?/o( + 3
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Podatek soufadnic je v priméru a prvni momenty smérodat-

né proménné vzhledem k nému jsou x(x, 0) = 1, x(z, 1) = 0,

a(z, 2) = 1. '
Pro dalsf{ momenty pak je odvozena rekurentni formule

az,n 4 1) = n[oc(a:, n—1)+ W] (31)

Z toho tedy plyne vyjiddieni dalfich momenti pomoci
o(x, 3), takze
a(x,4)=3( + 3))

a(z, 5) = 2a(z, 3) [5 + “—;"—3—)]

a semiinvarianty smérodatné proménné jsou podle (29)

yia, 4) = 203 (“(12’ 3))2 31,
(32)
2. 3ad(z, 3) oz, 3)\3
L

Semiinvarianty y, a y; rozdéleni pruméri jsou pak diny
podle rovnice (30). .

Vypotitdme vSak momenty smérodatné proménné podle
rovnic (26) za pouZiti rekurentniho vztahu (31). Tak dosta-
neme

1 3 a2z, 3
&p2 = 1’ &p,3 = Y (x(xr 3): Ap4 = TI:T + (2 )]!

7.2

| o

x(z, 3) [6r + $a¥(=, 3)),

&ps5 =

=
N

jako momenty rozdéleni praméri, jestlize se berou vybéry
rozsahu 7 z nekoneéného zdkladniho souboru Pearsonova
typu II1. Pro étvrty a pity moment se mizZeme presvédditi,
ze vyhovuji podmince
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xp3
Apn+l1 = T (O‘P,n—l -+ 5 O‘P,n);

ponévadz i dal$i momenty této podmince vyhovuji, vidime, Ze
rozdéleni{ prameéri je tu ddno také Pearsonovym typem III.

(2,3) Momenty rozdéleni Eetnosti vyb&rovych rozptyli.
Rozdélenf detnosti priméra bylo znimo jiZ v minulém sto-
leti. Je viak jednou z nejvyznamnéjsich slozek pokroku to-

hoto stoleti ve statistice, Ze se zacalo studovati rozdéleni Get-
nosti rozptyld.

Priimé&r, NeZ pfistoupime k vypoétu téchto charakteristik,
je dobie zvldsté si uvédomiti, Ze se jednd o druhé momenty
kolem prumeéru kaZdého jednotlivého vybéru. Tak rozptyl
vybéru ¢ili druhy moment kolem priméru tohoto vybéru je
podle definice

=— — Z), (33)

kde se souéet vztahuje na vSech r prvki ¢-tého vybéru.

Tento vyraz upravime, abychom do ného zavedli jen hod-
hoty znaku

r,t
Z(x,—a:l Zx, —2:::L2z, 4-rzt = Zx,z—ri,-?,

r,1

kde jsme peali rZ; = D z;j, takZe bude déle

7,10 7, 1 7,4 7,1 r.f
Z% —— Zx, =—[r2ap—2 22 —22 zm]
T 3.k
a tedy
Oz

== (r—l)z:r, —221‘,9:;,]

Sedteme-li vSegh » vyb(,rovych rozptylu a dellme jejich poc-
tem, dostaneme primeér 6? podobnymi tdvahami jako pfi
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odvozeni rovnice (7)

ST ST I SN C

Vi=1 ré N
2

1
52 = < N p(a,2) [(r — 1) 9, + 5] = %Nz'ﬁzp(x, 2), (34)

tak¥e vzhledem k rovnicim (7) a (9) bude

coZ lze psati
r—1

- N
g2 = T N'——-l Iu(x, 2) (35)

Primérny rozptyl vybérovy je mensi neZrozptyl
zdkladniho souboru.
Z rovnic (12) a (35) je zfejmo, Ze plati vztah
pa + T = p(z, 2). (36)
Rozptyl rozd&leni fetnosti vyb&rovyech rozptyli. Pro

zjednodudeni vypoétu druhého momentu u(oz,:2, 2) vybé-
rovych rozptyli kolem jejich praméru (35) by bylo tfeba
uziti vhodného symbolického pottu, jak jsme se ji difve
zminili. Pro na3 1cel se viak zde spokojime sdélenim vy-
sledku

nloz,d 2) = -l‘ Nup(z, 4)[(r — 129, — (r2—6r + 7) 9y, —

4(r—3)9,— 69+ — N2 Xz, 2)[(r*—2r + 3) 8, +
+2(—3) s+ 30y — N*3,%]
. o Nr— 1) (N —7r)
Mot ) = S P —2 v —3)
(N—1) (N —N—r—1) p(a, 4) +
+[B—r) N?—6N + 3r + 3] u2(2, 2)}.  (37)




Druhou odmocninou tohoto vyrazu je pak déna smérodatnd
odchylka vybérovych rozptyla o(cz,2).

Vyrazy pro dal3i momenty jsou je$té mnohem rozséhlejsi
a nebudeme je uvadéti, jeZto také praktickd cena jejich je
tim omezena.

(2,4) Momenty vyb&rovych rozptyli z nekoneéného zi-
kladniho souboru. Primér vybérovych rozptyli je din rov-
nici (35), v niZ nechdme nyni risti rozsah N — oo do neko-
necna, takZe potom

S r—1

T wx, 2). (38)

e

Rozptyl jejich dostaneme oBdobﬂé z rovnice (37), z niZ pro
N — oo vyplyvd

r —

1
ploz,? 2) = [(r— 1) p(z, 4) — (r — 3) p*(%, 2)] =

_r—1
9
a smérodatnou odchylku muZeme tedy psiti ve tyaru

o(z) [(r — 1) a(z, 4) — (r — 3)] (39)

o(0z,%) = oi(@) V”— 1 [(r — 1) a(z, 4) —r + 3]. (40)

T s

Uvedeme jesté tfeti moment vybérovych rozptyli pu(oz 2, 3)
z nekoneéného zikladniho souboru.

r—1

o8{z) [(r —1)% x(x, 6) —

wloz,2, 3) = pr (

—3(r—1)(r—58)x (x,4) — 2 (3r2 — 6r + 5) a2 (x, 3) +
+ 2 (r2 —12r 4 15)].

Velmi znaéné zjednodudeni nastdvd pro pripad zdkladniho

souboru s normélnim rozdélenim éetnosti. Vypodtem semi-

invarianti lze prokdzat, Ze rozdéleni vybérovych rozptyla

kolem primeéru je Pearsonova kfivka typu III.
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Charakteristiky rozd@leni Cetnmosti tfetich a ¥tvrtych
vybérovych momenti.

Uvedeme jen vysledky pro primér a rozptyl tietich vybé.
rovych momenti kolem priméru z nekoneéného zdkladniho
souboru N - 0.

Primér tfetich vybérovych momenti

) (r—2
Wiy )= T2 i ) =
) (r—2
= r—)% o3(z) o(z, 3)
rozptyl
oug) = L= i) [(r— 1) (r — 2) (s, 6) —

75 i
—3(r —2) (2r — 5) (x, 4) — (r — 2) (r — 10) &®(x, 3) +
+ 3 (3r2 — 12r + 20)].
Pramér rozdéleni étvrtych momenti

—1
Wlap 1) = T [0° — 3+ 3) (=, 4) +

+ 3(2r — 3) (=, 2)]
Odvozenim charakteristik vybérovych pomoci parametra
zakladniho souboru jsme ziskali moZnost fesiti v pifpadech,
kde zndme rozdéleni ¢etnosti dotyéné charakteristiky otdzku,
jakd je pravdépodobnost, Ze na pf. primér ndhodného vy-
béru bude v danych mezich. Tak vime, %e bude v intervalu
+20p s pravdépodobnosti 0,955, nebo v intervalu 4 30p
s pravdépodobnosti 0,997, kdyZ se jednd o velky vybér
z nekoneéného zdkladntho souboru, t. j. vybér, ktery byl
vzat tak, %e se kazdy prvek po zjiSténi piislusné hodnoty
znaku vritil zpét do zdkladniho souboru éili jeho sloZenf
zlistdvalo nezménéno. V tom pripadé totiz miZeme povaZo-
vat rozdéleni éetnost!{ priméri za normélni, jak jsme si od-
vodili. Obdobné muZeme postupovati, znime-li rozdélenf
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éetnosti vybérovych rozptyli, nebo muzeme-li o ném pred-
pokléddati, Ze je vyjddfeno na pi. Pearsonovou kiivkou
typu III. Integrily této kiivky jsou ddny bud Pearsonovymi
tabulkami nedplné I'-funkce nebo vyhodnéji pro smérodat-
nou proménnou tabulkami Salvosovymi.

Budeme potfebovati hlavné k praktickému pouziti sméro-
datné odchylky nékterych charakteristik, které zde jesté
uvedeme, ale jiz bez odvozeni.

Smérodatnd odchylka rozdéleni smérodatnych odchylek
vybérovych z normdlntho zdkladniho souboru je

x
,= 2 (41)
VZr
a nesmi se ji oviem uZivati bez tohoto zfetele k formé
rozdéleni cetnosti zdkladniho souboru. V obecném piipadé
by totiz bylo nutno pracovati s vyrazem

wzd)
o@ [, =2 o\

1 — . 42
VZT( T ) (42)

Jeo-li exces [,u( 4)

X, 2)

laté zdvorce je piiblizné rovna 14 }[

3] maly, pak odmocnina vyrazu v ku-

wz, 4)
iz, 2)

—3] a toto

4
¢islo se li3i od jednotky o vice nez 5 procent, je-li /—H((—::ﬂ;
mensi nez 2,8 nebo vétsi nez 3,2.

Déle uvedeme jeité smérodatnou odchylku rozdéleni cet-
nosti Sikmosti ve vybérech z normalniho zékladniho souboru,

. /6 24
kter4 je l/;— a eXcesu, kterd.je 2]/?

(2,4,1) Piiklad 1. Zékladni soubor m4 rozsah 1000 prvki;
pramér méfeného znaku je 140 jednotek. Jaky primér mii-

29



Zeme ocekdvat, vezmeme-li z ného ndhodny vybér rozsahu
r = 500, nebo r = 100. Vyloite, zda by k odpovédi pomohla
znalost smérodatné odchylky rozdéleni ¢etnosti vybérovych
prumeérd. Odpovéd: miZzeme odekdvat prumeér blizky hod-
noté = 140 jednotek a to v prvnim pfipadé blizs{ nez
v druhém. Kdybychom znali smérodatnou odchylku op,
ktera by byla v kazdém z obou pripadi jind, mohli bychom
Tici, ze pravdépodobna odchylka od hodnoty z = 140 bude
+ 0,6745 gp.

Priklad 2. Zdkladni soubor je rozsahu ¥ = 1000 prvkd,
pramér hodnot pozorovaného znaku je 67,6 cm a smérodatnd
odchylka 2,5 cm. Jakd je smérodatnd odchylka vSech moz-
nych vybérovych prameérd, je-li rozsah kazdého vybéru 200,
resp. 500 nebo 800 prvka? PouzZijeme-li vyrazu (13) dosta-
neme ¢gp = 0,158; 0,08; 0,04. Znizornéte graficky vyraz (13)
pro svrchu uvedené N a o(x) a provedte diskusi. Jak velky
musi byti rozsah vybérl r, aby op bylo mensi nez }o(x) resp.
Teo(x)?

_ o(x) o(x) —1
Up—'—ﬁ< 2 . s N'_—T>4 Clll
4 N—7r
4N N—1
—_——= hé
r> ¥ i3— 3,99. V druhém pripadé TN .3>100 cili
100N
>N+ 99_90 99.

Vyraz pro'op dava pro nékters r tyto hodnoty op:

T 1 10 100 | 200 | 500 | 800
op a(z) =25 | 0,79 | 0,24 | 0,14 | 0,08 | 0,04 0

Z tohoto prehledu a jeho grafického zndzornéni je patrno,
Ze gp je klesajici funkef 7 a v naem piipadé klesd od hodnoty
smérodatné odchylky zikladniho souboru o(z) = 2,5 tak, Ze
pro r = 4 mi hodnotu mensi neZ jeji polovina, pro r = 91

30



mens{ neZ desitina a dospéje k nule, je-li rozsah vybéru totoz-
ny s rozsahem zdkladniho souboru.

Priklad 3. Znime z tab. 1 (str. 10) rozdéleni ¢etnosti z4-
kladniho souboru rozsahu N = 1001 podle pozorovaného
znaku. Pramér je = 7,000, smérodatnd odchylka o(x)=
= 2,002. Sikmost nemusime briti v uvahu, nebot je rovna
nule. Jakd je pravdepodobnost %e ve vybéru rozsahu r = 200
bude primér vétsi nei 7,124, nebo vétsi nez 7,174, nebo
7,500

) 301 2 2,002
7,124 — 7,000 0,174
= = = = =1,370,
1 0,127 0,976, & 0,127 3
0,500
= 0157 = 3,937.

Vzhledem k povaze zdkladniho souboru miZeme pouZfti ta-
bulky integralu Laplace-Gaussova ([1], str. 38), takze

o(?)
p=205 )
a dostdvame
p, = 0,165
p, = 0,085
Py = 0,00004.

Ve skutecnosti bylo podle sloupce (7) tabulky 1. vétsich pra-
mérd vybérovych nez 7,124 celkem 70 ze 400, tedy D.f =
= 0,175; vétsich nez 7,174 bylo 30, takze Z]‘ = 0,075 a vétsi
nez 7,500 se nevyskytl.

Pozorovana smérodatnd odchylka byla ¢'p = 0,121.

Piiklad 4. Zékladni soubor rozsahu N = 10 000 prvka
m4 pramér Z = 69,7 jednotek a o(xz) = 7,4. Jaky rozsah
musi miti vybér, aby smérodatnd odchylka pruméra byla
mensi nez 2, 1, 0,5 jednotky?
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Obecné ‘m4 byti splnéna nerovnost

op = &_ < k, R
N—1
VT N—r
odkud o¥(x) (N —7r) < k(N — 1),
r oXz) N .
BE —1) + oX(x)
2
Pro k = 2 dostdvime r > :—;9—9—5% = 13,67 a podobné

pro k= 1]er>5447aprok—051er>21437 Ponsé-
vadz rozsah vybéru je éislo celé, vidime, Ze musi byti v prvém
pripadé r > 14, v druhém pkipadé r > 54 a ve tretim
r > 214.

Piiklad 5. Je-li v zakladnim souboru nekoneéného roz-
sahu’&ikmost 1,1, jak musi byti velky nahodny vyber aby
Sikmost rozdéleni véech moZnych vybérovych priméra byla

1,1
men§{ nez 0,1? Nakreslete kiivku —= a provedte rozbor.
r

Podle rovnic (26) xp 3= ié oz, 3) a podle dlohy ma byti
r

“(1"/:’_3), tedy 0,1 < L1 ke
T T

= 121. Krivka s potdtku rychle klesd od hodnoty

splnéna podminka 0,1 <

1,21
0,01
1,1 pro r = 1 a bliZi se asymptoticky nule.

(2,5) Podstatni informace v parametrech a charakte-
ristikach. NeZ piikro¢ime k vykladu inversniho dkolu odha-
dovani parametri zékladniho souboru podle zjisténych cha-
rakteristik vybérovych, osvétlime siotdzku, jak mnoho infor-
mace podivaji jednotlivé charakteristiky o souboru, z néhoz
byly stanoveny. Budeme predpoklddati k tomuto ucelu, Ze
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celd informace o uréitém souboru vzhledem k pozorovanému
znaku je obsazena v pivodni mnoZiné ¢isel z;, x,, ..., zx
sefazenych vzestupné podle velikosti (usporddané), tedy ne-
seskupenych do tfid (viz na pr. I. dil, str. 19). Mnoho z této
celé informace je obsaZeno v nékolika mdlo charakteristi-
kdch. Mdme tedy za dkol udati, v jakych charakteristikdch
musime podati zhu§téné informaci, aby z ni vyplyvalo tésné
priblizeni k usporidané posloupnosti ¢isel x;, coZz znameng
jinymi slovy, aby bylo co moind s nejlepsim pfibliZzenim
vyjddieno procento prvku z celého poctu N, které spadaji do
uréitého intervalu (z;, x;+x) hodnot znaku.

Zhusténim informace
0 pozorovaném materi-
4lu pomoci skupinového
rozdéleni letnosti jsme
se zabyvali v I. dilu
(str. 29). Predstavme si,
Ze uvedeme jen jednu .
hodnotu relativni cet- o)
nosti pg, kterd uddvé l
zlomek z celého poétu
N pozorovanych hodnot
x;, které jsou mensi nez
L. n

i

A

Je zrejmo, ie. tim dd- Obr. 2. MnoZstvi informace obsa -
vime jen velmi malou %ené jen a) v relativni &etnosti,
éast celé informace, ne- b) v praméru.
bot tuto hodnotu p;
mohou vykazovati rozdéleni Cetnosti, kterd se od sebe zcela
li8i (viz v obr. 2 plochy f, a f,).

Také velmi malou édst celé informace podavame, uvede-
me-li jen pramér Z a rozsah pozorovaného souboru N. TouZ
hodnotu & mohou totiz miti Gplné odlingd rozdéleni ¢etnosti
(obr. 2b).

Vidime tudiZ, #e jedna charakteristika nemiZe sama po-
dati mnoho z celé informace obsaZené v puvodni posloup-
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nosti. Teprve uvedenim dvou nebo tii charakteristik mizeme
dosdhnouti znaéné uplného vystiZeni rozdéleni éetnosti.
Dva parametry , o(x) ndm udavaji spolu s rozsahem N, Ze

.
vic nez 1 — — z celkového poétu r prvka souboru je v me-
z ,

zich  + 7 o(x) (kde 7 = 1) (viz L. dil, str. 72) a to bez jaké-
koliv vyhrady a bez ohledu na tvar rozdéleni éetnosti. Mu-
Zeme-li podle nékterych okolnosti, na pf. podle pavodu
materidlu, souditi na tvar rozdéleni ¢etnosti, dosdhneme vy-
stiznéjstho odhadu poétu prvka v uvedeném intervalu. Na
Pr. pro normalni rozdélen{ ¢etnosti jsou dotyéné zlomky uve-
deny v procentech v I. dile, str. 83.

Tak se vyskytuje normélni rozdéleni ¢asto pri kontrole
hromadné vyroby néjakého predmétu, kde prvky pozorova-
ného souboru byly vyrobeny za tychi podstatnych podmi-
nek a rovnéZ pozorovéani znaku vyplynulo z méfeni za tychz
podstatnych podminek. Pak se obyéejné rikd, ze data byla
ziskdna za kontrolovanych podminek. V takovych ptipadech
byva moZno pro vétdinu praktickych déeli predpokladati, Ze
rozdélenf éetnosti je normilni nebo mirné nesymetrické.

Uvéadime-li kromé priméru a smérodatné odchylky jesté
Sikmost «(x, 3), piispivime malo k vystizeni rozdéleni éet-
nosti v symetrickych intervalech kolem priméru a tedy
k podéni celé informace obsaZzené v pozorovanych datech.
V takovém pifpadé je tfeba pomédhat si plochami kiivky ne-
symetrické a v intervalech, jejichZ hranice nejsou soumérné
rozloZeny nad a pod primeérem. Praktikové priklidaji to-
muto postupu vyznam tehdy, je-li rozsah pozorovaného sou-
boru vétsi nez N = 250.

ZkusSenosti s rozdélenimi Cetnosti pro fysikalni vlastnosti
materidlu a vyrobkd v tovdrnich vyrdbénych hromadné
potvrzuji, Ze se vystaci se zplisoby priavé uvedenymi pro
hrubé odhady pozorovanych procent néjakého rozdéleni éet-
nosti aspon pro symetrické intervaly kolem praméru, jezto
jsou to zpravidla rozdéleni s jednim maximem. Nenf oviem
moZno oc¢ekdvati, Ze bychom s nimi vystadili v pripadé bi-
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modéalniho rozdéleni, které je vysledkem dvou raznych
mnoZstvi podminek, le¢ Ze bychom mohli rozitépiti soubor
ve dvé skupiny dat, z nichZ kaZda by méla rozdéleni jedno-
vrcholové.

ZileZi na téelu, k némuZ hodlime pouZiti pozorovanych
dat, abychom mobhli rozhodnouti, které charakteristiky majf
byti uvedeny v konkretnim pripadé. Uvidime je proto, aby-
chom z nich mohli odvoditi hledané zivéry nebo, aby jich
mohl uziti statisticky spotfebitel. Chceme tedy, aby obsaho-
valy podstatnou informaci. Co tvoli podstatnou informaci
v uréitém pripadé zdvisi na povaze otdzek, které mame zod-
povédéti a na povaze hypotés, které chceme uéiniti na z4-
kladé informace z dat k tomu cili dosazitelnych. Rikime, e
néjakd skupina charakteristik obsahuje podstatnou infor-
maci danou pozorovanymi daty, kdyZ mizZeme pomoci téchto
charakteristik odpovédéti na poloZené otiazky tak, Ze by
dalsf rozbor dat naSe odpovédi prakticky nepozménil.

Praxe pak dospivd k ndzoru, Ze pfi studiu jednoho znaku,
vzniklého za tychi podstatnych podminek na prveich sou-
boru, obsahuje pramér, smérodatnd odchylka a rozsah sou-
boru podstatnou informaci ve vétsiné pripadd. Byvd tomu
tak, kdyZ se zajimime o prumérnou jakost materidlu a va-
riabilitu prameéra postupnych vybéra, nebo kdyz srovnavame
tyto vlastnosti urcitého materidlu s jinym. Kdybychom po-
tiebovali k zodpovédéni poloZenych otdzek znati procenta
téch prvki z celkového poétu pozorovanych prvku, kde hod-
noty studovaného znaku jsou vétsi nebo mens{ nez urcitd
dand hodnota, pak miZe byti podstatnd-informace obsaZena
v tabulce tfidniho rozdéleni éetnosti.

Totéz, co zde bylo Feeno o parametrech, tedy pro zékladni
soubor, plati o charakteristikdch pro ndhodny vybeér.

(3) Nahodné vybé&ry z neznamého zakladniho souboru.

Zabyvali jsme se ukolem: najiti pravdépodobnost, Ze cha-
rakteristika ndhodného vybéru bude v danych mezich,
kdy? zname parametry zdkladniho souboru.
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Prakticky dulezitéjsi je ve statistice ikol obriceny: najiti
pravdépodobnost, Ze parametry zikladniho souboru se ne-
li&f od vybérovych charakteristik uréitého pozorovaného vy-
béru o vice ne% o dany zlomek jejich. Otdzka miZe byti také
jinak poloZena. Je znéma z pozorovini charakteristika vybs-
rovi; mime udati meze, v nichz musi byti hledany parametr
zédkladniho souboru s uréditou napred danou pravdépodob-
nosti.

Nebo konkretné, ale méné presné muzeme Fici, Ze tato otdz-
ka znamend

a) do jaké miry se shoduje primér vybéru s primérem
zdkladniho souboru,

b) jak dobfe se shoduje rozptyl a vy$$i momenty vybéru
s prisludnymi v zdkladnim souboru,

c) jak tésné blizko je kiivka rozdéleni detnosti vybéru
u kiivky rozdéleni Getnosti zékladnitho souboru.

Vypotitame-li z velkého vybéru néjakou charakteristiku,
tteba prameér z;, prisuzujeme ji obycejné velkou presnost.
MuZeme-li vziti ze zdkladniho souboru nekoneéného rozsahu
vice vybéra a pro kazdy vypocitati primeér, budou se zpra-
vidla rozdily mezi nimi zmenSovat, kdyZ rozsah vybéra po-
roste. Podle véty Bienaymsé-CebySevovy ([1], str. 70) usuzu-
jeme, Ze rozdil | ; — | priméru pozorovanych vybéri
a otekdvaného pruméru v zakladnim souboru bude mensi nez

libovolné kladné éislo = 1op s pravdépodobnosti
! !
P=1—P,>1-2%

2

1
PonévadZ op?2 = — 0%(x) — podle (22) — a rozptyl v zi-

7
kladnim souboru predpoklidéme jako velicinu kladnou,
2
blizi se P > 1 ——07(? s rostoucim rozsahem vybéru r k jed-
n

notce ¢ili pravdépodobnost, Ze se primér vybérovyx; lisf
libovolné milo od praméru v zdkladnim souboru = miiZe se
libovolné piibliZiti jednotce. Za téchto okolnostf rikime, Ze
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prumér pozorovanych dat (plati to také pro jiné charakte-
ristiky vybérové) konverguje stochasticky k své oceki-
vané hodnoté, t.j. k hodnoté v zdkladnim souboru (k p¥i-
sluSnému parametru).

(3,1) Charakteristiky konsistentni, efficientni, suffici-
entni. MiZeme to vyjadriti také tak, Ze nejvhodnéjsim odha-
dem parametru je charakteristika vypoditand z ndhodného
vybéru, jejiz ofekdvand (prumérnd) hodnota dévéd hledany
vysledek, t. j. hodnotu parametru. Takové charakteristiky
se nazyvaji konsistentnimi ¢ili souhlasnymi odhady
parametru.

Obecné existuji rizné charakteristiky, které mohou miti
touz ofekdvanou hodnotu: na pf. Gz)= T a také
1< _
G(— z :Cq;) = X.
Ti=1
Zavadi se proto dalsi kriterium, které dovoluje mezi néko-
lika konsistentnimi charakteristikami téhoZ parametru vy-
brati pomérné nejvhodnéjsi. Za takovou se povaZuje ta cha-
rakteristika z konsistentnich, kterd ma normdlni rozdéleni
éetnosti pro vybéry velkého rozsahu r a pomérné nejmensi
rozptyl: nazyvé se efficientni¢ili vydatnd nebo vystizna.
Pro objasnéni uvazujeme prvky z,, z,, ..., ¥, ..., Zr vybéru
rozsahu r. TouZ ofekdvanou hodnotu Z budou miti vyrazy
1 r—1

r
r + =z, 1

Zy Ex,—zx

1 35 P ', ].j=1f 7r=11

a jsou tedy konsistentni. Jejich rozptyly vzhledem k oceka-
vané hodnoté viak jsou

G(xl - 5)2 = ,u(zi 2))

z + -\ 1 u(z, 2)
e
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1 1l A\ r—2\ u(z, 2)
@L_;;%—ﬂ—b—w_ﬁ7:r

1z _\? r—1) u(z, 2)
—_ v, —Z|l=1[1—
Gf(’gl] ) ( N_l) r
T
takZe vybérovy pramér - > z; povazovany za odhad para.
ji=1
metru ¥ md pomérné nejmensi rozptyl. Vzhledem k tomu
pak, Ze rozdéleni Getnosti spéje prirostoucim » k normalnimu,
je efficientni ¢ili vydatny. Vydatnost ostatnich srovndvanych
vyrazi se méfi obracenym pomérem jejich rozptyla k roz-
ptylu nejvydatnéjsiho. Tak bude na pf. vydatnost x; u srov-

T
niani s praimérem y Z z; vyjadfena zlomkem
i=1
r—1\u(z, 2) _ N-—r
P—N_J r Y=y

Lze také fici, Ze v tomto smyslu obsahuje vybérovy primér
myslitelné nejiplnéjsi informaci o parametru zakladniho
souboru u srovnini s ostatnimi vyrazy, které mohou byti

z dat vybéru rozsahu r potitdny.
1 7—1

Z:tj,...
=1

r—1 j
plispéti ni¢im novym k informaci poddvané primérem.
Charakteristiky tohoto druhu maji také své pojmenovani
jako sufficientni ¢ili vyéerpdvajici.

Je ziejmo, %e miZeme vydatnost charakteristik vyjadio-
vat také v procentech té nejvydatnéjsi. Tak miZeme porov-
ninim rozptyli priméru a medidnu zjistiti ([1], str. 184), Ze
vydatnost medidnu kles4 pfi rostoucim rozsahu vybéru
z normélntho zakladniho souboru na 809, pfi r == 4 a pak
déle asymptoticky na 639,. Z toho na pf. vyplyvi, e medidn
obsahuje jen asi 639, té informace, kterou poddvd primeér
a to z vybéru rozsahu jiz asi r = 25. Objevi ndm tedy primér

NemiiZe tudiz vypodet téchto vyraza jako
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z vybéru o rozsahu r=63 zménu v poloze zdkladniho souboru
stejné dobre jako medidn z vybéru rozsahu teprve r = 100.
Podobné muzeme srovnati dvé charakteristiky rozptylu a to
se smérodatnou odchylkou ¢ pramérnou odchylku §#. Vydat-
nost smérodatné odchylky je v piipadé normalniho rozdélent
cetnosti o 129, vy33i nez primérné odchylky. Je tudiz vy-
hodnéjsi vynaloiti trochu vice price vypodtu vyrazu
N—1 r

N r—1
Siti pocet pozoruvéni asi o 149, coZ by bylo nutné, kdyby-
chom chtéli dosdhnouti pomoei primérné odchylky té pres-
nosti jako pri smérodatné odchylce, které se proto uZiva
téméf vyhradné pro plesnéjsi vypoéty statistické.

o2 — vzhledem k rovnici (35) — neZ zvét-

(3,2) O0dhad primé&ru. V praxi statistické musime zpra-
vidla udati uréitou hodnotu charakteristiky vypoéitanou
z ndhodného vybéru, kterou Ize povaZovati za nejvhodnéjsi
odhad velikosti nezndmého parametru. Jednd-li se konkretné
o prumeér, uvédomime si, Ze primér viech moznych vybeéro-
vych pramérd byl tyz jako prumér zdkladniho souboru; to
jsme vidéli v pripadé, kdy zéakladni soubor byl zndm (str. 14).
Také jsme si vylozili (str. 11), Ze pramér vybéru velkého roz-
sahu se mnoho nelidi od pruméru zdkladniho souboru. Jezto
v praxi nebereme nikdy viechny mozné vybéry, nybrz jeden
nebo dva vybéry dostaéujiciho roahu, uZijeme jednoho
zjiSténého priméru nebo praméru dvou vybéri jako odhadu
praméru zikladniho souboru. Tento vybérovy primeér bude
representovati tedy pramér neznimého zdkladniho souboru
a bude povaZovéin za jemu blizky, jeZto varia¢ni obor rozdé-
leni ¢etnosti vSech moinych vybérovyech prameéra je velmi
maly [viz formuli (13) nebo pfiklad (2,4,1,3), str. 31]. Proto
se prijimi vybérovy prumér za dobry odhad praméru zi-
kladniho souboru.

(3,3) Odhad smérodatné odchylky. Potiebujeme nyni
smérodatnou odchylku viech moinych vybérovych priméra
¢ili smérodatnou odchylku jejich rozdéleni éetnosti, kdyz z4-
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kladni soubor neznime. Tato smérodatnd odchylka ndm bude
naznaéovat jak je presny prumeér, ktery jsme dostali z jed-
noho nebo nékolika milo vybéra. V piipadé, kdy zékladni
soubor byl znam, jsme nalezli smérodatnou odchylku vybeé-
rovych prameéra (13) a vyjadrili ji pomoci zndmé smérodatné
odchylky zédkladniho souboru.

Tohoto vyrazu viak nemiZeme uziti, kdyZ zakladni soubor
neznime a tedy smérodatnd odchylka jeho také neni znidma.
Stojime tudiz pfed problémem odhadu tohoto parametru.
Vezmeme tedy ku pomoci pramér viech moZnych rozptyla
vybérovych (35). Musime si pfipomenout, ze kazdy rozptyl
vybérovy je poéitin vzhledem k svému vybérovému pri-
méru; z téchto rozptyla se pak vzal praimér. V tom je pod-
statny rozdil proti vypottu rozptylu vybérovych priméria
vzhledem k priméru zakladniho souboru (12) resp. (13).

Prameér viech vaéfovjrch rozptyla tedy je

— r—1 N

Gt = ——— = (). (43)
Kdybychom mokli vziti aspori nékolik vybéri a nasli pramér
jejich rozptyld, byl by lep$im odhadem veli¢iny 62, neZ
vezmeme-li jeden ndhodny vybér o r prvcich, ktery mize
déti hodnotu rozptylu, kterd neni daleko od @2, ale také ne-
musi. Rozhodné vSak Whdeme povaZovati veli¢inu o2 za nej-
lepsi odhad rozptylu kolem prameéru kteréhokoliv ndhodného
vybéru nebo priméru rozptyli nékolika vybéra. Ponévadi o2
neznime, budeme povazovati obrdcené za jeho odhad rozptyl
vybérovy o.,,% néjakého vybéru dosti velkého rozsahu a po-
lozime tedy

, —D1N

Og0” = 5

’ r(N —1)

Jestlize veskerd informace, kterou mame, je z vybéru, mu-

sime podle ni odhadnouti s dobrym pfibliZenim parametry

zdkladniho souboru, zde tedy o(z). Vypotitdme tudiz z po-
sledni rovnice

o%(x). (44)
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=1
)= Fr=1)°"

a tento odhad dosadime nym do rovnice pro sméroda‘rou
odchylku gp vybérovych prameéra (13), takZe dostencnc

N—7r

"V Ner—1y
kde o5, je smérodatné odchylka pozorovaného néhodného
vybéru. Vyskytuje se oviem v této formuli N ¢&ili rozsah z4-
kladntho souboru. Vyraz (45) ddvd nejvhodnéjsi odhad
smérodatné odchylky rozdéleni Getnosti vybérovych pri-
meérd, kdyz zakladni soubor nezndme.

Je-li zékladni soubor nekoneéného rozsahu, redukuje se
pro N — oo posledni vyraz (45) na

1 o
Op = Ogp 'l/r T = V kikd = (46)
— A

Oznaéime-li {; odchylku hodnoty pozorovaného znaku od

2

(45)

op = O¢g

praméru vybérového, je os,% = - > ¢, takie miZeme
i=1

- \/fz“ W

r—1

rovnici (46) psati

Citatel tohoto zlomku

ofx,v) = Y ===

ge povaZuje za nejlepsi odhad smérodatné odchylky zdklad-
niho souboru, z néhoZz nahodny vybér o r prveich byl vzat.

MizZeme tudiZ také smérodatnou odechylku vybérovych
pruméri vyjadriti vztahem
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o(x, v)

op — —_—.

Vr,

Vyraz (45) — a vyrazy z ného odvozené — je pribliznym

odhadem, nebot nevime jak blizko je smérodatnd odchylka

jednoho pozorovaného vybéru g, tieba velkého, odmocning

z priméru viech moZnych rozptyla vybérovych (ovSem

z téhoz zdkladniho souboru) VE”, za niz jsme ji poloZili v rov-
nici (44).

Cinime jen piedpoklad, %e je ji blizko, coZ je prijatelnou
hypotésou pro vybéry velkého rozsahu.

Rovnice (46) a (47) poddvaji odhad smérodatné odchylky
priméru z ndhodného vybéru rozsahu », m4-li zdkladni sou-
bor nekoneény nebo prakticky velmi velky rozsah. Uzivd se
jich tedy, kdyZ je zdkladni soubor nezndmy.

(3,3,1) Priklad. Jeden z ndhodnych vybérd, uvazova-
nych v tab. 1 s rozsahem r = 200 vykézal prumér z; = 7,03
T

(47)

a soudet &tverci odchylek od priméru D ;2= 796,0. Jest
i=1
najiti odhad smérodatné odchylky zékladniho souboru, z né-
hoz byl vybér vzat a odhad smérodatné odchylky vybéro-
vych pruméri.
Smeérodatnd odchylka vybéru je

796,0
= 4 = l .
Ozv l/ 200 ,99

Nejvhodnéjsi odhad smérodatné odchylky zakladniho sou-
boru

796,0

) = |/ —= = 2,00.
o(x, v) 199
Odhad smérodatné odchylky vybérovych praiméra
20 _ o4
J/200
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Jsou tedy meze jedné smérodatné odchylky pro primér
zdkladniho souboru

Z; + op = 17,03 4+ 0,14,
v nich? je s pravdépodobnosti 0,683.

(3,4) Metoda nejvitsi vérohodnosti. V predchdzejicim
jsme se pokusili o odhad priméru a smérodatné odchylky z4-
kladniho souboru. Nyni ukdZeme jednu z obecnych metod,
jimiz lze odhadnouti parametry rozdélen{ éetnosti v zdklad-
nim souboru podle pozorovaného vybéru a to takovou, Ze od-
hady provedensé jeji pomoci jsou efficientni (za predpokladu,
Ze v daném pripadé efficientni charakteristika parametru
existuje). Ze zakladniho souboru nekoneéného rozsahu mime
vybér rozsahu r, kde hodnoty znaku pozorovaného na jednot-
livyeh prveich jsou =z, z,, ..., Zj, ..., r. Relativni &etnost
hodnot ndhodné proménné z; budiz v zikladnim souboru p;.
Jsou-li jednotlivé hodnoty ndhodné proménné vzdjemné ne-
zavislé, jak tomu je pfi rozsahu N = oo, bude pravdépodob-
nost, %e se ve vybéru souéasné vyskytnou hodnoty z,, z,, ...,
Zj, ...,  Pravé v tomto poradi déna podle véty o ndsobenf
pravdépodobnost{ souéinem p, . p, . ... . py.

Nezalezi-li pak na pofadf, v némz se vyskytnou jednotlivé
hodnoty x,, nemusime rozezndvat jednotlivé permutace
a pravdépodobnost, Ze se vyskytne priveé takovy vyber, jaky
méme, bude P = c . p;p, ... pr, kde konstanta ¢ je z kombi-
natoriky znama.

Predpoklidejme, Ze lze kaZdou relativni éetnost v zdklad-
nim souboru p; vyjddriti pomoci prislusné hodnoty znaku x;
a parametru zdkladniho souboru ¢éili, Ze zndme tvar rozdeé-
leni cetnosti. Pro zjednodu$en{ vykladu tedy predpoklddej-
me, Ze rozdélen{ éetnosti v zdkladnim souboru je normalni,
takZe se v ném vyskytuji jen dva parametry T, o(x); potom
bude

1 (z;—2)'

= g(x) Vﬁ e 20%(x) (48)

Pi
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a hledand pravdépodobnost je
1
C ————
(o(x))/2m)"
Kdy? hodnoty parametra neznédme, pak tento vyraz pro né-
jaké predpoklidané hodnoty parametri se nazyvd vérohod-
nosti (vraisemblance, likelihod) pfedpoklidanych hodnot.
Metoda nejvétsi vérohodnosti spoéivd pak v tom, Ze se
maji zvolit pro parametry takové hodnoty, pro néz bude vé-
rohodnost maximem, éili hodnoty nejvérohodnéjsi. Misto ma-
xima vyrazu (49) miZeme uréit maximum jeho logaritmu,
nebot vétsi dislo md vétsi logaritmus. Ozna¢me predpokld-
dané hodnoty Z,, (x,v), potom bude pfirozeny logaritmus
vérohodnosti

1 z )"
e —20,—(2){(11—5)'4- oot (2p—2) } (49)

r
= — I - — x )2
lgP=Igec ) lg2n —rlg a(z,v) %oz, o) {(z, — %,)* +

, Feen + (B — B (50)
Pro uréeni maxima polozime prvni derivace podle predpokld-
danych parametri rovny nule, tedy
olg P olgpP
oz, oo(x,v)

'a, dostaneme snadno
_ 1
z, = 7(171+ vt Z)

¢éili vybérovy primér je odhadem maximélnf vérohodnosti
pro Z. Podobné dostaneme z druhé rovnice, %e smérodatns
odchylka ¢(z,v) je nejvérohodnéjiim odhadem a(zx).

Mizeme nyni formulovati metodu maxima vérohodnosti
zcela obecné tim, Ze mjsto zvlastni funkce uddvajici tvar roz-
déleni detnosti (48) oznaéime obecné p; = @(xi, Oy, 6, ...),
kde ©); jsou parametry. Potom bude

r
P= clr]lq)(x,-,('?l,@z, ey
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lgP=Ilgc+ _zl{lg oz, 0y, O, ...)}
i

a ponévadz ¢ je konstanta, jedna se o uréeni maxima funkce

L= _Zl{lg @(xi, 0, 0, ...)).

Kdyz na pr. mdme tabulku skupinového rozdéleni ¢etnosti,
kde jednotlivé tfidni ¢etnosti jsou n,, #,, ..., n; a odhad Cet-
nosti v j-té tiidé pro predpoklédany zakladni soubor ozna-
¢ime y;, bude o konstantni élen zkriceny logaritmus véro-
hodnosti

l.
L= an lgv,-, (51)
i=1
nebot v tomto pfipadé je
l
— n;
P=c 1—[ v,

i=1
a ddle

l
lIg P = lgc—f—Zn,-lgv,-.
i=1

(3,4,1) Piiklad. V pozorovaném vybéru rozsahu r jsou

tfidni éetnosti ny, ny, ..., ng. O rozdéleni Getnosti v zdklad-
nim gouboru uéinime hypotésu, Ze je vyjddteno Poissonovou
—Ai 1z
e

.7 a jejich

exponentielou, takZe absolutni cetnosti jsou

!
logaritmy z . IgA— 21— Ig %, kde 2 =10,1,2, .1

Hleddme nejvérohodnéjsf odhad pro parametr A a ozna-
¢ime jej 4,. Podle (51) dostdvime

! !
L=2Yn, {xlgl,,— lo—lg E-}
z=1 r
a poloZime-li prvni derivaci podle 4, rovnu nule, je
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2.7ms g =0 &ili A= 25

j-v : Erz .
Je tudiZz primér pozorovaného rozdéleni cetnosti efficient-
nim odhadem A, coZ je zajimavé potud, Ze také druhy mo-
ment tohoto rozdéleni je moinym odhadem 4 [I. dil, rovnice
(587)], takZe jsme neméli divodu povaZovati jej za horsi
odhad.

(3,5) Testy vyznamnosti. Vidéli jsme jiZ, Ze uZivime ve
statistice metody pracovnich hypotés jako v tak mno-
hych pripadech védeckého baddni. PouZili jsme na pt. predpo-
kladu, Ze rozdéleni ¢etnosti v zakladnim souboru je normalni.

Uéinili jsme to za tim uéelem, abychom prevedli zkufenosti
ziskané pozorovanim uréitého vybéru na rozsdhlejsi soubor
zdkladni, ktery nemuZeme cely vySetriti. Hypoteticky soubor
s uréitymi parametry je tu postulitem. Hypotésa je pak pfi-
jata, jestlize si vhodnym zplsobem ovérime, Ze je mozno di-
vodné soudit, Ze takovy vybér, jaky jsme pozorovali, mohl
byti vzat ze zdkladniho souboru s témi vlastnostmi, jeZ odpo-
vidaji hypotése. Neni vSak urcité ostré hranice mezi vybéry,
které by mohly a které by nemohly vyjit ze zdkladniho sou-
boru predstaveného hypotésou, jeito kaidd vybérovd cha-
rakteristika m4d své rozdéleni cetnosti, takze vykazuje vybé-
rové odchylky od své ofekdvané hodnoty, kterd je paramet-
rem zikladniho souboru. Je moZno udati pouze pravdépo-
dobnost, Ze by z ného mohl vyjit takovy vybeér, jako je pravé
pozorovany. Je-li tato pravdépodobnost mald, hypotésa se
zamitne; je-li velkd, hypotésa se piijme a odchylka mezi vy-
bérem a hypotetickym zikladnim souborem se pripisuje t.
zv. ndhodnému kolisdni vybérovému, které ndm na pf. pro
vybérovy pramér zndzornuje tab. 1 ve sloupci 3a 4.

MizZeme-li divodné pfedpoklddat, Ze zédkladni soubor m4
normélni rozdéleni detnosti pozorovaného znaku s uréitym
primérem a smérodatnou odchylkou, je rozdélen{ éetnosti
vybérovych priméri pro uréité r normélni a miZeme z in-
tegralu Laplace-Gaussova odvoditi pravdépodobnost, Ze né-
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jaky vybérovy prumeér se odchyli od parametru, t. j. od pra-
méru v zdkladnim souboru vice neZz o danou veliinu [viz
priklad (2,4,1,3)]. Tato pravdépodobnost je na pf. 0,0027, Ze
se bude odchylovat nejméné o 4-3gp, a je tedy mald. Odchy-
luje-li se tudiz pozorovany vybérovy praimér o trojnasobnou
smérodatnou odchylku nebo vice, soudime, Ze nelze divodné
zafaditi takovou odchylku mezi ndhodné a hypotésu zamit-
neme. Pravdépodobnost, Ze néjakd nihodns odchylka pre-
sahne uréitou danou hodnotu se nazyvd stupen vyznam-
nostia vyjadfuje se éasto v procentech. Tak na pf. odchylka
4 30p je na 0,27 procentnim stupni vyznamnosti, nebo od-
chylka 4 op je na 32procentnim stupni vyznamnosti. Je otdz-
ka, na kterém stupni
mime povaZovati od-
chylku za statisticky
vyznamnou, t. j. tak vel-
kou, Ze leii na dosti
nizkém stupni pravdeé.-
podobnosti, aby vedla
k zamitnuti hypotésy -2s, 0 20,
o zdkladnim souboru.
Stalo se zvykem vziti
zfetel k decimdlnimu
systému a voliti pro tuto pravdépodobnost 0,05 (nékdy
i 0,01), tedy 5procentni stupen vyznamnosti. Pro norm4lni
kfivku odpovidd tomuto stupni pfiblizné odchylka velikosti
dvojndsobné smeérodatné odchylky, nebot plocha oddélend
poradnici v tom bodé je 0,0227 celé plochy kiivky na strané
kladnych odchylek a rovnéz tolik na zdporné strané (obr. 3).
Dvojndsobku smérodatné odchylky 2¢, odpovids také pri-
blizné trojnisobek pravdépodobné chyby 0,67450,. UvaZu-
jeme stupen vyznamnosti 0,05 pro kladnou i zdpornou od-
chylku, takZe je sloZzen ze dvou hodnot 0,025 na kazdé z obou
stran od parametru, jeZto neni obyéejné divodu, abychom
soudili, Ze odchylka nebo rozdil md miti jen jedno nebo jen
druhé znaménko.

002275

Obr. 3. Testovani pomoci normélni
kiivky.
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Je-li rozdéleni ¢etnosti testované charakteristiky nesou-
mérné, je mozno nékolikerym zplsobem stanoviti 59, celé
plozhy kiivky. Tak muZeme oddéliti 59, celé plochy stejné
velkymi odchylkami na obé strany od primeéru jak je na
or. 4 O, = O¥,. Nebo muZeme uvaZovati ¢dst plochy od
porednice vztyené v hodnoté parametru @ (od néhoz od-
chylky testujeme) na-
pravo zvlast a nalevo
rovné? samostatné a od
ka%dé z nich oddélime
59, plochy, tak#e pofad-
nice v 6, oddéluje 59,
plochy AC® a potadnice
v ¢, také 59 plochy

7 g
A 9 4d 6 & & & B8 @CB; znameni to tedy

Obr. 4. Testovéni pomoci kivky také v5% c‘flf plochy.

nesymetrické. Koneéné miiZzeme na-

jiti na kaZdé z obou

stran od hodnoty © odchylku §; resp. &'y, v niZ vztycend

poradnice oddéluje 2,59, celé plochy, takie dohromady je

to opét 59, celé plochy. Rozdily ve vysledcich poslednich

dvou zpasobu nejsou prakticky dilezité, ale tfeti zpilisob
se zdd vyhodnéjsim.

(3,5,1) Vyznamnest rozdilu mezi dvéma vybérovymi
priméry. Mdme-li rozhodnouti, zda rozdil mezi praméry
dvou pozorovanych nahodnych vybéra muzeme pokladati za
ndhodny ¢i za statisticky vyznamny, musime predevsim
zndti vybérové rozdéleni rozdili mezi primeéry nahodnych
-vybéra z téhoZ zékladniho souboru.

Vyjdeme pak od hypotésy, Ze pozorované dva vybéry roz-
sahi 7, Tesp. r, jsou ze zdkladnich soubori s tymZ primérem
a potitéme pravdépodobnost pozorovaného rozdilu d=
= Z¥; — &,. Bude-li tato pravdépodobnost mensi nez 0,05, za-
mitneme hypotésu.

Predstavme si, Ze vezmeme z jednoho zédkladniho souboru
veliky podet vybér rozsahu r, a také z druhého zakladniho
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souboru veliky poéet vybéri rozsahu r,. Pro kazdy vybér sta-
novime pramér a potom pro kazdy par vyberd stanovime
rozdil mezi jejich dvéma pruméry, takZe dostaneme tolik
rozdila, kolik je pard vybéru a z nich se vytvorf uréité rozde-
len{ ¢etnost{ primérovych rozdild. Bylo odvozeno obecné a je
normélni s primérem rovnym nule.

Smérodatnd odchylka o4 tohoto rozdéleni ¢etnosti rozdilt d
je vétS{ nez smérodatni odchylka vybérovych pruméra op,
resp. op,2, nebot vime [I, rovnice (67')], Ze 64> = gp,1%2 + op,2%,
jsou-li oba vybéry na sobé nezivislé. Pomoci rozptyla za-
kladnich souboru g(x,), 6(z,), jakoZto jejich parametri, dosta-
vime vzhledem k rovnici (24)

i ) ) 2)

b} e

Pojmeme-li do nasi hypotésy, Ze se oba zdkladni soubory
shoduji ¢ili, Ze také o%(x,) = o*(x,), pak piistejném rozsahu
obou vybéra r, = r, bude také gp1%2 = op 2= op? €ili 0g =
= V2crp. Kriterium dvojndsobné smérodatné odchylky 2a4
pro stupen vyznamnosti 0,05 vede v tomto pripadé testovani
vybérovych rozdild k pracovnimu pravidlu, Ze statisticky
vyznamné jsou rozdily vétdi nez trojndsobek smérodatné od-
chylky jednotlivého pruméru 3cp, nebot 20, = 2V20'p a
2)/2 —— 3. Predpoklédali jsme v této tivaze, Ze zndme sméro-
datnou odchylku o(z) zdkladntho souboru. Neni-li znima,
nahradi se odhadem z vybéru, ¢imz je ovSem dino omezeni
pro aplikaci teorie velkych vybéra. KdyzZ tedy vychdzime od
hypotésy, Ze pozorované dva vybéry jsou z téhoZ zakladniho
souboru, uzijeme za odhad vhodné kombinace obou vybéro-
vych rozptylu; za takovou miZeme uiiti vyrazu

9 7162,1% + 7904, 2°
Ozt = 12— 2 5%
Ty
ktery dosadime do (52) za o%(z,) a také za o*(x,), které jsou
stejné, takZze dostaneme
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7'10'515,12 + 720'::,22 "'10'1,12 + 7'20'2,22 _

S (T To(ry + 7p) -
_ (71 -+ 72) 7101,12 + ("'1 -+ Tz) Tgo'z,z2
B rira(ry + 7y)

a odhad o4 tedy bude

2 2
o'd,v2 = gzl ‘1‘ Iz2 .
Ty n
(3,5,2) Ptiklad. Dva vybéry rozsahu r, = r, = 200 vyka-
zuji praméry z, = 6,68, z, = 7,37 a smérodatné odchylky
0z,1 = 2,05, 05,2 = 2,02.
Mdme povaZovati rozdil mezi témito primeéry d = 0,69 za
statisticky vyznamny?

Odhad smérodatné odchylky bude

4,20 + 4,08
Oap = V% = 0,203.

Vidime tedy, Ze d > 204,, a Ze tedy rozdil nepovaZujeme za
nihodny, nebot jen v 5 pripadech ze sta dostaneme rozdily
veétsi nez 0,406 (srovnej s tabulkou 1 sloupec 3 a 4).

(3,6) OvéFovani hypotés, Objasnime jesté odpovéd na
otdzku jak voliti stupen statistické vyznamnosti pro ovéfo-
vani hypotés. Podle predeslého vykladu vidime, Ze chceme
postupovat podle pravidla: hypotésa je prijatelna, kdyz po-
zorovand odchylka (nebo rozdil) je pod danym stupném
vyznamnosti; je-li nad nim, je zamitnuta. Pfi tomto postupu
muZeme rozhodnout nesprdvné

1. tim, Ze zamitneme sprdvnou hypotésu,

2. tim, Ze pfijmeme nesprivnou hypotésu,
nebo miZeme rozhodnout spravné tim,

3. Ze prijmeme spravnou hypotésu, nebo

4. Ze zamitneme nespravnou hypotésu.
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Vime, %e Zddnd hypotésa nemiZe byti dokdzdna s néjakou ko-
ne¢nou platnosti, takZe naSe rozhodovini ma rdz pokusny a
na$i snahou je predeviim, abychom v dlouhé radé piipada
statistické praxe jen v mélo piipadech zamitli sprdvnou hy-
potésu, abychom tedy pomér poétu piipadid nespravného
rozhodnut{ 1. k poétu viech rozhodnuti 1. a 3. udélali libo-
volné malym. Toho miZeme dosdhnouti stanovenim vysoké
hranice odchylky a tedy vysokého stupné vyznamnosti, jiZ
odpovidé nizkd pravdépodobnost. Navrzené pravidlo 5pro-
centniho stupné vyznamnosti vede tedy k zamitnuti spravné
hypotésy prumeérné jednou v kazdych 20 pokusech, pro niéz
jsme zvolili sprdvnou hypotésu. Kdybychom pfijali 1pro-
centni stupen vyznamnosti, takZe pravdépodobnost by
byla 0,01, prihodilo by se ndm takové nespravné rozhod-
nut{ primérné jen jednou v kazdych 100 pokusech. —
Tim bychom sice sniZili ¢etnost chyby tohoto druhu, ale
zvy§ili bychom moZnost chyby druhého druhu, nebot jsme
tim usnadnili moZnost prijmouti hypotésu a tedy také
Prijmout nesprdvnou hypotésu ¢ili uéiniti chybu (2). Tak
tedy bude volba stupné statistické vyznamnosti a tim stano-
veni kriteria pro prijeti nebo zamitnuti hypotésy jistym
kompromisem mezi nebezpe¢im dvou druhi chyb. Nelze
viak stanoviti pomér chyb (2) k celkovému poétu pripadi,
v nichz byla zvolena néjakd nesprivnd hypotésa; ten bude
zdleZeti zna¢né na tom, jak je hypotésa blizko pravdeé a jak je
test prisny. Proto je volba kritické hranice vyznamnosti do
veliké miry ovliddna velikym mnoZstvim védomosti z oboru,
v némz se Setfeni provadi a jistou védeckou tradici. V disled-
ku této tradice se na pf. doporuéuji jednoduché hypotésy,
t. j. takové, které zahrnuji malo konstant pred sloZitymi.
Bylo by moZno zmeniiti vliv chybnych visudkd druhého
drubu aniz se dotkneme prvého druhu, kdybychom reduko-
vali smérodatnou odchylku charakteristiky, kterou testu-
jeme. Pro urcity stupen vyznamnosti totiz vede mensi sméro-
datnd odchylka ¢ k prisluiné mensi odchylce 10, kterd le#i
pravé na nasi zvolené hranici vyznamnosti a tedy vede
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k men§i odchylce, kterou nesprdvné odmitneme jako nevy-
znamnou. Smérodatnou odchylku pak lze redukovati [viz
rovnice (24), (39), (40), (41)] zvétSenim rozsahu vybéru.”
Mus{me miti také stile na paméti, Ze oznac¢ime-li podle
zvoleného pravidla néjakou odchylku za nevyznamnou, zna-
mena to spiSe, Ze jeji vyznamnost neni prokdzdna. Statistickad
vyznamnost nedivé posudek o velikosti nebo praktické diile-
Zitosti néjaké odchylky ¢&i rozdilu, nebot ty mohou byti
posouzeny jen na zikladé védomosti z oboru, do néhoZ pred-
mét Setfeni spadd. Je-li néjaky pramér vybérovy vyznamné
odli3ny od hodnoty praimeéru v hypotetickém souboru, nebo
je-li rozdil mezi dvéma vybérovymi priméry vyznamny, ne-
mizZe statistickd teorie osvéd¢iti pri¢inu této odchylky. Pri-
¢ina muzZe byti v tom, Ze zdkladni soubor je skuteéné razny
od hypotetického, nebo vybér neni vskutku representativ-
nim a ndhodnym. MuZe tam byti skuteény rozdil mezi dvéma
zdkladnimi soubory nebo rozdil ve vybérové technice.

Testovani nesoumeérnosti pozorovaného rozdéleni éetnosti
vzhledem k normalnimu lze provésti pomocf miry Vﬂl = 0z3,

6
kterd m4 v prvnim pribliZzeni smérodatnou odchylku o

jak jsme jiZ uvedli, a rozdéleni ¢etnosti blizké normilnimu,
takZe dvojndsobnd smérodatnd odchylka je prakticky na
5procentni hranici vyznamnosti.

(3,7) Niahodny vybér malého rozsahu. Vylozili jsme
vhodné metody k testovdni statistické vyznamnosti, jich
Ize uZivati pro vybéry velkych rozsahi. Nesmime jich vak
uzivati, testujeme-li na pf. vyznamnost mezi pruméry ma-
Iych vybéra. Proto byla odvozena teorie, kterd dédva presné
testy bez ohledu na rozsah vybéru, tedy vhodnd pro malé
vybéry. Spoéivd v uiiti pfesnych vybérovych rozdéleni cet-
nost{ misto pribliznych, jichZ se uZilo pro velké vybéry. Tim
jsme se sice zbavili vlivu vybérového rozsahu, ale ve vétsiné
dalsich vysledka zistdva omezeni, e se aplikuji jen na veli-
¢iny s normalnfm rozdélenim éetnosti.
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Charakteristiky odvozené z velkych vybéra ddvaji spolehli-
vé odhady parametri v zdékladnim souboru, kdezto malé vy-
béry poskytuji chudé odhady. KaZda charakteristika m4 své
rozdeéleni etnosti. Soudilo se dlouho klamné, Ze tvar tohoto
rozdéleni zdvisi na rozsahu vybeéru, ale ve skutecnosti se ne-
jedns o poéet viech prvka r, nybrz o poéet nezavislych prvka.
Méme-li na pt. krabitku zdpalek, z nichZ ka?d4 je néjak ozna-
¢ena tfeba poltem ¢&drek, které jsme na ni tuzkou udélali
a mime rozdélit zdpalky do péti skupin, miZeme meénit ¢tyTi
skupiny, ale pitd je vidy jiZ uréena celkovym poctem zipa-
lek. Mdme tedy zde jen ¢tyti volné cesty, jimiZz miZeme pro-
vidéti libovolné skupiny. Pocitdme-li z néjakého vybéru
s rozsahem 25 prvki pramér a mdame-li vziti z téhoz zdklad-
niho souboru druhy ndhodny vybér 25 prvki, ktery by mél
tyZ vybérovy primeér jako prvni, miZeme vziti libovolné jen
24 prvku tedy_ (r — 1), nebot posledni je jiz danou podmin-
kou uréen. Pro tyto piipady byl zaveden pojem ,stupné
volnosti®, takZe v tomto pripadé mame na pr. 24 stupna
volnosti pro odhad charakteristiky za uvedené podminky.

Shledali jsme jiZ v odstavei (3,3), Ze nejlepsi odhad roz-
ptylu o%(z) dostaneme, délime-li soudet étverci odchylek od
pruméru poétem stupnd volnosti # — 1 a nikoliv poétem
pozorovani r.

Pocet stupnii volnosti se zde rovné poétu odchylek zmense-
nému o pocéet konstant uréenych z vybéru, jichz bylo pouZito
k pevnému stanoveni bodu, od néhoZ jsou odchylky méfeny,
tedy o jednu, jeZto se naSel jen pramér z vybéru.

(3,7,1) Priklad. K oavétleni vlivu, ktery ma uZiti poétu
stupnu volnosti pii odhadu rozptylu, bylo vzato nihodné
r = 200 &isel dvojcifernych mezi 10 a 50. Jsou to nihodnd
¢isla z tabulek Tippettovych (viz str. 73). Z téchto éisel bylo
utvofeno 10 skupin, které budeme nazyvati varietami, po
8 = 20 éislech (tab. 2). MiZeme si pfedstavit celkovou variaci
viech téchto ¢isel ze dvou sloZek, jednak ze slozky variace
uvnitf skupin (variet), jednak ze slozky mezi skupinami
(varietami).
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Tabulka 2.

%?Zl';é I |II|III|(Iv | v VI|VII|VII|IX | X

29| 45| 14| 25| 11 | 47| 28 | 35 18 | 25
45| 39| 49| 32| 32| 36 | 24 | 27 16 | 39
16 | 20| 29| 18| 46| 42| 10 | 18 | 34 | 24
37 (11| 31| 28| 44 36| 27 | 44 | 18 | 30
50 12| 19| 20| 28 [*38 | 11 [ 25 | 30 | 24
10| 37| 20 ] 44 ) 40| 21| 42 | 33 | 29 | 36
26 | 44 | 49| 41| 27| 41 | 22 | 49 | 35 | 31
19| 15| 15| 10| 28| 26 | 30 | 11 35 | 10
24 50| 11 | 43 | 27| 17| 17 17 | 42 | 13
10| 14 22| 19( 11| 50| 33 | 39 [ 50 | 43
10| 22 23| 10| 48| 30| 44 | 26 | 21 | 27
48| 20| 41| 13| 21| 39| 32 ( 20 | 11 | 20
22 | 46| 40 | 31 | 44| 21 ( 23 | 16 | 45 | 39.
13 14| 12| 45| 16 | 46 [ 25 | 47 18 | 30
28 | 211 39| 39| 36| 22| 27 | 10 | 3l 18
32| 15| 43| 23| 42| 34| 16 | 20 | 26 11
10 87| 81| 11| 12 50| 20 | 12 | 34 | 46
11 | 26 | 84| 22| 48| 13| 47 | 42 | 22 | 43
30| 20| 49| 35| 30| 46| 38 | 50 | 24 | 44~
37 22| 37| 49| 30| 47| 12 | 34 | 42 | 24

DO bt bt b ot ot bt ot o ot .
QORISR WD~ OOPRIC NP G -

507 |548 |608 |558 |621 | 702 |528 |5s4 |581 577

Oba prameny variace budou vyrovniny, byla-li tato éfsla
vzata nihodné; nebyly by vyrovnany, kdyby nékteré sku-
piny (variety) mély na pi. viechna mald ¢&isla a jiné zase
viechna velk4 é&isla. Ndhodny vybeér éisel zajistuje, Ze tento
pripad nenastane. Nage uivaha o variaci znamend, Ze rozptyly
uvnitt skupin, mezi skupinami a rozptyl celkovy budou stej-
né a# na odchylky v mezich ndhodného vybéru. Je-li rozptyl
mezi skupinami velmi blizko celkovému rozptylu, takZe se
mu skoro rovné, musi byti také rozptyl uvnitt skupin skoro
Ppresné roven celkovému rozptylu.

Uréime tedy rozptyl uvnitt kazdé variety a pramér jejich
by mél byti velmi blizko rozptylu pro cely vybér, je-li naSe
metoda sprivnou. Sestavime vypodet rozptyla do nasledu-
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jici tabulky 3. Ponévadi v kazdé skupiné je 20 &isel, bude
tam 19 stupi volnosti pro odhad rozptylu. Délili jsme
tedy v sloupci (7) soufet ¢tvercii poétem stupni volnosti
a v sloupci (8) rozsahem souboru.

K sestaveni tabulky 3 se doporucuje napsati jeSté pomoc-
nou tabulku ¢tverci disel tabulky 2, kterd bude miti jako
soucty v poslednim fadku éisla, jeZz potiebujeme v 3. sloupci
tab. 3. Vypocet sloupce 6 se provddi podle vztahu

S(e—ap= 3 — - (32}

takZe je tfeba poznamenati si také pomocny sloupec étverci
¢isel druhého sloupce tab. 3, abychom z ného mohli psati
pro s = 20 sloupec 5.

Tabulka 3.

E(;v— Dz — | Z(xz—

; — ;)% |—z,)%:19 |—7,)2:20

Varieta| Xx | Zax? T, 1;(2::)2

1) J@1 3 | @] (9 (6) M | ®

I | 507 16 159 | 25,35 12852,45| 3306,55| 174,0289 | 165,3275

IT | 548| 18 110 | 27,40| 15015,20| 3094,80| 162,8842 | 154,7400
IIT | 608| 21 602 | 30,40| 18483,20| 3118,80| 164,1474 | 155,9400
IV | 558| 18 620 | 27,90| 15568,20| 3051,80| 160,6210 | 152,5900
V | 621| 22 189 | 31,05) 19282,05| 2906,95| 152,9974 | 145,3475
VI | 702| 27 208 | 35,10| 24640,20| 2567,80| 135,1474 | 128,3900
VII | 528| 16 132 | 26,40| 13939,20| 2192,80| 115,4105 {109,6400
VIII | 584 20 306 | 29,20| 17052,80| 3253,20| 171,2210 | 162,6600
IX | 581| 19043 | 29,05 16878,05| 2164,95| 113,9447 | 108,2475
X | 577| 19045 28,85| 16646,45| 2398,55| 126,2395 | 119,9275

I—X |5814|198 414 |Pmmér sloupce (7) resp. (8)| 147,6642 | 140,2810

Pro samostatny vypocet celkového rozptylu pouZijeme
jednak 199 stupni volnosti, jednak cely rozsah vybéru
r = 200.

Vypodet D (x — #)? pak provedeme opét podle vztahu
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Dle—TPE=Dat— % (3 2)?, kde D a* —198 414, ;(Zi)zz

— 33802596 : 200 = 169 012,98, takie D (z — Z)? — 29401,02
a dile {350 (x — %) = 147,74, kdeito iz (z — )2 =

Dostdvame tedy ¢tyti vysledky:
Pomoci stupni volnosti:

Prumérny rozptyl uvnitt skupin ................. 147,66

Celkovy rozptyl vybéru ................ccovinn. 147,74
Pomoci rozsahu vybéru:

Pramérny rozptyl uvnitf skupin ................. 140,28

Celkovy rozptyl vybéru ........................ 147,00

a vidime, Ze pfi uZiti pottu stupil volnosti dévd primérny
rozptyl uvnitf skupin hodnotu rovnou 99,949,  celkového
rozptylu, kde%to pomoci rozsahu vybéru je jen 95,439, celko-
vého rozptylu. V tomto pfipadé je tudiz skutetnd hodnota
podhodnocena o 4,579%,. Osvétlili jsme tak spravnost odhadu
rozptylu pomoci poétu stupni volnosti.

(3,8) Vyznamnost priméri. #-test. Pii testovani statis-
tické vyznamnosti odchylky vybérového pruméru od pred-
poklddané hodnoty zdkladniho souboru (hypotésy) jsme po-
uzili té skuteénosti, Ze pomér odchylky k jeji smérodatné
odchylce (¢ili odchylka vyjddfend ve smérodatné odchylce
jako jednotce) mé normdlni rozdélené éetnosti se smérodat-
nou odchylkou rovnou jednotce.

Oznac¢ime-li odchylku d = z, — Z, je tento pomér d : op,
kde op = o(x) :Vr. Predpoklids se tu tedy, Ze smérodatni
odchylka zakladniho souboru ¢(z) je zndma. Chceme-li vSak
v praxi ovéfiti vyznamnost néjakého prumeéru, je odhad
o(x, v) ziskany z vybéru vse, co zndme. Jednd-li se o vybér
velkého rozsahu, je tento odhad ¢(z, v) dostateéné blizky
svému parametru o(z) a je mozno diivéjstho postupu uZiti.
Je-li vybér maly, je tieba jisté Gpravy vzhledém k nepfes-
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nosti, kterou zahrnujenie tim, Ze uZijeme o(x, v) misto o(x).
Pomér, jimZ testujeme vyznamnost odchylky je nyni ¢ =

z,v .oy . [ v
=d :0( = ). Rozdéleni ¢etnosti hodnot ¢ ndm umoZnuje

r
provésti test presné bez omezeni na velky rozsah vybéru.
Ale toto rozdéleni se rozhodné lisi od normélniho rozdéleni

0( z)

Getnosti hodnot d : , kdyZ rozsah vybéru a tedy pocet

stupni volnosti je maly a je prakticky s nim shodné pro velky
rozsah vybéru. To poprvé vyzvedl ,,Student’ {1908) a pfi-
sludné rozdéleni ¢ pro vybéry z normélnfho zdkladniho sou-
boru a podet n stupni volnosti ¢ je dino funkei

n+1l
2\ 2
y—yo(l—i— )

Je patrno, Ze tedy vybérové rozdéleni hodnot ¢ je symetrické
vzhledem ku ¢ = 0 a z4visi jen na n, poétu stupni volnosti,
jimi% byla odhadnuta smérodatni odchylka, takZe v tomto
piipadé n = r — 1, nebot

x— I)?
o¥(z, v) = Z(T_ 1 ) .
t-krivky odpovidajici funkei y maji modus spadajici do pra-
méru v { = 0, nebot vyraz (l + )_1 klesa, kdyZ ¢ roste, a
na obou stranich jdou vétve do nekoneéna, jsou jen $pica-

t€j81 (B; > 3) neZ normalni kiivka. Také ¢tendf vidi, Ze pro
n+1
—_— t.

P AN —~ e i
n — oo spéje vyraz (1 + 7) ku ¢ 2, takZe je zfej-
mo, Ze pro velkd » je t-rozdéleni normilni. Pravdépodob-
nost, Ze pfi ndhodnych vybérech dostaneme néjakou hodnotu

t, kterd neni vétsi neZ ¢, je ddna obsahem plochy ome-
zené krivkou, osou ¢ a pofadnici vztyéenou v bodé #,; struéné
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‘Fikdme plochou kiivky a% k pofadnici vztycéené v bodé ¢, &ili

to

n+1

2\ —
p(to)zfyo(l-k%) ®de

—w®

obdobné rovnici [I, (50)]. Oznacime-li p obecné pravdépo-
dobnost, Ze pozorovana hodnota nepfekroéi uréitou mez ¢,

Obr. 5. Testovdni pomoci
t-rozdéleni.

kdezto P bude pravdépo-
dobnost, Ze pozorovani
hodnota prekrodi ¢, a to
bez ohledu na znaménko,
potom bude p plocha kfiv-
ky nalevo od potadnice v ¢,
(obr. 5), P bude plocha
napravo od f, plus plocha
nalevo od minus ¢, ¢ili (obr.
5) dvojnasobek plochy na-
pravo od ¢, jeito se jednd
o kiivky symetrické. Bude
tedy P = 2(1 — p).

Sestavime si nékolik hodnot pravdépodobnosti p a P pro
srovnéni s kiivkou normalni do tabulky 4.

Tabulka 4.

p

P=2(1—p)

n=10ln=15| norm.

n=10|n = 15| norm.

0 0,500 0,500 0,500
0,6745| 0,742 0,745 0,750
1,0 0,830 0,833 0,841
2,0 0,963 0,968 0,977
2,6 0,987 0,990 0,995
3,0 0,993 0,995 0,999

1,000 1,000 1,000
0,516 0,510 0,500
0,340 0,334 0,318
0,074 0,064 0,046
0,026 0,020 0,010
0,014 0,010 0,002

Testujeme-li na 59, stupni vyznamnosti, znamen4 to, Ze
P 20,05, ¢ili p = 0,975. Jevi se pro praktickou potiebu
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testovani vyznamnosti iéelnym sestaviti pro rizné stupné
volnosti tabulku hodnot ¢ (leZicich na nékterych stupnich
vyznamnosti na pf. 0,1; 0,05;0,01. Vliv vetsi Spicatosti
t-kfivek proti kiivce normaln{ je viiny pro vybéry rozsahu
mensiho nez r = 20.

Tabulka 5.

Hodnoty ¢.

N123510152025oc

0,10 | 6,31 2,92 | 2,35 |2,02| 1,81 | 1,75 | 1,73 [ 1,71 | 1,64
0,05 | 12,71} 4,30 | 3,18 | 2,57 (2,23 2,13 | 2,09 | 2,06 | 1,96
0,0l |63,66| 9,93 | 5,84 4,031 3,17 2,95 2,85 | 2,79 | 2,58

Pro velké vybéry leii hodnota ¢ = 2,0 na 59, stupni vy-

znamnosti: jiné hodnoty ¢, které jsou na témZ stupni, vidime
v tabulce 5 pro P = 0,05.
. Poznimka: Hodnota ¢ je v podstaté pomér néjaké charak-
teristiky s normalnim rozdélenim ¢etnosti a primérem v nule
k odhadu smérodatné odchylky této charakteristiky prove-
denému s n stupni volnosti. Kazdy takovy pomér, at’ vznikd
jakkoliv, mé totéZ vybérové rozdéleni ¢etnosti jako f.

(3,8,1) Priklad. Pevnost néjakého materidlu byla méfe-
na na deseti kusech nihodné vybranych a byly zjistény hod-
noty znaku 63, 63, 66, 67, 68, 69, 70, 70, 71, 71 jednotek.
Pomoci dat tohoto ndhodného vybéru jest ovériti hypotésu,
Ze prumérnd pevnost celého materidlu je 66 jednotek.

Predpokladame, Ze rozdéleni éetnosti v zdkladnim souboru
je normélni. Vybérovy pramér je Z, = 67,8 a odhad sméro-
o(z, v)

Vr

67,8 — 66— . . .
bude ¢ = —"’3—01T— VlO = 1,89. Testujeme-li na 59, stupni

vyznamnosti, vidime z tab. 5, Ze pro n = 9 je hraniéni hod-
nota ¢ vétsi nez 2,23, takZe nasi pozorovanou hodnotu nepo-

datné odchylky o(z, v) = 3,011. Podle rovnice t = d :
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vaZujeme za statisticky vyznamnou a nemusime nasi hypo-
tésu zamitnouti.

(3,9) Vyznamnost rozdilu mezi primé&ry. Pomoci ¢-testu
miZeme také oveéfovati statistickou vyznammnost rozdilu
mezi dvéma vybérovymi priméry. Omezime se na pripad,
v ném? éinfme hypotésu, Ze vybéry jsou ze zdkladnich sou-
bortd, majicich spoleénou smérodatnou odchylku o(zx) a tyz
prumér z. PonévadZ predpokldddme také normélni rozdéleni
detnost{ zdkladniho souboru, znamend tato hypotésa, Ze vy-
béry jsou z téhoZ zdkladniho souboru. Podle zkuSenosti ne-
jsou testy pFilis citlivé na mirné odchylky od normalniho roz-
déleni. Pii'dvaze o téchto testech vychdzime z predstavy
nekoneéného zakladniho souboru diferenci, jejichZ prumér se
rovn4 nule. Z pozorovani jsme dostali dva vybéry, jejichz
pruméry jsou rizné, takie tedy vykazuji uréitou diferenci.
Tézeme se, v jakém procentu pripadu takovych dvojic vybéra
dostaneme primérné diferenci tak velkou jako je pozorovand
nebo vétsi. Testy tohoto druhu musime rozdélit do dvou
skupin.

a) Nejprve mame piipad dvou vybéru rizného rozsahu r,
resp. 7, jejichz prvky jsou na sobé plné nez4vislé, takze hod-
noty proménné netvori dvojice k sobé néjak vdzané. Jsou-li
jejich praméry Z, resp. Z,, pak diference d = Z, — &, m4
normélni rozdéleni éetnosti kolem nuly a odhad jeji sméro-
datné odchylky o4 provedeme podle rovnice [I, (67°)], kterd
pravi, Ze rozptyl rozdilu dvou proménnych nezévislych se
rovnd soultu rozptyla kazdé z nich. Pro odhad rozptylu
v zdkladnim souboru pouZijeme kombinace souétu étvercu
odchylek od jejich prumeért, kterou délime poétem stupnu
volnosti 7, + r,— 2, nebot dva pruméry byly stanoveny,
takZe bude

Z (x, — ) +Z(12 — I,)
R
1
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smérodatné odchylky priméri budou (24)
a(z,v) a(z, v)
op, = - Op,=— —
L Vrz

a smeérodatnd odchylka rozdili priméra vybérovych

oa=VorTTopa= /T2t 4 S0

- Ty
— o(x, v)l/ 1t 7, (53)
Hodnota ¢ tudiz bude
P Y VO T (54)

o(z,v) Y 4+,

a mé rozdelem podle kiivky ¢ v malych vybérech, ve velkych
pak normilni rozdéleni s jednotkovou smérodatnou odchyl-
kou. Jisté zjednoduSeni nastdvd jeSté, jsou-li oba vybéry
stejného rozsahu r, = r, = r, potom

z (x— )2+ z(x— z,)?

oz, v) = r—l ’

_ 951 — 5]/
o(z, v)
Do tabulky 5, hodnot ¢ vstupujeme s pottem stupni volnosti
n=r+r—2.

(85)

b) Druhy pfipad musime rozeznavat, nejsou-li proménné
nezavislé ¢ili kazd4 hodnota proménné z, je sdruZena néja-
kou logickou cestou s pfisluinou hodnotou proménné z,
a tvoif tedy dvojice. V takovych pfipadech budou miti oba
vybéry stejny rozsah, takie bude r dvojic hodnot promén-
nych. Rozptyl nemiZeme stanovit jako v predeslém piipadé,
nybrz
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Z[(% — Z) — (x, - z,))?

o¥(d, v) = 2(r—1)

a tento vyraz mGzeme upravit na tvar
1 - -
EETY z [ — xp) — (2, — Z,)]%.
L)%
Vzhledem k tomu, Ze souéet étverci lze rozvésti
Dy — 22— 2 (B, — Ty) D (2, — @) + T (%, — Zp)t =
= .

Z“ﬁ sz
=2@m—ar—2F— &)L BB

= 2 — &) — 1 (T, — Z,)%,

dostdvame

o*(d, v) = [Z(zy — z5)* —

Hodnota ¢ tedy bude

T, —z |/
od,v) J 2 (57)
(3,9,1) Piiklad 1. Ve dvou ndhodnych vybérech rozsahu
r, =29, r,="T byly zjiftény priméry Z, = 19642, z,=
= 198,82, takZe diference d = 2,40. Byly vzaty nezivisle,
takZe neni divodu k piedpokladu, Ze jsou v néjaké viza-
nosti. Souéty étverci odchylek od primériu jsme stanovili
2(x, — T,)* = 26,94, Z(xz— z,)2 = 18,73, coz divi dohro-

mady 45 67. Potom je g(z, v) Vﬂ = 1,81 a tudii
2,40
;
t = Tai V52 = 2,62
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Testujeme-li na 59, stupni vyznamrosti, najdeme v tabulce
5, Ze pro n = 14 je priblizné ¢t = 2,15, takZe rozdil mezi pri-
méry povaZujeme za vyznamny.

Priklad 2. TyZ druh pSenice vyrostlé ve dvou ruznych
oblastech se zkouméd na obsah proteinu. Z prvni oblasti bylo
pét vzorku s vysledky 12,6; 13,4; 11,9; 12,8; 13,0, z druhé
oblasti sedm vzorku s vysledky 13,1; 13,4; 12,8; 13,5; 13,3;
12,7; 12,4. Je tedy v prvni oblasti prumér &, = 12,740 a
v druhé z, = 13,029. Neni-li moZno opatfiti dals{ vzorky,
jest podle téchto ovéFiti, je-li rozdil mezi priméry vyznamny.

(@ — 2))* = 1,2320 2,2263
Z(x, — 7,)* = 0,9943 oz, v) = T 0,472
Celkem 2,2263

0,4727712 ’

Z tab. 5 je patrno pro n = 10, Ze tato hodnota ¢ = 1,05 neni
vyznamnou na hranici l% ani 5%, tedy rozdil mezi prumery
Z, — T, = — 0,289 miZeme poklidati za nevyznamny.

Pitiklad 3. Byl zkoumdn vliv dvou pfibuznych krmiv
A, B na vyvoj para zvifat a vysledek je obsaZen v téchto
¢islech

Pér|1|2|3 4|5|67s

i
A 49,2 | 53,3 | 50,6 | 52,0 | 46,8 | 50,5 | 52,1 | 53,0

B | 51,5 | 549 | 52,2 | 533 | 51,6 | 54,1 | 542 | 53,3
|

Priméry jsou z4 = 50,94, zp = 53,14.

Zkoumejme vyznamnost diference d = 2,20 mezi prumeéry

a) za predpokladu, Ze hodnoty pozorované nejsou viziny
na dvojice,

b) za predpokladu, Ze tvori dvojice.

ad a) Za pfedpokladu, Ze vybéry jsou na sobé nezivislé,
bude



S(x— Z4) = 32,7587  o%(x, v) = 43,8974 : 14 = 3,1355
Z(x — Zp)t = 11,1387 olz,v) = 1,77

h d oy )
Dohroma y 43’8974 t— % V_?.% = 2,486

Z tab. 5 vidime, interpolujeme-li linedrné pro n = 14, Ze hod-
nota ¢t = 2,49 je pfi testovdni na hranici 59, vyznamnou,
kdeZto na hranici 19, nenf vyznamnou.
ad b) Patfi-li stejné ocislované dvojice obou vybéra k sobe,
pak dostdvime
D, — x,)? = 52,60, Sz, = 407,5, Xz, = 425,1,

- 2
S, — Xz, = — 17,6, (Z’c—lrﬂ — 3872,

52,60 — 38,72 ‘
oUd, v) = ———— = 0,9914, o(d, v) = 0,9957,
2,20
t _— ma . 2 —_— 4,42-

V tomto pripadé je hodnota ¢t = 4,42 vyznamnou pfi testo-
véni jak na 5%, tak na 19, hranici. Povazujeme tedy rozdil
d = 2,02 ve vybérech, v nichZ pozorované hodnoty tvori dvo-
jice za vyznamny.

(3,10) RozEifeni ¢-testu na t¥i vyb&ry. Kdybychom méli
srovndvati tfi vybéry nezdvislych pozorovdni, bylo by to
jednoduché roz§ifeni prvniho testu. Odhad rozptylu by byl
(x, — )+ (v, — Z,)2 + 22y — T,)°

1+ r,—3

takZe smérodatné odchylky prameéru jsou

o¥(z, v) =

’

o(z,v) oz, v) al(:r, v)
V"l , V’z , V’a

a hodnoty ¢ pro diference mezi priméry budou
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¢ T, — I, e ¢ z, — 5:)‘I/ 7173
P N = b
a(x, v) rn+ 7 gz, v) L+ Ty

T, — 7, ToT3
a{<, v) Tyt 73
Uloha: Testujte vyznamnost rozdili mezi priméry variet

uvedenymi ve 4. sloupci tabulky 3 na 59 hranici vyznam-
nosti

a) mezi kterymikoliv dvojicemi,
b) mezi nékterymi trojicemi.

t:=

Pozndmka: Testujeme-li vyznamnost néjaké primérové
diference, éinime tak na zdkladé urcité pravdépodobnosti, Ze
dostaneme tak velké nebo vétsf diference neZ je pozorovani
a to bud znaménka kladného nebo zdporného. Tak vime, Ze
hodnota ¢ na pétiprocentnim stupni vyznamnosti je ta, kters
odetind svou poradnici 2,59, celkové plochy kfivky na pravé
strané od parametru a tolikéZz na levé strané (obr. 5). Pred-
stavme si nyni pfipad, Ze médme testovati vysledek néjaké
setby, pri niZ bylo semeno néjakym postupem moreno. Vime
jiz, Ze tento postup semeni prospivéd, takie urodu zvysuje;
chceme srovnati jeho vliv s vysledkem kontrolni setby, kde
tohoto postupu nebylo uZito. V takovém pripadé miZeme
uvaZovati jen kladné odchylky a pracovati s hranici vyznam.
nosti v bodé, kde poradnice ¢ odetind 59, plochy kfivky jen
na kladné strané. Zde se zdd logicky opravnénéjiim zaloZiti
test na pravdépodobnosti, Ze dostaneme kladnou diferenci
tak velkou nebo vét3f neZ je pozdrovand. Podle tabulky
hodnot ¢ pak budeme testovati na 59, stupni vyznamnosti,
budeme-li brati ekvivalentni hodnotu ¢ na fddce desetipro-
centni, t. j. 0,10.

(3,11) Vyznamnost rozdilu mezi rozptyly. Testujeme-li
rozdily mezi rozptyly vybéri velkych rozsahi, muZeme
predpoklddati, Ze rozdily o(x,v) — a(z,v) vybérovych sméro-
datnych odchylek maji normalni rozdéleni se smérodatnou
odchylkou
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oXz) o z) !
V 2( )| @)
Ty 2r,
nebot podle (41) je rozptyl smérodatnych odchylek vybéro-
2
vych z normilntho zdkladniho souboru %:). Nezndme-li
rozptyl zdkladniho souboru ¢?(z), z néhoz jsme vybéry vzali,
nahradime jej pozorovanymi ¢%(x,v) resp. o%(x,v). Ale v pfi-
padé vybéri malych rozsahi jsou zase chyby vznikajici
touto aproximaci z4vazné. Proto se uchylujeme k jinému po-
stupu. Zavédime novy index

0 (2, )
0'(2721 1))
kde rozptyly o*x,, v) a o*(x,, v) jsou politdiny pomoci n,
Tesp. n, stupni volnosti. Rozdéleni Getnosti tohoto indexu z
bylo-odvozeno a ma tvar

y= yoenlz (nlezz + nz)_—i(nﬁ'”l);

obsahuje jako proménné jen z, n,, n,, a je tedy nezdvislé na
smérodatné odchylce zakladniho souboru o(x). Ponévadz ne-
potfebuje piedpokladi o priblizném vyjidreni jejim, lze ho
vhodné pouzit na prlpady malych vybéra. Abychom si po-
stup\osvétlili, viimnéme si, %e index z se muZe pohybovat
(xll ’U) < 1
o(3, v)

a kladné pro o(zy v) > 1. Tvar rozdéleni &etnosti je nesy-

o(xy, v)
metricky kromé pifpadu n, = n,. Klad.na, ¢ast krivky pro

_o(x, ) .
 o(2y, v)
_ 0(zp v)
 o(xy, v)
volnosti pravdépodobnostn{ integrily jen pro kladné odchyl-
ky a ostatn{ dostaneme zdménou =, a n,. Zjednodudime po-

= § (g o*(zy, v) —Ig ¥z, v)) = Ig »  (89)

mezi 400 a —oo, mé hodnoty zdporné, kdyz —

je zfejmeé tdZ jako za,porné, ¢dst krivky pro z =

. Postaéi tedy pro jakoukoliv kombinaci stupnd
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stup, kdyZ se zdpornymi hodnotami z nepoéitdme, ale vez-
meme rozdil logaritmi vidy tak, Ze je kladny a za n, zvolime
ten pocet stupiii volnosti, s nim#z jsme poéitali vétsi rozptyl.
Uvedeme nékolik hodnot z pro testovini na hranici 59%,;
podrobnéjsi tabulky najde ¢tendf v [1], str. 150.

Tabulka 6.

w 8 10 15 20 30 60 ®
Lo

8 0,618 | 0,561 | 0,486 | 0,447 | 0,409 | 0,370 | 0,331
12 0,595 | 0,635 | 0,453 | 0,412 | 0,369 | 0,326 | 0,280
24 0,568 | 0,604 | 0,414 | 0,367 | 0,318 | 0,265 | 0,209
© 0,537 | 0,466 | 0,363 | 0,306 | 0,242 | 0,164 | 0,000

a hodnoty 2 na jednoprocentni hranici

Tabulka 7.

8 10 15 20 30 60 ©

8 | 0,898 | 0,810 | 0,694 | 0,636 | 0,577 | 0,519 ( 0,460
12 | 0,867 | 0,774 | 0,650 | 0,586 | 0,522 | 0,457 | 0,391
24 | 0,832 | 0,732 | 0,596 | 0,525 | 0,452 | 0,375 | 0,291
@ 0,790 | 0,682 | 0,527 | 0,442 | 0,348 | 0,235 | 0,000

Pro vyliéeny zjednoduseny postup si musime uvédomiti, Ze
tyto hodnoty nejsou pfislusnymi hranicemi vyznamnosti
v nafem smyslu. Podle nasich dvah lezi na 5%, stupni vy-
znamnosti hodnoty z, v nichZ vztydené pofadnice odetinaji
plochy, z nichZz kazda je 0,025 celé plochy. Proto lezi péti-
Procentni hranice vyznamnosti nékde mezi pétiprocentnimi
a jednoprocentnimi hodnotami uvedenych tabulek (6 a 7).
Je-li potet stupiiti volnosti », a n, velky, nebo pribliZné sobé
rovny i kdyZz ne velky, blizi se rozdéleni z normalnimu se

1 1
smérodatnou odchylkou V% (n— + n—) a potom, jak vime,
1

2
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lezi hodnoty 2z vétdi neZ dvojnisobek této smérodatné od-
chylky nad pétiprocentni hranici vyznamnosti. Je-li na pf.
n, = ny = 20, bude smérodatnd odchylka 0,224 a z rovnajicf
se dvojnisobku 0,448 je na pétiprocentni hranici éili mezi
0,382 a 0,545, jez dostdvdme linedrni interpolaci z hofejSich
tabulek. :

(3,11,1) Ptiklad. K objasnéni uvedenych metod testo-
vani pfi malych vybérech poslouzi vysledky studia vlivu in-
sulinu na kriliky. Vliv byl méfen procentem svalového gly-
kogenu (hodnota znaku) u 11 zvifat, kterd byla pod vlivem
insulinu a u 10, kterd nebyla pod timto vlivem takZe slouZi
za kontrolu. Miame tak méfeni hodnoty znaku pro dva vy-
béry: a) v kontrole, b) po insulinu.

Hodnota znaku a) b)

ve vybéru

i 0,19 0,15
0,18 0,13
0,21 0,00
0,30 0,07
8:23 8:;1 Prumeér ve vybéru
0,08 0,19 s @
012 0,04 a) je x = 0,273,
0,30 0,08 ve vybéru
0,27 0,20 L
_ 0,12 b) je z,= 0,135.

Vzhledem k tomu, Ze variace znaku od jednoho prvku vy-
béru ke druhému jsou veliké, neni rozdil mezi praméry
d = 0,138 velky. Prezkoumdme proto napfed jeho vyznam-
nost.

Soucdet étverct odchylek

Z(z, — )% = 0,2530
Z(zy — &,)* = 0,0715

Soucet ...... 0,3245,
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takze

,3245
oz, 0) = U0 — 001708, alz, v) = 0,1307.

Vzhledem k tomu, e r; = 10, 7, = 11, bude

0,138 /110
- 0,13071/‘2'1_ = 2.49.

Z tabulky 5 vidime, Ze pii »n =7, + r,— 2 = 19 bude na
pétiprocentni hranici vyznamnosti ¢t = 2,09, takZe povazu-
jeme nasdi hodnotu rozdilu za vyznamnou a vliv insulinu na
svalovy glykogen za skutecny.

Testujeme nyni jeité vyznamnost rozdilu ve variabiliteé.
Rozptyly jsou a?(z,, v) = 0,02811, 63(x,, v) = 0,00715, takie
z——q}lg393— 0,684.

Musime nyni najiti hodnoty z v tabulkach 6 a 7 pro podet
stupiit volnosti n, = 9, n, = 1®. PonévadZ v nich nejsou
hledané hodnoty pro n, = 9 uvedeny, nybrz jen pro n, = 8
a pak aZ pro », = 12, musime je urdit interpolaci. Vyjdeme
Pfi tom z té skutednosti, Ze pfi tém% n, jsou zmény hodnoty 2z
priblizné dmérné nl’ t. j. pfevricené hodnoté poctu stupii

1
volnosti »,.

Tak najdeme napied z tab. 6 pro n, = 10 hodnoty z; pro
n, = 8 je v prvni Fiddce z, = 0,561 a pro »’, = 12 na druhé
Fddce 2', = 0,535, takie rozdil Az = 0,561 — 0,535 = 0,026.

1
Abychom provedli linedrni interpolaci vzhledem ku — na-

n,
jdeme rozdll —— i = A = 0,1250 — 0,0833 = 0,0417 a
n

1
dostaneme tmeéru (n_ —-};) 14 = x: Az &ili

1

_0,0139

26 —
O 0.0417 . 0,026 = 0,009,
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z éehoZ plyne, Ze hledand hodnota z na pétiprocentni hranici
je zg = 0,561 — 0,009 = 0,552.
Abychom nasli z;, vezmeme z tab. 7 pro n, = 10 hodnogpy 2

0,0139 . 0,036 = 0,012

0,810 — 0,774 = 0,036 a opét = — O,OT7

a z, = 0,810 — 0,012 = 0,798.

NaSe hodnota z leZi sice mezi pétiprocentni hranici z; a
jednoprocentni z,, ale neni jisto, zda je na 59 stupni vyznam-
nosti, takie mizeme jen fici, Ze tato data nis vedou k do-
mnénce, ze vlivem insulinu maji procenta glykogenu pravi-
delnéjsf pribéh, ale k rozhodnuti by bylo tieba jesté dalsich
pozorovani.

(4) Representativni metoda.

Teorie ndhodného vybéru tvoii zaklad t. zv. representa-
tivniho statistického Setfer#f, jehoZ hlavnim cilem je podati
s nejmensim ndkladem co nejvice informaci o zikladnim
souboru. Representativni Setfeni je takové, které zkoumd
¢ast celého uvaZovaného souboru, aby z nf odvodio dsudky
o celku. Casteénych Setfenise uZiva ve velmi riznych oborech,
kde neni mozno nebo uéelno provésti vySetieni viech prvka
souboru, z toho divodu, Ze se uspofi penéz a price nebo se
zjednodusi a urychlf Setfeni i zpracovani. Uplatiuje se tak
representativni metoda nejen ve véddch ptirodnich a v tech-
nické kontrole vyroby pramyslové i zemédélské, nybrz
i v éetnych oborech hospoddiské a socidlni stranky Zivota.
Tak zjistime mzdy textilnich délnikd nebo kovodélniki re-
Presentativnim Setfenim podle uré¢itého vybéru a nevySetiu-
jeme mzdy vSech textilnich resp. kovodélnika. A jako
v otdzkich mzdovych, tak postupujeme obdobné v otdzkich
cenovych, sloZeni rodin a rozvrzeni jejich vydéni, sledovani
vyroby v riznych odvétvich co do. mnozstvi a jakosti.

V mnohych pripadech se precenioval vyznam uplného &ili
vyéerpavajiciho statistického Setfeni, nebot k uéelim, pro

2 v

néz bylo Setfeni provedeno, sta¢i hrubsi, okrouhls éisla, uva-
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Zime-li, Ze pfresnost ziskanych é&isel dplnym Setfenim byvd
fikei.

I kdyby tato éisla byla zcela presnd, jsou takovymi jen
v okamziku, k némuzZ bylo provedeno Setfenf; é{fm jsme déle
od tohoto okamziku, tim jsou odchylky od skuteénosti vétsi.
PonévadZ pak ve vétSiné pripadi v praxi neni tfeba zcela
presnych éisel a na statistickych veliéindch lpi vétsi éi mensi
chyby, jak jsme vidéli, doporuduje se vidy uvaziti, nemu-
Zeme-li dostati éisla stejné presnosti nesrovnatelné rychleji
a levnéji cestou representativni metody éili v obchodni praxi
obvyklou a osvédéenou metodou vzorku a m4-li v daném pii-
padé smysl snaZiti se o dplnou piesnost a tplnost materidlu.

Vyklad o. representativni metodé je vhodno provéstise
dvou hledisek. Jednak lze provddéti vybér metodou nahod-
ného vybéru, jednak podle principu uviZeného ¢ili zdmér-
ného vybéru.

(4,1) Nahodny vybér s hlediska techniky vybh&rové.
Metoda ndhodného vybéru miZe mitidvoji formu: a) neome-
zeného nidhodného vybéru, b) oblastniho (stratifikovaného)
ndhodného vybéru.

Prvni forma je t. zv. klasickd metoda; vybere se z uréitého
zdkladniho souboru jisty pocet prvki tak, Ze pro kazdy prvek
je stejnd moznost, aby byl pojat do vybéru. Vybere se tedy
niahodné jako se konaji na pf. tahy z osudi. Pii tom se postu-
puje bud tak, Ze se po tahu vraci prvek zpét, ¢im% vznikd
zplisob vybéru z nekoneéného zikladnfho souboru, nebo se
vytaZeny prvek jiz nevrdti zpét; v tomto pripadé lze pouZiti
analogie s nekoneénym zékladnim souborem jen tehdy, mé-li
zdkladni soubor veliky rozsah. Jsou-li podminky ndhodnosti
a stejné moZnosti splnény, neni nebezpeéi systematické
chyby ve vybéru.

V prisludné teorii ndhodného vybéru jsme rozezndvali dva
hlavni pripady:

a) odhadovali jsme &etnost resp. pravdépodobnost p zna-
ku, ktery se muize u prvku vyskytnouti nebo nikoliv (obr. 6),
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b) odhadovali jsme parametry rozdéleni ¢etnosti hodnot
znaku. Uréovali jsme pak pomoci smérodatné odchylky
meze odpovidajici jistym pravdépodobnostem. .

Prvni pripad, ktery se tyk4 alternativniho znaku, byl fefen
v podstaté rovnicemi (74), (75), (76) L. dilu. Pro druhy ptipad
znaku kvantitativniho je déno fefeni v piedchdzejici kapi-

Obr. 6. Parametr a pfisluind charakteristika.

tole. V obou pfipadech jsme uZili k provedeni statistické in-
dukce, metody nazyvané nepfili§ vhodné empirickou, kters
ndm uddva, jak docilime z hodnoty charakteristiky na pf.

x - 2 ra 7 v
fi= o nebo Z;, o; pozorované v ndhodném vybéru w; (obr. 6)

nejlepsi odhad pfislu§ného parametru p, 7, g(x) v zakladnim
souboru 2. Kromé toho jsme podali vyklad druhé metody
odhadu, t.zv. metody maximdini vérohodnosti. Zbyv4 nim
jeSté vEimnouti si blize techniky ndhodného vybéru.

(4,2) Technika nihodného vyb&ru. Vybér representuje
zdkladni soubor struéné svymi charakteristikami. Jejich hod-
noty viak podléhaji ndhodnym odchylkdm a vedle nich je tu
nebezpedi odchylek systematickych, které maji své zvlastni
piitiny. Provddime-li na pf. statistiku mezd v kovodélném
primyslu pomoci nékolika zdvodu misto Setfeni ve viech za-
vodech, miZe se stiti, Ze uréitd kategorie zaméstnanci ms
pravé v téchto zdvodech z néjakého diavodu vyssi mzdu nez
v ostatnich. Pfi zkoumani ndklada na spotfebu domdcnosti
délnické ¢i ufednické se uzivd domicnostnich 0éti, jez vede
uréité mnoZstvi rodin po dlouhé obdobi; je jasno, Ze pile a
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droven téchto rodin, takze k takové okolnosti jest prihlizeti
Pri zevieobecniovéni usudki, které vyplynuly z pomérné ma-
lého representativniho souboru. V nadhodném vybéru maji
byti tyto systematické odchylky vylouéeny. K technickému
provedeni ndhodného vybéru se tudiz obycejné doporuduje
néjaky mechanicky postup, ktery by nezdvisel na vlivu oso-
by, jez m4 vybér sestrojiti. Je-li na pt. cely materidl dotazni-
kovy néjakym zplisobem sefazen, ¢asové nebo mistné, a m4a
se z ného k uréitému cili pofiditi pro rychlé odvozeni potreb-
ného vysledku representativni vybér nihodné, vezme se po-
dle rozsahu na pt. kazdy dvacdty dotaznik, takZe rozsah vy-
béru tvoli potom pfiblizné dvacetinu celého souboru. Jsou-li
prvky celého souboru zastupované dotazniky opatteny pofa-
dovymi éisly, je moZno opatriti si miniaturu celého souboru
tim, Ze vSechna éisla napiSeme na jednotlivé listky, jez déme
do osudi a pak z ného vytdhneme ndhodné uréity pocet list-
ki; do vybéru pak zahrneme prvky souboru, které maji pora-
dova ¢isla, jez byla vytaZena. Tohoto postupu nelze pouZiti
je-li soubor, z néhoZ m4 byti proveden vybér, prili& rozsahly,
nebot pak presahuje tento postup éasto statistikovy prak-
tické moZnosti; pri rozdéleni éetnosti o dvaceti tridich s det-
nostmi mezi 1 aZ 60 je potfeba 1000 az 1200 listka v osudi.
Pro takové obsshlejsi pfipady byla sestavena t. zv. ndhodnd
¢isla Tippettova, jichZ lze pouZiti k tvofeni ndhodnych vy-
béra tak, Ze se vhodné prifadi k prvkiam zikladniho souboru.
Jsou to ¢isla vzatd ze zprav o jednom séitdni lidu a cislice
jsou kombinovany po ¢tyrech. Byly pak provedeny pomoci
statistickych testi zkouSky, které potvrdily, Ze jsou to ¢isla
vskutku prakticky ndhodnd. BudteZ uvedena ukdzkou tato
¢isla: '

2693 1300 5356 7203 1396 1545 9524 4167
5624 3170 5911 7979 9792 3992 6641 2952
7691 6913 1089 3563 2762 3408 7483 2370
8776 4233 8126 6008 6107 1112 5246 0560
6446 8816 6111 7002 9025 1405 9143 2754
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Abychom na pf. vzali ndhodny vybér rozsahu » = 15 ze
zdkladniho souboru tab. 1 rozsahu 1001, ocislujeme jeho
prvky ¢islicemi od 1 do 1001 a najdeme nyni 15 ¢isel ndhodné
v mezich od 1 do 1001. Vezmeme tedy nékteré stranky cisel
Tippettovych a vybereme na nich prvnich 15, kterd nejsou
vétsi nez 1001. Mezi nasimi éisly nahofe by to bylo 560 a dile
bychom na pf. nasli 423, 730, 918, 91, 17, 116, 708, 840, 638,
396, 29, 224, 717, 221. Cislovani prvkid v zdékladnim souboru
jsme provedli na pf. od nejnizsi hodnoty znaku nahoru; pak
muZeme nahodnym prvkaum piitaditi hodnoty znaku, které
budou 7, 7, 8, 10, 4, 3, 5, 8, 9, 8, 6, 3, 5, 8, 5, jak vidime
z tab. 1, sloupec (2). Postup je moZno také jinak upravit,
takze bychom se mohli pribliZit celkovému podtu Tippetto-
vych éisel tim, Ze prifadime kazdému jednotlivému prvku z4-
kladniho souboru 10 éisel. Potom by prvnimu intervalu odpo-
vidala ¢&fsla 0000 a%.0009, druhému 0010 az 0029 atd. Blizs{
vyklad je uveden v [4]. Také bylo pouzito k sestrojovani na-
hodnych vybéra elektrickych stroji tridicich.

Méme-li vziti jako vzorek na pf. ndhodny vybér r-kusi ze
zasilky mnoha beden Zirovek, zvolime predevsim ndhodné
nékteré bedny (muzeme pro kaidou hoditi minei a brati jen
tu, pro niz padne rub) a v nich zase ndhodné ruzné rady,
z nichZ Zérovku k prezkouseni vezmeme. Kdybychom potte-
bovali ndhodny vybér obyvatel jedné z hlavnich ulic mésta,
muZeme vybrati néktera ¢isla domu, jejichZ obyvatelé budou
tvolit zddany vybér. Vyjdeme od nékterého libovolného
domu a vezmeme tfeba kaZdy desity. Nejsou-li tu néjaké
zvldstni poméry v pravidelném seskupeni zjistovanych znak,
jako na pf. prijem nebo pocet ¢lend rodiny, bude zvolend
metoda nezdvisld na vlastnostech souboru a vybér bude n4-
hodny. Kdyby vSak v této ulici byl kazdy desdty dim rohovy
s velkym obchodem, nebyly by vySetfované znaky nezdvislé
na metodé vybéru, nebot se obchodni domy vyskytuji s touz
periodou, jakd bylazvolena pro vybér. Byvd oviem éasto ob-
tizno posouditi, zda pfi provedeni vybéru nebyl néjaky pramen
systematickych odchylek, ktery nemohl byti postiehnut.
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Nékdy vyzaduje udel Setieni, aby byl proveden vybér
oblastni. Rozdéli se tedy nejprve cely vySetfovany soubor
podle uréitého znaku na oblasti, a z nich se pak nékolik prvka
vybere ndhodné. Tak na pi. pfi shora zminéném Setfeni n4-
kladd na spotfebu domdcnostf délnickych na-zikladé domé.-
cich 4éta je ucdelno rozdéliti viechny délnické domécnosti
podle zaméstnini pirednosty domdcnosti a sestaviti vybér
tak, aby hlavn{ zaméstnéni v ném byla zastoupena zpisobem
odpovidajicim priblizné struktufe obyvatelstva. V oblasti
hlavnich druhud zaméstnini vyberou se pak pokud moZno
nihodné zkoumané domdcnosti. Pro vytvareni oblasti (stra-
ta) muZe byti smérodatno i vice znakd (mésto, venkov,
podet déti a pod.). Je jesté Fada jinych zpusobu konstrukce
ndhodného vybéru. Pro vhodnou volbu techniky vybérové
v urditém pripadu musi miti statistik dostatecné znalosti
vécné v oboru, do néhoz zkoumany soubor patii a také dosti
Stastné intuice.

(4,3) Splnéni podminek nihodného vybéru. Prakticky
vyznam teorie nshodného vybéru je v tom, Ze umoZiuje
méftit objektivné chyby odhadu a vyznamnost hodnot zjisté-
nych z ndhodného vybéru. Mazeme-li pak vziti nékolik vy-
bérd z jednoho zdkladniho souboru, 1ze zkoumati, zda rozdé-
leni charakteristik je takové, jak je uddvé teorie. Odchylu-
je-li se vyznamné, mame divod k tomu, abychom zkoumali
zvolenou vybérovou techniku a hledali, pro¢ zavadi systema-
tické odchylky. Tento postup predpoklddé, Ze zndme rozdeé-
leni éetnosti zdkladniho souboru, nebot jinak je musime jen
odhadovat podle vybéru a pak oviem nemiiZeme toho odha-
du uZiti ke kritice metody vybérové bez daliitho blizsiho
vySetfovani. Systematickd odchylka od podminek nutnych
k sestrojeni ndhodného vybéru musi byti vyloucena dtive nez
je moZno aplikovati vysledky, které plynou z teprie ndhod-
nych odchylek vybérovych. Aby byly pti praktickém prova-
déni sestrojeny podminky nihodného vybéru z pramennych
dat, je tieba odvozovati v uréitych Setfenich zvlistni sche-
mata k ziskdni nihodného vybéru, coZ zivisi na povaze
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oboru, v némz se Setfenf kond. KaZdy obor védni nebo druh
vyroby ¢éi obchodu m4 své problémy pfi ndhodném vybéru.

Nékde jsou vyddna dredni ustanoveni pro brani vzorki.
Takové jsou na pf. vyhldSena vysadni obilni spoleénost
o brani vzorkl a zkouméni pSenice bohaté na lepek. Vzorky
bere osoba dredné k tomu stanovend, kterd se nejprve pre-
svédcf, Ze urcdité vlastnosti penice jsou stejnomérné vyrovni-
ny v celém mno#stvi, z ného se maj{ brati vzorky. Potom se
vezme pri partiich do deseti pytli z kazdého pytle vzorek po
150 g, pii partiich do 20 pytla nejméné 10 vzorku z riznych
nahodile vzatych pytld, pfi partiich do 50 pytld nejméné
15 vzorki z 15 riznych pytld po 100 g atd. Takto vzaté
vzorky se smichaji a stejnomérné rozprostfou. Celkové
mnoZstvi se potom rozdéli na pét stejnych dila, z nichZ se
3 znovu spolu promichaji a tato smés tvoii koneény vzorek,
ktery se rozdéli na tti ¢dsti nejméné po 250 g, z nichz se kazda
zapeleti a jedna odevzdd prislusnému zkuSebnimu ustavu,
druheu dostane proddvajici a tfeti kupujici. Pytle se po ode-
brani vzorku zaplombuji predepsanym zpusobem.

(4,4,1) Uréenirozsahu vyb&ru pfi znaku alternativnim.
Stfedem praktického provedeni representativmi metody je
uréeni velikosti vybéru ¢ili poétu prvka, které maji byti
vzaty z celkového souboru a podrobeny vlastnimu zkouméni.
Na této veli¢iné zdvisf representativni sila vybéru a rozho-
duje o tom, jak je vysledek dobry a pravdivy. Vidéli jsme, Ze
neusuzujeme z hodnoty relativni ¢etnosti znaku v jednom
vybéru nebo z priméru jednoho vybéru na prislusnou hod-
notu v zékladnim souboru, nybri vidy jen na jisty obor,
v ném# muze hledany parametr lezet. Tento obor zivisf na
stupni pravdépodobnosti, s niZ chceme pocitat a na podtu
prvki zahrnutych do vybéru.

Kdy% jsme si pfedepsali stupen pravdépodobnosti a roz-
hodli se pro uréité hranice odchylek, pak miZeme rozhod-
nouti otdzku, kolik prvkda musf byti pojato do vybéru, aby-
chom mohli s uréitym stupném pravdépodobnosti pfedpoklé-
dati, Ze na pr. vybérem zjisténd relativni cetnost f bude se
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odchylovat od p nahoru ¢i dold nejvyse o uréitou napred
stanovenou veli¢inu.

Je-li tato napfed stanovend odchylka z, = | f — p | a stu-
pen pravdépodobnosti ddn éislem 0,966, vidime, Ze odpovidé
1,5ndsobnému modulu (tab. 8).

Tabulka 8. |
¢ a(t) t=75)2 a(t)
1 0,683 Jz 0,843
2 0,955 1,5)/2 0,966
3 0,997 2)/2 0,995

Vyjddifme-li odchylku z, v jednotce modul, mime zndmy
vztah

TN_I
_ N—r s 2p(1—p)
Y =2 m, takie =Y ——N-_—_l
r
N—r

v piipadé, Ze se jednd o vybér ze zdkladniho souboru konec-
ného a vynaty prvek se nevrac{ zpét. MiZeme-li prakticky
povaZovati rozsah zdkladniho souboru za nekoneény, je

vyraz motulu
2p(1—p)
7

Je vhodno stanoviti odchylku z, jako zlomek hodnoty p, tedy

Zy . 2p (1 — p)
6=;°;]etedy Z=0p=y TN—_f
N —7»r

a pro zndmé hodnoty 4,y miZeme odtud zjistit jak velké
musf byti r, ¢ili jaky zlomek z N prvkia musf byti vzat do
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vybéru. Jednoduchou tpravou dostdvime t. zv. vybérovou
rovnici r 1

N~ (N—1)p& (60)

I N
2*(1—p)

V naSem piipad¢ dosadime za y = 1,5 a dostaneme jaky zlo-
mek celého souboru nutno vziti, abychom mobhli fici s pravdé-
podobnosti 0,966, Ze relativni ¢etnost bude v mezich p + z,
¢ili v mezich p + ép.

Z vybérové rovnice je zfejmo, Ze pii stdlém podilu %
ktery se také nazyvd vybérovym koeficientem, se § zmensuje,
jestlize N a proste. Z toho tedy plyne, Ze pro znak s vétsi rela-
tivni ¢etnosti budeme ofekdvati mensi zlomek d neZ pro znak
8 mensi relativni detnosti pii stejném poméru rozsahu vybé-
rového r ku N.

Obricené, ma-li byti é stejné, musime vziti pro znak
s mendf relativni ¢etnosti vétsf rozsah vybérovy.

Abychom si uéinili pfedstavu, jakého rozsahu vybérového
ze zdkladniho souboru rozsahu N = 100000 je tieba pii
pravdépodobnosti 0,966 pro rizné hodnoty p, aby relativni
¢etnosti f byly v mezich p 4 p, sestavime si nékolik hodnot
do tabulky 9, z nf% vidime na p¥., Ze musime vziti vybér roz-
sahu 448 prvka ze zdkladniho souboru rozsahu 100 000, aby-
chom mohli oéekdvati s predpoklddanou pravdépodobnosti
0,966, Ze relativni Getnost nebude kolisati vic nez 109, kolem
p = 0,5, Ze tedy bude mezi 0,45 a 0,55. KdyZ pak délime
pocet viech prvku zékladniho souboru éislem v tabulce,
dostaneme kolikdty prvek musi byti vzat do vybéru; v na-

Sem piipadé je to ted -Zr! =100 000 : 448 = 223. Hlavni
potiz pti praktickém uzivani vybérové rovnice byva v tom,
%e p nezname. Vybérovy koeficient 7:7 zdvis{ na &tyfech

velidéindch N, p, 8, y. Skuteéné danou veliéinou je N, kdeZto
pro ostatni tfi musime zvolit uréity pfedpoklad, abychom
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mohli stanovit rozsah vybéru. Mezi nimi pak je vnitini
vézanost, nebot p je rozhodujici pro velikost modulu a teprve
za predpokladu y-ndsobku tohoto modulu jako absolutni
odchylky muZe byti urfeno 4. Je tudiz ziejmo, Ze rozsah
vybéru zdvisi na predpokladu, ktery uéinime o velikosti p.
Vliv p na velikost vybérového koeficientu vynikne, uvazi-
me-li jeho extrémni hodnoty. Je-li p = 1, ¢ili soubor je jed-
notny, takze vSechny prvky maji uvaZovany znak, je z vybé-
rové rovnice ziejmo, e je tteba vybéru krajné nepatrného
r

N 0, jeZto kazdy prvek repre-

rozsahu vlastné zadného

sentuje v tomto smyslu cely soubor. Pro p =0 je —;7 =1,

¢ili za predpokladu, Ze se v celém zdkladnim souboru ne-
vyskytuje zkoumany znak, je tfeba velmi rozsdhlého vybéru,
ba celého zakladniho souboru. Vsechny prvky nebo nejvétsi
¢ast zdkladniho souboru musi pfijiti do vybéru, ponévadz
jen tak dojde nékolik milo prvki se zkoumanym znakem
k representaci. Z toho vidime, Ze veli¢ina p a r se méni v obra-
ceném pomeéru éili s poklesem p stoupd vybérovou rovnici
poZadovany rozsah vybéru a obricené. Vyznam této vlast-
nosti vybérové rovnice spoéiva v tom, Ze statistik miZe urciti
pottebnou velikost vybéru svym pfedpokladem o veli¢iné p.
Z predchdzejicich vyvodu pak vyplyvé, Ze musime uvaovati
tfi pfipady.

Tabulka 9.
1005 50 25 10 5
p

0,01 1.754 6.667 33.333 -
0,10 162 645 4.000 14.286
0.25 54 216 1.333 5.263
0.5 18 72 448 1.785
0.6 12 48 299 1.190
0.7 8 31 193 760
0.8 5 18 112 448
0.9 2 8 50 200
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a) Vybér je s hlediska jednoho alfernativniho znaku repréd-
sentativni svym rozsahem, jestliZe pouZity pfedpoklad o P
vzaty za zdklad vypodtu vybérového koeficientu se rovna
paramcsru v zdkladnim socuboru nebo je mensi.

b) Slouzi-li vyber k studiu nékolika alternativnich znaku
jojichZ parametry jsou p;, je svym rozsahem representativni,
byl-li k «urdeni rozsahu vybéru zvolen p¥edpoklad o nej-
mensim p;.

c¢) Pri studiu kombinaci nékolika znaki je tieba prihliZeti
k miniméilnim relativnim ¢etnostem, které kombinacemi
vznikaji a jez vedou k velikym rozsahim vybéru. V tomto
bodé se dasto hreSi v praxi statistickych Setfeni.

(4,4,2) Uréeni rozsahu vybéru pii znaku kvantitativ-
nim. Pro znak kvantitativni, nabyvajici hodnot z,, x,, ..., ;
obycejné povazujeme vybér za representativni, mizeme-li se
spolehnouti s pravdépodobnosti pfedem uréenou, Ze odchyl-
ky vybérovych priméri od priméru Z v zakladnim souboru
budou v uréitych mezich, danych néjakym nisobkem sméro-
datné odchylky nebo modulu. K vybérové rovnici dospéjeme,

zvolime-li opét § = %; ponévadZ smérodatnd odchylka vy-

bérovych priméri je podle (13) ¢p = o() , pak mé-li

T —_—————
N—r
se odchylka z, rovnat nejvyse y-ndsobnému modulu, budeme
miti opét vztah

_ N—r
0% = y o(x) 1/2 =D

z néhoz dostdvdme pro vybérovy koeficient

r 1
T : (61)
N 1+___x_-_N__;laz

yl 0-2(:5)

MizZeme-li povaZovati prakticky rozsah zékladniho souboru
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za nekoneény, je modul vyjéddien V)'rra,zem

dostaneme pitimo vybérovy rozsah

_ Zy'e¥(=)

= e
Vidime, Ze vybérovy koeficient zavisi na veli¢indch z, o(x),
¥, 6, N, z nichz prvni dvé jsou parametry zikladniho sou-
boru, které musime néjak odhadnouti, coZ je moZno jen podle
zku8enosti z oboru, jehoZ se Setfeni tyks, nebo podle diive
provedenych analogickych Setieni.

Poznémka: Dobrym cviéenim jest provedeni ivah a odvo-

zen{ vybérovych rovnic pro odchylky rovnajici se néjakému
ndsobku smérodatné odchylky.

Vybérovd rovnice nim dala odhad rozsahu pro vybér,
ktery muZzeme povaZovati za representativni po strance
kvantitativni. Representativni sila vybéru se v3ak jevi
jesté strankou kvalitativni, coZ znaéi, Ze vybér mi pred-
stavovat pro viechny zkoumané znaky plesné a tedy
co nejvérnéj§i zobrazeni zikladniho souboru, ktery ma
uréity stupen homogemty, velkou ¢i malou rozmanitost
]ednothvych zna,ku kterd zavisi na tom, kolika hodnot
muzZe dotyény znak nabyvati a urcity rozsah. Pod témito
tfemi hledisky se ndm jevi povaha souboru, kterou musime
vidy podrobné uvaZovati, abychom zjistili, zda odpovida
povaze soubora, které byly zdkladem odvozené teorie. Sou-
bor s malym rozsahem miZe poskytovat pri aplné homogeni-
té & malé rozmanitosti pfibliZné representativni Getnost
malého poétu znakd ve vybéru. Oviem v rozsihlém souboru
se projevi jednotlivé znaky representativné s jistotou mno-
hem vétsi. Rozmanitost prizpisobujeme tim, Ze se vzdime
jistych vysledku a zkoumdme jen ty znaky, které vystupuji
ve velkych &etnostech, pro néz tudiz existuje velkd pravdeé-
podobnost, Ze se objevi ve vybéru. Do jaké miry je takové
prizpusobeni mozné, zdvisi na moZnosti omezeni po pripadé
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pozménén{ idelu Setieni. Ve viech piipadech, v nichZ felze
pripustiti toto zjednoduseni poznatkid, musi byti provedeno
misto representativniho Setteni vyéerpavajici Setfeni.

Oblastnivybér vznikd postupem, ktery rozdélf zikladni
soubor rozsahu N na nékolik mens$ich soubori rozsahu N;
(obecné ruzného rozsahu) t. zv. oblasti (strata). Z kazdé
oblasti pak vezmeme technikou nihodného vybéru uréity
pocet prvki r; zpravidla tak, Ze pomér r; : N, je pro viechna ¢
stejny, coz vSak nenf nutné. Z téchto casteénych vybéra
oblastnich dostaneme shrnutim celkovy vybér. Tento postup
se nazyv4d metodou stratifikovaného ¢ili oblastniho vybéru.
Také miZeme uZivati typu oblastniho vybéru skupinového
(1])-

(4,5) ZAmérny vyb&r. Podle principu zimérného, také
uvdzeného ¢ili systematického vybéru se rozdéli zdkladni
soubor na skupiny zndmych rozsaht a zdkladnich parametra
(praméry, smérodatné odchylky). Z téchto skupin se snazime
vybrat zdmérné takové, které dohromady poskytnou pro
urditou charakteristiku (prameér) tyz vysledek jako zédkladni
soubor [1]. Matematické podminky, které jsou podkladem
této metody, jsou dosti omezujici a teoretickd i praktickd
zkoumdani naznacuji, Ze obecné nelze priklidati ziskanym
vysledkum tolik spolehlivosti, jako ziskanym pomoci ndhod-
ného vybéru. Vysledky ziskané representativni metodou se
Prenddeji na neznimy zdkladni soubor s uréitou reservou.
Zvl4sté v oboru hospodafskych statistik se vyskytuji éasto
representativni Setfeni, kterd nejsou vidy protedena pri-
hlednymi metodami zémérného vybéru a vysledky se bez di-
kazu vyddvaji za representativni. Metody ndhodného vybéru
se v tomto oboru neu#ivi jesté takovou mérou, jak by to do-
voloval nynéj$i stav teorie. Véts{ pronikéni lze pozorovati ve
statistice vyToby zemédélské a prumyslové.
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CAST I1.
KORELACE.

Dosud jsme se vénovali vlastnostem rozdéleni &etnosti
jednoho znaku, které jsme odvodili z posloupnosti hodnot
pozorovanych na prveich souboru. Jestlize uvazujeme na pf.
soubor listi natrhanych s uréitého stromu a méfime jejich
délku, dostaneme rozdéleni detnosti hodnot znaku ,,délka
listu tohoto stromu‘‘. Takové rozdéleni éetnosti jsme nazvali
jednorozmérnym. Nyni prechdzime k vicerozmérnému roz-
déleni Cetnosti, predeviim k dvojrozmérnému. Slovo kore-
lace znamend totiZz vzdjemny vztah a teorie korelace, jiZ se
budeme zabyvati studuje vzdjemny vztah statistickych rad,
coZ je tkol novy, ktery se prirozdéleni ¢etnosti podle jednoho
znaku nevyskytoval a je jednim z nejdilezitéjich problému
statistiky.

(5,1) Pojem korelace. Predstavme si, Z¢ méfime na prvku
uréitého souboru hodnoty dvou znaka z a y, takie pro vie-
chny prvky souboru rozsahu r dostaneme r pérd hodnot
T, Yi; - - Tps Yy Pozorovali jsme na pf. pary hodnot uvedené
v tab. 10, kde jsou tfi rizné soubory, kazdy rozsahu r = 13.

Sledujeme-li pribéh hodnot znaka v dvojicich jednotli-
vych souboru, vidime, Ze v souboru ¢. 3 jsou sdruZeny nizké
hodnoty z s vysokymi hodnotami y, kde#to v souboru é. 2
jsou sdruzeny vysoké hodnoty z s vysokymi hodnotami y.
V obou ptipadech je tu patrny vztah mezi obéma znaky, ale
jeden je obricenym vztahem druhého. V souboru &. 1 ne-
pozndvame ziejmého vztahu mezi obéma proménnymi z, y.

Obraz téchto poméri dostaneme na teckovém diagramu
(obr. 7), v némZ znaéf hodnoty x tse¢ky bodi a hodnoty y
jejich potradnice. Je tedy kazdy par hodnot z, ¥ znizornén
teckou a vztah mezi hodnotami z a ¥ je naznacen vieobecné
zpisobem rozptyleni tecek. Jednd-li se o soubory velkého
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Tabulka 10.

Soubor
g1 . 2 & 3
z y z y z y
8 9 9 9 1 9
4 8 8 9 1 9
7 5 7 8 2 8
7 9 7 7 3 7
1 8 6 7 3 7
2 4 5 6 4 6
6 1 4 6 4 6
5 3 4 5 5 5
3 1 3 5 6 5
4 6 3 4 7 4
9 4 2 2 7 2
3 6 1 1 8 1
1 8 1 1 9 1
60 0 || e | 0 | e | 70
a) b) c)

9 1 9 | P J

8 8 + 8 ;

7 | 7 i Vd }

6 | [3 ! 6 : |

5——— —t .!--— —_——-t ] —5-———-—- -!— —_— —5_._- - 4 T —_ —t = — -

4 } ‘ 4 4 }

J i J E M T

2 L T 2 .y
23456789 2J4'L50' 9 1234567809

Obr. 7. Tedkové diagramy souborii v tab. 10.

rozsahu, dostdvdme roje teéek ne nepodobné mlééné drize.
V piipadech, jakym je nd$ prvni soubor, jsou te¢ky rozhoze-
ny vice méné stejnomérné po celé ploSe, takie roj smeéfuje
k tvaru kruhovému, kdeito v pfipadech druhého a tfettho
souboru se tecky kupf k jedné nebo druhé dhlopiiéce.
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Vratme se nynf k souboru listi a ptejme se zda je néjaky
vztah mezi délkou a Sifkou listu. Kdybychom z ného vzali
jeden list, ktery by byl dlouhy a mohli souditi jen na zékladé
této informace, Ze je také Siroky, znamenalo by to, Ze mi-
Zeme predpoklddat, Ze jsou tu néjaké pric¢iny, pro které jsou
délka a Sifka listu ve vztahu ¢ili v korelaci. NemiZeme-li jen
podle délky listu odhadnouti jeho §itku, musime predpokld-
dati, %e nejsou ve vztahu. Je patrno, Ze dva znaky mohou
k sobé byti vdzdny ruznou silou, ¢ili tésnost vztahu muze
miti rizné stupné, takZe chceme tésnost korelace srovnivat
a fadit podobné jako jsme dosud sefadili prvky podle veli-
kosti kvantitativniho znaku. K tomu cili sestrojili statisti-
kové zvldstni stupnici, kterou si vysvétlime. Vime-li, Ze 8itka
néjakého listu je presné polovinou jeho délky nebo Ze rozdil
mezi délkou a $ifkou je vidy 2 cm, Fekneme, %e délky a Sitky
listd jsou pevné k sobé vdzany, ¢ili jsou v absolutnim vzg-
jemném vztahu. Kdekoliv je takovy pevny vztah éili funkéni
vztah mezi dvéma znaky, iikdme, Ze korelace je iplna (per-
fektni). Tento pevny vztah je na vrcholu nasi stupnice a je
oznacen jednotkou jakozto ,,koeficientem dplné korelace*".

Kdybychom védéli, Ze délka listu byla jen priblizné dvoj-
ndsobkem jeho 3itky, tedy nékdy trochu vice a nékdy méné,
méli bychom vztah priblizny, ktery je volnéjsi ne% dfive uve-
deny vztah pevny. Koeficient, ktery jej bude vyznadovati,
bude na stupnici nékde niZe pod jednotkou; k jeho stanoveni si
zavedeme déle uréitou metodu vypocétu. Napred se jesté za-
byvejme ptripadem, kdy neni vibec vztahu mezi znaky. Pro
znak ,,8iTka listu® si stanovime priameér celého souboru y. Pak
rozdélime vSechny listy souboru na tfi skupiny, takZe do
prvni déme viechny nejdelsi, do druhé listy prostfedni délky
a do tfet{ vSechny krdtké listy. Dostaneme-li v kazdé skupiné
pro §itku listu tyZ pramér ¥, pak vidime, %e tidaj o délce listu
ndm nepfispéje ni¢im k odhadu jeho $itky, nebot v takovém
ptipadé neni vztahu mezi délkou a &itkou. Rikdme, Ze koefi-
cient korelace je nula.

Z téchto dvah by vyplyvalo, Ze lze kaZdou tésnost vztahu

85



zafadit na stupnici ¢isel od 0 do 1, ale nepredstavili jsme si
jedté viechny mozZné pripady. Zjistime-li, Ze kdykoliv. byl
néjaky list dlouhy, byl také tzky a kdykoliv byl kritky, byl

vvvvv

znaky ,,dlouhy‘‘ a ,izky‘‘. Ponévadz viak znak ,dzky‘ je
vlastné znak ,,8iroky‘‘ s obridceného hlediska, zahrneme tento

zzzzzz

az k —1.

Obr. 8. Stereogram rozdéleni &etnosti v tab. 14.

. Jednorozmérné rozdéleni Getnosti jsme zndzorfiovali v ro-
viné histogramem nebo kiivkou tak, Ze jeden rozmér byl
vycerpan stupnici hodnot znaku a druhy rozmér stupniei
éetnosti jednotlivych hodnot znaku. Pfi dvojrozmérném roz-
déleni cetnosti jsou oba rozméry vyéerpany dvojicemi hodnot
znakl z a y, takZe plocha ¢etnosti mize byti zndzornéna ve
tfech rozmérech t. zv. stereogramem (obr. 8).

Je-li rozdéleni ¢etnosti v jednotlivych fadeich i v jednotli-
vych sloupcich ddno normélni kiivkou (I, str. 81), je rozdeé-
len{ ¢etnost{ dvojic hodnot proménnych vyjidreno normdl-
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Tabulka 11.

Sirka listd
N a8 lis >
z 2,2-|2,4-2,6-2,8-[3,0-[3,2-]3,4-]3,6-]3,8-]4,0-]4,2 | Celkem
41— —af—=|=| 1| =|=]=]=1<] 2
43— | 1|—|—| 8|—|—I—[—]— —| 4
==
s5— |1 1 2f e[ 1] 1] —[—[—] [ 8
47— |—|—| 2| 3| 7| 5] 1[—[—[—]—] 18
49— |—| 1| 1| 5| 9| 6] 1|—[—|—|—]| 23
3 51— |—|—l—| 7[16| 5| 2| 1|—|—[—]| 381
2 53— | —|—|—| 2[17| 8| 6| ¢|—|—|—| 37
55— |—|—|—| 2| 6| 7| 7| 1| 2|—]| 1| 26
Sl s1—|—=|—||—| 1| 2| 8| 5] 1|—|—|—]| 15
8 59— |—|—|—|—| 3| 8| 9| 2| 1|—]—| 20
61— | —|—l—|—|—]| 3| 38| 1|]—| 1|—| 8
Y| 63— |—|—||—|[—|—|—| 2|—]| 1|—] 1| 4
65— | —|—|—|—| 1]—|—|—]| 1| 1|—| 3
67— |—|—l—||—|—|—| 1|—|—|—|—| 1
Celkem | 2| 2| 6] 25|62|47|37|10| 5| 2| 2| 200

ni plochou dvou proménnych ¢Eili normilni korela¢ni
plochou, kterd md obdobny vyznam v teorii dvojrozmérného
rozdéleni ¢etnosti jako ma normaln{ kfivka v teorii rozdéleni
éetnosti jedné proménné. Treba poukdzati hlavné na jeji
historicky vyznam, ponévadz s poéatku byla teorie korelace
budovina na predpokladu takového rozdéleni. Potom ustou-
pil tento vyznam do pozadi, kdyZ byly hlavni vysledky odvo-
zeny bez predpokladu o formé rozdéleni ¢etnosti, ale zobec-
néns forma poskytuje moZnost zjednoduseného vy]a,drem
rozptylu charakteristik v teorii ndhodného vybéru.

. Grafické zndzornéni je provedeno v obr. 9; o teorii této
plochy se étendr blize dovi v [1].

ObtiZnost prostorového zndzoriiovani se prekondvd bud
uvedenym jiz diagramem teckovym, kde detnost dvojic hod-
not znaku je zndzornéna hustotou tefek na plodce uréitého
rozméru, nebo dvojrozmérnou tabulkou rozdéleni Getnost,
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kde na této ploSce je piimo &islicemi zapsdna absoluthi éi
relativni ¢etnost dotyéné dvojice hodnot znaki z a y.

Jedné-li se o znak rozpojity, kde proménnd nabyvd jen
isolovanych hodnot, na pf. jen &isel celych, jako je tomu
v tab. 10, pak padnou teéky vidy jen do miifovych boda
(obr. 7) danych hodnotami soufadnic (x, y). Pro znaky
spojité jako na pr. délka, 8itka, musime (I, str. 29) zavésti
tiidni intervaly a tetky padnou do pole pravouhelnika,
v ném? se prekryvaji pasy prisludnych intervali (tab. 11).

Obr. 9. Normaélni plocha korelaéni.

Do tabulky o dvojim vstupu bychom mohli sefaditi hod-
noty z, y kteréhokoliv ze tii uvedenych soubori, ale zvolime
8i vhodnéji rozsahlejsi soubor. Proto jsme si sestavili vysled-
ky pozorovéni dvou znaku — ,,délka‘‘ a ,,$ifka‘‘ — na listech
jako prveich naSeho souboru. Cteme-li tuto tabulku 11, vi-
dime, Ze na pf. ve tfetim sloupci je 6 listu Sitky 2,6 cm aZ
2,8 cm (pri ¢cemz listy Sitky 2,8 cm jsou jiz ve vedlejSim
sloupci); z nich je jeden délky mezi 4,1 aZ 4,3 cm, dva mezi
4,5 az 4,7cm, dva od 4,7 do 4,9cm, a jeden mezi 4,9 aZ
5,1 cm. Podobné na tretim fddku zdola je patrno, Ze ze StyF
listu délky mezi 6,3 aZ 6,5 cm jsou dva 8itky od 3,4 do 3,6 cm,
jeden 3,8 aZ 4,0 cm a jeden 3itky 4,2 aZ 4,4 cm. Rozdélime.li
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8i listy podle délky na tti skupiny: na kratké tfeba do 4,9 cm,
prostfedni do 5,9 cm a dlouhé ostatni, shleddme pozorova-
nim tabulky, Ze dlouhé listy jsou v celku znaéné Sirdi ne
kritké. Presnéji se pak o tom piesvédéime, jestliZe si vypodi-
tdme pro rizné délky listii piislu$nou primérnou $ifku. Jako
tfidnf znak hodnot znaku 2 (délka listu) budeme brati 4,2;
4,4; ... znaku y pak 2,3; 2,5; ...

Tabulka 12. Tabulka 13.

z; ¥ Y Zy

ménd ménd

nes 4,9 2,96 nes 2,8 4,66
5,0 3,04 2,9 5,04
5,2 3,13 3,1 5,29
5,4 3,26 33 5.42
5,6 3,38 3,5 5,76
5,8 3,34 nad 3,6 5,86
6,0 3,43
6.2 3,53

nad 6,3 3,73

Méme tedy pro uréitou hodnotu z; jednorozmérné rozdé-
leni ¢etnosti hodnot y na dotyéném fddku a praméry téchto
fadkd ¥; jsou sestaveny v druhém sloupei tab. 12. Z vysledka
je vidéti, Ze zatim co délka listii x vzrostla pribliZné se 4,4 do
6,6 cm, tedy o 2,2 cm, vzrostla soubézné prisluind primeérna
8itka s 2,96 cm na 3,73 cm, ¢ili o 0,77 cm.

Podobné dostaneme tab. 13, v ni% jsou sestaveny k jednot-
livym hodnotdim 8itky y; prisluSné primeérné délky z;. Je
tedy ve druhém sloupei vidy uvedena primérns délka vsech
listd, které maji §itku uvedenou vedle v prvnim sloupei. Tak
odpovidd vzrist primérnych délek o 1,20 cm vzristu asi
o 1,4 cm skuteénych Sitek.

Tyto dva vysledky ndm podévaji vztah délky lista k pri-
mérné ifce a Sifky listu k primérné délce. Je-li pfi uplné
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korelaci na pf. $itka listu polovinou délky, je délka listu dvoj-
ndsobkem 3itky jednotlivé i v primeéru, takZe vdzanost sitky
k délce a rovnéz délky k Sifce je iplnd. Bylo by tedy nasnadé

otekdvati, Ze bude vhodnou mirou korelace pomér ﬁ a

. . 1,20 . e o
ToVnéZ pomer - —-. Je jasno, Ze tésnost vztahu délky k Sifce
je taz jako vztahu 3ifky k délce; uvedené poméry se vSak od
sebe velmi lisi, takZe je zfejmo, Ze jsou k tomuto tcelu ne-
vhodné.

SnaZime-li se opravit tato pomérnd ¢isla, viimneme si
ihned, Ze jsme zvolili v tabulce tfidni intervaly 0,2 cm pro
délky listi i pro ifky a ptdme se, zda by nebylo spravnéjsi
vziti pro délky 0,2 cm a pro 8ifky 0,1 cm. Je ndm totiz ziej-
mo, %e by se skuteénd mira korelace nezménila, kdybychom
na pr. mérili délky listd v palcich a &ifky v cm, ale nae zlom-
ky by se jisté zménily. Vidime tedy, Ze délky tiidnich inter-
vali nejsou vhodné k nademu udelu. Spravnéjsi se uka-
zuje volba smérodatné odchylky za jednotku méfeni, takze
pak uvaZujeme smérodatné proménné.

Vysledek tohoto postupu si osvétlime na nafem piikladu.
Vypotitdme-li smérodatnou odchylku znaku =z, ¢ili délek
listt bez ohledu na jejich $ifku, pouZijeme ¢etnosti krajniho
(marginilniho) sloupce a dostaneme (podle I, str. 22)
gz = 0,50. Podobné z margindlniho fddku je oy = 0,31.
Skuteéné tedy budeme méfit délku priblizné dvojnisobnou
jednotkou neZ &ifku a provedeme.li méfeni, dostiviame pro
pfiblizné variaéni obory

a) délky 2,2 :0,50 =440 , . 440
k g I

priim. &tky 0,77 : 0,31 — 2,48 22 POMET 5 4

b) sitky 1,40 : 0,31 = 4,52 452
202 1,88

priim. délky 1,20 : 0,50 = 240 PO 240

Tyto dva zlomky jsou nynf prakticky stejné a davaji tedy
vhodnou miru tésnosti vztahu mezi délkami a sifkami listi.
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Této pfiblizné metody a odhadu variaénich §ifek s ohledem
na velmi slabé obsazené kraje jsme pouzili jen proto, Ze se
ogvédéila k vykladu smyslu funkce uZité k méfeni korelace.
Skuteéné méreni korelace se provddi jinymi metodami,
z nichZ hlavni nyni objasnime.

(b,2) Méfeni korelace. K poddni sousttedéné informace
o uréitém souboru, obsazené v jednorozmérném rozdélent
cetnosti, uzivime systému charakteristik, v ném? nejdalezi-
t€j8imi jsou primér a smérodatnd odchylka. Podobny systém
charakteristik zavddime pro dvojrozmérné rozdéleni det-
nosti. .

a) b) c)

Obr. 10. Soudiny odchylek &7 v jednotlivych kvadrantech pfi
rostoucim stupni kladné vazanosti.

Vezméme tedy v tuvahu soubor &. 1 z tab. 10. Rozdélen{
¢etnosti hodnot znaku x m4d svij primér z = 4,6 a sméro-
datnou odchylku g, = 2,5. Rozdéleni éetnosti hodnot znaku
y pak m4 pramér ¥ = 5,4 a smérodatnou odchylku g, = 2,6.
K nim pristupuje ddle nové charakteristika, kterd bude za-
hrnovati souéasné hodnoty obou znaki resp. hodnoty jejich
odchylek od ptisluiného praméru. Rozdélme celé pole prvni-
ho teékového roje v obr. 7 osami pravothlych soutadnic, jez
maji potatek v bodé daném priméry (&, ¥) na étyri kvadran-
ty (viz obr. 10a). V prvnim kvadrantu jsou kladné odchylky
(x — Z) od praméru Z a kladné odchylky y — ¥ od priméru
¥. V druhém kvadrantu jsou kladné odchylky (x — Z) a z4-
porné odchylky (y — ¥), ve tfetim jsou zédporné odchylky
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(x — =) i z4porné odechylky (y — ¥) a ve &tvrtém kvadgantu
jsou zdporné odchylky (x— z) s kladnymi odchylkami
(y — ¥). KaZdy bod roviny je v téchto soufadnicich vyznaéen
pirem odchylek (z; — Z, yi — ¥).

Utvofme nyni soudin téchto odchylek (z; — Z) (yx — ¥)-
Pak vidime, Ze v prvnim a tfetim kvadrantu maji souéiny
znaménko kladné, kdeito v druhém a étvrtém kvadrantu
maji znaménko zdporné. Jsou-li body rozdéleny stejnomérné
ve viech kvadrantech, pak soudet soud¢ini odchylek X'(x; —
— Z) (yx — ¥) kladnych se rovnd soudtu soucini odchylek
zdpornych, takie v celkovém souétu vSech se souiny vzi-
jemné zrudi a vysledek bude roven nule. Takovému roji ¥{-
kime kruhovy a predstavuje nulovou korelaci. Je-li rozdeé-
leni bodua jen pribliZné stejnomérné, tedy roj jen priblizné
kruhovy, jako je tomu v obr. 7a, bude celkovy souéet souéinu
malé ¢islo, které nasvédéuje tomu, Ze neni mezi obéma znaky
vztahu. Druhy krajni ptipad nastdva, je-li cely roj teek na
uhlopticee (obr. 10c), takZe viechny souéiny jsou kladné a sou-
éet miZze dosshnouti nejvétsi hodnoty. Mezi obéma uvede-
nymi piipady pak je ten, kde kladné souéiny jsou veétsi nez
zdporné, nebo aspon jejich soucet, takZze mame kladnou kore-
laci ovSem netiplnou; je znidzornéna obr. 10b. '

Souhlas skuteénosti s témito ivahami miZeme ukdzati na
souborech tab. 10, vypocitdme-li pro kazdy z nich

Ca—o)Ny— Y =2vy—TLly— YLzt riy=

=Xzy—rxy = Loy — Z'zTZy .

Pro zjednoduseni a prehlednost vyrazi nebudeme v dalSfm,
pokud toho nebude zvlast tfeba, vyznadovati indexy jednot-
livych hodnot proménnych a souétové meze, takZe symbol X
bude znacit souéet viech v souboru se vyskytujicich hodnot
dotyéné proménné, kterd je za souctovym znaménkem nebo
soudet viech v souboru se vyskytujicich dvojic, jsou-li za
souétovym znaménkem symboly dvou proménnych.
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Tak dostaneme pro

1 _ —~
Zxy TZ'z Xy X(zx—x)(y—9)

soubor ¢. 1 326 323 3
soubor ¢. 2 407 323 84
soubor &. 3 238 323 —85.

Vidime skuteéné, Ze soudet soudini odchylek je u prvniho
souboru, kde jsme nemohli poznati, zda je mezi obéma znaky
néjaky vztah, velmi maly, kdeZto u soubori ¢. 2 a ¢. 3, kde je
vztah zfejmy, je tento soucet co do absolutni hodnoty velky
a v piipadé souboru é. 3, kde jsou sdruZeny malé hodnoty
znaku z s velkymi hodnotami znaku y ma znaménko minus,
tedy obrdcené neZ v pfipadé souboru ¢&. 2. Je tedy tento sou-
¢in mirou korelace, ale ponévadZ pri témZ stupni tésnosti
roste s variabilitou hodnot znaku, ukédzali jsme si jiz, Ze je
tieba méfiti kazdou odchylku od priméru ve smérodatné od-
chylce jako jednotce, kterd je nejvhodnéjsi mirou variability.
Tak dostaneme koneéné koeficient korelace rzy v jeho
nejzdkladnéj$im tvaru

w1207

Pro na$e soubory najdeme tedy hodnoty _
oy = 0,03, orzy = 0,97, 47z = — 0,98.

Provedeme jesté jednoduchy dikaz o extrémnich hodnotéch,
t. j., Ze koeficient korelace m4 své maximum -1 a minimum
—1.

Predpoklddejme, %e je konstantni (tiplny) kladny vztah
mezi znaky z a y, Ze tedy plati y = cz, kde ¢ je konstanta.
Pak budou odchylky

y—y=cr—cxT=clzx— ),
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a soudet soudini
_ Z(xz— Z)(y — §) = cZ(z — 7)’,
dale
Z(y— 9?2 =c2Z(x — %) atedy oy = cos,

koeficient korelace

1 _ _ 1 _
72(93—*)(?/—21) 072(5'«‘—93)2

OzTy 60'32 O'zz

Zcela obdobné vyplyvd hodnota —1, je-li mezi z a y kon-
stantni negativni vztah, tedy y = — cz, ooz si étendf laskavé
sam provede.

(5,3) Linearni regrese. UvaZujme nyni vztah mezi
proménnymi x a ¥y, jak se jevi v souboru &. 2, tab. 10; z gra-
fického zndzornéni (obr. 7b) se nim jev{ priblizné linedrnim.
Pokusime se jej tedy vyjddrit piimkou, kterd se bodium
(i, yr) PFimykd tak, Ze soucet ¢tverci odchylek od ni, rovno-
béznych s osou y, je nejmensi. Budeme ji nazyvati ,,pfimka
odhadu‘, nebot ndm pomdhd odhadovat hodnoty jedné
proménné na zikladé znalosti hodnot druhé proménné. Rov-
nici této primky pifeme ve tvaru y = ax 4+ b. Kdyby vie-
chny body leZely na této piimce, spliiovalo by vSech tfindct
dvojic hodnot z;, ¥z tuto rovnici. Dostali bychom tedy tfindct
rovuic

9=09a + b 6=4a+ b
9=8a+b 5=4da+ b
8=Ta+ b 5=3a+b
=Ta+b 4=3a-+b
=6a+0b 2=2a+b
6=>5a-+b l=1la—+b

l1=1la+b

Abychom nasli metodou nejmensiho souétu étverci hodnoty
a,b tak, aby piimka vyhovovala uvedené podmince, na.

94



jdeme t. zv. norméalni rovnice. Prvni dostaneme seétenim
viech rovnie, éili
Xy, = aXz; + rb, (62)
a druhou dostaneme, jestlize kazdou z rovnic ndsobime pri-
sluSnymi x; a v8echny opét seéteme, takZe
Xy, = alz? + bl (63)
a v naSem pripadé budou tedy normalni rovnice
70 = 60a 4+ 13b
407 = 360a + 60b,
z nichz plynou hodnoty
a=101, b=0,72
takZe rovnice piimky bude
y= 1,01z + 0,72,
Z ni vypoc¢itaime ke kazdému z;, které bylo pozorovino na
prveich uvaZovaného souboru prislusné y;. Rozdil pak mezi

skuteéné pozorovanou hodnotou znaku y a takto vypoéita-
nou se nazyva odchylkou residudlni e;. Bude tedy

e, =9—1,01 X 9—0,72=—0,81
e; =9—1,01 X 8—0,72=+ 0,20
e =8—1,01 X 7—0,72= + 0,21
eg =T7—101 X 7—072=—0,79
eg =17—1,01 X 6—0,72 = + 0,22
eg = 6—1,01 X 5—0,72 =+ 0,23
e, =6—1,01 X 4—0,72=+ 1,24
eg =5-—1,01 X 4—0,72= + 0,24
eg =5—101%x3—-072=+ 125
ep=4—101 X 3—0,72= -+ 0,25
ey =2—101 X 2—0,72=—0,74
ep=1-—101X1-—072=—0,73
e =1—101x1—072=—0,73

Soudet téchto odchylek je Ze; = 0,04 a soudet étverct
Ze? =6,2992. Prumérnd étvercova odchylka residui pak
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Zeit V0,4845 = 0,22. V jakém poméru jsou

bude s;, =

k ni jednotlivd residua, je patrno z grafického znézorméni
v obr. 11.

Z Najdeme nyn{ obecnym feSenim
7 normélnich rovnic konstanty pfimky
6 odhadu. Mdme-li r dvojic pozoro-
5 vini, dostdvdme 7 rovnic
j yy=axr, +b
> Yp =axy, + b
Yessseras o — azyp+ b

Obr. 11. Meze dvojné- kde a, b jsou neznimé konstanty a
zgsgéogzlﬁnﬁmém?{;fg x;, y; dostdvime z méfeni hodnot
vy * znaku. Normélni rovnice pak jsou

2y=alz+ rb,
Xzy = alxz® | brx,
jejichZ Fedenim dostaneme pro konstanty
o rlzy — Xxly b— Zylat — Yalzy
T2zt — (2x)’ T rXat — (Xx)
coZ jsou vyrazy sloZené z hlavnich souétd hodnot znaku,
jejich ¢tvercd a podvojnych soudind.
Podobné najdeme obecny vyraz pro étverec primérné

étvercové odchylky residui, nebot mime obecné r rovnic
tvaru

, (64)

e = [yi — (azi + b))* =
= y? + a?z? 4 b® + 2abx; — 2ax;y; — 2by;,

které seéteme pro viechna  a dostaneme
et = Xyt 4 (a?Xx® 4 2abXx 4 rb?) —
— 2aXxy — 2b2y. (65)

Nésobime-li prvni normélni rovnici konstantou b, druhou a
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a seCteme je, bude
a?lx? 4 2abXx + rb® = aXzy + bLy.
Muzeme tedy dosaditi do rovnice (65) za vyraz v kulaté za-
vorce, takZe
Ze2 = 2y? + alzy + bly — 2aXxy — 20Xy =
= Jy* —alzy — by,
a tedy

2et  Jyt —alxy—br
oot == = y ry y. (66)

Znéme-li tudiz zdkladni souéty, miZeme bez namahy napsati
rovnici piimky odhadu a primérnou étvercovou odchylku
residuf. PouZijeme-li vyrazi (64), nemusime vypisovati ani
rovnice zdkladni ani normdlni. Rovnici piimky odhadu vy-
jddiime je$té pomoci odchylek od praméri. Podle rovnice
I, (5) mGzeme psiti

2=t —— (Z’:::)2 -

Pri éemZ opét vynechdvime index ¢, kde &£ = 2 — Z,
takze

Zx? = XE (Z:r:)2 (67)
a obdobné pro proménnou y plati

Dyt = Brt + (P, (69)
kde n=Yy—y.

Odvodime snadno podobny vyraz pro souéet souéina 2z,
nebot

2e—2)(y—y)=2ay— T2y — Ylz 12y =
— Tay —%Za:fy _ %Z‘yZz + % Ty,
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takze

Xty =2zy —% 2xly,
a tedy
Zry = Xén + -% 2xly. (69)

Dosadime-li nyni vyrazy (67), (69) do (64), dostaneme

1
r(Xén + TZ'ny) — 2zly Stn

a—=

HZE + - (Za)) — (Zop

Konstantu b mizeme psiti podle prvni normélni rovnice

b=y —az,
takZe rovnice piimky odhadu je
. ¢ - - X

Obdobné vyjidiime primérnou étvercovou odchylku residui
dosazenim (68) a (69) do (66), takze

1 1 1
oot = |0t B —a B 4 )

—(§—aZ) 2y

]

Vzhledem k tomu, Ze

2% 4 g=2Y
r r

U

b
zru$i se CtyTi cleny a zlstane

1
8% = - (2t —alZin),
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takZe budeme psiti

_|/&n* (X&)
=Y T e

(72)

Velmi se zjednodusi tvar rovnice primky odhadu, posune-
me-li poédtek soufadnic do bodu (7, ¥), ktery leii na této
piimee, jak se snadno presvédéime, dosadime-li tyto hodnoty
do (71) za x resp. y. — Provedeme-li v (71) substituci
x=2Z+4 £ y= ¥+ n, dostaneme transformovanou rov-
nici pfimky odhadu

y,:z%g:ag. (13) y " ¢

Vysledek této transforma-
ce, kterd spoéivd jen v po-
sunut{ pravothlé soustavy 1,01'
soufadnic, je zndzornén
v obr. 12. 00

Vyjédfili jsme konstantu opy, 12, Rovnice ptimky od-
a, jakoZ i primérnou ¢tver- hadu v puvodnich promé&nnych
covou odchylku s;,% po- & v odchylkéch od praméra.
moci soudini a ¢étverci
odchylek hodnot znaki 8d prumérd. Vypocet skuteény Ilze
zjednodusiti podobné jako pri jedné proménné uzitim
vhodné zvoleného pocdtku (I, str. 35). Budeme pak miti
misto proménné x novou proménnou v = ¥ — I, Jsou-li
hodnoty x veliké, dosihneme odeétenim zatimniho pri-
méru, jak jsme éislo x, také nazvali, ¢isel mensich. Vime
pak, ze odchylky hodnot v od jejich priméru jsou tytéz jako
piislu§né odchylky z od jejich priméru, nebot ¥ = ¥ — =,
a tedy v —v = x — Z. TotéZ plati pro druhou proménnou
W= Y— Y-

Vzhledem k tomu mizZeme tedy psiti vyraz (70) pro kon-
stantu a

®y)

X
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Zvw — é 2vXw

X Zo—P)(w—w)
“TIeT T Zo—w )

Zv2 — é (Zv) '

b=yY—aZ=w+ y,—a @+ x).
Pramérnou étvercovou odchylku pak miZeme psiti podle
(72)

oyt = 20 Znf_ Zw—w) [T —b)w—@)F _
’ r2é r rX (v — )2
sz - _:' (Z‘UJ)2 [va _— —:‘— vazw]Z

r

r [ Dot — % (Z0)?]

Tim jsme dostali vyrazy, v nichZ se vyskytuji jen soulty
odchylek hodnot proménnych od zatimnich praméra.

(5,3,1) Piiklad. Predpoklédejme, Ze mezi tfemi promén-
nymi z, ¥, z, plati linedrni vztah y = ay + a,2 + a,2. Hod-
noty y jsou odhadovdny na zdkladé hednot proménnych
z a 2. Jest najiti prislusnou rovnici roviny odhadu.

Maime celkem r rovnic z pozorovan{ a potiebujeme k uréeni
tif konstant tfi normalnf{ rovnice. MiZeme nejprve ukdzati,
Ze staci dve normdlnf rovnice, vyjddrime-li rovnici roviny
odhadu pomoci odchylek od priméri. Potom plati vztah

n=a'y+ a;§ + al

a sestrojime-li norm4lni rovnice, dostaneme prvni sectenim
viech r rovnic odvozenych podle pozorovani

2n=ra'y+ a, 2§ + a,27; (75)

dalsi rovnice dostaneme, vyndsobime-li kazdou rovnici &
resp. { a seéteme, takZe bude

ZE"] = a102£ + a12£2 + azz'ECr
2in= a2l + a,2EL + a2 0%
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Ponévadz souéty odchylek od praiméru jsou rovny:nule, bude
2té=2p= 2 =0, takie prvni rovnice se redukuje na
r.a’g = 0, ¢ili prvn{ konstanta a’'y = 0 a zbyvaji dvé nor-.
malni rovnice

257] = a12§2 + azz‘EC,

Itn=a, et + a2ty
z nich snadno vypoditime a, a a, a rovnice roviny odhadu
bude

N =a,§ + ayl.
(6,1) Koeficient korelace. Vyraz pro primérnou &tverco-

vou odchylku (72) upravime dile tim, Ze vytkneme g, =

2
= Zl; tak dostaneme
r -

85 = glz—(z'fn)zzg 2 _(_Z'Eﬁ R
Wy r2£2 v PNDX 7
éili
811’2 == G,,Z (1 _— rzyz), (76)
kde klademe
Zén

Tgy — =7———— 77
Ty V ey (77)
a tento vyraz se nazyvd koeficient korelace mezi x a y.
Odvodil jej Bravais a jeho teorii korelace propracoval pak
zvlasté K. Pearson.
Je patrno, e muzeme koeficient korelace psatitaké v tvaru

ray= =L (78)

Primér soudini dvou proménnych méfenych od jejich pri-
méri
Se—By—7) _ Sk

r r

se nazyvd také jejich kovariance.
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Vyraz pro koeficient korelace mezi 2 a y je tyZ jako pro
koeficient korelace mezi y a x, nebot je_vzhledem k obéma
proménnym zcela symetricky. Nezdlezi tedy na tom, kterd
by byla povazovina za odvislou a kterd za neodvislou pro-
ménnou. Proto také nezilezi v symbolu koeficientu korelace
na poradi indexu, ¢ili 74y = 7y,

Z rovnice (76) vidime, Ze szy = 0, je-li r;, = 4 1, coZ zna-
mend, Ze viechny residudlni odchylky jsou rovny nule, ¢ili
viechny hodnoty y padnou na piimku odhadu a je to tedy
pripad uplné korelace mezi znaky z a y. Pripad s, = gy na-
stdva, kdyz 7, = 0; jeho vyznamu porozumime, napiSeme-li
rovnici piimky odhadu v novém tvaru. Podle (71) jest

_Zbn 260
252 r+4 J— 2‘—52 »

kde miaZeme psiti podle (78) X&n = 70,0472, Rovnice piim”
ky ddhadu pak bude

N

Y =Ty 7. z+ Y xaz Tzy (79)
a pro rzy = 0 se redukuje na y = %, co? znamend, %e pro
jakoukoliv hodnotu z bude vidy nejlep$i hodnotou y pru-
meér y. Piimkou odhadu je zde rovnopézka s osou z. Mezi
znaky z a y neni vazanosti. Abychom tedy zméfili tésnost
linedrniho vztahu mezi dvéma znaky, potitdme koeficient
korelace. '

(6,2) Riuzné tvary koeficientu korelace. Neni-li rozsah
pozorovaného souboru vétsi nez 50 a pozorované hodnoty
proménnych x a y nejsou prili§ velké, je vyhodno poéitati
koeficient korelace podle vyrazu

X rXzy — Xaly
Y VeI Vs — T Zy — Zyy]
Jdsou-li viak hodnoty =,y velké, zjednodusi se vypodet
metodou vhodné zvoleného poddtku, takZe se od kazdé pro-

(80)
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meénné odecitd zatimni primér. Pak se obdobné jako v (74)
odvodi '
2 —v)(w—w)
V2w —vp 2w —wp (81)
. rZvw — Zvlw
VirZe — (2op] r2w® — (2w)?]]

Dalsi tvar dostdvdme z rovnice (78).

2 Yo —v)(w—w) Zvw—r1v0

Ty =

Tay = = » (82)
TO£0y TOz0y 00w
nebot’ Oz=0y & Oy = Ow;
Fesime-li rovnici (76) podle 7%, dostaneme
- % Dyt —aX
rzy2=1_3_"”_=1__77_a—‘5n_ (83)

g y2 2"]2
Déle miZeme vyjddriti koeficient korelace pomocf rozdfla
odchylek hodnot znaki od jejich praméra, tedy & —7, stano-
vime-li jejich primeérnou étvercovou odchylku

J— 2 2 X 2
o= Z\E— M _ 28 226 | Zn =a,2—2zr‘5’7

T r T T

+ay%

2X¢&n

= 0 + 0,* — 0,

a odtud vzhledem ku (78)

0';.‘;2 + 01’2 — 0 d2
Soa, . (84)
(6,3) Korelace pofadovyech isel. V nékterych pfipadech
malych soubori se osvédéuje vypocet koeficientu korelace
metodou poradi. NepouZivéd se pak pifimo hodnot promén-
nych, nybri se sefadi podle velikosti hodnoty jednoho znaku
a hodnoty druhého znaku tak, Ze kazdd hodnota dostane

Tz” =
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ur¢ité pofadi ¢ili rang. Pivodni hodnoty proménné z a y jsou
tak nahrazeny dvéma fadami pfisluinych éisel pofadovych
iz & 1y a jejich koeficient korelace se pocitd. Jsou pak pri-
pady, kde neni moZno predpoklidati, Ze mezi zkoumanymi
fadami pozorovanych- éisel je s dostatednou pribliznosti
linedrni vztah, ale ¢isla pofadi jejich se mu blizi; pak je
koeficient korelace ¢isel poradi spife na misté a znamend
také znacnou dsporu préce.

Pridéleni poradovych éisel by bylo zcela snadné, kdyby se
ka?d4d hodnota proménné vyskytovala jen jednou. gastéji
méme vSak co ¢initi s pfipadem, kde se jednotlivé hodnoty
znaku vyskytup nékolikrdt. Mdme na pf. podle vehkostl
sefazenym hodnotdm znaku pfifadit poradi

45 44 40 40 37 34 34 34 31 29
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 (85)

Pritadili bychom tedy hodnoté 4,0 potfadi 3 a 4, nebo hodnoté
3,4, kterd se vyskytuje tfikrdt, pofadi 6, 7, 8. Ale stejnym
pivodnim éfslim mé odpovidat stejné ¢islo pofadi; proto jim
obyéejné pfifazujeme pramér pofadovych &isel, jez by jim
patfila, kdyby byla vesmés od sebe riznd. V tomto pifpadé
tudiz budou

1 2 3,5 3,5 5 7 7 7 9 10.
Vysledny tvar koeficientu korelace odvodime z vyrazu (80),
uvdiime-li, Ze hodnotami proménnych je prvnich 7 ¢isel ce-
lych podle (85), i kdyz pak nékterd jsou nahrazena uréitymi
prameéry.

Pak tedy bude souéet hodnot i, roven sou¢tu hodnot 7y
a tedy roven souétu prvnich r celych éisel.

Sig= Zi, = % (r + 1). (86)

Rovnéz je zndmo, Ze soudet ctvercu je

Sig—Sip= 4 243y, ppo—CHNEF

e, (87)
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takZe musime jeSté stanovit 2'zy. PouZijeme k tomu rozdila
poradovych éisel a dostdvdme

dy = iz, — ty,y, tudiZ d® = i;,%2 — 265,%,, + iy,%
odkud
2,0y, = tz,® + 4y —d)%
a soucet viech élentd bude
2Figiy = Tigt + Ti2 — Zd* = 2%i2 — a2,

iy = Xi2 — }2d2. (88)
Staéi nynf dosaditi do vyrazu (80) a pro koeficient korelace o
pofadovych éisel plyne

rrir4+ D(2r+ 1):6 —rXZd?: 2 — r¥(r 4 1)2:4
Virrr + 1)(@r 4+ 1): 6 — r2(r + 1)2: 4P

B Zd _
rr+ D2r+ 1):3 — (7 +1):2]
6Xdz?
T rr+ D)dr+2—3r—3)°

takze je koneéné
62d?
r(rt —1)°

Je patrno, Ze koeficient korelace pofadovych ¢isel podle této
t. zv. formule Spearmanovy lze v mnohych pfipadech
snadnéji vypoéitati, neZ podle formule Bravaisovy, jezto
2d? se snadno stanovi. Rozdily pofadovych &isel jsou oby-
¢ejné mald ¢isla, takie jejich étverce se rychle uréi a scitaji
(viz tab. 15). Hodnoty koeficientii 75, a ¢ jsou sobé obyéejné
velmi blizké, adkoliv tomu nemusi tak vidy byti, coZ si lze
ukdzati tfeba jednoduchym prikladem dvou fad

z: 60, 50, 40, 30, 10
y: 100, 98, 97, 3, 1L

e= (89)
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Koeficient korelace pofadovych Cisel divd tésnost vztahu
dplnou g = 1, kdeito 75, se jedné nerovnd.

Mezi obéma koeficienty korelace plati vztah odvozeny za
jistych predpokladi (t. zv. normélni korelace)

1 o]
Toy = 2 sm( 860 . g). (90)

Primku odhadu v pfipadé korelace pofadovych éisel dosta-
neme, dosadime-li do rovnic (64) vyrazy (86), (87), (88), takze
pak se zfetelem ku (89) je

a=g9, b=3(1—p)r+1)
a rovnice piimky odhadu tedy bude
y=er+F (1 —p)r+1).

Jednoduchy odhad korelace mezi dvéma znaky pomoc{ pofa-
dovych &isel lze provésti podle formule navriené rovnéz
Spearmanem
s
G=1— m’
kde s znadi soudet kladnych rozdila mezi pofadovymi é&isly
r2 —
6

nosti plati pak vztah

- 1
am= . Za piedpokladu normilnfho rozdéleni éet-

o]

(1 —gg) — 1.

(6,4) Schema pro vypocet koeficientu korelace z kore-
la&ni tabulky. Také pfi vypoétu charakteristik dvojrozmér-
ného rozdéleni Getnosti se doporuéuje zachovavati uréity
stdly postup, zvldsté pri procviéovani litky. Rozvrhneme
tedy vhodné do formuldfe rubriky, kterych je tfeba k vy-
poctu koeficientu korelace podle rovnice (82) pro soubor ne-
velkého rozsahu a malého pottu tfidnich intervali. Pro hod-
noty proménné z, kterd miZe znamenati na pr. meésiéni
cenovy index, pozorovany po tfi léta, uvedeme tiidni znaky

Tzy = 2 cos.
3
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& rovnéZ pro hodnoty proménné y, kterd mize znamenati
tteba vyrobu surového Zeleza v milionech tun. TFidénim
podle téchto dvou znaki dostaneme korelaéni tabulku 14.
Délka tiidnich intervald proménné z je k, = 0,5, kdezZto

Tabulka 14.
ak”
y Z (7,7/8,2/8,7|19,2|9,7 n,| wiwn, wing| &, (8wl 8,2 —7;-
10|73 10|—2|--20| 40 [—17| 34| 289| 28,90
14 |10| 8] 2| 2| 1] 23] —1/—23| 23 |—24| 24| 576| 25,04
18 | s|21]14| 3| 1| 47] o — — |—32| —|1024| 21,79
22 ol26| 7| 5| 47| 1| 471 47| 8| 8 64| 1,36
26 al16! 1] 21| 2| 42| 84| 18| 36| 324| 15,43
30 4| 4| 8| 3| 24 72| 12| 36| 144| 18,00
n, |25|41|46|32|12|156] | 70| 266| [138]  [110,52
N |~ o] || — 70
S w = — = 0,4487h,,
| | 156 2
- RTS8 |X|8] . _266 _,
s | T [ |Ow = 156 w? = 1,5038,
gﬂ 8 ;‘ I g a ;41 Oy — 1,2263h2,
= Nl 35
—| =" = —0,2244h,,
$la|la|®|o 156
ST 221
-_— 0";2= m ——52 = 1,3663,
=2 (| g|8 |8
o» = 1,1689%,,
Tle | — Zvw 138
v (|5 |E|§ 8] | T T OBtk
al 2B (8 8(8|3 1 (2w
Tl |S| |t |8 ||| Tov= oo W =
N N |- | OyOw\ T
= 0,687.
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délka tFidnich intervali proménné y je h, = 4,0. Jinak vyza-
duje vykladu jen sloupec s;. Kazdy ¢len v ném je algebrgic-
kym soudtem odchylek » ndsobenych pfislusnou éetnostf jeho
Tddku. Tak dostaneme prvni ¢éislo —17 jako soudet (—2) .
.74+ (—1).3 = — 17, nebot —2 resp: —1 jsou odchyl-
ky téch hodnot znaku, jimZ piisludi v tomtg prvnfm fddku
korelaén{ tabulky &etnosti 7, resp. 3. Cislo 18 v tém sloupci
dostaneme jako soucet 0.4 4+ 1.16 + 2.1 = 18. Zcela ob-
dobné vznikd sloupec 8;. V pfipadé zpracovani tabulky roz-
déleni ¢etnosti o vétsim poétu tiid je vhodno zapisovati jed-
notlivé soudiny do rohu pole ptisludné éetnosti.

(6,5) Vypolet koeficientu korelace z ¥ad hodnot dvou
znakd. Provedeme si nyni vypodet koeficientu korelace
v piipadé, Ze poéet prvki souboru je maly, takZe dvojice
hodnot znakl stanovené na téchto prveich nebyly sestaveny
do tabulky o dvojim vstupu. Mdme tedy 15 prvka, na nichz
byly stanoveny hodnoty znaku z a y zapsané v tab. 15.

Tabulka 15. Tabulka 16.
itz |yl i | 1 d;, | d? 2 |y | Ty ((z+9>
1| 19| 25/ 10 | 10,5|—0,5( 0,25 361 625 475 1936
2| 73]100( 1 1,6 | —0,5| 0,25 5329(10000| 7300| 29929
3( 31 50 65 &5 |+1,5 2,25 961 2500| 1550 6561
4| 8|10/ 14,5 14,5 0,0 0,00 64| 100 80| 324
5| 54| 50 3 5 |—2,0] 4,00 2916 2500| 2700| 10816
6| 71|100| 2 1,5|+0,5| 0,25 5041|10000| 7100 29241
7| 22{ 25( 9 | 10,5|—1,5 2,25 484| 625 550 2209
8| 8| 25| 14,6| 10,5| 14,0/16,00 64| 625/ 200( 1089
9| 33 50| 5 5 0,0 0,00 1089| 2500| 1650, 6889
10| 311 50y 6,5| &5 |+1,5 2,25 961| 2500| 15650, 6561
11| 41| 50| 4 5 |—1,0]| 1,00 1681| 2500| 2050 8281
12| 23| 25{ 8 | 10,5|—2,5/ 6,25 529! 625 575 2304
13| 10| 25| 12 10,5 +1,5 2,25 100| 625/ 250 1225
14| 10| 25| 12 | 10,5 |+1,5| 2,25 100| 625 250 1225
15| 10| 10| 12 | 14,5|—2,5| 6,25 100, 100| 100 400

444/620(120,0 (120,0 45,50 19780|36450|26380(108990
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Vypoditime napfed koeficient korelace pofadovych ¢éisel,
kterd jsou v tabulce zapsina v étvrtém a pitém sloupei.
Najdeme nejprve nejvétsi hodnotu znaku z, které prifadime
poradove &slo 1, nejblizaf niz$i hodnoté &islo 2 atd. Znak y
m4 dvé stejné nejvétdi hodnoty 100, takie kazdému z nich
ptifadime primérné éislo 1,56 = } (1 + 2). Po této hodnoté
je nejblizdi 50, kterd se vyskytne pétkrit; bude.tedy miti
potadové éislo 5 = 1 (3 + 4 + 5 4 6 4 7) a podobné se po-
stupuje déle. Utvofime pak rozdily, pfislusnych poradovych
¢isel a jejich étverce. Podle rovnice (89) potom dostdvame

_,__6.4550
=T naer—1
Pro srovndni vypoéitdme také koeficient korelace rzy podle
rovnice (80). Piisluind éisla jsou v tabulee 16; pro kontrolu
je-pripojen posledni sloupec, abychom zjistili, Ze
(108990 — 19780 — 36450) : 2 = 26 380,
15.26380 — 444 . 620

) (15. 19780 — 444%) (15 . 36450 — 6202)
Ty = + 0,947.
Podle vztahu (90) bychom dostali
rzy = 2 8in 27° 34,2’ = 0,926.

Odchylkami, které jsme dostali mezi hodnotami g & 7.y se
budeme zabyvati pozdéji.

Kdyz vykliddme smysl dosaZenych vysledka v uréitych
piipadech, méjme na paméti, Ze statistické vztahy predsta-
vuji statistické pravidelnosti; jejich vypovédi plati jen pro
zkoumany statisticky soubor jako celek, nikoliv pro jednotli-
vé prvky souboru.

(6,5,1) Priklad 1. Jest vypoéitati koeficienty korelace
pro kazdy ze tii soubort tab. 10.

Soubor ¢é. 1. K obéma faddm &isel x a y si sestavime jeSté
dalsi tfi sloupce.

1 — 0,081 = + 0,919.
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Tabulka

N —4 | =3 | —2 |4 0 i,
—6 Yo o T 8
—5 20 A
—4 R B
—3 S S R
—2 I I e
—1 T §E
0 0 0 0 0 0 0

1 S N
2 ar ol o 1®
3 o | ,
4 o |3
5 0
6 0
7 0
wn 8| —6 | —12 | —25 || —sl 47
win 32 18 24 25 47
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17.

2 3 4 5 6 on vtn
—12 72
—20 | 100
—32 | 128
1
6 —54 | 162
1 —46 92
4
[2] —
5 3 31 31
0 0 0 0 0] —195
®
5 3 4 & 26 26
5
. 6 30 60
9
6 0 12 60 | 180
3 32 | 128
8 12 20
2 20 | 100
10 20 30
24 20 18 | 108
1
14 7 49
74 30 20 10 12 193 | 1236
148 90 80 50 72 586
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22 ¥l xy Dostdvame tedy souéty
2z =60, Ty = 70, Xzt = 360, -
64 81 72 2y? = 466, Tzy = 326,

6
‘119) gg gg z nichZz vyplyvaji hodnoty charakte-

49 81 63 | ristik

»

Ll e T =462, §=538,
| 11 & st = 3P — 4,622 = 6,3479,
2| 9| 15 0y = 455 — 5,382 = 6,9018,
16 | 36 | 24 0z = 2,52, oy = 2,63.

1 16 36 .. .
89 36 18 | Koeficient korelace bude podle rovnice

1 64 8 | (80)
rzy = + 0,03.

Soubor &. 2. Piisluiné souéty jsou

360 | 466 | 326

2zr= 60, Xy = 70, Xz? = 360,
2y? = 468, Lzy = 407,
takze T = 4,62 7 = 5,38,
ozt = 6,3479, or = 2,52,
gy = 17,0556, oy = 2,64.
Koeficient korelace podle rovnice (80) pak je zz, = + 0,97.
Soubor &. 3. Potfebné soudty jsou tytéZ jako pro soubor
¢. 2, aZ na Jxy = 238, takZe také charakteristiky jsou tytéz
aZ na koeficient korelace, ktery tu je
Ty = — 0,98.

Piiklad 2. Jest stanoviti koeficient korelace Tgy Pro sou-
bor dany v tabulce 11.

Mizeme pouZiti postupu podaného v tab. 14, nebo jej po-
nékud pozménime. Zavedeme si stejné nové proménné v, w,
méfené v prislusné délce intervalu jako jednotce, a od vhodné
zvoleného poddtku. Tak zvolime pro v pocateéni hodnotu
v, = 5,4 a pro druhou proménnou w, = 3,1. Do piisluiného
pole tabulky zaznamendme soudin v . w a dostaneme tab. 17.
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Ve vyznac¢eném kriZi jsou soudiny » . w rovny nule, protoze
je tam aspon jeden soudinitel roven nule a v poli, kde se oba
pasy prekryvaji, jsou oba soucdinitelé rovny nule. Ostatni
hodnoty soudinia vepiseme do pravého dolniho rohu kazdého
pole. Pfi tom vezmeme v uvahu déle, Ze kfiZem je celd tabul-
ka rozdélena na Gtyfi oblasti tak, Ze v levé horni a pravé
dolni jsou hodnoty souéinii kladné, kdezto v ostatnich dvou
zdpornsé.

Abychom nym Vypocn:ah Zv.w, sesta.wme si pomocnou
tabulku 18, v niZ do 1. sloupce sestavime podle velikosti

Tabulka 18.

2w n + n— Alg.:’ouéet v.u.n
(1) (2) (3) (4) (5)
1 14 7 7 7
2 18 9 9 18
3 9 6 3 9
4 13 2 11 44
5 9 0 3 15
6 14 2 12 72
8 b5 5 40
9 2 2 18
10 2 2¢ 20
12 4 4 48
14 1 1 14
16 1 1 16
20 3 3 60
24 1 1 /24
30 2 2 60
| 92 26 ! 465

viechny hodnoty soudini ».w, které se vyskytuji. Do
2. sloupce zapiéeme souéty Cetnosti kladnych oblasti postup-
né z téch poli, kde j jev.w=12,3,...,do 3. sloupce obdob-
né soudty z oblasti zapornych Do 4 sloupce zaplsu]eme
algebraicky soucet sloupce 2. a 3.; v 5. sloupci pak mime
vyndsobeny sloupec 4. sloupcem 1.
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Tak dostdvdme na pt. 18 =5+ 6 + 7 (¢isla oznacend
v tab. 17 krouzky) a — 9= —6 —2 —1 (éfsla ozna.cené,
étverecky).

Z téchto tabulek dostdvidme jiZz vZechna potfebnd Eisla
k vypoétu charakteristik a koeficientu korelace.

v = (193 —195) : 200 = — 0,01,

w = (193 —51):200 = + 0,71,

0,2 = ##%8 — 0,00001 = 6,1799,

o, = 2,486,

ot = §88 — 0,5041 = 2,4259,
ow = 1,557,

i”rw—" —7.w= 485 —0,01.0,71 = 2,3179,
takze 2,3179
: o= 5486 x 1557 OO0

Priklad 3. Cena néjakého statku a poptdvka po ném jsou
ve vztahu. Budeme pozorovati tento vztah na uréitém statku
vieobecné spotieby. Prvnim znakem z bude cena statku
v ménové jednotece, druhym znakem y bude pocet kusi pro-
danych pfi dotyiné cené na pi. v milionech. Dostaneme
dvé fady éisel, uvedené v tab. 19.

Tabulka 19.

z Y 3 y? Ty,

6 22 36 484 132 T = 4,67
561! 25 30,25 | 625 137,5 = 9795
5 27 25 729 135 ay = 099
45 | 285 20,25 | 812,25 | 128,25 z=

4 30 16 900 120 o,= 305
3 31 9 961 93,
28,0 | 1635 | 136,50 |4511,25 | 745,75
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Vidime, Ze korelace je inversni, nebot niz§im hodnotdm zna-
ku z odpovidaji vy$si hodnoty znaku y. Zjistime-li koeficient
korelace, dostdviame

7oy = — 0,956.

Koeficient korelace ndm sice d4va obraz tésnosti vztahu, ale
nevidime z ného, zda uréité zméné hodnoty x odpovid4 stejni
zména hodnoty y nebo vétsi ¢i mensdi. Tato okolnost vynikne,
budeme-li ty% vztah pozorovatina druhém statku, ktery nent
predmétem vSeobecné spotieby, nybrz je statkem pfepy-
chovym. Dostaneme pozorované dvojice v tab. 20.

Tabulka 20.

T y z? y? Ty

600 | 0,6 360000 0,25 300 z = 466,7
550 | 0,8 302500 0,64 440 = 190
500 | 1,2 250000 1,44 600 ay — o84
450 | 2,0 202500 4,00 900 = 9%
400 | 2,9 160000 8,41 1160 o, = 1,23
300 | 4,0 90000 16,00 1200 :
2800 | 11,4 | 1365000 30,74 4600

Koeficient korelace je
oy = — 0,992.

Vidime, %e zména hodnoty znaku y v pfipadé prvniho statku
neni pomérné tak velkd jako zména hodnoty znaku z, nebot
pokles o 509, v hodnoté x vyvoldvé vzrast pfiblizné o 409,
proménné y. V piipadé druhého statku viak pokles hodnoty
znaku z o polovinu zpusobuje vzrist na osmin#sobek v hod-
noté znaku y. Pomér téchto zmén studujeme pomickami, jeZ
jsou vyloZeny v dalsich odstaveich (7,1).

Uloha., Adkoliv nemé logického smyslu potitati koeficient
korelace mezi prom&nnymi, které jsou vézény jednoznadnou
matematickou funkef, jako na pf. mezi x & y = z¥, pfece je
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zajimavo, ¥e koeficient korelace mezi celymi &sly 1,2, 3, .. ., »
a Jejich &tverci 12, 22, 3%, .. ., 72 mA pfi 7 — o hodnotu 7,

= 0,968, pro tieti mocniny 13, 2%, .., % pii r > o je "zv
= 0,9512 tedy jestd men&i. Ovéite si tyto vysledky a poéiteﬁe
koeficienty korelace mezi posloupnostmi 1, 2,3,..., » a 1%
oF, 8%, .., r* pro n&kolik hodnot k=1,2,38,.... Pftom pou-
%ijte obecného vztahu

k+1
P P Iy e iV (r+1)

F+1
k k(k — 1 k{k — 1) (k — 2)
—37% 1~ ( 31 )ak_z— ( i!( 8p_g—. . —8
Tudfz
8 =T, 1=1'___(1'-2i-1), 8’=1‘_—__(?0‘+16)(1'+1).
PR '2" 1)]’, 8¢ = o {r(r + 1) (2r + 1) (372 + 3r — 1)} atd.

(7,1) Koeficienty regrese. Budeme nyni povaZovati ze
dvou proménnych jednu, tfeba z za nezdvislou a druhou y za
z4vislou. Zjistime-li koeficient korelace 7y, ukazuje nim,
jakd se jevi tésnost vztahu mezi proménnymi a nebyvi
snadné porozumeéti jeho stupnici, jakoZ i pochopiti vyznam
uréité jeho hodnoty, na pr. 0,65. Byvd ¢asto prospéiné;jsi,
muzeme-li ddti néjaky odhad pravdépodobné zmény v y, pro
néjakou danou zménu v z. Tak na pf. pro tabulku 11 dosté-
vame, Ze zméné v délce o 1 odpovidd primérné zména v Sifce
0 0,39. Zjistuje se tedy v prvni fazi korelaéni analysy tésnost
vztahu a druhou fézi tvoif uréeni nejpravdépodobnéjiiho
vztahu; k této fézi nyni pristoupime.

Vidéli jsme jiZ, Ze k povaze vztahu mezi z a y se dostdvime
vypoltem praméru sloupci nebo fadku koreladni tabulky.
Se zménou proménné z o jednotku nastiva pribliZné zména
o 1,5 v druhé proménné. MiZe to byti linedrni vztah a pak
jej miZeme vyjadiit rovnici pfimky odhadu % = af ¢ili
podle (79) -

g
0=, (91)

T
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nebot s pye
a = sz —_ = sz 2 °
oz 2E

Povahu této piimky si maZeme objasniti na datech tabulky
14. Vztah mezi proménn)’rmi je pro né din rovnici

4,9052
n = 0,687 (0 5845) 3

¢ili = 5,77€. To znamend, Ze pro kazdou zménu o 1 v Pro-
meénné z nastdvd zména v y o 5,77.

Pravé uvazovand rovnice vyjadfuje vztah mezi x a y po-
moci jejich odchylek od ptislusnych praméru. Pro nékteré
pripady muze byti vhodnéjsim napsati vztah pomoci pivod-
nich hodnot pozorovani. Pak bude pfisluinéd rovnice

oy
y—F=roy Ur—F), (92)
éili
y— 19,79 = 5,77 (z — 8,64),
y = 5,77z — 30,06.

Nakreslime-li v soufadnicich
proménnych z a y piimku
regrese, pak jeji sklon uddvi
pomér variaci obou promén-
nych. Je-li tento pomér roven
1, bude miti regresni piimka )
sklon 45°. Je-li jejisklonkhori- Obr. 13. Galtonav graf.
zontalni ose vétdi neZ 45°, je tu
vetsi pomema ZMéna v promeénné y neZ v x. Skutecny pomér
variaci je din tangentou iuhlu, ktery sviréd regresni primka
s vertikilni osou y, tedy tg «.

Uvedenému zndzornén se také ikd Galtonav graf

Kdyby linedrni vztah mezi obéma proménnymi byl per-
fektni, existovala by jedna pfimka regresni. Je-li viak vztah
volny, takie | rz, | < 1, dostdvime obdobnou uvahou jako
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jsme odvodili rovnici (91) druhou piimku, kde povaZujeme y
za nezdvisle proménnou a z za zdvislou proménnou, Je]ii
rovnice bude

E=ray 2, (93)
Oy

¢ili

a:—a:—r,,y (y——y) (94)

[

Odvozeni regresnich pfimek jsme provedh zcela obecné jako
piimek odhadu, aé se odvozuji oby¢ejné primo pro pripad
korelaén{ tabulky. Odvozeni jejich pomoci koeficientu kore-
lace je dovoleno jen kdyZ vztah mezi proménnymi je linedrni.
Rovnice (91) aZz (94) jsou rovnice pfimek regresnich, je-li
regrese presné linedrni. Odchyluje-li se regrese od linearity
bud v disledku vybérovych variaci nebo skuteéné svou po-
vahou, ddvaji tyto rovnice nejlepsi pfimky regrese, které
pozorovang data pripoudtéji.

MuzZeme se divati na tyto rovnice bud a) jako na primky
odhadu individudlnich hodnot y podle sdruzenych hodnot =
a obrdcené také odhadu hodnot z podle sdruZenych hodnot y;
Pii tom jsou piimky stanoveny tak, Ze souéet étverci chyb
odhadu je minimem nebo b) jako na pfimky odhadu priméru
hodnot y podle sdruZenych jednotlivych hodnot = a obrécené
odhadu priméru hodnot z podle sdruZenych jednotlivych
hodnot y; pfi tom opét soucet étverci chyb odhadu je mini-
mem a stanovi se tak, Ze kaZdy primeér se poéitd tolikrat,
kolik je prvki, z nichZ byl stanoven. Je to tedy zase pfipad
a), kde kazda hodnota znaku y pro urcité x byla zastoupena
svym prumérem a pro druhou piimku kaZdd hodnota z pro
uréité y byla zastoupena svym primérem.

V rovnici regresni ptimky znaku y vzhledem ku z (91) nebo
(92) je koeficient, ktery znamend smérnici primky

gy

by = 72
v

a g

(95)

T
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anazyva se koeficient regrese y vzhledem ku x. Podobné

v druhé pffmce regresni (93) nebo (94)
' g

byp = 72y a_:

(96)

je koeficient regrese z vzhledem ku y. Ka#dd z téchto
pifmek prochdzi pramérem (Z, ¥) celé korelaéni tabulky.
Z rovnice (91) vidime, Ze koeficient korelace je vyjidien
pomérem

n.§_

oy on Tzy-
Je také patrno, Ze koeficient korelace je geometrickym pri-
mérem obou koeficientd regrese, nebot z rovnic (95) a (96)

vyplyva
Tey = Vbzl - byy.

Vyjédifme-li pak rovnice regrese ve smérodatnych promén-
nych £ =¢ 1
Oz Oy

= u, dostdvidme

u=rgt, t=7rgu,_ (97)

coZ jsou piimky odhadu vyjddfené v jednotkdch smérodat-
nych odchylek a pomoci koeficientu korelace. Jsou to ab-
straktni proménné a nezavisi na jednotkdch, v nichZ byly
méfeny puvodni proménné z a y. Koeficient korelace je tedy
tangentou dhlu, ktery svird prvni pfimka regrese s osou ¢
a ktery oznatime ¢, a tangentou dhlu, ktery svird druhd
piimka s osou u, kdeito tangenta uhlu #,, ktery svird druhd

1
piimka regrese s osou ¢ je _— Uhel, ktery svirajf obé ptimky,
zy
oznaéime w = ¥, — &, a vime, Ze tedy
1
tgdy —tgdh _ Txy R il
14 tgd, tgdy 141 27

—Tzy

tgw =
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‘Ponévadz 1 — 7y > 0 zdvisi velikost tihlu @ na znaménku
Tzy. Je-li 0 << rgy << 1 ¢ili korelace kladnd, bude 0 < w-<< R
¢ili sevieny uhel bude ostry. Je-li — 1 << 7y << 0 ¢ili kote-
lace zdpornd, je B << w << 2R. Pro 7,y = + 1, kdy je kore-
lace perfektni, dostdvame tg w = 0 ¢ili w = 0. Obé regresni
primky splynou v jednu a to ve stejném smyslu je-li znamén-
ko kladné ¢ili pfi zdvislosti pfimé, a v opaéném smyslu, je-li
znaménko zdporné ¢ili pfi zdvislosti nepfimé. Pii 7,y = 0
sviraji spolu obé regresni pfimky Ghel pravy a splyvaji tedy
s osami ¢, u. V grafickém zndzornéni vyznacujeme Sipkami

2 .

0

Obr. 14. Regresn { pfimky Obr. 15. Regresni pfimky pfi
pliosr, S 1. 027, =2—1

smysl pfimek regresnich, to jest smér rostoucich hodnot kaz-
dého znaku. Pi{pad soudasného ristu obou proménnych je
zndzornén v obr. 14, kdeZto piipad nepiimé korelace je
v obr. 15.

Znézoriujeme-li vztah mezi dvéma proménnymi, jejich%
rozdéleni éetnosti je ddno korelaéni tabulkou, ¢inime tak po-
moc{ pruméri. Tak na pf. zndzornfme regresni ¢iru tak, Ze
hodnotdm jedné proménné z, kterou povaZujeme jako by za
nez4vislou, prifadime hodnoty priméra sloupcovych druhé
proménné; druhou regresni ¢édru dostaneme, povaZujeme-li
proménnou y za nezdvislou a ptifazujeme ji fidkové pra-
méry proménné z.
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Tak na pr. pro rozdéleni v tab. 14 mdme

z; 7 8,2 8,7 9,2 9,7
7 14,2 17,5 20,8 24,1 24,0
) ¥
Znazornime-li jednot- 2

livé body (z;, ¥:) a spo-
jime dseékami, dostane-
me ¢4ry v obr. 16a, ktery
podivéd jen informaci
obsaZenou v téchto bo-
dech. Kazdy 2z téchto
bodi je v3ak primérem
nékolika hodnot, spada-
jicich do tohoto sloupce,
takZe je jakousi oponou,
v jejimZ pozadi je urcité
rozdéleni ¢etnosti pozo-
rovaného souboru. Pred-
stavujeme si pak, Ze to-
muto souboru odpovidi
ur¢ity. zdkladni soubor,
ktery mé své rozdéleni
detnosti v kazdém sloup-
ci, jehoz ndhodnym pfi-
blizenim je rozdéleni po-
zorované. Znizornime to
tak, ze v obr. 16b na
kazdé poradnici pfedsta-
vujici sloupec odpovida-
jici uréité hodnoté z, na-

20

171

Obr. 16. Regresni &ara a jeji pozadi.

kreslime body odpovidajici hodnotdm y i s jejich vahami
[velikosti tetek) a piipojime rozdéleni ¢etnosti, zndzoriujict
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hypotetické rozdéleni v piislusném sloupci zdkladntho
souboru. : .

Vidime z toho, Ze informace poddvand jednotlivymi body
predstavujicimi priméry je podstatné doplnéna rozptyly
dotyéného sloupce.

(7,2) Koeficient determinace. Stanovili jsme pramérnou
¢tvercovou odchylku residui, t. j. pramér étverca odchylek
méfenych rovnobéiné s osou y od piimky odhadu éili od
piimky regrese a uvedli jsme ji na tvar (76), z ného# fefenim
dostdvdme pro 7,?

r )t
Tz =1 o

Vidime z toho, Ze ¢im je koeficient korelace vétsi, tedy blizs
1, tim je sz, mensi a naopak se blizi szy ku oy, kdyZ se hod-
nota rzy? blizi k nule. Hodnota r;,? se nékdy nazyva koefi-
cientem determinace, jeito méfi procento variability
hodnot odvislé proménné uréenych z hodnot neodvislé pro-
ménné. MiZeme ji psat také

) ay? — 8z,°

oy’

odkud je zfejmo, Ze jo to pomeér rozdilu rozptylt ¢,% — 85,2
k rozptylu g,2. Kdyz s;,? pfedstavuje rozptyl hodnot odvisle
proménné kolem primky odhadu a g,2 rozptyl téchto hodnot
kolem celkového priméru, pak rozdil g, — ;2 je vyrazem
té ¢asti rozptylu odvislé proménné, kterd pripadd na rozptyl
zplisobeny neodvisle proménnou.

(7,2,1) Piiklad 1. Znézornéte graficky riznou velikosti
tedek rozdéleni éetnosti uvedené v tabulce 14, priméry rddka
a sloupci, jakoZ i obé primky regresni.

Praméry tadka jsou ‘

"'zyz = )

YE 10 14 | 18 22 26 30

T 7,85 8,18 8,36 8,78 9,13 9,45
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Praméry sloupct

i 7,7 8,2 8,7 9,2 9,7

i 14,2 17,6 20,8 24,1 24,0

Rovnice regresnich pfimek jsou

5845
n=5T1E &= 0,687

4,9052 "

Grafickym znizornénim polohy bodd, piedstavujicich jed-
notlivé pary hodnot si miZeme ziskat casto potfebné objas-
néni, zda je splnéna podminka linedrntho vztahu, nebo zda
jen jednotlivé vybotujief body rusi line4rnf prabéh. Cim pres-
néji lezi body u néjaké primky, tim je 7z, bliZze --1.

n
./
S e ¢ o
7}
p
.- P
©
o~ hd Q e
‘et
//W
o o =%z .
!
7 rd
D=0
T
- 7

14

v

s é . //® . .

‘ /. .
//

727 a2 87 92 Y4

10

Obr. 17. Cetnosti hodnot znaki a pramdri, jako¥ i pimky
regrese.
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Priklad 2. Odvodte rovnici pfimky regrese hodnot y
vzhledem k z pro primeéry, jejichZ vdhy se rovnaji éetnosti
prisludného sloupce. PiSeme rovnici primky, kterd se primyké
bodim, jejichZ soufadnice jsou z;, ¥; tak, Ze soucet ¢tvefca
odchylek rovnobéinych s osou y je nejmensi, ve tvaru
¥; = ax; +.b. Cetnost sloupct je n;, a pritazena jako viha
pisluiného pruméru znaéi, Ze kaZdd pofadnice ndleZejici
v korelaéni tabulce uréité hodnoté z; je zastoupena primérem
vSech pofadnic patifcich k téZe tiseéce x; Potom md byti
splnéna podminka, aby soucet ¢tverci odchylek ¥; — ax; —
—b tedy

f(a, b) =2 n; (§i — az, — b?
1

byl minimem. K tomu museji byti splnény predevi{m pod-
minky

7 —

5{—)= Zm(yi—axﬁ—b) =0,

1

of —

— = 2n;(¥i—ax;—b) ;= 0.

a Iz i (Y )z

Jsou-li hodnoty proménné z v korelaéni tabulce z,, z,, ...,

Zi, ..., ; & hodnoty druhé proménné w,, ¥o, ..., Yt --» Ym

pak detnost dvojice hodnot z;, yz ozna¢ime n;;. Korelaéni

tabulka obsahuje ! sloupcu a m Fddkua. Soudet ¢etnosti k-tého
!

t4dku bude D mp = np a soudet Getnost{ i-tého sloupce
. j=1

m
Z Nik = M.
k=1

Vzhledem k tomu, Ze sloupcovy pramér je definovdn rov-
nic{

_ 1
Yi= — Z Yinix
ni k
a dale, Ze platf
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D ximig= Q2 iy = T,
k k

dostdvame
2 nig (Yx — azi — b) = 0,
i
2 nix (yr — az; — b) 2; = 0,
i

¢ili

> nigYr = a > iz + b > nik,
i ir s
D Ry = a D nigaid + b noxi,
i,k ik ik
a jejich feSenim vyplyvéa

X xyr — 2nipTiZni gy
T2Nix T — (21 %:)?

b— Zng pyiZng y o2 — X griZn g iy
2032 — (2nipx;)?

coZ jsou tytéZ rovnice jako (64), takZe z nich stejnym zpﬁl
sobem dostdvame tytéz rovnice regresnich primek.

(8,1) Mnohonésobna korelace. Od korela¢ntho vztahu
mezi dvéma kvantitativnimi znaky prejdeme nyni ke studiu
kolektivni zdvislosti jednoho znaku na dvou nebo vice dal-
gich znacich. Na pF. velikost sklizné uréité plodiny v jednom
roce zdvisela na vlivu nékolika ¢éiniteli, z nichZ nejduleZi-
t€jSimi jsou mnozstvi srdZek a tepelné poméry, nebot maji
zakladni vyznam pro rast rostliny. Tésnost véazanosti mezi
velikosti sklizné na jedné strané a mnoZstvim srazek i po-
méry tepelnymi na drubé strané muZeme studovati opét
pomoci regresnich primek a korelaéniho koeficientu, vy-
stihneme-li néjakym zpisobem soucasny vliv nékolika éini-
teld. Podobné jakost materidlu se zkousf éasto podle vztahu
mezi hustotou, tvrdosti a taZznosti. Omezime se na tfi pro-
ménné a odvodime podobné jako v piipadé dvou proménnych

]
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koeficient korelace, je-li vztah mezi proménnymi linedrni.
Odhadujeme-li proménnou y pomoci  a z, napiSeme linedrni
vztah .

Y= ay+ a,x + a,2
¢ili pro odchylky od priméra vzhledem ku (75) také

n=a;§ + ayl. (98)
Normdlni rovnice pak jsou
Zén = a, 28 + a,LEL, (99)
2ln = a, Xt + a, X3, (100)
z nich# vyplyvi Fefenim
_ 20Xy — LE Xy _ 28X — X

. (101)

T TEre— ey 0 T IR — (R
a hledand rovnice (98) pro odhad # je tedy uréena. Odvodime
nyni vyraz pro étverec primérné étvercové odchylky residuf
obdobné jako v pfipadé dvou proménnych.

1
Sy.z® = - (22— Z(a,& + _%C)z]
¢éili
1
31/.2:22 = T [27]2 - (‘1122'52 + ‘1222:2 + 247'1(12254-)]
Nidsobime-li rovnici (99) koeficientem a,, rovnici (100) koefi-
cientem a, a seéteme, vidime, Ze vyraz v kulaté zdvorce je
a, 2y 4 a,2ly, takie
1
Sy.zst = iy (22— a, X — a,2ln)

a dosadime-li za hodnoty konstant vyraz (101), dostdvdme
(20228 — ZECXIn) 2oy
282502 — (ZECP
_ (Z8Ztn— ZELEem) Ztn
2L — (2807

1
Sy.zs® = - Znt—
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¢ili

1
Sy.zst = > {27]2 -

L0 XEn)r —2XEL X InXin + 282 (Xin)?
282207 — (2E0) ’

.2 Zn? 1 Ll 2En)? — 2XEL X nXEn + LENZn)?
v-zz = T, [2'52).7&'2 _ (ch)z] 2,72 ’

coZ napiSeme
8y.z:t = 0% (1 —1y.25°), (102)
kde jsme zavedli pro zlomek ve velké zdvorce oznaceni ry 5,2;

délime-li v ném ¢citatele i jmenovatele souéinem X£22923°(2,
dostdvdme

(Zén)? _2ZE€Z'C7}2§7)+ (Z%n?)
, 2 _ 252):772 25221722‘4'2 2&22"1]2 .
e
PN IINa

Zavedeme-li pak podle rovnice (77) prislu$né symboly koefi-
cientd korelace mezi dvéma znaky, miZeme psiti posledni
rovniei

Tay? — 2rayTysTez: + Tyzz
1—r7y2 )

(103)

7'1/.:1:22 =

Tak je vyjddien koeficient mnohondsobné korelace pro tfi
proménné mezi znakem y a dvéma znaky z a z. MiZeme si
predstaviti, Ze tedky stereogramu rozdéleni Cetnosti, ktery
bychom si sestrojili v trojrozmérném, prostoru jsou rozpty-
leny kolem roviny regrese. Analogicky k rovnici (103) lze
snadno napsati prisludné vyrazy pro 7; ;% a 7242

Na poradi indexu jednotlivych koeficientii korelace ne-
zdleZi, takie ry, = 7;y a 75, = 7pp & tudiz také nezidlezi na
pofadi indexi za teckou ve (103), takze ry ;2 = 7y .5% & ob-
dobné 7z p® = 72.45%, Tz.ye® = Tz.2p°
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Uvahy provedené zde pro tii proménné lze roziifiti na
libovolny poéet proménnych [1].

(8,1,1) Priklad 1. Vyjddiete rovinu regrese hodnot pro-
ménné z vzhledem k proménnym z a y pomoci piisluSnych
smérodatnych odchylek a koeficienti korelace. Zvolime-li za
pocéitek soufadnic primér celého rozdéleni éetnosti v troj-
rozmérném prostoru, bude rovnice této roviny analogicky

ku (98)

§="b&+ by,
kde koeficienty b, a b, jsou vyjiédieny analogickymi rovni-
cemi ku (101)

b — ZpXEC — XEnEnl 28l — XXl
1T XRp — (XEpr” P 2B — (Xén)?

a vzhledem k rovnici (78) a obdobnym pro ostatni dvojice
proménnych vyplyvd po malé upraveé

b — 0z (Y22 — Tyolzy) O (Tys — Toyras)
| e e T TN 2= T 0 2y
oz (1 —rg52) ay (1 —rg2)

Ctverec primérné &tvercové odchylky residui muzeme pak
napsati pomoci determinantu ve tvaru

s 1 Tyz Tzz
822" = T—r 2’ Tye 1 Tay | - (104)
Ty, Tzy 1

Rozvedenim determinantu podle prvniho fadku nebo sloupce
je mozZno se presvédéit o totoinosti tohoto vyjddieni s tim,
které odpovidd rovnicim (102) a (103).

Piiklad 2. Jakost uréitého materidlu byla charakteriso-
véna tfemi znaky z, y, z, které byly pozoroviny na souboru
triceti prvka; pozorované hodnoty v prislusnych jednotkich
kazdé proménné, v nichZ byla méfena, jsou sestaveny
v tab. 21.
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Tab. 21.

% z Y z ¢ T Y z
1 2,7 71,4 35,4 16 2,6 55,7 28,8
2 2,6 63,4 3L,3 17 2,7 70,6 34,0
3 2,7 82,6 32,2 18 2,9 87,6 34,5
4 2,6 67,3 33,4 19 2,6 50,7 29,9
5 2,5 69,6 37,7 20 2,4 59,6 29,8
6 2,7 73,0 34,9 21 2,6 71,3 29,3
7 2,6 55,7 24,7 22 2,7 76,5 31,4
8 2,8 85,8 34,7 23 2,6 69,2 31,7
9 2,8 95,4 38,0 24 2,8 83,7 36,8-
10 2,5 51,1 25,7 25 2,9 94,7 41,6
11 2,6 74,2 25,8 26 2,7 70,2 30,6
12 2,6 77,6 28,0 27 2,6 80,4 29,7
13 2,6 64,1 25,8 28 2,7 76,7 32,6
14 2,6 63,7 23,7 29 2,6 78,0 29,2
15 2,7 82,2 32,4 30 2,8 79,3 36,7

Jest najiti zdkladni charakteristiky jednotlivych fad a
vztahi mezi nimi, sestrojiti a znézorniti rovinu regrese pro
odhad hodnot proménné z vzhledem ku z a y.

Znémym postupem zjistime

T—= 2,65, o= 0,18, T2y = 0,60,

y=172,03, . oy = 12,16, Ty = 0,67,

z = 31,67, -0 = 4,23, 772 = 0.59
Rovnice primek regrese

L=y 2y =023y, C=re&=1386L
O'y * Oz

8y = 0ol — 1,2 = 3,13, 8, = 0,1 — 12 = 3,43.
Rovnice regresni roviny
C = b1£ + bzﬂ;
Oz (Tze — Tyz + Tzy)
b= = 2T B — 6,977,
! oz (1 —15%)
b, = 0,174,
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bude pak { =6,977¢ 4 0,174y

a " 852y = 8,63, Tom? = 0,5. .

¢

Obr. 18. Regresni rovina.

Grafické zndzornéni regresni roviny i celého roje tecek je pro-
vedeno v obr. 18. Primérnd étvercova odchylka residui ko-
lem roviny je vic neZ dvojndsobkem prumérnych étvercovych
odchylek kolem regresnich primek. '
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Ulohy: 1. Provedte rozbor piipadu, ktery nastane a) jestlize
v rovnici (103) je
Ty =Ty = 0,

zy
takZe
. 21'”’ —o
L TTr, =
b) je-li
Tey = Tyazz = o,
takZe
Ty = 0.
c) je-li
7, =1
d) Toy = Tgp = Tys = Ty 1

takZe viechny koeficienty korelace se' rovnaji — i.

2. Najdste r, ., je-li r,, = ry =1, = 0,999.

3. Provedte rozbor pripadu, ktery na.sta.ne, jestliZe v rov-
nici (102) je r,, =71, =

(8,2) Diléi korelace. Predstavme si nyni, Ze mame zjistit
tésnost vztahu mezi velikosti sklizné y a tepelnymi poméry z,
k éemuz vypocitime koeficient korelace rz,. Nahlédneme
snadno, Ze nebude predstavovati vystiZné a bezpeéné tento
vztah, takZe nebudeme moci odhadovati vzrist velikosti
sklizné odpovidajici uréitému vzristu primérné teploty,
ponévadz teplota je v tésném vztahu s nékterymi dals{mi
dilezitymi éiniteli, jako je na pf. mnoZstvi srdZzek z. V tako-
vém pripadé musime uziti k feSeni ikolu zvlastniho postupu,
kterym stanovime korelaci mezi velikosti sklizné a tepelnymi
pomeéry, kdyz zustdvd mnoZstvi srdzek konstantni. Je to
t. zv. diléi korelace, kterd je uréena koeficientem diléi
korelace r;,, mezi dvéma proménnymi pfi urcité stdlé
hodnoté tieti proménné. Tento koeficient muze byti
stdly, nebo se mize méniti, kdyZ tfeti pro-
ménnsd nabyv4d riznych hodnot. Abychom do-
spéli k jednoduchému odvozeni hodnoty koeficientu dfléf
korelace, pripomeneme si, Ze¢ jednoduchy koeficient kore-
lace 7;y mezi dvéma proménnymi jsme dostali také jako
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geometricky pramér koeficienti regrese v rovnicich pii-
mek regresnich

n=">0,& a &=byy
UvaZujeme tedy tfi proménné, které jsou v linedrnim vztahu
vyjddifeném v odchylkdch od priméra rovnici
n =t + af, (105)
kde koeficient a, je dén podle (101) vyrazem
g 202 — 28020y
Ve — (2E)e
Rovnice linedrniho vztahu pro odhad £ pomoci 7 a ¢ je ana-
logicky

= an + CZC, ) (106)

kde koeficienty ¢, a ¢, dostaneme opét feSenim prisluinych
normdlnich rovnic

2ty = ¢, 2n? + .20y,

ZEC = )2l + 0203,
odkud dostaneme pro ¢, vysledek

o 2E22En — 2n2&L

VI — (2l
a utvofime-li geometricky pramér obou koeficienti @, a ¢,,
dostaneme

Vi — {(252)2(2517)2 — 2T EtnZEL + (2£C)2(2Cn)2}%
161 = ’

_ [(ZE2202 — (ZEPNZC2 2 — (Znl)*]
coz muZeme prepsati pomoci symboli jednoduchych koefi-
cienti korelace mezi dvéma proménnymi '

V; - l/"zyz — 2rgyToaty: + T2yt .
10, = 3
(1 —7z%) (1 —1y?)
Koeficient diléi korelace mezi z a y je definovdn jako tento
geometricky pramér koeficienti regrese a, a ¢,, takZe piSeme
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Toy — Tzelyz . (107)
V@ —r) @ —ra?)
Z odvozeni je patrno, Ze hodnot koeficienti a, a ¢, pfi { v rov-
nicich (105) a (106) nebylo pouZito, coz znamend, Ze se pone-
chdvd { konstantni a pravé proto, Ze byla ziskina hodnota
koeficientu korelace mezi dvéma proménnymi pfi konstantni
hodnoté tfeti proménné, nazyva se koeficientem diléi kore-
lace. Pri uZivdni tohoto koeficientu musime se piesvédcit,
jsou-li vSechny dvojice proménnych v linedrnim vztahu
vzdjemném. Vypocéet pak lze podstatné usnadnit tabulkami
jako na pr. [3]. RozSifeni na vice proménnych je mozno
provésti zcela obecné [1].

(8,2,1) Piiklad 1. Pfedpoklidejme, Ze byl zjidtén jedno-
duchy koeficient korelace mezi velikosti sklizné y a teplotou z
hodnotou r;, = + 0,62, mezi velikosti sklizné y a mnoZstvim
srizek z hodnotou ry, = - 0,80, mezi teplotou a mnoZstvim
srazek r,, = + 0,75. Jaky bude koeficient diléi korelace mezi
velikosti sklizné a teplotou?

Podle rovnice (107) bude na pf. pomoci tabulek [3] 74y, =
_ 0,62—0,60
0,397
stilém mnoZstvi srazek prakticky mizi.

Priklad 2. Jest stanoviti koeficient diléi korelace mezi
z a z, jakoZ i mezi z a y pro material tabulky 17.

Tzyz =

= + 0,05, takie skuteény vliv teploty pfi

r . Taz — TzyTyz _ 0,587 — 0,602 . 0,671 .
2.y = =
V(l_ Tzy®?) (1—142%) . 0,594
= 0,31,
Tyz — Tzzlzy 0,671 — 0,354
Ty = = - = 0,49.
yz.x V(l—rzyz) (l_.,ra:ZZ) 0,646

Priklad 3. Dokaite, Zo mezi koeficienty korelace plati
vztah

(1 —714y.%) (1 — 7152 = (1 — 7y 2.%).

133



Z rovnice {107) a (103) dosadime a dostaneme

(rzy — ';'zzryz)z .
1—7r,°) — - =25
( vz ) 1 — Tzzz
(1 — 722%) — (r2y® — 272y ysTas + 7y42%)
= l 2 s
— Tz

coZ je identita, nebot pravou stranu miZeme uvésti na tvar

1 — 7zt —ry2 4 Tzerys® — (rzy — "'zz"uz)2 _
1 —r7rz2
_ (1 — 722 (1 — 7y,%) _ (Toy — Tz2Ty2)?
1 —rg? e
Ulohy: 1. Provedte rozbor pipadu, ktery nastane, kdy%
ve formuli (107)
a) 1':“”n =1 b)yr,2=1 ‘e) ot =1

2. Doka¥te, ¥e pro &tyfi prom&nné plati

Ti2.4 —T13.4 T23.4

[T =7 (T —rg
kde prom&nné jsou oznaleny d&islicemi.

(8,3) Korela¢ni pomér (vztah nelineirni). Predpokladem
upottebitelnosti koeficientu korelace je linedrn{ regrese. Pro
piipady nelinedrni korelace je uZitednou mirou tésnosti
vztahu korelaénf pomér y vzhledem ku z, ktery oznatujeme
7)yz & je tedy obecnéjsi mirou korelace. V pripadech, kdy je
pochybno, zda je vztah mezi proménnymi skuteéné linedrni,
je vypodet korelaéniho Poméru nutnou soucdst{ korelaéni
analysy. Obdobné jako étverec prameérné étvercové odchylky
residuf 87,2 (66) definujeme rozptyl kolem sloupcovych pri-
méru 8,%;, odchylky se neméfi od primky od-
hadu, tedy od pfimky regrese, nybrz od prislusnych
sloupcovych priméra.

Podle toho na pf. od kazdé hodnoty y prvniho sloupce ode-
&teme pramér prvatho sloupce a tak to provedeme v kazdém

T12.3¢ =
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sloupci. Pramér étvercu téchto odchylek od prisludnych pri-
méri je praveé rozptyl kolem sloupcovych priméru s,2. Podle
toho bude

1 — _ —
31/2 = T {21(?11' —_— y1)2 + 22(?/17 — y2)2 + ...+ Zl(?/i — ?/1)2}-
(108)
je-li I celkovy pocet sloupeci. Budeme-li oznadovati soucet
hodnot y v i-tém sloupci s;, pak primér ¥, = %, nebot mar-
i
gindln{ ¢etnost sloupce je n;, a rovnici (108) muiZeme psiti

1 8, \¢ 8, \?2 a\2
8= 7{21 (m—nf‘l) + Ez(?/i—n—zz) +.. 4 El(yi—';ll) }

Vzhledem k tomu, Ze

8,\? 8 . 8,2 8,2
Zl(yi—;i) =2y — ”—i 2y + 711 = 2y — 711
a obdobné je tomu pro ostatni souéty velké zdvorky, miZeme
psati

1 8,2 8,2 82
2 _ 2 71 2 "2 2
Sy r :21.% n + 2oyi Ty + + 2wy 'ﬂt}
¢ili
1 1 8%
2 2 ____ y
o T 2y 7 ? n;’
kde prvni soudet se vztahuje na viechny hodnoty y souboru
a druhy soudet na viechny sloupce, tedy : = 1, 2, ..., . Ode-

éteme-li a pricteme ' nyni ¥2, destaneme

2 2 2
Byzzﬂ_gz_[r ;g_yz]zayz_[%;ﬁ_yz]

r i N i M
Lys o
. T { 7
81]2 p—rt 0'” l -_— 0_”2 »
8y% = oy® (1 — ys?) (109)



¢ili koreladni pomer 7,,? z této rovnice bude

R (110
Nyz" — L — _0_;5 . ( )
Zavedli jsme tedy pro korelaéni pomér vyraz
.
i M
Nyz® = et (111)

V souboru, kde je linedrni regrese, bude s,,2 = 8,2, takZe po-
rovnanim rovnic (83) a (110) vidime, Ze 7y;? = 752 Z rov-
nice (110) je patrno, Ze 7.2 < 1, nebot zlomek je tam vidy
veli¢ina kladnd a rovnost miZe nastati jen tehdy, kdyZ vie-
chny hodnoty kaZdého sloupce se rovnaji jeho prumeéru,
nebot’ pak je 8> = 0. Neni-li s;z,® rovno 8,2, musi byti vétsi,
nebot prumér ¢tverci odchylek hodnot proménné v jednom
slotipci od néjaké hodnoty je nejmensi pro odchylky od prit-
méru tohoto sloupce.

Z toho pak vyplyvi, Ze

Nya® 2 Tay®

K posouzenf linedrnosti regrese se pouZiva rozdilu 7,2 — 2%
pii ¢emZ je tfeba prihliZeti k variacim nihodného vybéru,
o jejichZ testovin{ se miZe étenaf dovédét blizsi v [1].

Ponévadz plati také mezi rozptyly vztah

05 = 0 — 82,
ktery si ovéfime dosazenim piisluinych vyrazi za
1< N 1 < _
0u2=_z Zi(y—y)’, 3112:—221'(3/—!/:')2
T i=1 T i=1
a rozptyl sloupcovych prameéri

l
> niFi— §)?
_ =1

1
2,

i=1

2

vi ’
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nebot’ po dosazeni{ a vyndsoben{ rozsahem r dostivime sou-
!
et > identit
i=1
Sily —Y)P =2y — Y:)* + nl¥: — ¥,
jez vyplyvaji z rovnice
(y—9*=Uy—¥)+ (¥ — ¥
vzhledem k tomu, Ze
2(4i—Y) 2y — ¥:) = 0.
Plati tudiz také rovnice
2 or!’i2

Nyz ) (112)

2

Oy
takZe korelaéni pomér je také pomér rozptylu praméra
sloupcovych k rozptylu proménné y v celém souboru.

2
Co bylo feéeno o 7y.?, plati obdobné také 0 75,2 = 1 — (% ,
z
a poditd se podle formule
18 =
rTEm
Moyt = ——% - (113)

(8,3,1) Piiklad. Provedme vypolet korelaéniho poméru
82 &2
pro soubor v tab. 14. PouZijeme k tomu sloupci —— a — ,
n. Ng
pocitanych pro proménné w, v, takZe dostaneme

8,;2
n 147,94
T 0,9483
a tedy podle rovnice (111)
L
N w}
Mz = 0'|p2 T ’
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bude

nyz = 0,705.
Podobné pak
23_"2 10,52 1 8_112
Tnk — _lﬁ = 0,7085, 1}”2 — EE[ Tnk_ _5z!
cili
Naey = 0,694.

(8,4) Meze ufiti koeficientu korelace. Je tieba upozorniti
étendfe, Ze nelze priklidati prili§ mnoho dileZitosti koefi-
cientim korelace poéitanym z malého poétu prvka. M4-li se
pouziti uréitého éiselného vysledku pro koeficient korelace
jako zdkladu pro odivodnovdni obecné platné, musi byti
vypolftdn ze souboru dostateéného rozsahu. Ovsem i fddné
zjistény vysoky stupen korelace nemusi byti prikazem, Ze
vlastnost popsand jednim znakem je pri¢inou druhé vlast-
nosti, popsané druhym znakem.

Drive nez ozna¢ime jeden z korelovanych znaku za piéinu
a druhy za ndsledek, je dileZito zkoumati, zda obé mnoZiny
¢isel popisujici tyto dva znaky nemohou byti vysledkem
néjakého éinitele tretiho. Posouzeni vyznamu velikosti koefi-
cientu korelace je pfirozené pro jednotlivé obory, v nichz se
ho uzivé, velmi rizné. Tam, kde mizZeme piredpoklddati, Ze
obé fady éisel jsou vzdjemné vizdny linedrnim vztahem, jako
je tomu v mnohych aplikacich technickych, nebudeme koefi-
cient korelace ve vysi 0,9 hodnotiti prili§ vysoko, kdeZto pfi
rozborech populaéné statistickych nebo hospoddfskych dat,
pro néz nemuze existovati presné platny teoreticky vztah,
miiZe byti koeficient korelace 0,8 hodnocen v nékterych pfi-
padech za velmi znaény. NemuZeme se spokojit jen s kore-
laénim vypoétem, nybrz mnoZstvi ivah pi{pravnych spodi-
vajicich ve vhodném poloZeni otdzky a racionelnim rozéle-
néni miZe poskytovati prakticky védeckou bezpecnost

wsrwe

o priinnych vztazich. Teorie korelace mid v béddni pfitin-
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ném neprekroditelnou hranici v tom, Ze musi pracovat jako
souddst statistiky s empirickym materidlem, ktery je ji ddn
a ktery si nemuze jinak opattit. Kdyz pak za¢inid vypocet,
byla jiz hlavni price vykondna a vysledku vlastné bylo jiz
dosaZeno. Bylo provedeno pfi uzivéni teorie korelace v minu-
losti mnoho chyb a nejvice jich spadd do oblasti, kterou na-
zyvéme logika korelace. Sem patii predeviim zkoumdnf
mozZnosti néjakého vztahu, zpisob kladeni otdzky a kritika
kladeni otdzky. Musime miti na paméti, Ze pri¢inné badéni
statistiky nespoéivd na jejim matematickém, nybrz hlavné
na jejim logickém a noetickém zikladu, jehoZ vady a nedo-
statky s nim tudiZz sdili. Koeficient korelace je jakymsi
indexem vztahu, nikoliv dikazem pfi¢inné vidzanosti. Po-
&it4 se, jako jiné statistické charakteristiky, za ic¢elem osvét-
leni vykladu a rozboru velikych mnozZstvi pozorovanych dat.
Tento vyklad musi byti v souhlasu se zdravou logickou ana-
lysou. Prakse kazdého oboru si ustdli obycejné néjaké rozde-
leni celé stupnice koeficientu korelace od 0 do 1, takZe na pf.
usuzuje, Ze koeficient korelace

1. mensi nez 0,3 naznaduje nizky stupen tésnosti vztahu
a nespoléhé prili§ na vyznamnost jeho, je-li zvldsté rozsah
souboru maly.

2. 0,3< 74y < 0,5 naznaluje mirny stupefi tésnosti
vztahu, je-li jeho pravdépodobnd chyba mald.

3. 05< 754 < 0,7 ukazuje na vyznaénou tésnost
vztahu.

4. 0,7 < 74y < 0,9 je ukazatelem vysokého stupné tés-
nosti.

5. 0,9 < 74y znaéf velmi tésny vztah, &ili velmi vysoky
stupeil vdzanosti mezi proménnymi.

Je vSak velmi dileZito mfiti stdle na paméti, Ze interpre-
tace vyznamnosti nezdvisf jen na velikosti koeficientu, nybrz
také na rozsahu pozorovaného souboru. Je-li koeficient nizky
nebo mirny, jsou jeho ndhodné vybérové odchylky takové, ze
jej ¢ini nespolehlivym a pochybné vyznamnosti, je-li rozsah
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vybéru maly. Spolehlivost takovych vysledki se muZe zvy-
8iti, Ize-li opakovati pozorovini na mnoha takovych malych
vybérech. .

Na konec musime zvlisté zdirazniti predpoklad nasich
dosavadnich vyvodd, Ze hodnoty proménné byly méfeny
presné. NeprihliZeli jsme tedy k chybim meéfeni, t. j. k od-
chylkdém zjiSténych hodnot od skutednych. Tato okolnost
md zvldstni vyznam pii uvazovini vyznamu charakteristik
s hlediska odchylek vybérovych.

(9) Koeficient korelace s hlediska teorie nihodného
vybéru.

(9,1) Hypotésa nulova. Vybérové charakteristiky maji
svd rozdéleni éetnosti, kterd ndm pomshaji odhadovati jejich
odchylky od prislu$nych parametra v zdkladnim souboru,
joZ se vyskytuji s uréitymi pravdépodobnostmi. Testujeme
tak jejich vyznamnost. Zcela obdobné si predstavime, Ze
charakteristiky, které se pfi dvojrozmérném tiidéni k dii-
véjSim pfipojily, maji také svd rozdéleni Getnosti, takZe
uvahy provedené v prvnf ¢asti budou zde miti svoji obdobu.

Zatneme s nejjednodussim a velmi obvyklym testem,’
kterym zjistujeme, je-li néjaky pozorovany koeficient kore-
lace vyznamné vétsi nez nula. Je to pfipad, v némz mime
najiti pravdépodobnost, Ze takova hodnota 7,y jako je pozo-
rovand v uvaZovaném nidhodném vybéru, by se mohla vy-
gkytnouti v ndhodném vybéru z néjakého zdkladniho sou-
boru, v némZ znaky z a y nejsou ve vztahu, ¢ili koeficient
korelace 7(z, y) = 0. Bylo dovozeno, Ze pro vybéry z tako-
vého zikladniho souboru ma rozdéleni ¢etnosti hodnot 7z,
smérodatnou odchylku

olray) = T——, (114)

V r—1
kde r ve jmenovateli znadi podet dvojic hodnot z a y, ¢ili
podet prvku vybéru. Neni-li vybér piili§ maly, je rozdéleni 7,
dosti blizké normalnimu, takZe je opravnéno a postaci uziti
kriteria, Ze néjakd hodnota 75y, vétSi nez dvojnisobnd sméro-
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datnd odchylka (114) je nad 59, hladinou vyznamnosti.
V takovych pripadech tedy stadi najiti r,,,l/r—l a uzfti
tabulky Laplaceova integrilu, abychom uréili pravdeé-
podobnost P, Ze pozorovand hodnota 7.y koeficientu korelace
se mohla vyskytnouti v ndhodném vybéru z néjakého zi-
kladniho souboru, v ném? 7(x,y)= 0. Uvedeny vyraz

r,,,Vr — 1 je totiz —:_‘W—), coz tu znamend odchylku od pri-
O' z’”
méru (ktery je v bodé nula), vyjaddfenou ve smérodatné

odchylce jako jednotce. Pfi dosti velikém rozsahu vybéru je

V_

(9,2) Malé vyb&ry. Pro malé vybéry se rozdéleni éetnosti
hodnot 7zy nepriblizuje dosti tésné normdalnimu, takZe pak
predchazejici postup testovani neni opravnén. Musime potom
uziti predevsim vystiZnéjitho vyrazu pro smérodatnou od-
chylku koeficientu korelace

[l —r2(z, y)]?
r—1 ’

vyhovujicim pfiblizenim smérodatné odchylky ——

orgy) = (115)

Ve velkych vybérech a pii nevelké tésnosti vztahu md koefi-
cient korelace z vybéru o r dvojicich normélni rozdéleni
kolem hodnoty r(z, y) v zdkladnim souboru, se smérodatnou
odchylkou (115). Tento vyraz vSak obsahuje parametr

r(z, y), ktery neznime zpravidla a nahrazujeme jej pomoci
pozorované hodnoty koeficientu korelace

(116)

O"zy = W .

Pii malych vybérech se muZe hodnota 7, velmi liSiti od
r{z, y), takze v Citateli se miZeme dopustit znaéné chyby
a nad to rozdéleni hodnot koeficientu korelace se velmi lisi
od normilniho. Aby bylo umoZnéno provedeni testu také
v ptipadech, kde rozsah vybéri je mens{ ne% sto, které se
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v nékterych oborech aplikace tasto vyskytuji, pouZivd se
t-testu. Zvoli-1i se totiZ za hodnotu ¢ vyraz

Tay —

117
- =V a17)
kde n = r — 2 je podet stupni volnosti, 1ze dokézati, Ze roz-
déleni ¢etnosti hodnot ¢ takto poéitanych se shoduje s rozdé-
lenim tabulky hodnot ¢ (tab. 5).

Dva stupné volnosti byly ztraceny vypocétem dvou cha-
rakteristik vybérovych zahrnutych ve vyrazu pro koeficient
korelace. Pomoci tohoto vyrazu (117) testujeme tedy vy-
znamnost pozorovaného koeficientu korelace tak, Ze chceme
zjistiti pravdépodobnost, Ze takovd hodnota jeho se mize
vyskytnouti v ndhodném vybéru ze zdkladniho souboru,
v némzZ neni vztahu mezi uvazovanymi znaky.

(9,3) Korelaéni transformace z’. Kromé potieby testo-
vati vyznamnost néjakého koeficientu korelace, abychom
zjistili zda muZeme usuzovati na existenci vztahu vubec,
setkdvime se jeSté s ukoly dalsimi. Byva tieba testovati,
lisi-li se pozorovany koeficient korelace vyznamné od néjaké
teoretické hodnoty, nebo zda se dva pozorované koeficienty
korelace lisi od sebe vyznamneé. Jindy docilime nékolika ne-
zdvislych odhadi uréitého koeficientu korelace a mdme je
kombinovati v jeden zdokonaleny odhad, pro ktery je tfeba
provésti néktery z obou testi uvedenych v predchdzejict
vété. Tyto ukoly bychom mohli Fesiti analogicky jako jsme
testovali vyznamnost r,, ale obtiZe, které jsme tam nazna-
¢ili, by zde vystupovaly ve zvysené mife. Byla proto zave-
dena udelnd transformace koeficientu korelace rovnici

Z=3{lgl+15) —lg(l—ry)}=
=72y + $2° + §7r2° + - (118)
Takto zavedend novéd forma charakteristiky md pFiblizné
normalni rozdéleni ¢etnosti i pro malé vybéry a pomoci ni 1ze
provésti uvedené testy bez obtizi. Smérodatnd odchylka to-
hoto normélniho rozdéleni éetnosti je -
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o= L (119)

V r—3’

co? je vyraz jednoduchy a nezdvisly na z’. Jeho velikd vy-
hoda proti (115) je v tom, Ze je nezivisly na koeficientu
korelace v zékladnim souboru, z néhoz byl vybér vzat. Pro-
bthd-li 7, hodnoty od 0 do 1, projde 2’ od 0 do +oo; pro
malé hodnoty 7, je 2’ skoro rovno 7,y podle (118), ale kdyz
se 75y bliZi 1, roste z’ nade vSechny meze. Je tudiZ vyznam
této transformace také v tom, Ze ddvd otevienéjsi stupnici
hodnot z’, kdyZ tésnost vztahu je vysokd. Muzeme shrnouti
vyhody charakteristiky z” ve tii body. 1. Jeji smérodatnd
odchylka je jednoduchy vyraz nezdvisly na r(z, y). 2. Rozdé-
leni ¢etnosti z’ je velmi blizké normélnimu i pro vybéry ma-
lého rozsahu a s rostoucim rozsahem se normalnimu rozdéleni
brzo a tésné primykd’at je hodnota 7,y jakdkoliv. 3. KdeZto
forma rozdéleni éetnosti rzy se rychle méni pro ménici se
r{z, ), je tvar rozdéleni cetnosti z* pfibliZzné konstantni.

K testovdni vyznamnosti rozdilu mezi dvéma pozorova-
nymi hodnotami koeficientu korelace ,7zy a ,7z, stanovime
diferenci 2, — z’, pomoci rovnice (118), podle niz bude

Zy=3[g (1 + y72) —1g (1 —72)],
=3 (g (1 + yr) —Ig (1 —4723)],
a pouzijeme smérodatné odchylky

v |/ 1
e =3, —3

kterou jsme utvofili pedle rovnice [I, (67')]. PrisluSnou

pravdépodobnost pak najdeme pro 217 %2y tabulee Lapla-
Oz’ —2'y
ceova integrélu.
(9,3,1) Piiklad 1. Budeme testovati vyznamnost koefi-
cientil korelace vypoéitanych pro tfi soubory tab. 10, v pfi-
kladu 1 na str. 112.
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Pro soubor

0,03)/1

6.1 je rgy=—+ 003, t= _31/_1 010, *
J1=0,03

97)/11

8.2 jo rzy = + 0,97, —O—L = 13,25,

J1—0,972
0,9

5.3 je rgy=—098, t= —ASVL= 16,35.

J/1=0,98

Z tab. 5 sezndme, Ze pro n = 11 je hodnota ¢ na pétiprocentni
hranici vyznamnosti mnohem vétsi nez v pi‘l’pa.dé souboru
¢. 1, takZe koeficient korelace je zcela nevyznamny, kdeZto
v ostatmch dvou piipadech jsou to hodnoty velm1 vy-
znamné.

Piiklad 2. Testujme vyznamnost koeficientu korelace,
ktery jsme vypotitali pro soubor rozttidény v tab. 11 v pri-
kladu 2, str. 114. PonévadZ rozsah souboru je r = 200, mu-
Zeme uZiti prvniho i druhého zpisobu. Podle prvniho zpu-
sobu bude szV199 = 0,60]/199 = 8,46 a pro tuto hodnotu
se presvéd¢ime v tabulce Laplaceova integralu, ze P =
= (1 — x(t)) je hodnota velmi mal4 a tudiZ vyznamnost vy-
sokd. Podle t-testu dostdvame ¢ = 10,55 a z tabulky 5
hodnot ¢ pro » = oo vidime rovnéz vysokou vyznamnost.

Priklad 3. Ze dvou vybéri rozsahu r = 228 jsme do-
stali koeficienty korelace ,r;; = 0,56 a ,rzy = 0,65. Mdme
testovati, je-li tento rozdil vyznamny. PouZijeme k tomu
nejprve z'-transformace, ale vzhledem k snaénému rozsahu
miZeme také pouZziti k pribliZnému FeSeni smérodatné od-
chylky (114).

Pro test 2’ dostdvdme
2/, = 4 {lg (14+0,56)—lg (1—0,56)} — § {lg 1,56 —Ig 0,44} =

1,56
=3lg = =
=} 1g 7y, = 06328,

144



1,65 .
= -é— lg ﬁ = 0,7753, .

2y — 7'y = 0,1425,

0ry—z, = |zhs + 735 = 15 /2 = 0,0943.

Rozdil je tedy mensi neZ dvojndsobek smérodatné odchylky,
takZe joj nepovaZujeme za vyznamny. Na znaménko koefi-
cientu korelace nebéfeme ve formulich pro 2’ zfetel, poné-
vadZ testujeme numericky rozdil mezi koeficienty korelace.

Uloha: Odvodte podle rovnice (118)
" a) vyraz rg, = (e® — 1) : (¥ + 1),
b) dokaZte, Ze Toy = thz’.

(9,4) Testovani vyznamnosti koeficientu regrese. —
K provedeni testu vyznamnosti koeficientu regrese mi-
Zeme pouziti i-testu. Tak jako v pripadech testovani vy-
znamnosti dfivéjsich charakteristik také zde si predsta-
vujeme body zndzornujici prvky se zjisténou dvojici znakd
z, y a prisludné regresni primky jako obraz dvojrozmér-
ného roztiidéni vybéru z néjakého zikladniho souboru —
at je to néjaky skuteény vétsi soubor nebo jen myslenkové
mozny, ktery si sestrojime k tomu cili — abychom mohli
vyznamnost svymi logickymi pravidly prezkousSeti. V tomto
zdkladnim souboru existuje také pfislusnd piimka regrese,
jejimz ptibliznym odhadem je pfimka uréens z r dvojic pozo-
rovéni na vybéru tohoto rozsahu a jako takovs m4 tedy svij
obor ndhodnych odchylek. Ptime se proto, zda miZeme se
svym stupném statistické bezpeénosti souditi, Ze s rostou-
cimi hodnotami proménné z rostou (a v pfipadé zdporného
koeficientu korelace klesajf) primérné hodnoty y. Abychom
dali odpovéd na tuto otdzku, vyjdeme od t. zv. nulové hypo-
tésy, Ze hodnota koeficientu regrese v zdkladnim souboru je
nula, ¢ili, Ze piimka regrese v zdkladnim souboru je rovno-
béind s vodorovnou osou z. To je pak totéz, jako kdyby-
chom predpoklddali, Ze proménné v zikladnim souboru ne-

~
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jsou ve vztahu, ¢ili 7(z, y) = 0 a tim je test preveden na
pripad odstavee (9,1). _
Lze viak odvoditi nové vyjadreni tohoto testu. K tomu eili
tedy stanovime rozptyl koeficientu regrese proménné y vzhle-
dem k z, ktery je vyjddren formuli (95), jiZ napiSeme pomoci
(77) ve tvaru '
Lo Ze—8y—9 JEy—9_
by = 12y — = = — — =
Oz ‘l/z?(ac—:t:)zE(y—y)2 ]/2(::—_ z)?
_2e—7)(y—9
o 2(x — T)2.

Citatele tohoto zlomku viak miZeme jeité upraviti, nebot

2(x—2x)(y—§) =
=Xey —rzy = oy — 22y = Zy(x — %)

a tedy

_ Zy(z— %)
T X(x— 72
Abychom pak stanovili vybérovy rozptyl této charakteris-
tiky b, budeme uvazZovati zdkladni soubor, jehoZ prvky jsou
nahodné vybéry, které viechny maji tytéz hodnoty promén-
né z. Stanovime-li tedy z kazdého vybéru charakteristiku b,
budou odchylky jejich hodnot (nebo jinymi slovy variace
jeji) zpusobeny jen tou okolnosti, Ze pro urditou hodnotu pro-
ménné x nejsou hodnoty y v zdkladnim souboru, z néhoZ be-
reme vybéry, viechny stejné. Oznaéime ¥ hodnoty pro-
ménné y, které vyplyvaji z rovnice piimky regrese (92),
jakozto piimky odhadu, ¢ili piSeme rovnici pfimky regrese

Y=9+ by, (x—3) (121)

Prumeérnou étvercovou odchylku hodnot y od této pfimky
odhadu pro uréitou danou hodnotu z pak oznalime s a jeji
étverec, analogicky rozptylu, tedy s2. V éitateli (120) viak je
kazdd odchylka y od regresni formule zédkladniho souboru

bay (120)
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nidsobena (z — %), takZe rozptyl tohoto soudinu je s? (z— )2
a rozptyl celého soudtu téchto soudini je s2X(x — %)2. Poné-
vadZ ve jmenovateli je X(x — Z)?, jehoZ rozptyl je {X(x —
— 7)?}2, dostaneme pro celkovy vybérovy rozptyl charakte-
ristiky b vyraz

2 X(x — z)2 s?

ZTa—app ZE—ap
Prumérnou étvercovou odchylku hodnot y od piimky regrese
(121), t. j. od vypotitanych hodnot ¥ odhadneme, délime-li
soucet ¢tverclt (y — Y)2 poctem stupii volnosti n = r — 2,
nebot byly z vybéra rozsahu r jiz uréeny dvé charakteris-
tiky ¥ a b,,, jez vstupuji do vypoétu hodnot Y. Bude tedy

_|/2y—=T)
S"V_7Z?— (122)
a rozptyl koeficientu regrese tudiz je
8
8p = /. (123
VZ‘ (z — z)? )

Test vyznamnosti miZeme provésti pomoci i-rozdéleni, takze
vypoditdme

by _ byl Tz — 2P
Sp 8

t= (124)

a tabulky 5 pouZijeme pfi n» = r — 2 stupnich volnosti.
Zpusob vypoétu je proveden v ndsledujicim prikladeé.
Oprivnénost tohoto postupu ukdZeme objasnénim, Ze je
to totéZ ¢, kterého uzivame pri testovdn{ koeficientu korelace.
Vzhledem k (122) muZeme psati
r—2
2y—7Y)y
a 2(y — Y)? miZeme nahraditi podle (76) vyrazem
(1 —72,2)2(y — ¥)?, takZe dostaneme

2 = by?S(x — 7
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g2lz—a? r—2 1 —2

2 — =
! o’ 2y —Yr1l—rgt Ta 1—r7z2
vzhledem k rovnici (95). Vidime tudiZ, Ze .
r,,,yl/ r—2 (125)

V 1— Tzll
coZ je totéZ jako v rovnici (117).

Vyrazu pro rozptyl koeficientu regrese je mozno uZiti ne-
toliko k testovini nulové hypotésy, nybrz také v pripade,
je-li koeficient regrese v zdkladnim souboru b(y, z) &0
znimy. Tuto hypotésu tedy testujeme tak, Ze pouZijeme
t-testu, abychom ukdzali zda je rozdil b,, — b(y, z) déleny
svou smérodatnou odchylkou, vyznamny pii r — 2 stupnich
volnosti.

M4me-li testovati zda dva vybéry, pro néz jsme dostali dva
rizné koeficienty regrese, jsou z jednoho zdkladniho souboru
nebo ‘ze zdkladnich soubort s tymZ koeficientem regrese,
zaloZime test vyznamnosti rozdilu mezi dvéma koeficienty
regrese na jejich smérodatnych odchylkich. Jsou-li 8’y a 8"
poéitany podle rovnice (123), je smérodatnd odchylka roz-

dilu by, — b",, ddna sy_p- = Vséz + 852, takie

bo1 — by (126)
Sp—b"

Tyto koeficienty regrese mohou byti poéitdny z vybéru rz-

ného rozsahu r, = 7,, takZe celkovy polet stupni volnosti je

n=n+n=r—2-+4r,—2.

t=

(9,4,1) Priklad. Jest testovati vyznammnost koeficientu
regrese v prikladu (7,2,1,1), str. 123.
Abychom mohli testovati pomoci rovnice (124), musime
pocitati s, coZ se nejlépe pocitd na zdkladé identity
Zy—YP=2(y— ¥ —b*2(c—zp".  (127)

Tuto identitu nejprve dokdZeme. Z rovnice (121) vyplyvd
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odeéten{m kazdé strany od y
y—Y=y—y—by(x—12),

tak¥e umocnénim na druhou dostaneme rovnici ve tvaru
(y— Y2 = (y— 9+ by (z— 2)* — 2by, (y — Y)(z — 2).
Provedeme-li nynf soudet pfes viechny hodnoty proménnych
z a y, dostdvdme

2y—YP=2(y—9"+

+ by? 2(x — 7 — 2b,) 2 (y — Y)(x — ) (128)

a posledni élen mizZeme rozvésti

— 2by 2y — Yz — 7) =

= — 2by, Xy(x — T) 4 2b,, Y X(x — x).

Ponévadz podle (120) je b, 2(x — Z)?2 = Zy(x — x), bude
prvni élen pravé strany — 2b,, . by, X(x — T)? a druhy élen
se rovnd nule, nebot obsahuje soudet odchylek od praméru.
Dosadime-li tyto vysledky do (128), vidime, Ze platnost iden-
.tity (127) je prokézéna.

Testujeme tedy vyznamnost koeficientu regrese v regresnf
primce 7 = 5,77§, takie stanovime hodnotu

t:bzl_lz(xs;i)z.

Nejprve je

VZ(z— 22 =|/52,81 = 7,267.
Ponévadi

1 — —
s =l/;_—2 [2(y — ¥)* — b2 2(z — Z)?],

stanovime

by = 5,77, by = 33,293,
Z(y —7): = 3553
by 2X(x — F)2 = 1758
1795 : 154 = 11,65; s = 3,413,
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7,267
t =577 220 _ 1298,
3,413
a tato hodnota svédéi o vysoké vyznamnosti, porovné,me-li.ji
8 hodnotami tab. 5, at na péti- ¢i jednoprocentni hranici
vyznamnosti. :

(9,5) Test vyznamnosti r,,, a r,, .. Je tieba jeité, aby-
chom se zminili o testovani vyznamnosti koeficientu mnoho-
nidsobné korelace a koeficientu diléi korelace.

K testovani koeficientu diléf korelace lze uZiti t-testu tymz
zpisobem jako k testovdni jednoduchého koeficientu kore-
lace, jen je tfeba stanoviti sprdvné potet stupni volnosti.
Neni zde » = r — 2, nybrZ se zmensi o po¢et proménnych,
ktery povaZujeme pii vypoStu koeficientu diléi korelace za
konstantn{; oznaé¢ime-li jej k, bude pak n=7r—k —2 a tedy

t= e ) —k—2. (129)
V 1— Tzy.z. 2

Pro testovani vyznamnosti koeficientu mnohondsobné kore-
lace je tfeba zvldstni tabulky, nebot je vétsi nez kazdy z koe-
ficientd jej vytvétejicich a jeho minimum neni —1, nybrz 0.
Postup obdobny tém, které jsme dosud vylozili, vede k chyb-
nym vysledkim; uZivd se proto prostfedku, jeZ poskytuje
analysa rozptylu, o niZ se budeme moci zminiti v této kniZce
jen ndznakem,

(10) Analysa rozptylu.

UvaZovali jsme dosud rozptyl uréitého znaku jako cha-
rakteristiku néjakého souboru v celku. Pfihlédneme-li k to-
mu, Ze podle nékterého znaku neni soubor homogenn{ & skla-
d4 se tieba z jistych oblastnich skupin, z nichz nékteré maji
mensi rozptyl a nékteré vétsi nez je zjistény celkovy rozptyl,
pak miZeme usuzovati skoro bezpeéné, Ze i v jednotlivych
skupindch neni rozptyl presné homogenni, leé Ze by byl ryze
néhodny, coZ znamend zpiusobeny velikym mnozstvim ma-
lych piiéinnych éiniteld, z nichZ jeden od druhého nelze ro-
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zeznati. Je proto duleZito pfi studiu rozptylu najiti moznost
odliovati rozptyl podle piiéin nebo podle jejich skupin. Tuto
moznost poskytuje analysa rozptylu, kterd poddvd vysledky,
na néZz miZeme uziti testd vyznamnosti.

Poukdzali jsme jiz v prikladé (3,7,1) na str. 54 na to, Ze
v fadé pozorovéni, v niz jednotlivé hodnoty znaku vykazuji
jen ndhodné odchylky, mohou prumeéry a rozptyly &dstec-
nych souborii vzniklych néjakym roztridénim vykazovati
také jen ndhodné vdchylky. Neni-li viak materidl stejnorody,
nybrz vyskytuji-li se pri néjakém roztridéni podstatné roz-
dily, budou smérodatné odchylky vypocitané z téchto édstet-
nych soubori vétsi, coz miZeme statisticky zjistiti.

V nejjednodussi formé byvé uZivdno tohoto postupu:

Stanovime rozptyl celého uvaZovaného souboru rezsahu 7,
pli temZ pouZijeme podle rovnice

T

2.0
i=1

ai(z,v) = 1

(str. 41) »r — 1 stupnu volnosti, takZe bude

02 = _r Z(x — z)% (130)
r—1

Sestavd-li soubor z nékolika k &dstednych soubord, které
maji rozsah resp. »,,%,, ..., v, pro néZ mime zkoumati
existenci podstatnych rozdilu, stanovime souéty é&tverct
odchylek od priméra Z; v kaZdém z k édsteénych soubord
a provedeme odhad smérodatné odchylky pomoci r —k
stupiit volnosti, nebot’ jsme z vybéru vypoéitali £ praméra.
Tento odhad tedy bude

1 _ — —
oopt = 7 B e —E) + Eyx— B+ Zala— T,
(131)

kde se soucet vztahuje vidy na viechny hodnoty proménné
v dotycéném ¢dsteéném souboru.
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Koneéné pak mizeme provésti odhad rozptylu pomoci od-
chylek k pruméru édsteénych soubori od celkového priméru,
takZe je k — 1 stupni volnosti. Jednd-li se jen o ndhodné
odchylky, bude tento odhad

1 — — — — PP
ozt = Py {v(Z, — T)2 4 v (X, — Z)2 ... + v T — 7).
(132)

Timto zpiisobem byl celkovy rozptyl souboru rozloZen na
slozku rozptylu ,,mezi skupinami‘‘ (132) a rozptyl ,,uvnitf
skupin‘‘ (131).

Lze ukdzati, Ze soudet étvercu ve velkych zdvorkdch rovnic
(131) a (132) ddvé dohromady soudet Gtverci v (130).

Pro jednoduchost provedeme dukaz v pifpadé, Ze dsteéng
soubory, jimZ také fikdme variety, maji stejny rozsah, t. j.
Y =v4=...=vp = a tudiZ r = ky. Odchylku pozorova-
ného znaku kazdého prvku od celkového pruméru z — Z
miZeme rozloZit ve dvé slozky, v odchylku od priuméru
variety * — 7; a v odchylku tohoto prameéru od celkového
priméru z; — &, jak je zfejmo z rovnice

T—ZT=z— T+ T —Z. (133)
Utvoifme étverce téchto odchylek
(z—2)P = (x—z)* + (2 —7)* + 2 (z — )@ —z) (134)
a se¢teme pro vlechny prvky jedné variety
Ll —zp = Z(x — ) + (@ — 2)%; (135)

dlen 2 (z; — z)X(x — Z;) = 0, nebot obsahuje jako soudi-
nitel soucet odchylek hodnot znaku v jedné varieté od jejich
prumeéru, ktery se tudiZ rovnd nule. Rovnic (135) mdme k
pro: = 1,2, ..., k. Seéteme-li je vSechny, dostaneme na levé
strané soucet ¢tverci odchylek v celém pozorovaném sou-
boru, ktery bude

EZ(w—Fp = EX(e— R+ vE@E—F7  (136)
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a tu vidime, Ze prvni soudet na pravé strané zahrnuje ¢leny
velké zdvorky (131) a druhy zahrnuje éleny velké zdvorky
v (132), ¢imz je dikaz proveden. Kdyby se jednalo o veliké
soubory, takie také rozsah variet v by byl velky, pocitali
bychom rozptyl tak, Ze souéet étverci odchylek od priméru
bychom délili jejich poétem. Délime-li tedy celou rovnici
(136) soucinem ky, dostaneme na levé strané rozptyl o,? a na
1
pravé strané bude prvni ¢len TZaz',z primérnym rozptylem:
vSech k variet, oznaéime-li 0,2 rozptyl i-té variety a druhy
| .

¢len - 2(z;—z)? jerozptylem pruméri variet kolem celko-
vého prumeéru.

Méme-li vSak co ¢initi s malymi soubory, jak tomu vétsi-
nou byva v pripadech uZfvén{ analysy rozptylu, pak uzivime
k vypoétu rozptyli piisludnych stupiii volnosti, jak jsme
uéinili v rovnicich (130), (131), (132) a pro né plati zfejmé
rovnice

r—1l=r—k+k—1.

Je-li soubor hémogenni, takZe variety nemajf rozptyly pod-
statné se od sebe liSict, nybrz odchylky jsou jen ndhodné, pak
vyrazy (131) a (132) jsou odhadem rozptylu celého souboru.
Vyznamnost odchylek lze pak opét testovati pomoci z testi
(str. 66), s nimi% se ¢tendf muze bliZe sezndmiti v [1].

Doslov.

Podali jsme struéné systém teoretické statistiky s vylou-
¢enim téch obori, které se tykaji éasovych fad a kinematiky
viibec. JiZ v tomto vykladu se ukdzala mnohostrannost a slo-
Zitost Wvah, jei potfebuje moderni statistika, kterd je sice
mladou védou, ale jiZ tak bohaté rozvinutou, Ze pole jejiho
pouzivani je téméf nepfehledné. Soudasné je ziejmo, Ze ne-
mize byti nikdo jen se znalosti étyf zakladnich poéetnich
operaci skuteénym statistikem.
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CESTA K VEDENI

vy885i momenty a sméro-
datné odchylky, vSima si
testl vyznamnosti, zmifuje
se o method& nejvétsi véro-
hodnosti atd. atd. Své vy-
klady doprovazi za kaZdym
dbleZitym krokem pfiklady,
aby pojmy a nejdaleZit&;jsi
(zdkladni) statistické pra-
covni methody é&tendfi pri-
blizil,

Druh4 ¢&ast knihy je véno-
vana statistické korelaci, t. j.
vzijemnému vztahu nékolika
statistickych Fad.

Autor tu ozfejmuje, jak se
méri korelace, vyklada, co je
koeficient korelace, co je re-
grese a jeji koeficienty atd.,
a ukazuje opét na fadé pii-
kladfi pouZiti korelace a jeji
hodnoceni.

KniZka prof. Janko sezni-
mi vais tak s dileZitymi po-
jmy, které byly zavedeny do
statistiky v neddvné dob& je-
jiho rozvoje a umoZni vAm
nahlédnouti do problémsi,
které statistika zaméstna-
vaji a zirovei vdm poskyt-
ne vSeho toho, &eho je t¥eba,
abyste theorii a methody zde
vyloZené mohli aplikovati
v Zivoté.

K dost*ni u vSech knihkupct

a v nakladatelstvi
PROMETHETUS.
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