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CESTA K VEDEN{

DR. OTAKAR V.ZICH
Uvop
DO FILOSOFIE
MATEMATIKY

Tato kniZka je prvnim dilem
v deské literatufe vénovanym
filosofii matematiky. Hned na
prvnich strdnkdch aitor sezma-
muje étenfite s Richardovou an-
tinomif a uvddi ho tak do pro-
blematiky =2d&kladft matematiky.
Zabyvé se pak n€kterymi podob-
nymi paradoxy, jez maji ptvod
ve slovnim vyjadfovini a ple-
chazi k otdzce, co je pfedmétem
matematiky. Zjidtuje, 2Ze Jeji
pfedmét je podminén dkoly a
programem, ktery se ji predkld-
di, a Ze popud k pokroku mate-
matiky vychdzi Castéji 2z praze
neZ z tloh, kladenych uvnitf sa-
motné matematiky. Zabyvd se
pak dvojim pojetim povahy ma-
tematického pfedmétu (kon-
struovatelnost a bezespornost) a
zjistuje, 2e toto pojetf je odra-
zem celkového svétového ndzoru.

Jeden z hlavnich problémi fi-
losofie védy, totiZ problém vzta-
hu mezi logikou a matematikkou
je pfedmétem dalsi kapitoly. Au-
tor nejprve analysuje hlavnf lo-
gické zAsady: princip identity,
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UVODEM

Filosofii matematiky byva obyéejné oznadovan velky
a znaéné nesourody souhrn riznych problémi a otdzek,
které maji spoleéné éasto pouze to, Ze néjak souviseji
s matematikou. Studuji vyroky o matematice. Nejsou
tedy matematikou a problémy i otdzky tam nadhozené
nebyvaji feSeny matematickymi methodami. Aspoii ne
vyhradné. NeleZi totiz uZ ve vlastnim cboru matema-
tiky, také vak ne, jak se rado uvadi, kdesi na jeho hra-
nicich, nybrz zaujimaji k matematikovu myslenkové-
mu svétu postaveni jiné — pohled z jiného rozmeéru.

Otazky a problémy, jeZ sem patii, vznikaji tak, Ze se
ptame po obecné povaze matematické methody, po pg-
vaze pfedmétii, jimiZz se matematika zabyva, po vzta-
zich mezi matematikou a védami jinymi, jez mohou ma-
tematiku ovlivniti, anebo jeZ mohou z matematiky éer-
pati. ' ‘

ReSeni nebo odpovédi na otazky jsou pak vétSinou
zavislé na povaze filosofické soustavy, jeZ je ramcem
pro povahu odpovédi. Tato zvolena filosofick4 soustava
také vnese, nebo ma vnésti ¥4d do nesoustavného sou-
hrnu mitematické problematiky (jak jsme nahofe
Umyslné fekli). Mnoho z takovych. otizek vSak uvnitf
soustav filosofickych feSeno nebylo, otizky dosud ce-
kaji na odpovédi; konedné jsou jist® i takové, na néZ
patrné odpovédi vibec nebudou. NeZ i ty nepostradaji
zajimavosti a pFitaZlivosti — moZn4, Ze otizky jsou ne-
vhodné kladeny nebo aspofi vyjadieny, moZna také, Ze
mnohé nemaji viibec smysl a odpovédi tedy cenu, Ze jde
0 otazky a problémy zddnlivé,



Neni moZno v tomto spisku, jenZ ma orientaéni po-
vahu, projednati podrobnéji, co zajima filosofii viibec
a ziskati tak ramec pro zvlastni Gvahy, jeZ nas budou
zaméstnavati. Toto stanovisko by bylo moZno zauj-
mouti, kdyby nebylo rozpori o tom, ma-li filosofie vii-
bec pravo do véci néjak rozhodujicim zpisobem co mlu-
viti. Sitvace je vSak horsi. Byly a dosud jsou védecké
smeéry, které by vyznam filosofie pro jakoukoli védu
zasadné odmitly. Jsou toho nézoru, Ze kazda véda se
staéi uvnitf svého vlastniho organismu vypofadati se
v3im, co se v ni samé vyno¥i anebo co se objevi stykem
s jinym védeckym odvétvim. NeZ ani tyto myslenkové
sméry, v nedavné dobé velmi diirazné hlasané (novo-
positivismus videfiské Skoly z let pfed druhou svétovou
valkou a s nim souvisejici smér pro sjednoceni védy,
pifbuzné sméry v polskych a severoamerickych myslen-
kovych proudech), neobejdou se bez vySetfovani pro-
blémi obecné poloZenych. Problémy takové tykaji se,
pak methodologie t&ch obort samych a otazek, jez se
vnucuji ze styku védeckych a technickych odvétvi. —
Nuze, takovych zaleZitosti lidského ducha vSimala si
filosofie jiz odedavna.

Nechut a namnoze opravnéna nediivéra k filosofii
prameni v néfem jiném. Nékteré déjinné vyzramné fi-
losofické sméry si ziskaly Spatnou povést v odbornych
védeckych odvétvich; nebyla to jen matematika, jez byla
nevhodnou kritikou filosofickou éasto postizena (nedd-
vérakrozvoji infinitesiméalniho poctu), nebo theoretic-
ka fysika (Ziva filosoficka a nékdy laicky naivni odezva
v prvnich idobjch theorie relativity) ale i védy metho-
dou zcela odlisné, jako t¥eba déjepis. Takova filosofie
chtéla na podkladé svych velmi obecnych smérnic strh-
nouti jednotlivé védy pod svoje vedeni a ve smyslu
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téchto smérnic predpisovati po strance pfedmgétu i me-
thody. Naprosty nedostatek ohledu k tomu, jak véci
jsou, mél byti nahrazen disledky obecnych theorii, jak
véci maji byt. Samostatné pracujici védecka odvétvi na
Stésti ve vétSiné piipadd na filosoficky diktat nedbala
a rozvijela se ¢asto zcela jinak, neZ vyspekulovani filo-
sofickd smérnice pfedpisovala, ba dokonce mnohdy
v pfimém odporu k takovému pfedpisu. ProtoZze pak
mélo to védecké cdvétvi vysledky, byla fiolosofie eo ipso
odsunuta ze zijmu, jemuZ se jeSté bohaté téSila v do-
bach predchozich. '
Filesofie, jak se na ni dival starovék, v jeho duchu
doba renesance a dobré sméry novodobé, by méla miti
pcvahu nauky poradajici. ProtoZe miZe objimati vSe-
chna védecka odvétvi, ma mozZnost byti soustavou nad
soustavami. Neni divodu, proé povaZovati ilohu filo-
sofie v tomto sméru za skonéenou. Chceme-li se zaby-
vati obecnymi otazkami a problémy, jez byly jiZ nazna-
‘Geny, miZeme takové uvaZovani nazvati filosofickym,
pii éemZ mame jesté tu vyhodu, Ze krom bohatého mys-
lenkového materialu a techniky toho védeckého odboruy,
ktery zkoumame, je tu jeSté moZnost, uchyliti se k mys-
lenkovym cestam, jeZ filosofie jako tctyhodné staro-
byla disciplina jiZ davno vyzkousSela. Neuéinila-li tyto
cesty schidnymi, pak dala k nim alespoii varovné ta-
bulky. :
Rekli jsme jiZ na poditku, Ze plijde o pohled z jiné
dimense. Co tim asi je minéno, miZe ukazati malé pri-
rovnani, jeZ oviem jako kaZdé pfirovnini nemizZe vy-
stihnouti vSe: Cestuje-li ¢tena¥ v néjaké zemi, muZe
projeti viechny dopravni spoje té zemé, poznati osobity
Zivot jednotlivych trati, obchodni i pramyslové zvlast-
nosti, jez davaji raz kazdé té dopravni spoji. Nebude-li
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miti dosti pfedstavivosti, budou védomosti, jeZ si ziskal,
spoustou souradnych fakt; chceme-li to hodné dras-
ticky vyjadriti, tato fakta budou leZeti' v jedné roviné.
Ma-li dost fantasie, pfedstavi si celou dopravni sit v ma-
pé té zemé a ihned mu bude jasné a samoziejmé mnoho
— z povahy krajt a jejich vlastnosti, jimiZ tyto spoje
prochézeji. Podiva se, struéné Fedeno, na-vse, co jako
cestujici zaZil, s ptadi perspektivy. Rad v dopravé, nové
moznosti a spoje jsou tak nazorné patrné. Ale nejen to,
bude patrno i mnohé, co z individuelniho Zvota jednot-
livych trati na prvni pohled vysouditi nelze — vztahy
k druhym zemim a tedy jeSté s jiného hlediska osvét-
lené moznosti. .

Odbornik v jistém oboru se nékdy trochu podoba od-
bornikovi na nékteré trati, totiZ na té ,jeho”. Bez to-
hoto odbornika, jenZz ovlada do nejmensich podrobnosti
provoz své linky, by to ovSem dobie neSlo. Narodohos-
podaF, politik anebo technik, jenZ uvaZuje o dopravé
s hlediska celostatniho, musi se vSak umét pedivat pra-
vé s ptaci perspektivy. Je tedy potfebi obou.

Pohled se shora, uvédoméni si vztaht v celku pohle-
dem z jiného rozméru, jest nezbytnou podminkou filo-
sofického pohledu. Chceme-li, tedy i v ‘pokusech Skol
novopositivistickych, jez sméfovaly k ,jednoté védy”
a k tomu cili vypracovaly methody nové i osvéZily me-
thody staré, miZeme vidéti snahu po sjednoceni jednou
methodou, snahu, jiz miZeme povaZovati snahu fi-
losofickou.

Ale nehledime-li k tomu vSemu: byly, jsou a budou
otazky a problémy, jeZ lidstvo zajimaly a to nejen v ob-
lastech zkuSenosti ethickych, sociologickych a naboZen-
skych, ale i v oboru ryziho mysleni, takové, které si lid-
stvo navyklo nazyvat vééné. Jsou jiZ tim zajimavé, jak
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kterd doba si na né dovedla odpovédét. A takové otaz-
ky a problémy odedavna lustila filosofie.

Je-li védou v obvyklém slova smyslu, je tdzko Fici.
Methody, jichz uziva, musi viak miti to spole¢né s kaz-
dym jinym védeckym odvétvim, aby totiz vysledky je-
jich byly kazdym ovéritelné. Filosofie nepfinasi pravi-
delné vysledky, jichz by bylo moZno pouziti v praxi
ihned — usiluje spiSe o fad v mysleni, i kdyz ¢dsto ces-
tami zdanlivé nebo dakonce skutedné protichiidnymi.
Nutno si v8ak uvédomiti, Ze namnoze to byly filosofické
pohnutky, plynouci z jasného poznani stavu véci, jez
vedly k pfeménim struktur lidskych spole¢nosti, k zmé-
nam orientaci a k novym pohlediim. Cesky filosof Ka-
rel Vorovka charakterisoval krasné tlohu filosofie, aby
lidskému duchu otvirala nové stupné volnosti.

MiuzZe byti filosofie odborné védé néco platna? Misto
odpovédi uvedeme radéji nékolik piikladd, kde filoso-
fie a matematika, ktefd nas tu zajima, se vzidjemné
ovlivnily podstatnym zplisobem. Je pFi tom zajimavé,
Ze vysledky téchto vzaijemnych vlivii patfi k nejkras-
néjdim objeviim matematiky. Filosofie se jiZ divno za-
jimala o problém, je-li matematické a logické mysleni
na sobé zavislé, a do jaké miry. Zejména ostfe je tato
zavislost vyjadiena, poloZime-li si ilohu: je matematika
odvoditelna z logiky nébo ne? Podnét takto dany vedl
k monumentilnimu dilu Russelovu a Whiteheadovu
(Principia mathematica) v prvnim desitileti naseho sto-
leti. Ukazalo se, Ze aZ na dva principy, jimiZ se budeme
pozdéji zabyvati, lze matematiku z logiky odvoditi.

Ve védeckém odporu k jistym dusledkim Kantovy
filosofie a jeho niazoru na tehdejsi geometrii (euklidov-
skou) vznikly geometrie neeuklidovské (Lobadevsky).

Logicka paradoxa, o nichZ si také promluvime, pfi-
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padné antinomie mys3leni, jez signalisoi/a.ly vidy, Ze né-
kde neni néco v pofadku, mély svuJ ptuvod jiz u reckych-

sofistt. Ti jiz také dobfe védéli, ze loglcky paradox za-
vini éasto slovnd formulace. Ve spojeni s novymi pata-
doxy, jez se objevily béhem vystavby moderniho od-
vétvi matematiky, theorie mnoZin, bylo tu dosti moc-
nych podnétii, aby se zkoumaly vyjadfovaci prostfedky
Feéi, jeji inosnost, a vysledkem byly soustavy umél;’rch
Feél, pfesnych a spolehlivé pracujicich, v nichZ se le pa-
radoxa nevyskytnou

Jaky to ma vyznam pro matematickou theorii, je pa-
trno z toho, Ze takové paradoxon miiZe podminovati
sebe duchaplnéji zbudovanou theorii. V této situaci byla
jednu dobu theorie mnozin.

Kone¢né cela theorie mnoZin vznikla, jak doznava
jejt zakladatel, G. Cantor, jako vysledek jeho reakei na
stredovékou scholastickou filosofii, kterou se hojné za-
byval.

Filgsofie vSak muZe na druhé strané ochladiti mate-
matiku, jistou svym 1spéchem a p#iliS rozohnénou.
V dobé€ velkolepého rozvoje poétu pravdépodobnosti ve
Francii, v prvé poloviné minulého stoleti, se vyskytly
pokusy, uZiti tolicto poctu k zpracovani vSech moZnych
obori, mezi jinym i soudnich vypovédi. Jednou z obéti
takové aplikace poc¢tu pravdépodobnosti méla byti i
Humeova kritika kausality. Kritika tato, velmi struéné
Feteno, usti asi v tvrzeni, Ze nutnost kausalniho svazku
mezi ,,pFi¢inou” a ,nasledkem’” neni nikterak zaruéena,
ba Ze neni mélem vice, neZ jakymsi druhem povéry.
Kritika Humeova byla zdravou odpovédi na nékteré
spekulace stfedovéké filosofie, jez chtély kausalné vy-
loZit vitbec vSechno, a plati i dnes v plném rozsahu. Vy-
znam takového stfetnuti sil spoéiva v tom, Ze se pak po-
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drobnéji podaly zkoumati podminky aplikability poétu
pravdépodobnosti — kdy jsou dany podminky pro uZiti
tohoto znamenitého nastroje a kdy ne,

V celku snad jiz nebude dale nutno se zabyvati slo-
vem ,filosofie” s pfivlastkem ,matematiky” — pijde
nam v dal§im o rozhovor o nékterych zavaznych zale-
#itostech matematiky a to s hledisek, jeZ jsou v bémé
matematické praxi méné obvykla. Kdo by nechtél u-
znati takové Gvahy za filosofické, miiZe se spokojiti tim,
Ze jsou to Gvahy z methodologie matematiky a jejich
vztahit k celku lidského mysleni. Proto také nebudu
umysiné spisek zat&%ovati vypoltem a jemnym odliSo-
vanim filosofickych $kol, nybrZ pokusim se mluviti o vé-
cech, t. j. pfedmétech matematiky a methodach, jeZ ji
samu zajimaji. Neni to tedy udebnice filosofickych smé-
ri. NemiZe to viak také byti dikladné prohovofeni
viech otazek, jeZ do naSeho oboru spadaii. Diivod je
v tom, Ze nékteré v nich nelze v popularné psaném spis-
ku bez dokonalé technické pfipravy proiednavati vitbec
a dalsi v tom, Ze p¥i vyb&ru vZdy rozhoduje osoba pi-
satelova.*)

*) Za né&kters upozornéni, tykajici se dalsiho textu, jez vedla
k zlepSeni vykladu, dekuji na tomto misté panu RNDru Mirosl.
Kat&tovovi,



RICHARDOVA ANTINOMIE

»Hledejme nejmensi &slo celé, jeZ nelze definovati
souborem slov, obsahujicim méné neZ jedno sto éeskych
slov. Existuje takové éislo?”

A) Takové éislo existuje, protoZe zasoba vyjadrova-
cich prostiedkii éeské Fei neni nevyéerpatelna, slovnik
Ceské Feéi je pfece jen kniha nebo Fada svazki. Proto
je také koneény pocet soubori slov, jez obsahuji piede-
psany pocet slov, na pf. 56 slov. Mysleme si nyni shrnu-
ty viechny takovéto soubory o pfedepsaném poctu slov
(od 1 do 99 slov), téch bude také koneény pocet. Mezi
vSemi témi soubory budou i vyrazy, t. j. takové sou-
bory slovnich znakil, jeZ oznacuji néjaky predmét; bude
jisté ‘mnoho takovych vyrazl, jeZ s definici &isla ne-
maji nic spoleéného. Nékteré viak, na pf. vyraz ,nej-
mensi prvoéislo tvaru 8k -1 1" (t. j. 17) definuji cela
¢isla. ProtoZe viech souborti je koneéné mnoho, je tim
spiSe i vyra.zu, definujicich cela éisla, koneéné mnoho
a tedy musi byti i takova ¢&fsla, jez naSimi soubory, resp.
vyrazy mezi nimi obsaZenymi definovati nelze. A mezi
témi je jedno a jen jedno éislo celé nejmensi.

B) Takové &islo neexistuje. Kdyby existovalo, bylo
by definovano vyrazem o mensim poétu slov, neZ jedno
sto slov: pfimo vyrazem z véty postavené v éelo tohoto
odstavce. Tato véta viak Fika pravy opak.*) .

Piemyslime-li chvili o véci, zmocni se nas nepfijemny
pocit, Ze tu neni néco v pofadku, zatim je tézko rici kde.

*) Priklad je nepatrn& pozméné&énou formou antinomie, jak ji

uvédi Poincaré: Derniéres pensées, str. 103. Reseni Poincaréovo
neuvddim, na svém mist& uvedu FeSeni jiné,
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Priklad, jejz jsme uvedli, vypada na prvni pohled velmi
prosté a nezdludné. Nejedné, se ani o nekonefném sou-
boru, u kterého vidy miZeme byti na néjaké piekva-
peni pfipraveni. Uvaha, provedenid v bod& A) se zda
byti zcela v poradku Uvaha B) je viak ve své strué-
nosti neméné presvédéiva.

Pro nas bude Richardova antinomie vychodlskem
k prvimu rozhlédnuti po celé oblasti mysleni, jez nas
bude zaméstnavati. VSimneme si ted nékolika mo-
ment. .

Slovni vyjddfeni. Richardova antinomie je vyjadfena
slovy — tim se jeji myslénkova struktura sdéluje. KaZ-
da myslenka nepotiebuje slovni vyjadieni, také kazda
struktura nepotfebuje slovni vyjadfeni. P¥i tom to mo-
heou byti myslenkové struktury velmi slozZité. Tak tieba
celé hudebni mysSleni skladatelovo, znaéné abstraktni
ve své povaze, nebo vytvarné mysleni malifovo. Nejde
nam ted o to, je-li moZno takové mysleni slovy popsati
nebo ne, ale o zisadni zjisténi, je-li té slovni formulact
nutné tieba. Matematické mySleni tohoto slovného vy-
jadfovani uziva napofad, nestaci-li historicka Fe¢ poZa-
davkim presnosti a ekonomie, doplni se znackovou Feéi
umélou nebo viibec jen znaékovou Feéi. Neni pivod an-
tinomie v ofemetném slovnim vyjadfeni?

Predmety Kazdy matematicky myslenkovy poched,
tedy i naSe antinomie, se zabyva néjakymi piredméty
mySlenf. V antinomii jsou témito pfedméty mysleni éi-
sla (jeZ prozatim bez blizSiho vySetfeni béfeme jako
pfedméty znamé z b€Zné podetni praxe), definice &isel,
pak néjaké soubory takovych definici. Ale oviem mlu-
vime také o vétach, jez pro definici éisla maji smysl,
jeZ smyslu nemaji. Mluvi se tam také o vyrazu , koneé-
ny”. Piedméty mysleni vSak mohou byti i jisté vlast-
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nosti, na pf. Ze vSechna ¢isla definovana souborem pii-
pustnych vét patfi k sobé, aby se mohla odlisiti od ¢isel
jinych, kde hledame ono nejmensSi éislo. Fakt, Ze ta
éisla shrnouti lze, je také pr"edmétem mysleni. Kazdy
vztah, na pr. okolnost, Ze to ma byti ne]mensz cislo, je
laké myslenkovym pfedmétem.

Neni néktery z téch pfedmétii, o nichZ mluvi Richar-
dova antinomie, Spatné urcen, neni vibec sporny —
je-li, co je to sporny predmét?

Logika. Uvaha A) i ivaha B) patfi, jak jist® kazdy
nahliZi, do oblasti logiky. V matematice hraije logika
podstatnou 'roli, ba, byl, jak jiZ vime, uéinén pokus, vy-
budovati celou matematiku jako vétev logiky.*) Neni
obtiZ antinomie v tom, Ze logika néiak selhala. Ze ne-
staéi na zvladnuti duchd, jeZ vyvolala? Velmi &asto se
slycha, Ze stara logika musi byt nahrazena novou. I to
si musime v plném rozsahu objasniti. Uvidime, Ze tak
§patné stara anticki logika nedopadla — byla jen ji-
stym zpilsobem rozsifena a zobecnéna.

ReSeni Richardovy antinomie ted’ hledati nebudeme.
Svoii sluzbu vyvkona tim, Ze nam da prvni podnét k roz-
hodnuti, jiti vécem trochu vice na kloub, uloZiti ie do
§irsiho prostfedi, kde ie lepSi pfehled a kde funkce a
souvislosti jsou lépe patrné.

*) Frege koncem minulého stoleti, Russell a Whitehead v prv-
nim desitiletf nageho.stoleti.
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SLOVNE VYJADRENTI

Prvni, éim se budeme zabyvati, bude vyjadfeni mys-
lenek v slovném tvaru. Matematika se zabyva mysle-
nymi pfedméty, vztahy téchto pfedméti a disledky, jez
plynou ze studia téchto vztahl. Toto vSe musi néjak
spolehlivé vyjadfovati. O mnohych pfedmétech mate-
matiky lze sice pfemyslet bez slovni formulace, avsak
uvahy je nutno nakonec slovné vyjadfiti, at jiZ s po-
uzitim znatkové Feéi nebo bez ni. V tomto tvaru se také
dostavaji do rukou &tenare, v definitivnim tvaru, jenZ
jim je dan promyslejicim matematikem. Reé, jako vy-
sledek historického vyvoje tohoto sdélovaciho prostied-
ku neni jen prostfedkem sdélovani pojmu, ba lze Fici
spiSe, neni vitbec zamérena k logickym potiebdm pies-
ného mysleni. To védéli umélei, tvorici v tomto mate-
ridlu, divno diive, nez k témto zavérum dosla moderni
psychologie a jazykovéda. Neobyéejné veliky aparat
historické f'eci, jenz byl obohacovan hlavné z podnéti ci-
tovych a volnich, je znamenité uzptisoben pro tvorbu
basnikovu, pro tvorbu umélcovu. Dovede navoditi ci-
tové stavy zvlastnim oparem, jenZ je vyvolidn védomymi
i podvédomymi asociacemi, vazicimi se na slova. Mno-
ha z nich maji vilbec vyznam nejasny a zfetelné uka-
zuji stopy toho, kdy funkce slov byla mnohdy spiSe my-
stickd anebo aspofi symbolickd. Mnohoznaénost a ne-
urcitost spolupiisobi také znaéné. Pojmenovani dvou na-
prosto riznych predméti timtéz slovem jest znimé, je
vSak nékdy obtiZné, skutedn& takovy dvoji vyznam ana.
lysou prokazati.

Spolehlivost Fedi pro nase ulely by se dala asi takto
Vyjadriti: m&jme na mysli néjaké pfedméty, jeZ ozna-
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¢ime A, B. Necht tyto pfedméty mysleni jsou vaziny
vztahem R, takZe plati ARB. Vyjadfeni feci bude tehdy
spolehlivé, bude-li pfedmétu A odpovidati slovna sku-
pina A’ relaci R slovna skupina R’ a koneéné predmetu
B slovna skupina B’. Pii tom skupinam A’, B’, R’ musi
jednozna¢né odpovidati predméty A, B, R a naopak a
dale, vazba, skupin A’, B’ skupinou R/ plati tehdy a jen
tehdy, jsou-li pfedméty vazany relaci R.*)

Jak patrmo, jde o jisty druh zobrazeni myslenych
piedmét. na znaéky, jeZz tém predmétim odpovidaji
v fedi.

K spolehlivosti tohoto druhu se dopracovaly aZ mo-
derni znaékové feci vétsiny obort soudobé matematiky.
Nachopnostl Tedi, vyhovéti presné funkei logiky, vez-
meme-li fe¢ tak Jak je, si byli davno védomi Rekové.
Nebude na $kodu, uvedeme-li si tu nékolik logickych
paradox z té doby; pozname na nich lépe funkci Feéi a
z(roéi se nam jeSté pozdéji.

1. Prvni ptiklad pochazi od Eubulida, popira existen-
ci ,,hromady” asi takto: hromada nemuze vibec vznik-
nouti — nevime, kolik zrnek bychom méli shromazditi,
aby. utvoiila hromadu.

V podstaté tentyz kriticky postieh je obsaZen v anek-
dotické formé, kterou Rekové ridi paradoxa.edivali,
v paradoxu ,holohlavého” (Calvus): Kolik vlasii musi
vypadnouti, aby ¢élovék byl holohlavy ?

Slova jako shluk, hromada a j. maji v béZném Zivot-
nim uZiti zcela jasny vyznam, chceme-li jich uZiti v do-
rozuméni. Takové slovo ma uréity asociaéni ,,opar”, ale
» ¥) Formulaci by bylo moZno provésti obecné&}i, neudinim tak
proto, Ze neméme je5t& dostatek symbolickych prostfedkir. Uve-

dend formulace postad{ zatim, protoZe relace R neni vézina
Zidnou omezujici podminkou.
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hema ptifazeni k pfesné uréitelnému myslenkovému
pfedmétu, jenz by mu odpovidal. .

Matematika, 1ze namitnouti, ovSem takovych slov ne-
uréitého vyznamu neuzije. Uvidime vSak, Ze pfece: Can-
torova zdanliva definice mnoZiny, jednoho ze zaiklad-
nich pojmi moderni matematiky, neni pFili§ vzdalena
od téchto ,,oparovych” formulaci a také se Spatné
osvédéila: stala se pramenem paradox, kterym zabra-
nila aZ korektni definice axiomaticka.*)

2., Lhai” pocha.ze_]lcl také od Eubulida: Krétan Epl-
menides tVI‘d.l Ze Krétané lhou. Mluvi pravdu nebo 1Ze?

a) Miuvi pravdu: pak vSak popira to, co Fikd jako
obecnou vétu, v jejimZ oboru platnosti by také on sam
musil byt (se svym vlastnim lhanim).

b) LZe: pak vSak mluvi pravdu — nebot Krétané
tedy nelhou a on sim, jako jeden z nich, tedy takeé ne.

V tomto prikladé pfichadzi mimo jiné také dileZité
slovo — pravda. Co znamena, Ze vyrok je pravdivy,
co znamena, Ze pravdivost matematickych vét je povy-
Sena nad v3i pochybnost, jak se rido tvrdi? Uvidime
pozdéji, Ze pravdivost, tak jak my ji budeme potiebo-
vati pro matematiku, nespociva tak v néjakém souhlase
se skutecénosti, jehoZ se skoro vZdy musi dovolavati
pravda v cbéanském slova smyslu, nybrz v zikonitosti
mechanismu, jimZz jsou matematické véty vazany na
své px"edpoklady, jez jsou jejich vychodiskem. Obecné
vzato, je otazka pravdivosti vyroku viibec jednou z nej-
téiéich které lze poloZiti.

*) Cantorova definice, jeZ byla pozd&ji pfedmétem mnoha
kritik, vedoucich k vyjasnéni pojmd theorie mnoZin, zni: Pod
‘mnoZinou M rozumime ,,shrnutf uréitych dobfe rozlifenych pred-
métd svého ndzoru anebo svého mysleni (jez se nazyvaji ele-
menty mnoZiny M) v celek'’.
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Abychom se vratili k paradoxu: Krétan, ktery vyslo-
vuje svij usudek o druhgch, je v slovnim vyjadieni bud-
to 1ha#, nebo pravdomluvny ¢élovék, Pozor vSak na jed-
nu okolnost: at jiz mluvi Krétan pravdu nebo leZ, za-
ujimé vaéi vSem ostatnim kritické stanovisko, je snad
lhafem nad lhaf, v kazdém pi-ipadé je posuzuje. Kri-
tické stanovisko, jeZ zaujal ke svym spoluobéanim, ho
vyluéuje z kolektiva, Jehoz byl ¢lenem, g stavi ho nad
ostatni. Tato okolnost nis bude zajimati dale v theorii
logickych typt. Tu je nutno jen konstatovati, Ze Fe¢ ne-
vyhovuje svému Géelu, protoze zvldsini postaveni Epi-
menidovo se vyjadfenim, Ze muzZe b)’rti Ihafem nebq
pravdomluvnym ob¢anem, nijak neprOJev1 — a v tom
je pravé pramen paradoxa.

Paradox Krétana zdanlivé viibec nesouvisi s mate-
matikou, a prece se v tolika riznych obménach Krétan
v matematice objevil. Vratime se k nému, aZ budeme
mluviti o definicich ,bludnym kruhem” (circulus viti-
csus) v theorii typt pozdéji. '

3. Zajimavi je jeSté tato moderni forma paradoxa
Grelling-Nelsonova, jez bylo podnétné pro studium pro-
blémii theorie mnozin i theorie Feéi. Jsou slova, jez pa-
tfi pod pojem, jejz sama oznaduji — tak na pf, slovo
,»abstraktni” pod pojem ,abstraktni”. Jini slova, na
pf. jiZ slovo ,konkrétni” patii tamzZe, jako pfedchozi,
tedy nepatii samo pod pojem, jejz oznaduje. Nazveme
vSechna slova, jeZ patfi pod pojem, jejz oznaduji, slovy
autologickymi. Ostatni slova nazveme heterologicka.
Uvazujme ted, kam patfi slovo ,heterologicky”, Je-li
heterologické, pak patfi pod pojem, jejZ samo oznaluje,
a je tedy autologické. Autologické byti nemiiZe, protoze
jeho korespondujici pojem je ,heterologi¢nost”. Tedy
zage spor.
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Vsimnéme si obdoby s paradoxem o Krétanovi, jeZ
neni ihned patrna. Krétan, pronaSejici soud o ostatnich
Krétanech, posuzuje jejich vypovédi, jak jsme si Fekli.
Vyraz ,autologicky” nebo ,heterologicky” je klasifi-
kaénim posudkem o vSech moZnych ostatnich vyrazech.
Tento klasifikaéni posudek mé, obdobné jako v antino-
mii Krétana, vyssi stupen nez kterykoli vyraz, jenz pa-
tfi do skupiny, jiZ si tento termin vytvoril (shrnul). Je
to jen nedostateénost nasi feéi, jeZz klade Fadové vySSi
vyrazy do jedné roviny (cbrazné feeno), se vSemi
ostatnimi terminy a zachazi s nimi jako s vyrazy sou-
fadnymi a nikoli nadfazenymi.

Nedostateénost slovniho odliSeni ve vyjadfovani uka-
Zeme'na dvou dalsich piikladech, jeZ se jiz pfimo tykaji
matematiky.

Jednim ze zakladnich pfedméth geometrickych je
piimka. Recka geometrie méla trochu jiné pojeti éar
viibec, nez novodobid matematika. Rekové chapali &iry
jako celky, tedy nikoli jako bodova kontinua, ke kte-
rym dosla matematika aZ v dobé analytické geometrie
Descartesovy. Je ovSem pravda, Ze také pro feckou ma-
tematiku leZely na éarach body, zejména tehdy, kdyZ
tyto body byly povaZoviny za priseéiky éary s néja-
kou jinou. Pro feckého matematika byla také éara, ze-
Jméra tedy usecka, délitelna: rozdélitelna v mensi &asti
— Usecka tedy v libovolné mnoZstvi velmi malych ise-
¢ek. Ale toto déleni v men3i éasti nebylo nekoneéné,
usecky, byt sebe kratsi, se neredukovaly aZ na body.
Vtom je patrny fjnitisticky rys fecké matematiky, jenz
byl pozdéji vystionvé.n vyrazem ,potencialniho neko-
nena”, Finitisté v matematice, ktefi uznavaji jen ta-
k_OVé »potencionilni nekonedno”, uznivaji v matema-
tice pouze takové véty o nekoneénu, jeZ lze vyjadfiti
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vétami, obsahujicimi vyroky o koneénu. Nema tedy pro
né smyslu na pf. vyraz ,,nekone¢né malé ¢islo”, vyraz,
kterého hojné uzivala matematika v dobé prvého roz-
vaje infinitesimalniho poétu, nybrz pouze ,,éislo mensi
ne% libovolné malé pfedem dané &islo ¢”. Odstranéni za-
hadnych ,nekoneéné mialych éisel”, o néz byly vedeny
také filosofické spory, je zisluhou zakladateld moderni
analyse, Cauchyho a Weistrassa, ktefi vytvofili novou
e-dialektiku analyse. Pojeti piimky ve smyslu analy-
tické geometrie vede naproti tomu k uznani ,,aktuelné
nekonecéné mnoha’ bodi, z nichZ se piimka sklada. Tyto
body jsou v piimce nebo na piimce pfitomny vSechny,
nehledaji se teprve jako pruseciky pi#i konstrukeci a
tvofi bodové kontinuum. Body jsou tu prvky, na néz je
kontinuum mozZno rozanalysovati, v opaku k pojeti fee-
kému (také pojeti synthetické euklidovské geometrie),
kde bylo moZno dojiti aZz k. useéce, ovSem libovolné
kratké. Prvni pojeti pfimky, ¢bvyklé v klasické synthe-
tické geometrii, i druhé pojeti piimky (pojeti analy-
tické geometrie), se od sebe nijak nelisi slovnim vyra-
zem — pro cboji mame totéZ pojmenovani. Zalezi tedy
na souvislosti, v niZ se vyraz ,pfimka” vyskytuje, poj-
mové jde o znaéné ruzné predméty.

Druhy pfiklad, ke kterému se pozdéji vratime jeSté
v jiné souvislosti, se tyka realnych éisel. ProtoZe logic-
kou theorii celych &isel se budeme podrobnéji zabyvati
na svém misté, spokojime se tu zase znalosti celych éi-
sel z poletni praxe. Vedle celych ¢isel jsou ¢isla racio-
nalni, vyjadfena ve tvaru zlomku. Tato ¢isla jiz nejsou
pojmové na téZe roving jako éisla cdla. Jsou konstruk-
cemi z ¢isel celych. Jesté napadnéjsi je to vSak u ¢&isel
iracionalnich, ktera také patfi do realnych c¢isel. Ira-
cionalni éislo je uréeno na pf. t. zv. Dedekindovym fe-
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-zem ; myslenku tohoto #ezu navodila jisté pocetni pra-
xe, vystihnouti iracionalni éislo s moZnou pfesnosti, coz
byl postup znidmy také jiz v antické matematice. Ta-
kové ¢&islo iracionalni je uréeno tak, Ze rozdélime wse-
chna ¢isla racionalni ve dvé skupiny: v prvni skupiné
Jsou vSechna éisla racionalni mensi neZ ono éislo a pii
tom v této skupiné neni ¢islo nejvétsi, obdobné stano-
vime druhou skupiriu, v které jsou vSechna racionalni
¢isla vétsi neZ ono iracionélni a kde zase neni éislo nej-
men$i. Iracionalni &islo je t&mi dvéma skupinami jed-
noznaéné stanoveno. Je tedy urceno logicky dokonce
mnozinami racionalnich ¢isel, jez nemaji ani konecny
pocet elementl. Piesto ten myslenkovy predmét na-
zveme zase ,¢islo’, pravé tak jako éislo racionalnj nebo
celé. Homogenity, jeZ se nam zda v souboru vsech téch
druhii éisel tak ziejma, se dociluje spoleénym suges-
tivnim pojmenovanim — s poéatku nepravem. To je pa-
trno z toho, Ze platnost zdkladnich pocetnich. pravidel
pro realna éisla, definovani Dedekindovym fezem, se
musi v kaZdém tGvodu do analyse znmovu prokazovati.
Teprve tehdy, kdyz plati pro vsechna reilna éisla stej-
na poéetni pravidla, mame pravo, divati se na jejich
soubor jako na scubor se stanoviska poéetnich pravidel
homogenni — teprve tehdy jsme se pribliZili rovno-
pravnosti vSech é&isel, jiZ maji body pfimky, které éasto
¢islim realnym pfifazujeme. Vyjdeme-li v konstrukei
bodového kontinua z &isel celych, pak nelze toto konti-
nuum se stanoviska konstrukce druhi éisel, jez v ném
prichazeji, povaZovati za homogenni.

V obou prikladech §lo jen o to, ukazati si, Ze stejné
pojmenovani nemusi vZdy, ani v matematice, zname-
hati tentyZz predmeét, ba, Ze miiZe jiti o pfedméty znaéné
odliSné — pravé tak jako v paradoxu o Krétanovi, kde
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autor kritiky mohl byt lhifem slovné stejné oznale-
nym jako obéti jeho kritiky. Pochopime ted divody,
jez vedly k dikladné revisi vyjadfovacich prostiedkdé
Yedi. Prvni nabéh k vytvofeni pfesné fedi spo¢iva v tom,
Ze matematik pro pojmy, v nichZ mysli, vytvoii vhodné
a béhem téZe Givahy neménné popisy, jeZ pojmim odpo-
vidaji. Tyto popisy zaruéuji, Ze do charakteristiky po-
jmu se nevloudi béhem 1uvahy néco novéhd, co tam pi-
vodné nebylo. V tom sméru jiZ byla klasické fecka geo-
metrie na urovni vynikajici.

DalSim krokem k zpresnéni a zjednoduseni je nahra-
da sloZitych slovnich svazkii popisnych symbolickymi
znackami, jeZ se pocala soustavné provadéti po prvé
v cbosu algebry. Znacka je oviem neménni, nepodléha
ani zménam tvarovym, jimZ jsou podrobena slova his-
torickych feéi. Znacka je pak zkratkou za urgity slovni
svazek, je jednoducha, pfehledna, a je mozno touto
znackou na papife velmi lehce pracovati.

Abychom docilili pou¢ného srovnani pro stenogra-
fickou vykonnost moderni matematické znacky vzhle-
dem k starSimu zptsobu slovného popisu, uvedme si tu
v plném znéni text jisté duchaplné methody francouz-
ského matematika 17. stoleti, Pierre Fermata (45. po-
znamka Fermantova vydani Diofanta): ,L’aire d'un
triangle rectangle en nombres ne peut étre un carré. Je
vais donner la démonstration de ce théoréme que j'ai
découvert, je ne I'ai pas trouvé au reste sans une pé-
nible et laborieuse méditation, mais ce genre de démon-
stration conduira & des progrés merveilleuses dans la
science des nombres. — Si l'aire d’'un triangle était un
carré, il y aurait 2 bicarrés dont la différence serait un
carré; il s’ensuit qu'on aurait également deux carrés,
dont la somme et la différence seraient des carrés. Par
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conséquent on aurait un nombre carré, somme d'un car-
ré et du double d’'un carré, avec la condition que la
somme des deux carrés qui servent a le composer soit
également un carré. Mais si un nombre est somme d’'un
carré et du double d'un carré, sa racine est également
somme d'un carré et du double d'un carré, ce que je
puis preuver sans difficulté. On conclura de 1a que cette
racine est la somme des deux c6tés de I'angle droit d’'un
triangle rectangle, dont 'un des carrés composant for-
mera la base et le double de I'autre carré la hauteur.
Ce triangle rectangle sera donc formé par deux nomb-
res carrés, dont la somme et la différence seront des
carrés, Mais on prouvera, que la somme de ces deux
carrés est plus petite que celle des deux premiers, dont
on a également supposé que la somme et la différence
soient des carrés. Donc si on donne deux carrés dont la
somme et la différence soient des carrés, on donne par
13 méme en nombres entiers deux carrés jouissant de
la méme propriété et dont la somme est inférieure. Par
le méme raisonnement on aura ensuite une autre som-
me plus petite que celle déduite de la premiére, et en
coptinuant indéfinement on trouvera toujours des nom-
bres entiers de plus en plus satisfaisant aux mémes con-
ditions. Mais cela est impossible, puisqu’un nombre en-
tier étant donné il ne peut y avoir une infinité de nom-
bres entiers qui soient plus petites.” Potud Fermat. Co
do presnosti vyjadifovani si nelze zajisté vice prati,
srovnanim s nynéj§im zplsobem podanf téZe latky si
ujasnime vykonnost znackového zipisu.

Zakladni rovnice pro pythagorovsky trojihelnik zni:
x* 4- y* =22 O ¢islech x, y, 2 miZeme pfedpokladati,
Ze nemaji spoleéného &initele, pak je také jen jedno z
¢isel na levé stran& rovnice sudé. ReSeni rovnice poda-
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vaji indické formule pro pythagorovské trojuhelniky
v této formé:
x=2mmn, y=m'—n, 2z=m'—4fn*;
m,; n opét nesoudélna,
Obsah trojihelnika je tedy mn. (m®> —n?®) a ten ma

byti ¢tvercem. Pak musi byti jednotlivé ¢initele tohoto
souéinu Ctverci a to

m=a’, n=2>b, a b =7,
¢ili podle posledni rovpice ‘
(a* —b?) (a® 4 b*) =c2.

Oba éinitelé napravo jsou zase nesoudélni, jak je snad-
no patrno, takZe plati

' @ —b=p? a4|b*=q®
a z téchto dvou rovnic dostavime
P+ 20 =qg".
Rozlozime-li levou stranu rovnice v éinitele
(»+ib]2) (p—il2) =g,
pak musi ¢initelé nalevo opét byti étverci ¢isel stejného
tvaru, t. j.

(p+ib J2) = (r + is)2)?
a podoi)né pro (p—ib V§). Potom véal_{/
: p=1*—28, b=2rs,

kde opét r, s jsou nesoudélna. Z rovnic pfedchoziho od-
stavee v8ak nasleduje

@ =p + b* =1 | 45",
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Existoval by tedy novy pythagorovsky trojuhelnik
o stranach a, 2, 2s?, jeho obsah by byl zase ¢tvercem
(r2s?), ale strany by byly mensi nez v trojahelniku pu-
vodnim. Stejnym zavérem bychom dosli k trojihelniku
jesSté mensimu, atd., coz jest zfejmé nemoZné, jsou-li
strany vSech téchto trojihelniki celd éisla.

Diikaz, ktery byl uveden ve tvaru nyni obvyklém, po-
chazi v podstaté-od jiného znamenitého francouzského
matematika Legendra. Casovy rozdil mezi obéma du-
kazy neni, vzhledem ke stifi matematiky, tak veliky,
rozdil mez daty narozeni obou matematiki je 151 let.

Z uvedeného pfikladu je jasné vidéti pokrok, vznikly
zavednim znacek, a to jak po strance uspory, tak také
vétsi piehlednosti. Je to krok dalekosihlého vyznamu
pro studium matematickych dél. Nynéjsi sloZité a sme-
1é konstrukce v nékterych oborech matematiky by snad
nebylo ani moZno bez. zavedeni znacek popsati — a
kdyby,.spotfebovalo by se :1a nékolikastrankovou studii
papiru na celou knihu. Toto praktické stanovisko jen
zdanlivé nesouvisi s matematikou jako oborem mys-
leni, mohlo by se zdat lhostejné, Matematika viak pra-
“v€ v technickém uziti m4 tak velké uspéchy, Ze ani toto
praktickeé stanovisko nelze podcefiovati.

Je tu vSak jesté hlubsi divod dalsi, nemluvime-li jiz
0 zv&tSené presnosti, ani o zlepSeni ziznamu ve smyslu
stenografie. Je to objevitelskd cena znaékového za-
znamu. Vztahy znaéek a tim vztahy jim pFifazenych
pfedmétii je moZno mnohem snize nalézti a nalezeni
novych vztaht je pravé cesta objevu. Lze miti diivodné
pochybnosti o tom, Ze by se bylo bez pouziti znaéek
podarilo najiti hlub& formalni podobnosti; na pr. ob-
doby, jeZ jsou vyjadieny jistymi parcidlnimi diferenci-
alnimi rovnicemi v riznych oborech theoretické fysiky.
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Nové technické pojmy matematické, jako symetrie rov-
nic nebo jejich soustav, jsou vazany svym vznikem na
znacku. Zda se, Ze neni pFilis smélé, tvrdime-li, Ze bez
zavedeni znadkového systému v matematice bychom
byli ne o mnoho dale, neZ je dnesni latka probirana ve
stfedoSkolskych ucebnicich dosavadniho razu,

Velkou vyhodou znadek je dale, Ze uréity svazek je-
jich, jenZ se podle povahy véci neméni béhem téhoZ vy-
Setfovani, je moZno shrnouti v znac¢ku jedinou, snadno
tak prechazime k definici nového pfedmétu. Velmi casto
takové nové pojmenovani, riebot to vskutku neni nic ji-
ného, umozni novy objev a uZitim nové znacky se mate-
maticka Feé obohacuje ve vyrazovych prostfedcich.
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PREDMET MATEMATIKY

A) Predmét matematiky je pedminén programovymi
ulohami. .

Abychom poznali, do jaké miry se projevuji prak-
tické dlohy, kladené matematice v pokroku této védy,
promluvime si o dvou udobich, klasickém a potom no-
vodobém, jez jsou v tomto sméru velmi pouéna. Pripo-
miname vyslovné, Ze nejde o historické zhodnoceni
vSeho, co je pro udana obdobi vyznacne ale o jisté po--
hledy, jeZ maji pro nas v dalSim svij vyznam.

Starovéka matematika, na ptiklad geometrie egypt-
ska i geometrie Feckych matematiki doby pfed Eukli-
dem, éerpala mnoho z praktickych potfeb. Predméty,
jimiZ se zabyvala, byly z pievazné vétSiny nejen mysli-
telné, ale, co je dilezité, také predstavitelné; byly na-
zorné povahy. Neni také divu. Ulohy vznikly z tako-
vych podnétl, jako promé&Fovani pozemkil, staveb, jed-
noduchych ornamentii k tiéelim ozdobnym a pod. Jde
vzdy o vySetifovani vztahu tsedek, kruhovych obloukd,
jednoduchych kfivek, jeZ lze kresliti. Jakkoli sloZité
jsou geometrické Gvahy, lze je vidy konstrukei pode-
priti — lépe Fefeno — konstrukei na misté Fesiti.
Uvahy Ize tedy pohodlné pfehlédnouti, ponechame-li si
k tomu dostatek éasu. Obvykle nejde neZ o ftoneén)" po-
et pfedméti, jeZ jsou ve hie, a v disledku toho také
o koneény pocet vztahil, jeZ se mezi elementy Glohy na-
leznou, protoZe také myslenkovych operaci, jimZ jsou
pfedméty i vztahy podrobeny, je také koneény podet.
Tim jsou také nové predméty finitné konstituovény.
Pokud se antickd matematika zabyvala ilohami, v nichZ
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pfichazi nekoneény pocet operaci, pak to byvaji tlohy
takové, kde cely souhrn tohoto nekoneéného mnozstvi
operaci lze jednim pohledem piehlédnouti. Piikladem
pro takovou ulohu je dikaz nesouméfitelnosti strany
étverce a jeho uhlopFicky, kde jisty obrat se monotonné
opakuje, nebo uloha aproximacni, jakou bylo vyjadieni
délky kruhového oblouku délkou obvodu vepsanych i
opsanych mnohouhelniki, vypocet obsahu parabolické
usefe a j. Monotonni opakovani jistého konstruktiv-
niho obratu umoziiuje pravé ono piehlédnuti celého po-
stupu jednim pohledem. Ulohy, kde se nelze obejiti bez
nekoneéného poétu operaci, vznikly vsak az pozdéji, kdy
jiz byly zaklady geometrie dostatedné pevné. Cim se
v3ak vyvinulo matematické mysleni, jez vySlo od uréi-
tého praktického proméfovani? Tam totiz také v pod-
staté Slo o usedky, uhly, pruseéiky, které viak mély vy-
znam jen pro tu dlohu a nic vice. Po vykonani méFické
prace ztracely tyto opory Gvahy vyznam. Matematické
mysleni Slo dale. Také pfed nim leZely pivodné kon-
krétni obrazce. Jde o to, co zbude, oprosti-li se mysleni
od ndhodnych znakii, jeZ pravé ten a ten obrazec ma.
Je jasno, Ze barva, empiricka nepfesnost, urcita, zvlast-
ni volba obrazce, jeho velikost, fakt, Ze thel je tak a tak
ostry, nesmi rusit obecné zdvéry. Matematik musi miti
schopnost, neviimati si téchto nahodnych zakd. Co
vSak zbyva? Zbyvaji vztahy mezi elementy obrazce.
V psychologickych uvahach o matematické abstrakei
byl jiz vicekrate uéinén pokus, vyloZiti ideilni pfed-
méty matematické jako abstrakeci z materielnich nebo
néjak idealisované predstavovanych predméti aZ k ¢is-
tému pojmu. Psychologicky postup nepostrada zajima-
vosti pro vyklad genese takovych pojmi, ale pro ma-
tematiku nema valného uZitku, protozZe, at je abstrakce
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provadéna jakkoli daleko, nelze se nikdy odvratiti od
nazerného podkladu. Tento nazorny podklad je ne-
sporné mocnou vzpruhou pro matematickou fantasii,
ale postrada logické presnosti, jiZ mohou vyjadfiti jen
vztahy. N )

Vratime-li se ku geometrickému obrazci, tedy to, co
zistane zachovano vidy, at je obrazec dobie nebo Spat-
né nakreslen (neumeéle) -predstavovan jasné nebo méné
jasné, jsout vziahy mez useékami, oblouky, body, plo-
chami. Pro matematicky rozbor je zavainé: pfimky se
protinaji v ostrém uhlu, pfimky se protinaji pod pra-
vym thlem, na této vseéce leZi tfi z hledanych bodd,
kruznice je touto pfimkou protata ve dvou bodech. Tyto
vztahy jsou nééim neproménnym, nééim, co dany ob-
razec vzdy dostateéné uréuje. Vztahy také zistavaji za-
chovany™V jakékoli poloze a neméni se ani nizornym
pohybem.

Ciselné zakonitosti byly v této prvni dobé vétsinou in-
terpretoviny geometricky, t. j. podle useéek a ploch.
V tom sméru postaéi si vzpomenouti na véty Euklidovy
nebo na vétu Pythagorovu (jez vlastné patfi do theorie
kvadratickych forem, jak jsme pied nedivnem vidéli
na indickych formulich pro FeSeni pythagorovské rov-
nice.). Zlomky byly chipany jako pomeéry, také vétsi-
nou v geometrickém pojeti.

Neméné podnétnou sluzbu prokazala matematice fy-
sika. Tak jako praktické tlohy méfické vedly k usou-
stavéni poznatkid geometrickych a k vybudovani védec-
ké soustavy, tak také ulohy, jeZ kladla matematice fy-
sika, vedly nejen k obohaceni, ale pfimo k vytvofeni
zcela novych method velké nosnosti, jeZ charakterisuji
dneSni matematiku.

Promluvime si tu v nejhrubsich rysech o fysikalnim
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programu Galileiho, jenZ privé moderni matematice
dal nejvétsi impulsy. V této dobé se stivid matematika
pomocnou védou pro universilni, vie objimajici védu o
vnéjSim svété, o tom svété, ktery ma objektivni, viemi
ovéFitelné zikonitosti. S timto presvédéenim, jeZ bylo’
podkladem pro novodoby prirodovédecky néazor, se po-
¢al Galileiho program uskuteéiiovati a vyvoj dal mu za
pravdu. Galileiho programje v celku znam: fysikalni
zkouméni m4 vyjiti ze zkuSenosti (jeho studie kyvu, val-
ného padu) a pokusiti se o matematickou formulaci fy-
sikalni zkuSenosti.

Proti starovéku a stfedovéku jde o novy, radikalné
novy program. Jde o vystavbu objektivniho fysikalniho
svéta, jenZ ma byti tak poznan, aby slouzil cilim lidské
prace. Svét kvalit, ktery nelze objektivné méfiti, musi
byti pfeveden na kvantity, jeZ je moZno vyjadfiti pFifa-
zenymi éisly. To6n, barva, teplota, to vSe musi byti redu-
kovano na éisla. Vysledky jsou znamy. Ton je charak-
terisovan svoji vyskou, danou poétem kmitt za vtefinu,
jeho zabarveni, tedy vyloZena kvalita, je uréena spolu-
znénim syrchnich téni. Intensitu ténu, také kvalitu,
1ze také é&iselné vyjadFiti a uvésti do vztahu k energii
kmitajiciho télesa a prostfedi. Barva, kterou se domni-
vame vidéti mimo sebe né€kde v prostoru, je vyjadiena
pFisludnou délkou elektromagnetické viny, jeZz zasahuje
nadi sitnici a v nas teprve budi dojem barvy; objek--
tivné existuje.pro fysika, i kdyZ je barvoslepy; vlnu za-
chyti vZdy, aspofi fotograficky. Teplotu, také typickou
kvalitu, lze uvésti znimym zplisobem v souvislost s ob-
jemovymi zmé&nami plyni. ‘

Program, jehoz vysledky, dnes béZné, jsme si tu let-
mo pfipomnéli, nemél v dobé Galileiho skoro Zadné ma-
tematické prostiedky, kterych si jeho uskuteénéni vy-



Zadovalo. Povaha tohoto programu to byla, jeZ pfinu-
tila matematiku k vytvofeni celjch novych odvétvi,
chtéla-li své povinnosti jako pomocna véda uéiniti za-
dost. To je patrno na pFikladu: fysikalni télesa mohou
miti jakykoli pfedstavitelny tvar, drahy, jez probihaji
body takového télesa v prostoru, mohou byti jakékoli
nazoru pristupné kfivky.*) Pro pojeti tak obecné bylo
antickou geometrii pFfipraveno velmi malo. Kromé néko-
lika zvlastnich kfivek, ploch a téles, nebylo patrno, jak
vyjadfiti geometricky obecné&jsi Gtvary. Odtud jde pak’
prima cesta k analytické geometrii prostoru i v jeji di-
ferencialni formé. Aritmetika, jeZ se tu pFipojuje ke
Galileiho programu zcela soufadné, neomezuje se od
této doby na vyjadfovani éiselnych vztahtl mezi kon-
krétnimi éisly, nybrz hleda za pomoci symbolického vy-
jadFovani znackami cestu k zachyceni zakonitosti obec-
nych. Fysikalni vyjidfeni zakona musi mluviti ve vzta-
zich obecnych, ne s uréitou hmotou, polohou a asem.

Je to zejména zcela novy rys, jenz se dostava do uvah,
podnicenych Galileiho programem, a to Gvahy s neko®
nec¢nem. To po€ina stale vice pronikati, at jiz jde o ava-
hy ,,v malém"”, tykajici se spojitosti, nebo uvahy o ve-
liécinach rostoucich nad vSechny meze. I toto vse leZelo
v programu Galileiho, v programu jeho konstrukce své-
ta: zvladnuti mikrosvéta i kosmu jako celku. Tento ce-
lek se tehdy ztotoziioval s Euklidovskym trojrozmér-
nym prostorem. Uvahy o nekoneéné malém, jak se teh-
dy Fikalo, potfebovalo prohloubené studium spojitosti.

¥) Matematika znd také kiivky, jeZ lezi tfeba v euklidovské
rovinég, a jeZ si pfedstaviti nelze, na pf. kfivky, odpovidajici funk-
cim, jez nemaji nikde derivaci (Bolzanfv pfiklad, uvedeny v Di-
ferencislnim poétu prof. Petra), nebo tfeba znim4 kfivka Pe-
anova,
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Na druhé strané tfeba formulace zakladnich zikoni
mechaniky, jez byla ddsledkem nauky Kopernikovy si
vynutila vyslovné uZiti pfedmétu ,,nekoneéné vzdale-
ného”. Pod takovym pfedmétem rozumime konstrukei,
jejiz opravnéni vysvitalo v klasické mechanice z tako-
'véto Gvahy: mysleme si hmotné téleso v pohybu, Zmé-
nime-li nepatrné polohy a stavy téles, velmi vzdalenych
od tohoto télesa v pohybu, bude jeho pohyb ovlivnén
uvedenou zménou tim méné, éim jsou télesa vzdale-
‘néj&i. Budou-li ,,nekoneéné vzdalena”, nezméni se po-
hyb naSeho télesa viibec. Pravé tak: hmotné téleso se-
trva v rovnomérném piimocarém pchybu, je-li ,neko-
necné vzdaleno” od ostatnich hmotnych téles. Zcela po-
dobné bylo zavedeno téleso nekoneéné vzdilené v Gvaze
o elektrickém potencialu nabitého vodi¢e. Euklidovsky
prostor se hodil pro takovéto ivahy a teprve mnohem
pozdéji, vlivem geometrie Riemannovy se podalo upous-
téti od zavedeni ,,nekonecné vzdalenych” hmot a pocal
se soustavné zkoumati prostor finitné ohraniceny. (K
této véci srovn, Painlévé, Les axiomes de la mécanique,
ve sbirce Les Maitres de la pensée scientifique, str. 45
a nasl., zejména str. 54 a nasl.)

Strmy rozvoj matematiky, jenz vysSel ze Sirokého pFi-
rodovédeckého programu Galileiho, ved! k jejimu zklou-
beni a doplnéni a také ke stoupajici abstrakei. V této
posledni fazi, v niz je matematika v dneSni dobé, vraci
matematika ¢éasto sluzby, jez ji fysika kdysi prokazala,
a stava se pofadajicim nastrojem v dvahach o kosmu
jako celku i v Gvahach o dneSnim mikrosvété. Velka
myslenka Galileiho se zménila: z pavodniho soufad-
ného spojeni pokusu a vyjadfeni zakonitosti se stiva
namnoze abstraktni spekulace, jeZ se dodateéné pokusy
OVEr,
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Toto vie je dobfe miti na mysli, neZ se obratime k o-
becné ivaze o povaze matematického pFedmétu. Pie-
vaZni vétSina vSeho pokroku v matematice je podmi-
néna impulsy, jez lezi mimo vlastni technickou oblast
matematiky. Invence matematikova byla vzdy podni-
cena Ulohami, jeZ ji kladla praxe a jen mensi ¢ast je vy-
sledkem uloh, kladenych v oboru samém. V této okol-
nosti tkvi také psychologické a sociologické piredpokla-
dy védecké prosperity matematiky.

B) Konstruovatelnost a bezespornost.

Vidéli jsme v pfedchozim, Ze nazorné predstavy byly
mocnym inspiraénim zdrojem pro matematiky. Na-
zorné predstavy piinaSeji sebou mnohé vlastnosti, jez
ma miti pfedmét matematikovych tvah: shrnuji v na-
zorné jednotnosti mnoho sloZek a tvoFi celky. Nazorné
vztahy mezi naziranymi piedstavami vybizi k pojmo-
vému rozboru a tim k nalezeni exaktnich relaci, jeZ ne-
zaviseji na nazoru a jeZ viZou matematické piedméty.
Tim, Ze vybéfeme nizorné celky, poutime Fadu vlast-
nosti a vztahG k jednomu predmétu, svazujeme je a
pfedmétem centralisujeme pod jednotici hledisko. Ta-
kovym vybérem pfedmétu, pFi kterém spolutéinkuje
mnoho'zietell, jako barvy, tvary, vyznam piedmétu pro
Zivot — dcsahujeme pofadku ve svém pfrehledu vnéj-
§iho svéta, klasifikujeme, oddélujeme, s ¢eskym filoso-
fem Vorovkou mluveno: uplatiiujeme princip diskonti-
nuity mysleni, O pfedmétech svého nazoru, které jsme
tak vybrali z chaosu dojmil, miZeme pronaseti vypo-
védi. A témito vypovédmi jsme posunuli pavodni na-
zorny predmét do oblasti mysleni.

Predmét mysleni je vie, o éem miZeme pronaseti né-
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jaké vypovédi — o éem lze usuzovati. Tedy také ma-
tematicky pfedmét je toho druhu. OvSem, vypovédi
a usudky, jez o piedmétu ‘pronasime, jsou také pied-
méty naSeho mysleni, protoZe i o nich muZeme pro-
niseti jiné vyroky a tvofiti jiné (sudky. Takova re-
dukce, pfevidéni jednéch usudki na druhé, nemiiZe byti
bez konce. Je tedy patrno, Ze budeme musit vyjit, jak
si pozdéji podrobnéji ukaZzeme, od nékterych vyroka a
usudki, které vezmeme za zakladni. Tim dostaneme pro
soustavu uvah o predmétech pevnou zikladnu, od niz
se vSechny fivahy rozvijeji.

Predmét saim jinym zplasobem vymeziti nelze, je tu ob-
dobna situace, jakou najdeme i u jinych zakladnich po-
jmi. Podobni nesniz je, uvaZujeme-li o pravdivosti
nebo nepravdivosti néjakého vyroku, Piredevsim je ji-
sto, Ze ¢ takové vlastnosti vyroku nelze usuzovati isolo-
vané. Vyrok vidy musime uvésti do vztahu se v3emi
vyroky jinymi, s nimiz souvisi a hledime jeho prav-
divost nebo nepravdivost vzhledem k celé siti vyrokd,
s nimiZ souvisi, Ale i tu musi nékde redukce kondcit a
musi tedy existovati vyroky, jez dalsi redukei v tomto
systému nepfipoustéji a jeZz pavaZujeme za zikladni.
Nemaji snad povahu absolutnich neménnych pravd,
nybrz opor pro vystavbu soustavy, kterou ma ten vé-
decky obor za svij cil. Se zplisobem tohoto mysleni se
v dal§im seznamime. _

Nutnym pfedpokladem, abychom mohli z nepfehled-
ného proudu svého védomi odlouédit pfedmét a myslit
viibec ,,pr"et/imétné”, je naSe schopnost, popsané a vy-
souzené o predmétu podrZeti: tim je zarudeno, Ze ten’
predmét je stile identicky sam se sebou. Plati-li jinak
pro nas zivot znamé Heraklitovo réeni, Ze nikdy dva-
krate nevstoupime do téZe Feky, plati pro myslené pied-
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méty matematiky, Ze jsou samy s sebou identické a
v- éase neménné. Vlastnost nasSeho duSevniho Zivota,
uplatniti tuto identitu v mysleni a tim umozniti pfed-
métné mysleni, patii k nejpodivuhodnéjsim vlastno-
stem mySleni, Jinak by lidské mySleni nebylo nez ra-
dou reakei na prostfedi, v némZ se nahodou organis-
mus vyskytl, h

Matematické pfedméty, aspoii mnohé, lze, jak se Fi-
ka, konstruovati, PoZzadavku konstruovatelnosti velmi
dobfe vyhovovala anticki matematika. Konstruovatel-
nost neni minéna jako idealisované provadéni skuteé-
nych konstruktivnich tkontd (kruZitkem a pravitkem),
ale jako vytvofeni nového predmétu takovym postupem,
jak jsme si popsali pii Gvaze o nékterych rysech an-
tické matematiky. Vyjdeme-li od néjakych zakladnich
predméth a vztahu, o jejichZz vznik se zatim nestarame,
dojdeme bud koneénym, nebo nekoneénym, ale pak
v podstaté naziratelnym pocétem krokt k predmétim
novym, Pravé tak k novym vztahim.

Cela zalezitost je jednoducha, pokud nejde o soubory
predméti, jez nejsou koneéné. V tGvahich o takovych
souborech se totiz uziva k zaruéeni existence néjakého
matematického predmétu jesté jiného zpiscbu tivahy,
ktery byl v nedavné dobé silné kritisovan. Uvedeme si
priklad: méjme néjaky soubor veliin, jistym zptisobem
definovanych. Soubor ten necht neni kone¢ny. Takovy
soubor lze usporidati a dejme tomu, Ze veliéiny sou-
boru nevzristaji nad vSechny meze. Pak musi byti mo-
Zno, soubor néjak se shora ohraniciti, t. j. musf byti né-
jaka veliGina, kterou jisté zadna veli¢ina souboru ne-
piekrodi. Uvaha, jeZ ma existenci takové velidiny zaru-
diti, vede se Casto tak: dejme tomu, Ze by takova veli-
C¢ina nebyla. Pak je moZno ukazati, Ze pro definované
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veli¢iny souboru plyne z tohoto predpokladu spor, né-
jaky absurdni dusledek. Ten vSak neni moZzny — proto
hranice existuje,

Tato methoda dikazu, povaZovana béiné za exlsten-
¢ni Qukaz pro hledany predmét, nestaéi matematikim,
ktefi véii pouze konstruktivnim diikaziim, at jde o sou-
bory jakékoliv. Dokéazati methedou sporu existenci hle-
daného predmétu, pFipousti jen pfi scuborech konec-
nych, kde je mozno ziskat pighled pfimym vyjmenova-
nim eventualit. Pro tyto pfipady byva methoda sporu
vSak jen kratSi cestou, nez kterou poskytne konstruk-
tivni methoda i se stanovenim Zidaného piedmétu.

Stanovisko, jez zada konstruktivni zaruku pro exis-
tenci matematického pfedmétu, zastivi matematicka
Skola intuicionisticka. Ti necht€ji pouze védét, Ze néjaka
veli¢ina existuje, cbecné, Ze néjaky predmét existuje,
nybrz chtéji onu veli¢inu také znat alespon s dostaéu-
jici pfesnosti a pfedmét si sestrojiti. V ¢em spoéiva ne-
diavéra intuicionisti k methodé sporu? Methoda sporu
tzce souvisi s logickym principem o vyloucené treti
moznosti. ProtoZe se budeme v dal$im zevrubné zaby-
vati logickym mechanismem matematiky, sta¢i na tom-
to misté jenom vée naznabiti. BéZné usuzovani o néja-
kém predmété vypada asi tak: bud tento pfedmét je,
ma uréité vlastnosti, nebo neni. TFeti moZnosti neni.
Tomuto druhu tisudku, jakkoli samoziejmé vypada, ne-
véFi intuicionisté a uva,dejl prlklady nerozhodnutych
problémi, jdou dokonce tak daleko, Ze pFipoustéji pro-
blémy trvale nerozhodnutelné, u nichZ nelze tak lehce
fici: budto je, nebo neni — nic jiného neni mozné.

Proti intiucionistické $kole, jejiZz kritick4 ¢innost pfi-
nesla matematice cenné vysledky, stoji Skola matema-
tickych 1:;}9@9\11 ktefi se spokoji existenci pfedmétu,
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zaruéeného pouhou bezespornosti. Matematicky pied-
mét existuje, jestlize jeho vlastnosti a vztahy k ostat-
nim predmétim téZe védecké soustavy nejsou s nimi
ve sporu.

Co se v3ak stane, neni-li pfedmét jednoduchy, béZ-li
o slozZité vahy v theorii nekoneénych mnozin? Vztahy
predmétu ke druhym nemusi byti nijak pfehledné, ne-
musi byti ani jednoduse pojmenovatelné a koneéné zce-
la jisté mnoZstvi vztaht i vlastnosti roste nad viechny
meze. Jak tam zarucime, Ze z Zadné vlastnosti ani vzta-
hu neplyne spor? Tyto otazky jsou jiz pfedmétem lo-
giky a dvah o deduktivnich systémech viibec a nahléd-
neme do jejich Feseni za nedlouho.

Jedno je jiz jasné. Existenci matematického pied-
métu lze chapati dvojim riznym zpisobem — bud'to jej
konstruujeme, nebo zajistime jeho bezespornost. V prv-
nim pfipadé mame pfedmét jaksi hmatatelné v mysli,
v druhém piipadé tento pfedmét vlastné ani nepozna-
me, protoZe zkoumame jen diisledky z jeho vlastnosti a
vztahi. Lze ovSem zcela pFipadné Fici: zname-li vztahy
a vlastnosti pfedmétu, jeZ zkoumame se stanoviska be-
zespornosti, zname ten pfedmét sim. Uvedli jsrte v8ak
pfed nedavnem typicky pfiklad tvahy, kterou by se
méla zaruéiti existence jisté hranice. Disledky z jeji
existence nejsou ve sporu s piredpoklady a prece tu hra-
nici ¢iselné viilbec nemusime znati. )

V uvedeném rozstépeni niazorli na matematickou exi-
stenci je patrny odraz dvou moznych svétovych nazoru.
Intuicionista ma silné vyvinuté pragmatické rysy, v
kazdém piipadé je lidsky se svym poctivym pFiznanim,
Ze mozZni existuji i v matematice zisadné nefeSitelné
problémy. MozZni, Ze zavrhuje z jistého puristického
ostychu i pfedméty, jeZ jsou, a jeZ dosud neni schopen
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konstruovati. Stoupenci matematického logicismu . ne-
spokoji se konstruovanymi matematickymi pFedméty
jako intuicionisté. Pro né prosté predméty, bezespor-
nosti zajisténé, existuji, jako by piedem p¥ipraveny a
staci je, v jejich smyslu, pouze odkryvati jako neznamé
zemeé, ‘ '

I
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LOGIKA A MATEMATIKA

1. Piedbésnd uvaha.

Logické mysleni je vzdy a odedavna povaZovano za
specifickou znamku matematického mysleni. At jiz je
vlastnf tvaréi proces matematikiv jakykoli, at jiz je
matematik podle znamého déleni Poincaréova geome-
trem (typ fantasijni, s Zivou obrazotvornosti nazornou)
nebo logikem — vzdy nakonec musi jeho ttvaha, napsa-
na nebo vyideni, miti viechny znaky logického mys-
leni. Tak je béZny nazor. K tomu, abychom vidéli, do
jaké miry. je tento nazor opodstatnény, musime se se-
znadmiti s logikou, kterou pfevzalo védecké mysleni
z davnych véki. To provedeme zcela stru¢né, pridame
‘viak, co pfinesla doba nova, lépe Fefeno, jaky nastroj
vytvofila soudoba logika a béhem téchto ivah se sezné-
mime s povahou matematického mysleni o zakladnich
prablémech lépe, nez kteroukoli jinou cestou.

Zikladni normy lidského mysleni byly ustaveny jiz
v antické logice. Aristoteles -povaZoval za nezbytné
predpoklady naeho my3lenmi tyto t¥i, jak se Fikalo,
principy: princip identity, princip sporu a princip vy-
louéené treti moZnosti. Leibniz’pridaval k témto prin-
cipiim jeSté princip dostacujiciho diivodu. Ponechame
pro tuto ¢ast vykladu tradiéni oznaceni ,,princip”, ve
formalisované logice budeme takové véty nazyvati ji-
nak, a pFistoupime k poznimkam o nich.

Princip identity Fika zcela prosté: (Pfedmét) A jest
A. KaZdy piedmét je sob€ sam roven (Leibniz). Skoro
kazdy pfepis tohoto principu néjak nedostacuje. Pied-
posledni véta (Leibnizova formulace) uzivd pojmu
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predmét. Pfedmét vSak je vazan vyroky, jeZ jej cha-
rakterisuji, uréuji. Ty musi byti, jako pFfedméty mys-
leni také ,,rovny sobé samym”. Jiz v pfedchozim mluvili
jsme o podmince pfedmétného mysleni, podmince, jez
umozni fixovani itvarid, jimiZ se naSe mysl zabyva. Vy-
razem této podminky je princip identity, ale vyTéen by
mél byti nékde mimo, v jiném vyjadfovacim systému,
nez je naSe Fec, ktera je také pfedmétem, tedy uz také
princip identity pFedpoklida.
_ Jeden z nejlepSich theoretikii moderni logiky, L
ittgenstein™), kritisoval ostfe princip identity, zde
uvedeny, a jeho kritika vyzniva asi tak: budto tento
princip vyslovuje néco ¢ dvou predmétech. (Fikime-li
na pi., Ze A jest identické s B). Pak je tento princip
Spatny, nebot dva pfedméty nemchou byti identickeé jiz
proto, Ze je miZeme odliSiti. Rika-li vSak princip, tak
jak jsme uvedli, Ze A je identické s A, pak nefika vitbec
nic. (Kritika je v hlavnim dile Wittgensteinové, Trac-
tatus logico-philosophicus, véta 5,35 aZ 5,54.) Tato kri-
tika je disledni a spravna. - Ve

Uvedeny prvni princip by mél vSak byti pouze mys-
len, kaZdé jeho vysloveni uz jej pfedpoklada, ba i Witt-
gensteinova kritika.**)

Na tomto misté bych rad upozornil na Jlnou formu
,,rovnostl", kterd nema s pnncxpem 1dent1ty viibec nic
sp ého a které se hojné uZiva zejména u definice.
Definicé neni ni¢im jinym, neZ novym pojmenovanim

*) Tractatus logico-philosophicus, anglické vydini z r. 1922.

**) Pres kritické vyhrady k principu identity uZivd ho logisti-
ka také. Hraje daleZitou roli v definici pFirozenych celych &isel.
Kdyby se tohoto principu neuZilo, ‘je nutno zaloZiti theorii ce-
Iych pfirozenych é&isel jinak, na podkladé jisté/ monotonni 1o-
gické operace. Tato cesta je také moZni. (Wittgenstein.)
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svazku predmétid a vztaht, jak jsme jiZ dfive pozname-
nali. Definitorickd rovnost pak neni identitou, nybrz
jen pokynem, Ze misto svazku pojmu a relaci, jeZ patfi
jistym zpisobem k sobé, miZeme uZiti nového nazvu
pro novy pojem, defini¢ni rovniei stanoveny.

Mame-li na pf. nekoneénou fadu tvaru

@, +ax+ax’+ax 4 ax +axs+ ...
a jde-li o to, strucné vyjadriti, Ze soucet Fady je funkei
@', pak volime pro oznaceni souétu obvyklého znaku
s(x). NapiSeme-li pak

s(x) =a,4+ax+ ax? a2 +ax* 4 ...,

pak tato rovnice nevyjadiuje identiénost pravé a levé
strany, nybrz je definiéni rovnici pro vyraz s(x). Mo-
derni logistika vyjadiuje z opatrnosti u rovnic této po-
vahy znscku, vyjadiujici, Ze pravou stranu lze nahra-
diti levou, tak, Ze opat¥i rovnitko jesté dole pfipsanym
indexem Df (=p). V matematice je ovSem rozdil vy-
jadfeni rovnosti dvou vyrazi a definitorické rovnosti
dobfe znam.

Jak budeme chapati obvykle minénou identitu ve
smyslu ekvivalence dvou vyrazi, poznime pfi formali-
saci logické soustavy. Prozatim je moZno Fici, Ze to, co
ge obyéejné nazyva identitou, na pf. '

(a4 b)?=a* + 2ab +b*
neni neZ vyjadfeni této logické moZnosti: pouZijeme-li
smluvenych pravidel o vykonech vzhledem k pfedmé-
tim ,e’ i ,b’, pak prava strana je disledkem strany
levé, ale také naopak. Proto jsou ekvivalentni.

Je znama jeSté jedna zajimava formulace principu
1dent1ty,( L.em,,,ldenutas indiscernibilium”. Dva
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pfedméty jsou tehdy identické, plati-li jakykoli predi-
kat vzhledem k prvnimu pfedmétu také vzdy o druhém
piedmétu. Formalni vyjadreni tochoto principu nepova-
Zuji obecné viibec za mozné, Musilo by jednak zahrnouti
vSechny typy vyroku, jeZ je mozno o predmétu uciniti,
to jiz naraZi na obtiZe. Za druhé, neni nikterak zaru-
éeno, 2e mame objeveny vSechny predikaty, jeZ se k da-
nému piedmétu hodi. Avsak i bez tohoto vyJadrem
principu identity se obejdeme.

Princip vyloucené tfeti moznosti (principium exclusi
tertii) fika: A jest B nebo non B — tfeti moZnosti neni.

Tento princip jest jednim z ne]dulemtéjéich pracov-
nich nastro;u matematlckych Jeho vyznam Speéiva
v tom: pod.a.rl-h se na p¥. dckazati, Ze mozZnost, aby
pfedmét byl non B je vyloudena, pak nutné je piedmé-
tem B. Staéi-li nam tento zavér, nemusime se ani o sku-
teénou konstrukei toho pfedmétu starati. Tak na pF. se
podaFi o néjaké realné funkci dokazati, Ze nemize na-
byti zipornych hodnot. UZtim principu o vylouéené
treti moZnosti mame tak ihned vysledek, Ze hoduoty
té frnkce mohou leZeti v oboru kladych éisel véetné nu-
ly. Pfi tom o skuteéném priitbéhu hodnot té funkce ne-
musime nic podrobné&ji védéti a také v disledku prin-
cipu nic pedrobnéii nevime. Princip nas s takovou funk-
ci bliZe neseznami a to je pravé moment, ienZ vadi in-+
tuicionistiim, ktefi jej povaZuif za prdzdny.

ProtoZe vBak i z té okolnosti, Ze funkce je v diisled-
ku principu neziporna, lze v matematické praxi podle
povahy p#ipadu &initi dalsi pozoruhodné dusledky, ne-
miZeme se na né€j divati jako na princip prazdny. —
Umo#ni prvni hrubé opracovani, uloZzime si pfedmét
alesponi do jedné poloviny pracovni plochy a to jiZ je
nesporny zisk,
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Uziti tohoto principu je podminéno asi takto: pat¥i-li
pfedmét A pod pojem B nebo non B, se zda byti snadno
rozhodnutelna otazka. Nékdy neni viak moZno takové
rozhodnuti uéiniti. Logik bude trvati na tom, Ze je to
prakticka zileZitost, protoZe véri, Ze kazdy problém je
zasadné rozhodnutelny. Intuicicnista nevéri, nemame-li
prostfedkd (logik by Fekl: nahodou ted jesté) rozhod-
nouti, kam pfedmét patii, jestli pod B nebo non B (coz
Jje v3echno ostatni s vyjimkou B). Priklady, jeZ intui-
cionisté uvadéii, uvedeme pozdéji, abychom nerusili
chod tohoto pFehledu dédictvi staré logiky. K pochopeni
situace, do které dostali svoji kritikou matematiku
intuicicnisté, uvedu toto pFirovnani: B’ necht zauiima
v obyé&ejném euklidovském prostoru jistou oblast, ohra-
ni¢enou uzavienym télesem. Pak ,non B’ je cely zbyva-
jici prestor. Pfedmét ,A’ musi padnouti bud' do télesa
,B' nebo mimo, nic jiného nezhyva. Alternativa bud
anebo se v tomto zpisobu chapani vnucuje. Nebylo by
v3ak tézké, uvahu nepatrné pozménit a dojiti k jinému
vysledku. BudiZ ,non B’ oblast vné oblasti ,B’, ale sama
také chraniéena v konednu lezici. Coz kdyby nas pfed-
mét ,A’ padl vné ,non B’? Pfirovnani, jeZ jsme uvedli,
by bylo moZno uéiniti sugestivnéjsi, kdybychom pouZili
dvou druhi prostoru, z nichZ jeden by byl vloZen do dru-
hého. Pak by v tomto vloZeném prostoru platila alter-
nativa bud’ .B’ nebo ,non B’ pfesné. Ale pfedmét by se
Vibec v tom vloZeném prostoru nemusel vyskytovati.

Princip sporu.

Jeho nejjednodussf vyjadieni je: A néni non A. Ten-
to princip dopliiuje do jisté miry princip vylouéené tieti
moznosti. Timto principem se budeme ve formalisované
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logice podrobnéji zabyvati, proto o ném nebudeme v té-
to souvislosti ztraceti slov.

Princip dostacujiciho duvodu,

V historickém jiZ pojeti Leibnizové vyjadiuje se prin-
cip asi takto: Nic se nedéje bez priéiny, anebo alespon
bez dostateéného diivodu. Pro logiku i matematiku nam
posta¢i uzsi vyjadfeni tohoto principu. Uvedeme je
v novodobém vyjadieni, pro pozdéjsi ivahy vyhodném.
Vyjdeme od platnych vét, jimiZ pfedméty a vztahy mezi
nimi jsou uréeny. Pak jen takové véty jsou platné (do-
stateéné odiwodnéné), jez jsou bud'to témito platnymi
zikladnimi vétami, anebo disledky z nich, ziskanymi
logickou cestou. '

Budova antické logiky byla opfena o prvni tfi jme-
nované principy; princip dostacujiciho divodu pf'istou/
pil pozdéji.jake rovnopravny princip dalsi. JiZz anticlka
logika dovedla vypracovati velmi daslednou naukyu o
soudech a zavérovych schematech usuzovani. Tu jiZ byl
ucinén prvni pocatek formalisace, shrnuti Fady zvlast-
nich Gsudki pod spoleény model, typ. Tu byl také dan
poéatek studia struktury, v tomto pfipadé struktury lo-
gické. Krasné vysledky pfinesla pokradujici formali-
sace ve stiedovéku, kdy byla formalni logika hojné pé-
stovana k racionalnim rozbortim naboZenskych speku-
laci. Cenné vysledky tohoto odboru uveiejnil po prvé
s hlediska moderni logiky pfedni polsky, logistik Lu-
kasiewicz.*) '

%) Lukasiewicz uverejnil hlavni prici o tomto thematu v &a-

sopise Erkenntnis, ro¢. 1934, str. 111—131. (Casopis pFestal pied
druhou svét. valkou v Lipsku vychézeti z politickych davodi.)
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Nicméné ¢as na plné vybudovani logického forma-
lismu tehdy jesté neuzral. K tomu bylo pravé zapotiebi
velikého rozvoje matematiky, podstatné umoZnéného
pokrokem Galileiho programu. Tento rozvoj matema-
tiky pfinesl s sebou nova hlediska a nové otazky, jez
na prvni pohled nebylo moZno po staru zvladnouti.

Moderni formalni logika vznikla v Anglii, v prvni po-
loviné minulého stoléti a jejim zakladatelem je Boole.
Myslenku logického poctu pojal po prvé Leibniz, ktery
si byl dobie védom potfebnosti nového logického na-
stroje, nepoloZil vSak ani zakladli, na nichZ by se bylo
mohlo stavéti dale.

Formalisovana logika, kterou se budeme nyni zaby-
vati, nas zavede hloub do problémi matematického_m);-
sleni, nez by bylo moZno obsahovym vykladem. Uvidi-
me, jak jasné a pfesné je moZno touto logikou vyjadfiti
mnoho problémi, jez bez jeji pomoci nejsou neZ po-
vrchné nebo neurcité vyslovenymi dohady.

Jaké ukoly si klade tato logika? JiZ prvni, ¢eho do-
sahla, si zaslouZi naSi pozornosti. Odpoutala totiZ ab-
sahovou stranku od stranky ryze formalni, umi ji od-
preparovati — ne vSak néjak neZivotné, nybrz tak, Ze
to prospéje obéma stranam. Zabyva se, kdyZz dosahla ta-
kového oddéleni, pouze strukturou mysleni, nebo struk-
turou vyjadfovani, vztahovou siti, aniZ by se starala
o materielni vyznam pfedméti, jez odpovidaji znackam
soustavy. Piedméty pak pfijdou k platnosti aZ pfi inter-
pretaci vysledkl, odvozenych formuli. Pokud jsou ve
hie (abychom uZili srovnani pro tento zpisob mecha-
nického odvozovani), nestarame se o vyznam symboli
vibec.

Diivody, proé se tak ostie odliSila formalni stranka
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logiky od materielni, obsahové, jsou nékolikeré, V prvni
fadé: v povaze logiky samé je obsaZen formalni prvek
jiz velmi silné v nejstarsich logickych dvahach. JiZ od
dob antickych se uziva shrnovani jednotlivych, konkrét-
nich soudi a zavérovych Fetézi ve schemata. Takové
schema je pak typem, jenZ zahrnuje vSechny mozné in-
dividualni soudy, jez spadaji pod jeho schema. Zrovna
tak shrne slozitéjsi isudkové Fetézce, Poéatek formali-
sovani logiky byl uéinén pravé u typt soudl. Teprve
pozdéji, mnohem pozdéji, zmohlo formalni pojeti a do-
zrala logisticka technika i jemnou strukturu dorozumi-
vaci Fei, kterou uvedlo v takovou neselhavajici sou-
stavu, jak ji které odvétvi matematiky potfebuje. ‘

Druhy diivod je, jak jiZz jsme o tom mluvili diive,
stupniovani poZadavku piesnosti. Pravé v pifedchozich
uvahich jsme se pfesvédéili na raznych paradoxech,
Ze dorozumivaci historickd Fe¢ neni piesni. Kolik jen
vyznamti miZe miti vyraz ,,&islo” nebo ,pfimka”. Nik-
dy nejde o to, co které slovo znamena samo o sobé,
nybrz, v jaké souvislosti se vyskytuje, jak je zapojeno
na celé okolf vét, jeZ tohoto slova uZivaji. Teprve tato
souvislost s okolim uréuje vyznam pojmu, jenZ odpo-
vida néjakému uZitému slovu. Jakékoli spekulace o slo-
vé jakoZto vyrazu osamoceném jsou zcela neplodné. A
tento mechanismus souvislosti, jenZ dal pojmtim pfesny
vyznam, vytvoFila logistika. Vztahy a souvislosti od-
kryva logistika neliprosné, protoZe nikdy nam nevrati
vice, nez jsme do ni vloZili, a neni tedy mozno jakou-
koli nekontrolovatelnou eskamotaZi néco vykouazliti, co
by nepodléhalo kontrole. V tomto smyslu se osvédéila
znamenité pro badani o zakladech matematiky, danych
nékolika v&tami, na nichZ vSe spo¢iva. Je-li tu dole zjed-
nano jasno, nemize cely strom na nejasnosti churavéti,
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Logistika tu vykonala pro ziklady matematiky dobry
kus chirurgické préace.

Je tu jesté dalsi okolnost, jiz jsme uZ' naznaéili, a’
ktera byla snad své doby precenéna. Leibniz zamyslel
vytvont1 logxstlkou takovy mechanismus ,,ars inveni-
endi”, jenZ by umoznil hledéni novych pravdgottem:
Ve1m1 zajimavé popisuje SVOJl myslenku takto: ,,JestliZze
by vznikly spory, rebude le zapotfebi disputaci mezi
dvéma filosofy vice neZ mezi dvéma matematlky Po-
staéi, aby vzali do ruky pera a posadili se ke svym sto-
lim a fekli si: poclte3me"'

Leibniz se domnival, %e k novym poznatlmm i k roz-
hodnuti sport by se doSlo po¢tem. Takova Ze by byla
nosnost jeho ,,ars inveniendi”’. V tomto rozsahu se ne-
mohla logistika dosud uplatniti a je nejisté, bude-li né-
kdy tak zjednoduSena, aby mohla byti nahradou za in-
tuici. Uréité odvétvi matematiky, je-li. le systemem,
ma oviem povahu deduktivni védy — to je vSak jiZ vy-
sledek celého procesu. Objevy, v nichZ se uplatni tvo-
Fivy element matematikovy individuality, neprichazeji
v8ak touto cestou. Leibniz si pfedstavoval, Ze bude moz-
no uZiti logického poétu pro viechny védy vibec jako
zakladu. Pro védy, jeZ nejsou jen deduktivni, by to byla
pomiicka ceny velmi problematické. Nicmér€ i tak, role,
kterad pripada logistice ve zpevnéni stavby deduktiv-
nich véd, a role, kterou ma pro opracovani pojmi, je
velmi ¢estni a uZiteéna. OvSem, lze ji uZiti ponejvice
tam, kde védni soustava je jiZ vypracovana natolik,
Ze je znamo, kterymi zfetelnymi piedméty se zabyva.
V tomto stadiu se vSak mohou objeviti nesrovnalosti,
jak se jiZ mnohokréte stalo v déjinach matematiky. A
to je vhodny okamZik pro zdsah logistickou analysou.
V tomto uZSim pracovnim vymezeni nasla jiZ a FeSila
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logistika tolik problémi, Ze opravdu moderni matema-
tiku si bez jeji pomoci nelze pfedstaviti.

Takové tlohy, jako je tFeba tplnost nebo bezespornost
axiomatické soustavy pro néjaké odvétvi matematiky,
osvétleni povahy axiomu, o nichZ filosofie se tolik na-
premySlela, vymyceni logickych a slovnich antinomii
anebo tieba objev, Ze matematika potfebuje ke své vy-
stavbé véty, jeZz nejsou disledkem zikladnich vét lo-
giky (jak pozdéji uvidime, na pf. axiom vybérn), to
jsou ulohy, jeZ asto byly vyvolany v Zivot logistickymi
rozbory a podstatnou pomoci logického formalismu ta-
ké FeSeny.

Uvod do logického formalismu je moino provésti
riznymi zpusoby. Své doby se neobesel takovy tivod bez
slovného doprovodu, jimZz se vyznam symboli a ope-
raci vykladal a odiivodiioval. Ba i pozdéji byl poéet sam
promisen obsahovym vykladem anebo vysvétlivkami.
Hlavni snahou pfi stavbé takového logického deduk-
tivniho systému je, aby byl sobé&stadny, aby definice,
operace a vSechny potfebné prvky skladby (syntaxe)
byly vyjadfeny v soustavé samé. Je tedy moZno, jak
vime asi 10 let, FeSiti tuto 1lohu: formulovati skladbu
soustavy v pi samé (Carnap*). V ceské fedi nim bude
tento vysledek samoziejmy: skladbu éeské Feci je pFece
mozno v ni samé vyjadfiti. Upozornuji, Ze ani tato vé-
ta neni samozi'ejma, mohlo by se stati, Ze véty, jimiz by
se vyjadrFila skladba Ceské Feéi, by gice esky znély, ale
patfily by k néjaké ceské ,nad-feéi”. A pro formali-
vanou soustavu takova véta jiZ viibec neni samoziejma.
ReSeni této tlohy se podafilo aZ tehdy, kdy celd sou-

*) Carnap, The Logical Syntax of Language, 1937. Dilo vy-
8lo také n&€mecky, némecki verse je sta.r?i.
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stava je povaZovana za umeélou ,fe¢”. Wittgenstein
povazoval jesté v roce 1918 tuto tlohu za nefesitelnou.
Za¢iti timto zpusobem, ostfe, by nebylo pro nase ucely
pravé vhodné, Pro poéatek je to cesta svoji abstrakt-
nosti znaéné obtizna. PridrZzime se proto s pocatku v
jednodussich éastech obsahového pojeti, ale tak, Ze je
poloZime jako pFibliznou interpretaci teprve po forma-
lismu — ktery bude uveden v soudobé symbolické feéi.

2. Vyrokovy podet dvojhodnotovy.

Nejprve si véimneme logické soustavy, ktera je nej-
podrobnéji propracoviana a ma jméno ,vyrokovy po-
cet”. Prvky, kterych tato soustava nebo feé uZivy, a
kterymi pracuje, jsou ,,vyroky” a ty se jiZ déle neroz-
kladaji. Takovym vyrokem miZe byti kaZzdé ucelené
sdéleni, na pfiklad véta ,,venku je hezky” nebo ,,pocet
prvoédisel neni konedny”. Sdéleni takové, t. j. vyrok,
ovSem musi miti smysl, musi byt moZno o vyroku rici
posudek, zda je pravdivy nebo nepravdivy.

Na tuto otazku pravdy, v naSem piipadé pravdivosti
vyroku jsme jiZz jednou letmo narazili. Potfebovali by-
chom cely veliky aparat formalisované Feéi, abychom
si mohli ukazati, k jakym vysledkim se dospélo v po-
sledni dobé a jakou roli hraje pojem pravdy ve formali-
sované feéi. Tu jen na néco upozornime. Pravé logls-
tika odkryla mnohé vyroky, o nichZ nelze Fici ani Ze
Jsou pravdlve ani Ze jsou nepravdivé. Jsou to vyroky,
které nemaji smyslu, a které Jen svoji slovnou formu-
laci svad&ji k tomu, povaZovati je za pravdy nebo ne-
pravdy. Takovymi vyroky jsou mnohé, svym zpiisobem
Proslulé véty nékterych filosofickych soustav (zejmé-
na némecké idealisticka filosofie 19. stoleti jich méla
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mnoho), na pF.: ,dobro je identické s krésou”, nebo
{,‘,krésa je nekoneéné v koneéném”. Necht étenai pre-
mysli o tom, co by takové vyroky viitbec mohly zname-
nati. Jsou dokonale prazdné, jsou bez smyslu, protoze
jsou tak vzdaleny jakéhokoli materielniho pouziti. Ta-
kové vyroky se mohou, krasné&ji vyjadfeny, hoditi bés-
nikiim, aby navodily néjaky citovy stav, pro védu jsou
bezcenné. .

Takové vyroky jsou nebezpec¢néjsi neZ hiicky, které
také nemaji smyslu, ale u nichZ se tato vlastnost ihned
projevi, jako na pF. ve vété: ,ved'te teénu ke étyrhran-
nému kruhu”. Tato véta nema smysl proto, ponévadz
étyrhranny kruh je kontradiktoricky pfedmét mysleni,
z toho viak nasleduje, Ze neni viibec predmétem. Ulg-
ha nema tedy smysl.

Vétu: byla vedena teéna ke étyrhrannému kruhu
nelze oznaéiti ani piidavkem ,pravdiva” ani ,,neprav-
diva”.

Jiz na téchto nékolika prikladech je patrno, Ze pfi-
éiny, pro¢ nelze vyrok hodnotiti jednim z obou pfivlast-
ki, mohou byti rizného druhu. V prvnich dvou piipa-
dech se vyjadifuje zdanlivé néco o pfedmétech mysleni,
jez nejsou ,clare et distincte” uréeny, jak poZadoval

scartes. Proto Zadnymi pfedméty mysleni nejsou a
citované vyroky o krase jsou bez smyslu. V druhém p#i-
padé je to spornym zpisobem stanoveny pfedmét mys-
Ieni, jenZ nasledkem toho nemuzZe existovati.

Piipustme ted’, Ze se budeme zaméstnavati pouze ta-
kovymi vyroky, k nimZ je moZno hodnotici stanovisko
»pravdivy”’ nebo ,nepravdivy” zaujmouti. Kazdy vy-
rok mizZe tedy miti bud hodnotu ,,P"” nebo ,,N”, jak bu-
deme od nynéjSka struéné psati. Z tohoto diivodu se
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nazyva soustava, jejiz prehled si podime, dvojhodno-
tovy vyrckovy pocet.,

Jsou logické poéty o vétSsim poctu hodnot nez dvé.
Logicky podet, jenZ ma tfi hodnbty, je moZno vhodnd
upraviti jako podklad pro intiucionistickou matema-
tiku. Takovy poéet nema jen ,,P” a, N’ hodnoty, nybrz
jesté treti, jakousi mezihodnotu — odpovidajici vyrazu
ynerozhodnutelny” — ¢éili proti antické logice tertium
datur. Priklad na takovou soustavu si uvedeme v zavé-
reénych poznamkach tohoto odstavce.

Je vSak mozno jiti jesté dile a vybudovati logiku
tak, ze ,,P” a ,,N” jsou krajnimi hodnotami, mezi ni-
miz lezi dokonce celé kontinuum hodnot, pravé tak jako
mezi body 0 a 1 na éiselné ose. Hodnota vyroka se da
pak interpretovati na priklad Jako pravdépodobnost

Mame-li v dvojhodnotové logice vice vyroki, na pii-
klad n, pak je moZno takovy soubor hodnotiti 2 riz-
nymi zpusoby, nebot kaZzdy vyrok ma dvé a jen dvé
hodnoty. Pf¥iklad: méjme tfi vyroky A, B, C. Nevime-li
jakych hodnot nabyly, mohou zasadné nastatij tyto moz-
nosti hodnoceni: P, P, P, P, P, N; P, NP, P, N, N,
N,P,P;N,P,N;N,N,P; N, N, N, celkem 22 moZnosti.
Spojenim takovych ohodnccenych vyrokid dostaneme
vyrok novy, jakousi vétu, v niz plivodni vyroky jsou
slozkami celku. Logickd hodnota nového tutvaru jest
funkei hodnoty slozek, tedy onéch elementarnich vy-
roki. Je, jak se muZeme struéné vyjadriti, pravdivostni
funkei hodnoty svych sloZek.

Moznych spojeni *s’rrokﬁ je mnoho (je-li pfedepsan
pocet vyroki, neni tézko vypoéisti, kolik takovych moz-
nych spojeni je), volime z nich takova, ktera se pomér-
né dobfe uvedou v souhlas s hovorovou feéi a se ziklad-
nimi logickymi poZadavky. Definici pravdivostnich
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funkei vyrokl, jez budeme potfebovati, provedeme ta-
bulkovou methodou. Jsou to tabulky, jeZ maji sloupcii
o jeden vice, nez kolik je vyroki (v nasem pripadé staél
jak poznime, vyroky ‘dva, protoZe ostatni spojeni vy-
roku lze na zakladni prevésti), Fadek je tolik, kolik je
moznosti, ohodnotiti souhrn ,»’ vyroki, tedy 2-. Po-
sledni sloupec tabulky uréuje hodnoty pravdivosti toho
uréitého spojeni; v ném jsou explicitné uvedeny hod-
noty pravdivostni funkce toho spojeni. Tyto hodnoty
jsou vidy kaZdému druhu spojeni pfifceny definito-
ricky a jimi je ono spojeni charaktefisovano.
Pofneme s piiklady nejjednodussich tabulek.

Tabulka pro negaci vyroku. Tu je tabulka velmi jed-
noducha, ma pouze dva sloupce a nasledkem toho dva
tfadky. (Vyroky budou zatim znadeny malymi latin-
skymi pismenami.)

3

Tato tabulka je jisté ve shodé s obvyklym pojetim
negace. Ma-li vyrok,p’ hodnotu P, potom jeho negace,
znaéena.,p’ ma hodnotu N a opaéné. S vyjimkou této
tabulky pro negac1 definuji vsechny ostatni tabulky
vskutku spojeni vyroki jako pravd1vostn1 funkei slo-
Zek. Tato tabulka jedina se zabyva jedinym vyrokem a
definuje negaci vyroku jako pravdivostni funkeci jeho
moznych dvou hodnot.
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Disjunkece dvou vyroki.

P g pVg
P P P
. N | P P
. _
P P

N N- N

Spojeni vyrokl ,p’ a ,q' provedené touto tabulkou na-
zveme ,,disjunkce”, éteme je asi: ,p nebo (také) q'.
Spojeni znakem ,V’ neni totiZ spojenim ve smyslu vy-
luéujiciho: ,bud p nebo ¢', nybrz spojeni ve smyslu la-
tinského ,,vel”, jak jiZ tradiéné logistikové toto spojeni
do obyéejné feéi pfekladaji. Latinské ,,vel” nema totiz
onoho vylucujiciho razu, je asi nejlépe vystiZeno ces-
kym ,nebo’, k némuZ si pro seslabeni pfidame ,také’.
Ponévadz je to prvni spojeni dvou vyroki, popiSeme si
je trochu podrobnéji.

\pV ¢’ ma hodnotu P, kdyz
p mé hodnotu P, g také hodnotu P,
p ma hodnotu N, q hodnotu P,

' p ma hodnotu P, ¢ ma hodnotu N. -

Tyto tfi prvni pripady jsou v souhlase s obvyklym
pojetim disjunkce. Jsou-li oba vyroky P, pak je dis-
junkce.samoziejmé P, Je-li jeden z vyroki faleiny, pak
disjunkce nepFestiva byti spravni a tedy hodnota, pfi-
fazena funkei ,p V ¢’ pro tento pfipad musf byt zase P.
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Jeding v poslednim F#adku tabulky ma naSe funkce
hodnotu N. Jsou-li oba vyroky falesné, je cela disjunkce
také. '

Jiny priklad spojeni dvou vyroki poskytuje tabulka

p q p.q
p | p ]I P

EENAEE

PN W
Ty w

Toto spojeni vyroki se nazyva ,konjunkce”, znak,
kterého se uziva pro tuto pravdivostni funkci, je ,,-".
Spojeni se preloZi vystizné spojkou ,,a” (,et”). Spojeni
vyrokil ,p a ¢’ ma tedy hodnotu P jen v tom pfipadé,
kdyz oba vyroky jsou hodnoty P.

Obsahové odpovida i toto stanoveni béZné potfebé
Fe¢i. Jsou-li oba vyroky fale$né, ma spojeni samoziej-
mé hodnotu N. Ale i tehdy, je-li jen jedep z nich hod-
noty N, nemiZe byti hodnota funkce ,p a ¢’ rovna P.
Nejlépe . je to patrno tehdy, kdyZz poloZime za .o’ ve
zvlastnim pripadé opét ,p’. Spojeni by pak bylo v obgu
piipadech, o nichz uvaZujeme; bud’ ,p.p’ nebo ,p.p'.
Soucasna platnost vyroku a jeho negace neni mozné a
spojeni musi miti funkéni hodnotu N.

Vsimnéme si jedné zajimavé vlastnosti obou posledné
uvedenych tabulek. Prvni z nich ma v poslednim sloup-
ci tiikrat za sebou hodnotu P, jedinkrat hodnotu N.
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V druhé z nich, v tabulce pro disjunkci, je to pravé o-
paéné, Nahradme v této druhé tabulce viechny hod-
noty pravdivosti hodnotami -opaénymi, Tabulka bude
pak vypadati takto:

|

P q p-q
¥y | N N
P ¥y | P
¥y | p P
. P P P

V poslednim sloupci mame negaci konjunkee a to vy-
rokd, jeZ jsou negacemi ptvodnich vyrokii. To zpiiso-
bila vyména pravdivostnich hodnot za hodnoty opaéné.
Cteme-li tuto posledni tabulku po fadcich smérem vzhu-
ru, dostavame piimo tabulku pro spojeni ,,vel”. Ukazali
Jsme si tak zajimavou souvislost dvou spojeni vyroki
znakem ,,vel” a znakem ,,et”. Disjunkce dvou vyroki
neni podle tohoto vysledku ni¢im jinym, neZ negaci kon-
junkee, v které jsou hodnoty vyrokii vzhledem k dis-
junkei zménény v opacéné. Ukazuje se tu, a pozd&jsi
pfiklad nim dosavadni vysledek jen potvrdi, Ze spojeni
vyrokl nejsou na sobé nezavisla. Kdybychom vzali dis-
Jjunkei jako pavodni funkei pravdivostnich hodnot, ma-
Zeme konjunkci definovati pomoci disjunkce a negace,
zavedené prvni tabulkou viibec. Tento vysledek ma vy-
znam pro logickou transformaci spojenf vyrazi. DalSim
bifkladem je tabulka spojeni vyrokl implikaénim zna-
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kem, Toto spojeni dvou vyroki je snad viibec nejdile-
%it€jSi pro matematickou logiku, je zvlastnim prlpadem
spojeni, jeZ by se dalo pFibliZné vyst1hnout1 vyrazem
»byti disledkem”. Implikace umoZiiuje hledani disled-
ki z pfedpokladii. Definiéni tabulka zni:

P q P—>q
P P P
-

N P P
P N N
N N P

Implikace jako pra\\'divostni funkee dvou vyroki ,p’ a
,@° ma pouze tehdy hodnotu N, kdyby vyrok hodnoty
N byl disledkem vyroku hodnoty P, Jinak vzdy ma
hodnotu P. Prvni #adek i posledni fadek tabulky jsou
obsahové pfirozené. Z vyroku hodnoty P jde P a to je
spravné tedy zase P (v posledmm sloupci). Podobn&z N
jde N a to je také spravne tedy P. Podivna se miiZe
zdati jen fadka druha, Ze by z vyroku hodnoty N ply-
nul vyrok hodnoty P a to celé Ze by mélo hodnotu P.
Upozoriiujeme proto znovu, Ze obsahovy pfepis téchto
pravdivostnich funkeci nevystihuje neZ velmi pfFibliZné
ve slovech jejich pfesny vyznam, stanoveny tabulkou.
Implikace, jak je stanovena nasi tabulkou, je SirSf neZ
spojeni, jez by se mohlo nazvati ,,disledkem” v u2§im
smyslu. Vyznam takového spojeni byl studovan ame-
rickym logikem Lewisem, jenZ mu dal nzev ,strict im-
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plication”. Ukazalo se v3ak, Ze pro zavéry, jeZ potiebuje
maternhatika, staéi {iplné obecna implikace, dana nasf
tabulkou. Je mnohem jednodussi neZ ,strict implica-
tion” a technicky se ji mnohem lépe pracuje. (Nezda-li
se byti ¢tendfi druha fadka tabulky dosti jasna, necht
si ji pFiblizi timto prlkla.dem Je-li 3.5=16, pak je
v Ucété chyba. ,3 .5 = 16’ ma hodnotu N, véta ,v 1Cté je
chyba’ hodnotu P a celé spojeni ma ziejmé hodnotu P.)

Implikace pouZijeme ted k tomu, abychom si po dru-
hé, a to trochu jinym zpisobem ukézali, Ze pravdivost-
ni funkce vyrokd nejsou na sob& nezavislé, tim také se
nam povaha implikace osvétli s jiné strany, protoZe ji
uvedeme ve vztah k disjunkci. Nahrad'me v tabulce pro
spojeni ,,vel” vyrok ,p’ vyrokem ,p’:

P q Vg

N P 2

P P P
vy | v | P

P v | w

Pii tom ponechime hodnoty v tfetim sloupci v pu-
vodnim sledu, od shora vzato P, P, P, N, protoZe to jsou
hodnoty, jeZ ono spojeni charakterisuji. V minulém pii-
kladé, kde jsme uvadéli ve vztah konjunkei a disjunkci,
se musely zméniti hodnoty posledniho sloupce v opaéné,
ponévadZ Slo o negovani celého spojeni obou vyrokil
v disjunkei.
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Tato posledni tabulka se shoduje aZ na nepodstatnou
vymeénu v prvni a druhé dvojici Fadka s tabulkou pro
spojeni ,p — q'. Je tedy moZno jmplikaci ,p — ¢’ ¢&isti
také jako disjunkci ,non p nebo (také) ¢'. Spojeni dvou
vyrokl implikaci a disjunkei nejsou tedy také na sobé
nezavisla a zdleZi jen na nas, které z nich chceme po-
vaZovati za zakladni a které za odvozené. Obé& spojeni
jsou ekvivalentni a jsou zase ukazkou transformace lo-
gické.

MbZeme tedy, uZivajice odvozenych vysledki, psati

pVa=pp-q,
t. j., vyraz na levé strané definiéni rovnice vyjadriti vy-
razem .
. p— q’
anebo
P-o>gq=ppVaq
Pravé tak lze podle vysledku, jejz jsme odvodili pred
tim, psati

pPVa=np.q
anebo

. P.q=ppVq
podle toho, které ,spojeni’ chceme vziti za zakladni a
které za definované. Je na p¥. patrno, Ze by staéilo vziti
za zakladni spojeni disjunkeci. Spolu s negaci, ktera ma
zcela zvlastni postaveni, staéi tato pravdivostni funkce
vyjadriti konjunkei a také implikaci.

-Radikalnim zplsobem zjednodusil americky logik
Sheffer vSechny funkce hodnot P a N tim, Ze je redu-
koval na jedinou, kterou lze v3e vyjadriti. Pro zajima-
vost si ukaZeme, jak je to moZné. Zavedeme jediny
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vztah mezi vyroky, totiZ ,nesluéitelnost’. Znaciti bude-
me ,p | g’ a &isti budeme ,p je nesluéitelné s q'. Volné
pFeloZeno: ,p’ a ,q’ neplati soucasné. Negace vyroku p
se pak vyjadfi ,p|p’ (,p’ je nesluditelné samo se sebou,
tedy ,non p'). Spojeni ,et” je vyjadieno jako negace
nesluditelnosti vyroku ,p’ a ,¢’; tedy (p|q) | (p]q).
Tento vyraz je snano srozumitelny, podivame-li se na
negaci vyroku, vyjadfenou Shefferovym symbolem. Po
cbou stranach pro nesluéitelnost jsou stejné zavorky.
T. j. ,p/q’ neplati. Pak v8ak neplati, Ze ,p’ a ,q’ jsou ne-
sluditelné a plati tedy souéasng, ¢ili ,p a ¢’. Spojeni
»wvel” je vyjadfeno jako (p/p) | (g/q), obsahové tedy,
Ze negace ,p’ je nesluditelna s negaci ,g’. Z toho jde
v8ak ,p nebo g’. Mame-li jiZ tyto vysledky, neni tézké,
vyjadfiti implikaci, o niZ vime z pfedchoziho, Ze ji lze
pievéstina disjunkei.

Shefferovou redukci se dale nebudeme zabyvati. Je
pozoruhodna s technického stanoviska a jednim z pék-
nych vysledki této redukee je fakt, Ze umoznild vyjad-
Fiti zakladni véty logiky vétou jedinou. O jedinou vétu
se tedy miiZe opFiti celd budova formalni logiky. Dikaz
provedl v minulé svétové valce nadany, bohuZel, pfed-
casné zesnuly francouzsky logik a matematik Nicod,
Zak Russeltv.

Spojeni vé&tsiho poétu vyrokl nez dvou by bylo moz-
no provadéti také tabulkovou methodou dale. Pocet poli
oviem vzrustd a jednpdussi je, rozlozZiti kazdé takové
spojeni na mensi celky. Kazdy celek pak ma charakter
jednoduchého vyroku, Na pf¥. spojeni t¥i vyroki

y(pVaq) .7

neni neZ konjunkei dvou novych vyroki, vyroku ,p V ¢’
a vyroku ,”. Obdobné se, jak zniamo, pfevadi tfeba
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v elementirni matemafice vypo&et mocniny trojélenu
(@+b+4 o)
na vypodet mocniny dvojélenu
((a+b) + o).

Seznamili jsme se ted se zdkladnimi logickymi opera-
cemi vyrokového poétu a musime si ykazati véty, z nichz
Plyne, jakym zplisobem se téch operaci uziva. Logickeé
principy antické logiky jsou nahraZeny soustavou za-
kladnich vét, na néZz miiZeme nahliZeti jako na operaéni
pravidla. Pocet zikladnich vét neni pfesné uréen. Né-
které soustavy uZivaji Sesti (Frege), péti (Russel), étyt
(Hilbert), mensim poc¢tem zakladnich vét se hojné za-
byvali polsti logikové (Lukasiewi¢z, Tarski) a koneéné
vime 'jiZ, Ze tento pocet lze redukovati aZ na vétu jedi-
nou (Nicod; Leszniewski pozdéji jinym zpisobem ta-
ké). Jak je tomu s principy antické logiky? Tyto prin-
cipy jsou v téchto novodobych soustavach logickych od-
voditelnymi vétami. Veliké obohaceni novych soustav
proti antice spo¢iva v tom, Ze vSechna pravidla pro ope-
race s vyroky vyslovné uvadi, nic nezamléuje. To je pra-
vé dobfe patrno na okolnosti, Ze antické principy logiky
jsou na pi. v soustavé, kterou si zanedlouho uvedeme
odvozenymi vétami.

Zakladni véty logické soustavy se také nékdy nazy-
vaji axiomy té soustavy. Tomuto pojmenovani se vy-
hneme a ponechime si pojmenovani ,axiom’ pouze pro
soustavy matematické. Jeden z diivodd, proé tyto za-
kladni véty nenazyvime axiomy, pozname, aZ si pro-
mluvime o t. zv. zivérovych axiomech v matematice.

Soustava zdkladnich logickych- vét, z nichZz vSe, co
potfebujeme, miZeme odvoditi, musi spliiovati n&které

.
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podminky, které si ihned uvedeme. Bez spInéni tZchto
podminek by byla soustava prazdnou hrou bez jakého-
koli uZiti. Setkidme se v prvni z obou podminek s poZa-
davkem, ktery zname z rozhovoru o matematickém

pfedmétu. PoZadavky jsou:

&Kll;esmi byti v této. dvojhodnotové soustavé odvodi-
‘telna véta tvaru ,p.p’. DokiaZeme v pozd&jSim textu
velmi jednoduSe prostiedky vyrokového poétu, Ze z ta-
kové véty by plynula-ka2dd véta. Tim by byla soustava
naprosto nepotfebna, protoZe by piipustila i odvozeni
vét nespravnych.

2. Soustava zakladnich vét musi vyhovovati pod-
mince nezavislosti. Jednotlivé véty soustavy nesmf{ byti
moZno odvoditi souhrn ostatnich.

Poznamka k pozadavku 1. — PoZadavek tento je zé-
sadniho razu. Znala jej obsahovi logika starsi, mnoho-
krate byl tento poZadavek zdiiraznén jiZ ve stfedovéku.
Pro zajimavost uvedu delsi citat z dila Duns Scotova.
Duns Scotus byl jeden z nejsubtilnéjsich logiku. stfedo-
véké scholastiky. Pfikladem piedbéhneme formalni di-
kaz, slibeny v odst. 1., Ze z véty tvaru ,p . p' nasleduje
kazda véta. ,,Ad quamlibet propositionem implicantem
contradictionem de forma sequitur quaelibet alia pro-
positio in consequentia formali.” To je diivod, pro ktery
musi byt splnéna podminka 1. Zajimavé je viak Scotovo
odGvodnéni, které podava piikladem: ,,Socrates currit
et Socrates non currit; igitur tu es Romae”. To je véta,
jejimZ prvnim Elenem je kontradikce, Sokrates b&Zi a
(soudasné) nebéZi — z této kontradikce nasleduje ja-
kakoli véta, Duns Scotus voli vétu: ,proto ty jsi v Rimé&’.
Jeho diikaz je tento: ,,Probatur quia ad dictam copula-.
tivam sequitur quaelibet eius pars gratia formae, Tune
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reservata ista parte ,,Socrates non currit”, arguantur
ex alia sic: ,,Socrates currit, igitur Socrates currit vel
tu es Romae”, quia quaelibet propositio infert seipsam’
formaliter cum qualibet alia in una disjunctiva. Et ul-
tra sequitur: ,,Socrates currit vel tu es Romae; sed So-
crates non currit (ut reservatum fuit) ; igitur tu es Ro-
mae, quod fuit probatum per illam regulam: ex disjunc-
tivam cum contradictoria unius partis ad rellqua.m par-
tem est bona consequentia.”*)

Jemna argumentace Scotova probiha asi takto: zkon-
junkee ,Sckrates béZi a Sokrates nebézi’ plyne véta ,So-
krates bézi’ i véta ,Sckrates nebézi’. Z véty ,Sokrates
bézi’ plyne formalné véta ,Sokrates béZi nebo ty jsi v Ri-
mé’ [srovnej s tim pozdéji uvedenou zikladni vétu b) vy-
rokového poétu]. Duns Scotus znal vSak jiz implikaci
v té podobé, jak ji znime my. Ctenaf si vzpomene, Ze
1mphkace mezi prvky ;p’ a ,q’ je ekvivalentni disjunkei,
0 V ¢'. Tohoto obratu ted’ uZije Duns Scotus. Véta ,So-
krates béZi nebo ty jsi v Rimé’ je ekvivalentni vété ,So-
krates neb&%i implikuje ty jsi v Rimé'. Ale pFedpoklad
»Sokrates neb&Zi” jesté mame v zasob&. S tim jsme do-
sud nic nepodnikli. UzZijeme-li tohoto pi"edpokladu, jenz
plynul z kontradiktorické prvni véty, miZeme uzavFiti:
»ty jsi v Rimé&”.

Nejde mi tu o to, osvezovatl stfedovékou scholastiku.
Musime si viak uv&domiti, Ze technicky byla tato lo-
gika bezmala tak daleko, jako dnes, a cile sledovala vel-
mi podobné. Hlavné neliprosnou piesnost. P¥iklad Sco-
tiv dnesniho ¢tenafe nemusi zajimati, ale forma argu-
mentace mé trvalou cenu. Dikaz jedné ze zikladnich
v&t celé methodologie matematiky i logiky, ze v zdklad-

*) Lukasiewicz, 1. c., str, 130, 131.
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nich vétach soustavy nesmi byti skryt spor, by nebylo
dnes moZno presnéji provésti. .

Poznamka k bodu 2, — Pozadavek druhy, vyslovu-
jici nezavislost zakladnich vét soustavy, neni jen poZa-
davkem uspornosti, aby totizZ zakladnich vét bylo co
nejmeéné. Je sice zcela spravné, volime-li zikladnich vét
(v matematice pak zdkladnich axioml) co mozZno nej-
méné, pravé z divodd ekonomickych. Je tu viak jesté
ckolnost jina, jiz si nejlépe uvédomime na déjinach pa-
tého postulatu Euklidova. Neskodi, Ze to nahodou je po-
stuldt matematicky, Kdyby byl postulatem logickym,
nebyla by tvaha jina. Kdyby postulat o existenci jediné
rovnobézky danym bodem k dané piimce bylo moZno
odvoditi z ostatnich axiomi euklidovské geometrie, byl
by jako axiom zbyteény. Byl by pouhou dokazatelnou
pouckou, jez by se odvodila v systému dfive nebo poz-
déji. To, Ze tento postulit odvoditelny nebyl, dalo za-
klad k neeuklidovskym geometriim. Postulat, ktery ne-
byl odvoditelny, bylo moZno nahraditi postulatem gji-
nym, pravé proto, Ze s ostatnimi nesouvisel. Nezavis-
lost zakladnich vét, event. axiomil, na sob& neni tedy
jen vyrazem ekonomického poZadavku estetisujiciho
razu, nybrz ma zakladni vyznam pro disciplinu, jejimz
zikladem je.

To, co kdysi potfebovalo staleti, ba tisicileti, aby bylo
objasnéno, je dnes moZno logistickou technikou doka-
zati v dobé nepkili8 dlouhé. Aby to bylo moZno uéiniti,
neni moZné vystaéditi s jednoduchym vyrokovym poé-
tem, Je nutno jej zdokonalit a dat mu vyjadfovaci pro-
stfedky, jeZ na to, co chce zvladnouti, vskutku staéi.
S vyssi formou takového poétu se setkime pozdéji. Ale
tu jiZ mifeme Fici, Ze oba hlavni poZadavky, kladené
na soustavu zdkladnich vét pro vyrokovy polet, si na
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té soustavé ovéiime a bezespornost i nezavislost doka-
zeme. I kdyz to je poCet pomérné primitivni, bude ukaz-
ka obou dikazi velmi uZitend pro seznani methody,
jaké se di k takovému dikazu uZiti. Leibnizovo tuSeni,
Ze logického poétu bude -moZno uZiti k FeSeni kontro-
versi, se v téchto otazkich do znaéné miry vyplnilo.

Soustava zikladnich vét vyrokového poétu je sloZena
takto:

a) pVp—p

b) p>pVgq

c) pVg—>qVp

d) pV(@—-1r)—>[pVg -pVr]l*)**)

Se zakladnimi operacemi je jiz étena¥ seznamen, pro-
to tyto logické formule nebudeme jiz nijak obsahové
vykladati. Zato si ukazeme brzo, jak se jimi pracuje, co
z nich plyne jako disledky, jako poucky.

K témto zakladnim formulim pat¥i pravidla pro tvo-
Teni vyrazi. Tato pravidla vyslovime v obvyklé feéi, ne
tedy v soustavé samé, protoZe soustava, v niz by je
bylo moZno vysloviti, je pFili§ slozita. JiZ jednou jsme
se o této véci zmfinili. Neni vSak proto tfeba miti pode-
zfenf, Ze by to nebylo mozZno.

Pravidla pro tvoreni vyrazi:

1. Je-li ,p’ vyraz, je také ,p’ vyraz.

2. Jsou-li ,p’ a ,q’ vyrazy, je jim také ,pV q'.

*) Zavorek se uZivd pro vétdi prehlednost a oddéleni vyrazf,
jez k sobg patfi. Pravidla o uZivini zdvorek vyslovné neuvidim,
uZitf bude patrno ze souvislosti.

**) Obvykle byv4d misto nasi véty d) uvadéna véta d’):

g-on—->[Veg>pVvrl
Lze dokézati, Ze naSe soustava je rovnocenni se soustavou, jez
mé misto véty d) vétu d’).
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Vzhledem k tabulkém, jimiZ jsme si stanovili zi-
kladni spojeni vyrokit, by se mohla zdati tato pravidla
zbyteéna. Nejsou zbyteéna tehdy, polozime-li za zaklad
celé soustavy pouze vyjmenované zakladni véty a ne-
pouiijeme-li tabulek. V tom p¥ipadé je nutno doplnit
formule a) < d) pravidly, z nichZ dvé prvni jsme uvedli
a dalsi pravé uvedeme. Dalsi pravidla vahledem k sou-
stavé zakladnich vét jsou:

3. Zavérové pravidle: Je-li ,p’ formule a je-li ,p » q
formule, pak je také ,q’ formuli. Formuli je pak bud
zakladni véta nebo disledek zakladni véty nebo vét, Ob-
sahové Fika toto pravidlo asi tolik: dejme tomu, Ze di-
sledkem nasich Gvah je véta X, Z véty X vSak plyne
formalné véta Y (pozor na volny preklad implikace!).
Z téchto obou predpokladi miZeme uzavriti na platnost
véty Y. Tak se tvofi usudky v Fetézcich az k vysledku,
ktery potfebujeme.

4. JestliZe se vyskytuje v néjaké formuli vyrok obec-
né ,r’, pak miZzeme na jeho misto poloziti do vSech for-
muli, v nichZ se v téZe souvislosti vyskytuje, vyraz z ji-
nych vyroki.

Ukazeme si ted, jak se ze soustavy zikladnich vét
odvozuji disledky, logické poucky. Seznimime se tak
] logl'stickou technikou, jeZ nam bude v rozboru poz-
déji napomocna. Pii dikazech se budeme stale odvola-
vati na zdkladni véty a), b), ), d).

1. pVp
(tato formule je slabsi neZ princip ,,tertium non datur”,
Fika ,p nebo také non p’).

Dtikaz: pVp->op véta a)
p—>pVp véta b),
kde za ,q' je poloZeno ,p'.

¢
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Pomocni véta: Je-li ,4 — B’ formule a ,B — ' také
formule, je také ,A — €’ formule. (Misto vyroki, ozna-
éenych malymi pismenami, piSeme ted’ pismena velka,
oznaéujici event. vyrazy z vyroki.)

Diitkaz pomocné véty: ,B — C’ je podle piedpokladu
formule. VloZme ji tedy do véty b), kam za ,q’ poloZi-
me A’

(B>C) > (B-C) VA.
ProtoZe ,B — C’ je formule a pravé napsani implikace
je také formule (vznikl4d dosazenim do zakl. véty), je
podle zavérového pravidla také ,(B — C) V A’ formule.
VlozZime-li tuto formuli do levé strany véty c), dosta-
vame
(B—>C)VA->AV (B-0)
zavérovym pravidlem tedy -
' AV (B-0).
Podle véty d) vsak
AV (B-C)>[AVB->AVC],
zavérovym schematem tedy
AVB-4Ve.
Vime jiZ z rozboru tabulkovych definici spojeni vyroka,
Ze leva i prava strana této posledni implikace se da
psati zase jako implikace. Tedy
(4 ->B) » (A - 0).

ProtoZe ,A — B’ je podle predpokladu formule, je ji po-
dle pravidla o zivéru také ,A — C’. Tim je dokazina
pomocni véta, UZijeme-li ji na obé implikace, napsané
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na poéatku dikazu, t. j. formule

popVp a pVp-p,
dostavame ihned
' P—p,
to v3ak neni nic jiného ne#li
DV P
Dosazenim této formule do levé strany véty c) a novym
uzitim zivérového pravidla mame- formuli
pVp.
2, peop,
novy znak, jej# teprve ted zavedeme, je logicka ekvi-
valence a je definovan takto: :

K AcoB=pA—>B.B- A4,
kde jsme opét misto znadek pro jednotlivé vyroky uZili
velkych pismen, jeZ mohou znaditi vyrazy z vyroka se-
stavené, .

Diikaz: ,pV P’ je pravé odvozena forniule ,pV p’ kde

za ,p’ je poloZeno ,p’. Formule ,pV p’ je vSak ,p > p’, a
to je podle definice ekvivalence jedna éast, potfebna
k dikazu. Do této dokéazané formule vloZime za ,p’ opét
,;non p'; dostaneme

P—p.
Tuto formuli vloZme na misto zivorky do levé strany
implikace zakladni vety d). Dostaneme

pV TR [pr—>pr]
UZijeme dvakrat zavérového pravidla. Pfedevsim je for-
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muli leva strana této implikace.*) Potom vSak miZeme
zavérem odlouciti formuli
pVp—-pVp;

protoze v3ak, jak jiZ vime, p V p je formule, je daldim
uzitim zavérového pravidla p V 5 také formule. VloZme
tuto formuli do levé strany zakladni véty c). Dostaneme

E pVp—pVop,
tedy zavérem formuli

pVp.

To je vSak jen jinak psana formule

| P—p,
&imz jsme obdrZeli druhou implikaci pro uplny dikaz.

Dokazana véta se da interpretovati jako véta o dvoji
negaci. Je pfiznaéna pro dvojhodnotovou logiku, dvoj-
nasobnou negaci se vraci vyroku jeho ptivodni hodnota.
Je to pravé jedna.z vét, proti kterym namifFili intuicio-
nisté svoje nejtézsi zbrané. Formalné skromné, nena-
padné vyiéeni této véty nas nesmi mylit pfi avahach
o0 jejim dosahu. S uZitim jejim se v matematickeé litera-
ture setkavame kaZdou chvili, Z neplatnosti negace né-
jaké véty se usuzuje na jeji spravnost tehdy, neni-li pfi-
 *)Tuto okolnost snadno nahlédneme, vlozime-li formuli p—o>p
do véty b) za ,p’ a poloZime-li do téZe vity a ,q’ vyrok ,p’. Zave-
rem dostaneme formuli ,(p — p) \/ P’, kterou vlozime celou do
Jevé strany véty c). Zé.férem dostaneme ,p \/ (p > p)’, cok je

léva gtrana implikace.
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mé cesty, jak onu vétu dokazati jinak, jak by 1ntu1c1o-
nisté Fekli, ,,konstruktivné”.

Podobny vyznam méa pro matematlcke ivahy tato
véta

3. (p—>4q) > (qg-p).

Dikaz:

q- a,
coZ je jedna z formuli, jez jsme dokazovali prgpfede-
Slou ekvivalenci, Tuto formuli vloZme do levé strany
véty d) a piSme krom toho v této vété za ,p’ ,non p’:
pV(g—>q) > [pVg-pVql (i)

Pro dalsi vedeni dikazu potfebujeme pravou stranu

této implikace; zdalo by se, Ze ji snadno osamostatni-
me uZitim zévérového schematu. Dikaz je snadny. Vlo-

enim formule ,g — ¢’ do véty b) dostaneme (q — q_) -
- (g q) Vop p. Zavérem tedy mame formuli (g » q) \Y
V p. To jesté neni to, co potfebujeme. Tuto formuli vio-
Zime do levé strany implikace véty c), tedy

(g Vp->pVig—9.
UZitim zavéru jsme tedy dokazali, Ze prvni ¢élen impli-
kace (i) je formuli. Lze tedy uZiti zavéru na implikaci
(i), takze

pVg-pVg

je také formule.

Pravou stranu posledni implikace vloZme do véty c).
Dostaneme

pVa—qVp



UZijeme ted obecné véty, kterou jSme si dokazali jako
pomocnou vétu pFi odvozeni formule p V p. UZitim této
véty dostavame z obou poslednich implikaci

pVg—-gqVp,
coZ je moZno psati L
(p—>q) - (qg->p).
Také tato véta je formalnim modelem pro mnoho ma-
tematiekych dikazi. Nepodaz"i-li se (ti"eba pro tech-
nické obtize) dokazati pnmo Ze z véty ,p’ nasleduje
véta q’, je Casto snazs1 dokazati z opa¢ného pfedpo-

kladu ,q’ vétu P ‘ProtoZe viak tento zavér plyne z ne-
dokazaného prvmho zivéru, je mozZno zpét usouditi na
platnost zavéru ,z véty p nasleduje q'. Implikaci, kterou
jsme dokazali (viz na pf. Hilbert-Ackermann: Zaklady
teoretické logiky, str. 25), je viak moZno snadno dopl-
niti na ekvivalenci a tak zpusob isudku, jenZ jsme u-
vedli, podstatné zesiliti. Dokazano je dosud:
®-q - (g->p)
a mame dokazati
4, (p—)q)m((?—)}?).
PiSme dokazanou implikaci tak, Ze za ,p’ poloZime ,non"
q' a za ,g’ poloZime ,non p'. Dostaneme
@-p)—> @-9).
ProtoZe vSak podle ekvivalence jiZ dfive dokdzané dvoji
negace vraci vyroku jeho hodnotu, platf
(g—>p) — (p > 9.
Tim je dok4zana implikace pravé a levé strany navza-
jem, ¢éili pode nasi definice, ekvivalence. Proto je mozno
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zpusobu diikazu, o némzZ jsme mluvili, uZiti jako rovno-
cenného s dikazem pfimym, Intuicionista by tak nikdy
neunsuzoval, alespoit ne tam, kde jde o Gvahy s neko-
rie¢nem.

JeSté jednu vétu, zajimavou pro matematické uvahy,
si tu ukdZeme. Podame si jednoduchy formélni dikaz .
nespravnosti pfedpokladu, jestliZe ma tu vlastnost, Ze
implikuje svoji negaci. Tato véta je zdkladem pro me-
thodu nepiiméhq dikazu.

5. (p—>p) >op

Dtikaz: Dosadme do véty a) za ,p’ ,non {’. Dosta-
vame

pVp—>p.
Leva strana této implikace se da psati p — p, takde
(®» —>p) ->p.
6. poop

(princip identity).
Ditkaz: Podle 1. plati ,p > p’ a ,p - p’, tedy ,pco .

Dukazy, jez jsmg pravé provadeli jsou podrobné po-
plsovany, aby usnadnily porozuméni tomu, kdo se po
prvé seznamuJe s latkou této povahy. Mechanika da-
kazl1 je jiZ z téchto ukazek patrna. DuleZité je, pro za-
catek si uvédomiti cely vyznam zivérového pravidla:
zAvérovym pravidlem nesmime odtrhnouti druhou ¢ast
implikace dfive, dokud nemadme dokazino, Ze leva stra-
na té implikace je formule.

Podame si ted’ dikaz véty: ze sporného pfedpokladu
plyne kaZdd véta. Vime jiZ, Ze tuto vétu znal a dokéazal
prostiedky tehdejsi logiky Duns Scotus. Dikaz mi svoji
cenu v tom, Ze nazorné ukazuje, pro¢ véta tvaru ,p. p’ "‘)

*) nebo tvaru ,p P, kbery je s nim ekvivalentni.
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coZ je snad nejkratSi vyjadfeni sporné véty, nemtze
byti dusledkem zakladnich vét logiky. Kdyby byla je-
jich disledkem, byla by jejich disledkem FkaZdd véta,
coZz by vedlo k absurdnosti. Soustava by nebyla k ni-
éemu potiebna.

Libovc;lnou (tedy také nespravnou) vétu si nazve-
me ,n’. ,pV p’ je formule, Ja.k jsme dokézali. VloZzme do
véty b) za ,p’ formuli ,p V p’, za ,q’ pak ,n". Dostévame

pVp— (eVp)Va.

ProtoZe leva strana implikace je formule, je Jl takeé,
podle zavérového pravidla,

(Vp Vn

Vzpomeneme-h si na souvislost implikace a d153unkce
v1d1me Ze tuto formuli 1ze psati

pVp-n.

Podle ivahy, kterou jsme provedli p#i vykladu spojeni
vyroki tabulkovou methodou, je vSak disjunkce ekvi-
valentni s negaci konjunkce, jejiz vyroky maji opa¢né
pravdivostni hodnoty. Negace disjunkce, kterou mame
na levé strané, musi byti tedy dvojndsobnou negaci ta-
kové konjunkce, t. j. konjunkei samou, podle véty o
dvoji negaci. Plati tedy

(E.p) - n.

Véta ,p.p’ jest vS8ak nasim predpokladem, jemuZ pro
chvili proptjéime vyznam formule, Podle zivérového
pravidla tedy miZeme uzavriti na vétu ,n’. Tim jsme
ukazali, % z pfedpokladu ,p.p’ nasleduje kaZdd véta.
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Tak 'se dostavame pfirozené k zasadni otdzce kazdé
logické soustavy, k otazce bezespornosti. JiZz dfive jsme
upozornili, Ze matematicky pfedmét muze byti zarucéen
dvéma zplisoby — bud' konstruktivné, jak si to pfeji in-
tuicionisté, nebo tak, Ze ukaZeme, Ze z definovaného
predmétu neplyne absurdni diisledek. Tento druhy zpi-
sob povaZuje intuicionista za ,,moralné slabsi”, ne-li za
methodicky pochybeny. Co je absurdni disledek, ted
pfesné vime, je to véta tvaru ,p.p’. Zaruka existence
pfedmétu, dani bezespornosti, je do jisté miry slabsi
nez zaruka poskytovana konstrukci — ale je zato pod-
minkou, bez niZ nelze o existenci viibec hovoriti.

Uvidime nyni, Ze logické formule nasich zikladnich
vét jsou docela zvlaStniho druhu. Teprve aZ si ukaZeme
tuto zvlastni povahu jejich, pFikroc¢ime k dikazu jejich
bezespornosti, ktery bude veden jinou methodou, neZ
¢isté logickou. Logické véty nepiinaseji naAm Zadnou no-
vou zkusSenost. Jsou prazdnymi schematy, do nichz je
mozZno zkuSenost lépe nebo hiife vtésnat, ale samy o so-
bé, jako schemata, béZi na prazdno, Toto nejasné tuSeni
o zvlastni povaze logickych vét bylo znamo jiz davno.
Méme ted v moderni logice prostiedky, jednoduSe uka-
zati, v dem spociva ten zvlastni raz logickych vét. Lo-
gické véty jsou tak zvané tautologie, t. j. véty vidy
spravné, at se tykaji jakéhokoliv materidlu. Tedy ne-
Jjsou na ném zavislé. Povahu takové tautologie je moz-
no nejlépe charakterisovati tak, Ze je nezavisla na ja-
kékoli zméné pravdivostnich hodnot svych sloZek. Ma-
tematicky Feéeno, P-hodnota tautologie je invariantni
viéi jakymkoli substitucim pravdivostnich hodnot, jez
bychom provedli u jejich slofek (vyroki). Je jasné, Ze
vedle v&t vZdy spravnych, jakymi jsou tautologie, musi
byti v nadi soustavé dvojhodnotové logiky také véty
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vzdy nespravné. Ty jsou jakymi8i negativy tautologii
a mezi témito obéma druhy vét, jako mezi dvéma poly,
jsou véty, jeZz nazyvame syntetickymi. Takové véty jsou
spravné nebo nespravné. Patii k nim véty zkusSenostni,
véty Zivotni praxe. Spravné zkuSenostni véty mohou
miti uZiti pro poznani védecké.

Duikaz bezespornosti zdkladnich vét naSi soustavy
bychom mohli ted’ provésti tak, Ze bychom ukézali na
kazdé vété a) < d), Ze sama pro sebe je tautologii. Pak
musi, kdyz kazda z téch vét je pofad hodnoty P, také
Jjejich konjunkce byti stale hodnoty P. Z konjunkce za-
kladnich vét 1ze pak odvoditi vSechny potfebné véty vy-
rokového poétu. Musili bychom je$té dokazati, Ze uZiti
zavérového schematu tautologlcnost neporusj a vyzkou-
Seti Jeste ostatni pravidla, jez jsme sj po uvedeni vét.

a) - d) napsali, ale v podstaté by ditkaz bezespornosti
neposkytl jiz obtizi. Abychom si mohli ukéazati jesté ji-
nou methodu dikazu bezespornosti nasi soustavy, ne-
budeme voliti tuto cestu, presvédéiti se o kazdé zaklad-
ni vété, Ze je tautologii. Pouze na pfikladé ukaZeme, jak
by se takové Setfeni vedlo.

Tautologie je takova formule naSeho logického poétu,
jejiz pravdivostni hodnota P je nezavisla na substituci
hodnot pravdivosti P a N, provedené na jeji jednotlivé
vyroky. T. j., mame-li formuli @ (p, q,7,..?) o vyro-
cich ,p’, ,q', ,7’, ... aZ ,v', pak bude tato formle tautolo-
gii tehdy, kdyZ posledni sloupec v tabulce, ktera defi-
nuje spojeni ,©’, bude obsahovati vesmés P.

Méjme tfeba formuli @ (p, 5) =p V p, jez je disled-
kem zékladnich vét. Toto spcjeni vyrokl je funkefi pou-
ze ,p’ a jeho negace, takZe se tabulka zjednodusi
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p’ P pVP
P N P
N P P

na tabulku dvojfadkovou pro hodnoty P, N. Z tabulky
pro spojeni ,,vel” nasleduje, Ze v pfipadech, jez jsou tu
jediné moZné, dava spojeni vidy hodnotu P.

Jinou ukazkou ndm miiZe byt pfimo zakladni vétab).

Tato véta, jiz zname ve tvaru ,p —» pV ¢’, je rovno-
cennd s formuli p V p V q, jak vime ze vzijemného vzta-
hu disjunkce a implikace. Chapeme-li tuto formuli zpi-
sobem, ktery pro prehlednost vyznaéime novymi zivor-
kami, takto (p V p) V q, potom ma zavorka vidy hod-
notu P; at jiz ma ,q’ hodnotu jakoukoli, ma celd dis-
junkce hodnotu P. To plyne ze stanoveni disjunkce. Je
tedy zakladni véta b) také tautologii.

Prikladem na vétu vZdy nespravnou (protipdl tauto-
logie) je véta, o niZ jsme nedévno uvaZovali, véta tvaru
,p . p’. Tabulka pro toto spojeni bude zcela podobna jako
pro spojeni ,p V p, tedy také dvojfidkova v hodnotich
P, N, ale s tim rozdilem, Ze v poslednim sloupci hodnot
‘spojeni budou pouze N.

Prestavime na téchto malych ukazkéch vysetrovani
tautologmcnostl formuli nasSeho poétu, jez by se bez ob-
tizi dalo rozSifiti na vSechny zakladni véty Osvétleni
povahy tautologie s tohoto stanoviska je vyzmamnym
objevem nové logiky a nejvétsi zasluhu o né ma jiz"d¥i-
ve jmenovany Wittgenstein. V ¢em jsou tedy tautologie
platné, kdyZ nepfinaSeji nového poznéani, kdyZ je lho-
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stejné, jaké véty do jejich mechanismu vpravime? Pra-
vé proto, Ze tautologie neni obsahem vély ovlivnéna, je
uzpilisobena k tomu, aby jeji pomoci byl vyraz transfor-
movan, Tautologicki transformace nam ukaZe vyraz
v jiném svétle a zvlastni povaha tautologie, Ze nic ne-
piida ze svého béhem sebedelsi uvahy, zaruéuje, Ze ne-
dostaneme ve vysledku vice, neZz jsme do pfedpokladii
vlozili. -

Bezespornost soustavy zakladnich vét dokazeme ted
zptisobem jinym, aé jen zdinlivé novym. Tento zplsob
vyuZiva totiZ tautologiénosti formuli také a jen jeho a-
ritmeticka forma je nééim methodicky novym.*) Beze-
spornost dokaZeme tak, Ze najdeme néjaky model, jenz
bude tak vhodné volen, aby se na ném dala bezespor-
nost ovéfiti. Takové methody, kdy se nalezl vhodny mo-
del pro celou theorii, neuziva formalni véda po prvé. Be-
zespornost jisté soustavy neeuklidovské geometrie byla
prevedena na bezespornost euklidovské geometrie tak,
ze se geometrie neeuklidovskd vhodné interpretovala
jako geometrie na euklidovské kouli. Model tedy byl na-
lezen — geometrie neeuklidovska (jeden druh, ne véde-
chny!) neni nez obrazem geometrie na obyéejné kouli
a tim se pFenese bezespornost soustavy této své doby
nezvyklé geometrie na bezespornost euklidovské geo-
metrie. V dobach, kdy tento mode! vznikl, nebyla jesté
bezespornost euklidovské geometrie dokazana — ale
byl tu ziskan jakysi moralni podklad, jakasi moralni ji-
stota pro Zivotni schopnosti.nového védeckého odvétvi.
Pravé v té situaci budeme i my s nynéjSim dikazem be-

*)eDiikaz je v podstaté podle Hilberta, 1. c. str. 29 a ndsl., ale
methoda aritmetické interpretace je star3f a vede zpét k vyzku-
mtm americkych logik Posta a Huntingtona z po¢itku naSeho
stoleti.
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zespornosti zdkladnich vét nasi logické soustavy. Beze-
spornost prevedeme na bezespornost aritmetiky, pokud
se jeji operace tykaji malych éisel. Je ku podivu, Ze na-
hodou obé vysetfovani, na tomto misté zminéna, vy-
Setfeni bezespornosti geometrie i vySetfeni bezespor-
nosti zakladnich vét logiky — tedy obori velmi vzdale-
nych — se pfevadi na bezespornost aritmetiky. Beze-
spornost euklidovské geometrie prevedl totiz Hilbert
ve svém znamém dile ,, Zaklady geometrie’ na bezespor-
nost aritmetiky. Ted by se étena# mohl pravem zeptat,
pfi nejmenSim: a jak je to s bezespornosti aritmetiky?
neptal-li by se spiSe, vzhledem k logice: jak je mozZné,
Ze se bezespornost nééeho, co ma byti zakladem i pro
matematiku, tedy soustavy zikladnich vét logiky, pie-
vadi na aritmetiku?

Odpovéd' neni tak tézka, jak by se na prvni pohled
zdalo, asponi pokud jde o logiku. Logika vyrokového
poctu ke svému dikazu bezespornosti aritmetiku nepo-
ticbuje. Vime jiZ, jak by dikaz vypadal, z pfedchoziho
Vykladu o tautologii. Antmetxcky model, o némZ byla
Feé i pro logiku, neni nez nazornou demonstraci be-
zespornosti. Pokud se tyka aritmetiky samé, promluvi-
me si pozdé&ji o jisté soustavé, jeZ obsahuje aritmetiku,
a0 niZ plati velmi zajimava véta (Godelova). K poro-
zuméni nastinu dikazu této véty se musime seznamiti
jeSté s nékterymi novymi vyrazovymi prostiedky lo-

gického podtu.
Po tomto odbodeni se obratime k hledani modelu pro
nasi soustavu zakladnich vét. Vyroky p, q, 7, . . . budeme

PovaZovati za aritmetické proménné, jez mohou nabyti
pouze hodnot 0 nebo 1. Spojeni ,p V q¢' budeme povaZo-
vati za aritmeticky souéin a negaci pfelozime do arit-
metiky takto: pfisoudime-li vyroku ,p’ hodnotu P, pak
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ma v aritmetickém pojeti hodnotu 1, vyrok ,17' ma
tomto pojeti hodnotu 0.
i- =0 a 6 — 1,

“Zvolime-li takto sviij aritmeticky model, davaji, jak
uvidime, vSechny tautologie vZdy hodnotu 0. Zakladni
véty musf miti hodnotu 0 pro jakoukoli hodnotu svych
proménnych, musi divati tedy O identicky, jak se fika
v aritmetice.

Presvédcime se o tom u véty a).

1. 1.1.1, co% je 0.1=0
(nasobeni znaéime jak obvykle teGkou, neni to tedy
znacka log'lcke konJunkce)

2. 0.0.0, coz_]eO 0, podleumluvytedyl 0=0.
Jinych moZnosti u této véty neni.

Zékladni véta b).

1. 1.0.1=0 pro hodnoty p...
2. 1.0.0=0 pro hodnoty p...
3. 0.1.0=0 pro hodnoty »... .
4. 0.1.1=0 pro hodnoty p...1, ¢q...
(Pozn.: vyrokim ,p’ a ,q’ nejsou ovSem prlra.zeny hod-
notyt0, 1. Pro struénost jsem vynechal pfifazeni hodnot
P, N, jimZ teprve 1, 0 odpovida.)
Jinych mozZnosti pro tuto vétu b) neni.

\ U zakladn{ véty c) by byly k vySetieni také 4 pFipa-
dy, hodneceni proménnych vede k 22 pfipadim, jelikoz
jsou zase jen 2 proménné. U véty d) by bylo nutno vy-
Setfiti 2° pfipadil, protoZe rizné vyroky jsou 3. Podrob-
né provedeni nebudeme tu dile sledovati, protoZe je
zcela mechanické povahy a nepfinese jiz nového nic.
Abychom vidéli rozdil zakladnich vét a jinych spojeni

-

- o
Q0
HooOR
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vyroki, jeZz nejsou tautologiemi, tedy nedaji v aritme-
tické interpretaci 0, uvedme si tento piiklad:

p—>(q.7).

Tato véta, napsana jako vSechny pfedchozi logistic-
kymi znackami, se neliSi na prvni pohled nijak od vét,
jez jsou tautologiemi., Na srovnani uvedu vétu

p—>(@—->p.q),
o0 niZ lze snadno ukézat, Ze tautologii je.

|
Obsahové ovSem je hofeni véta podezielda — z libo-
volného vyroku ,p’ nemiZe prece obecné nasledovati
konjunkce dvou dalsich libovolnych vyroku ,¢' a ,r'.

P — q.r je ekvivalentni s tvarem p V (q V r), vzpome-
neme-li na souvislost konjunkce a disjunkce. Prisudme
vyroku ,p' hodnotu N, druhym dvéma P. Podle imluvy,
jak interpretovati negaci a disjunkci, dostivime pro
aritmetickou hodnotu zkoumané véty 0.0.0, tedy 1.
PFi zvoleném hodnoceni vyroki nedava tedy véta 0, neni
tedy tautologii, protoZe by musila dat nulu vzdy. To
znamena, Ze véta sama je néjak nesmyslna, je mimolo-
gicka, a jeji strukturu muiZe miti kaZda zkuSenostni
véta tieba tvaru: Zplsob Zivota tohoto Zivoéicha (p)
vede k hospodafskym disledkim q a r pro obyvatele
Jistého tizeni., Tato véta je tedy pravdiva, jsou-li spl-
nény materielni podminky jeji platnosti; neni splnéna
na p¥. pro Zivoficha jiného druhu, nez o kterém tato
véta mluvi.

Zakladni vty vyrokového poétu davaji identicky O
Vv aritmetickém pojeti. Zbyva ukazati, Ze ani zavérové
Schema, jehoZ jsme pouZili pro vyvozeni disledku, ne-
Porusi tuto vlastnost tautologii.
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Zavérové pravidlo Fika: Je-li ,A’ formule a je-li také
,4 — B’ formule, je ji (bez dalSiho zkoumani, coz je di-
lezité) také ,B’. ‘,

,A’ budiz formule (tedy zakladni véta nebo disledek
z nich). Ta dava tedy v aritmetickém pojeti identicky
0. ,4 - B’ je vSak, jak vime, ekvivalentni s vyrazem
AV B’ . A’ bude tedy miti pFifazenou hodnotu 1. Pro-
toZze vSak A V B je formule podle piedpokladu, musi
v aritmetickém pojeti to byti B, jeZ anuluje vyraz, to
musi tedy miti aritmetickou hodnotu 0. Tim je viak vy-
jddieno, Ze B je také formuli.

Nezdvislost zdkladnich vét. Byla-li bezespornost zi-
kladnich vét Zivotni otazkou soustavy tohoto vyroko-
vého poctu, je nezavislost otazkou sice menSi dileZi-
tosti, nicméné pro logické vySetfeni jeSté velmi zavaz-
nou. Své doby jsme si o celé véci jiz obsahové néco po-
védéli, na tomto misté ukaZeme, jak se di nezavislost
v tomto jednoduchém poctu prakticky demonstrovati.
Nezavislost se také zkouma aritmetickym modelem. Za-
-kladni myslenkou je, volit obor hodnot pro aritmetické
proménné tak, aby pfi této volbé davaly tfeba prvni tfi
véty a) — c) identicky 0 jako, pii ovéFovani tautologii,
a étvrta véta dala v aritmetické interpretaci hodnotu
od nuly riznou. Tim se ukaZe jeho nezavislost na ostat-
nich. Zpusocb tento, jenz v dal§im na prikladé ukaZeme,
umoznil Hilbertovu spolupracovniku Bernaysovi doka-
zati zavislost paté zakladni véty logické soustavy Rus-
sel-Whiteheadovy na piedchozich étyfech. Pro stupeil
zmechanisovani, jakého dosahla logicka technika, je to
velmi nazorny priklad. UkaZeme ted podle Hilberta
(L. c. str. 31), Ze zakladni véta a) neni zavisla na vétach
b) =+ d). Aritmetické hodnoty, jeZ budou naSim oborem,

78



jsou 0, 1, 2. Spojeni znakem ,,V” odpovida zase naso-
beni, jako v dikaze bezespornosti. Negace 0 budiZ 1, ne-
gace 1 tedy 0, negace 2 budiZ opét hodnota 2. Takova
umeéla volba neni neZ zkusmo nalezena pomucka, nevézi
za ni jiz nic hlubsiho, volbu by bylo mozno uskuteéniti
také jinak, moZna méné vhodné, ale tak, Ze by také vy-
hovovala. Jesté amluvu o hodnotach vétSich nez 2. Pri
smluveném pojeti znaku ,,V/” jako nasobeni se nékdy
stane, Ze éiselna hodnota formule je vétSi neZz hodnota
2, na pfF. 4. V tom pripadé odeéitame od viech hodnot,
jeZz by dosahly 4 anebo byly vétsi, vhodné nasobky 4
tak, abychom dostali éislo mensi nez 4. Matematicky
YeCeno, uzivame pouze zbytkové tfidy modulo 4.

Lze ted snadno ukazati vyétenim vSech moZnosti pii
dosazovani smluvenych hodnot nasSeho oboru, Ze for-
mule b), ¢), d) davaji stale hodnotu 0. Kdyby byla i
formule ,p V p — p’ z nich odvoditelna, musila by da-
vati také identicky 0. To je jasné proto, ponévadz kazdy
disledek formuli b) - d) musi dati aritmeticky 0, tedy
také a), jez by bylo disledkem b) —+ d).

Pirifad'me vyroku ,p hodnotu 2. Formule a) se da
psat podle zptisobu nam jiz béZného jako disjunkce
pVp V p. Aritmeticky tedy 2.2.2. Hodnotu 4 redu-
kujeme tedy podle imluvy na 0 a negace 0 je 1. Dava
tedy posledni sou¢in hodnotu 2. Stejné tak by se doka-
zala nezdvislost druhych vét na zbyvajicich tfech.

Na tomto misté jesté pFipojime formalni dikaz Rus-
selovy paté zakladni véty z naSich vét a) = d). Véta
jeho zni takto:

pV(qVr)—>qV(pVr).
Ditkaz:
ro>pVr
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z véty b), kde je v pravé strané implikace provedena za-
meéna obou ¢lent disjunkce. Je to dovolena operace, jiz
lze snadno dokézati.

Vlozme tuto formuli do levé strany véty d) a pouZij-
me na vétu d) zavérového pravidla, tedy

qV (r->pVr) > [gVr ->qV (V]
takZe dostaneme formuli - A
qVr—-qV (pVr).*)

Zcela stejnym postupem (,,nasobenim” vyrokem ,p')

pV(Vr)->pVgV(pVn]
a vyménou v disjunkci na pravé strané

pV (VT —>[gV (pVnI1Vp. @)

Druha gast dikazu:
po>rVp

z véty b), kde porad &lent v disjunkei vpravo je zase
vyménén, Vlozme do této formule za ,p’ vyraz pVr'
a za vyraz ,r’ poloZme ,q’. Dosaneme.
pVr—-qV(pVr). .
Z této implikace a z piredchozi uzavieme podle schema-
tu: A > B i B - C jsou formule, tedy také 4 — C je
formule _
p—>qV(Vr

s poznamkou, Ze k umoZnéni tohoto zavéru je nutno
zase v disjunkei, jeZ je spoleénym cClenem B, zase vy-
ménit ¢leny disjunkce. Vidéli jsme v prvni éasti ditkazu,
?e formule implikaéni ,,vynisobenim” obou stran né-

*) nebot levé strana pfedchozi implikace je formuli: viz pozn.
k v&té 2. tohoto odstavce.
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jakym vyrazem nepiestane byti formuli. To je obsah
véty d). UZijeme-li tohoto obratu na posledni implikaci,
mame

(qV@VnIVp->[gV(VnrIVIigV(@Vnl.

V této posledni formuli je na pravé strané disjunkce
stejnych vyrazi. Lze lehce dokazati, Ze je ekvivalentni
vyrazu samému. Podle véty a) plati p V p —p a dosaze-
nim ,p’ za ,q' do véty b) mame p - p V p. Podle defi-
nice ekvivalence je tvrzeni dokazano, protoZe plati obé
implikace. Disjunkci napravo nahradime tedy jedinym
jejim élenem, takZe mame '

gV (@VNIVp->qV (V). (2)

Spojenim formuli (1) a (2) a uZitim zavéru o dvou im-
plikacich se spoleénym €lenem, kterého jsme jiz éastéji
pouzili, mame hledanou formuli,

Formule je zajimava potud e v dobé, kdy Russel
s Whiteheadem budovali sviij logicky systém jako za-
klad pro zpracovani celé matematiky, neméli prostied-
ki, jak dokazat nezavislost zakladnich vét a byli pfe-
svédéeni, Ze soustava zikladnich vét vyrokového poctu
na mensi poéet redukovati nelze,

Loglstlcka methoda, vysetrltl nezavislost jednotli-
vych zakladnich vét, nebo pfi matematické discipliné
axiomd, je velkym krokem kupfedu. Axiomy geometrie,
aritmetiky, theorie mnozin, poétu pravdépodobnosti, to-
pologie a jinych odvétvi matematickych, daji se vyjad-
Fiti v logistické Feéi, vyrazové bohatsi nez je nas dosa-
vadni systém. Ditkaz nezivislosti jednotlivych axiomi
je ov8em sloZitéjsi, nékde chybi dosud obecné methody
takového vySetfovani, ale je tu velky krok kupfedu,
velky krok od téch dob, kdy tyto methody nebyly zna-
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mé, Hlavni véc je ta, Ze logika sama si nasla takové me-
thody, jez jsou skuteéné plodné a dostateéné obecné a
nemusi se spoléhati na vtipny napad, jenz v tom neb
onom ptipadé umoznil dikaz nezavislosti mimologickou
cestou, jenZz vSak nema té nosnosti, aby zaruéil dobry
vysledek ve vSsech pfipadech. V mnoha pfipadech byl
takovy dukaz jiz logistickymi methodami se zdarem
proveden. Postup je ¢asto ten, Ze analysou logistickych
formuli se objevi samostatné mensi slozky vét, jez vy-
jadfuji axiomy a vSechny axiomy se jaksi vypreparuji
na své zikladni soucistky. O mnohych z nich se da
snadno ukazati, Ze jsou to tautolog'ie takZe zbyva vy-
Setfiti to, co povahu tautologie nema — to je pa.k disté
matematicky postulat

Redukce na mensi pocet zakladnich vét a zkoumani
nezavislosti nim poskytuje pFileZitost, zminiti se o vy-
znamu takové redukce pro jiny obor, pro obor zaklad-
nich predméth. Jestlize zikladni véty, v matematice
pak axiomy, jsou pFedpisy, jak se s pfedméty té sou-
stavy zachazi, pak musi byt také pro kazdou soustavu
jisty pocet zakladnich pifedméti, jichZz funkce je za-
kladnimi vétami uréena a vSechny ostatni se jiZ defi-
nuji. Podet predmétu déle nedefinovanych, jenz je v za-
kladech soustavy, muzZe byti eventuelné také dal redu-
kovan,

Staré pravidlo Viléma Occama Fika ,,Entia non sunt
multiplicanda praeter necessitatem”; je to pravidlo eko-
nomické, Ale jak jsme si jiZ fekli, ekonomiénost ma
hlubsi vyznam nez jen jisty esteticky pozZitek, jak se po-
dafilo v néjaké soustavé materii] zjednodusit. Pravé
tak, jako jsme si ukazali na pfikladech vyrokovych spo-
jeni (tabulkami) jejich vzajemnou zavislost, a jak jsme
si zase u zakladnich vét ukazali nezavislost, tak takeé
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je mozZno logisticky vySetFiti zavislost, resp. nezavis-
lost zakladnich pfedméth matematického oboru, o ktery
jde. UkazZe se pak, Ze staéi voliti celkem maly poéet ta-
kovych zékladnich pfedmétii, a vSechny ostatni se jiz
daji jimi definovati.

UkazZeme si ted, jak je to obecné mozné, Kazdy védni
obor mi jisté mnozstvi pfedméti, jimZ odpovidaji znac-
ky. Soubor téch znacéek nazveme A. V tomto souboru
Jjsou tedy jména vSech predmét. Vedle toho se opira
'soustava o zdklad axiomi, jeZ nazveme souhrnné sou-
bor X. Da se ukazati, Ze plati pomérné jednoduché kri-
terium v tom pripadé, kdyz néjaka nova znacka ,,a”’ ma
byti definovatelni souborem A spolu se souborem X.
Methodu takovou objevil na po¢atku tohoto stoleti ital-
sky matematik Padoa. Je patrno, o¢ jde. V dikaze se
jiz nestarame o pfedmét, znacce ,,a” prirgzeny, pova-
Zujeme znacku za slovo a zkoumame jeho Zavislost na
slovech skupiny A4 a skupiny vét X,

Uvedu jako pouény vysledek této methody zajimava
Jjisténi polského logika Tarskiho, opfena o starsi vysled-
ky amerického matematika Veblena. Jde o zakladni
pojmy geometrie. Méjme na mysli n-rozmérnou eukli-
dovskou geometrii a zaved'me si v ni dvé relace. Prvni
oznaéme a (x, ¥, 2, t). Tato relace necht znaédi, Ze par
bodu (x, y) ma tutéZz vzdilenost jako par bodu (z, t).
Druhou relaci, jiz si zavedeme, je b (x; y, 2). Tato re-
lace necht znaéi, Ze bod y leZi mezi body x, 2. Relace ,,a”
je zakladnf relaci metrické geometrie (jako je normalni
analytickd geometrie stfedoskolskych uéebnic), relaci
»b” 1ze povaZovati za zakladni relaci topologickou. V to-
pologii nezaleZi na metrickych vztazich, protoZe ta zkou-
ma zakonitosti jiné. Zkouma na pf., co zistane zachova-
no (invariant), podrobi-li se jeji pfedmét spojité defor-
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maci. Mime-li bod na tseéce, ktery je mezi obéma kraj-
nimi, pak mtZeme tuto Useéku jakkoli spojité deformo-
vati a tato vlastnost, leZeti ,,mezi”, zistane zachovana,
pokud se koncové body piivodni tseky nespoji nebo po-
kud se nevytvofi néjaka smycka. Takové moZnosti se
v topologii vyluéuji tim, Ze deformace musi byti jedno-
jednoznaéna —. t. j. v.naSem pripadd kazdému fiovému
bodu nové kfivky (po deformaci) musi odpovidati je-
diny bod ptivodni (pfed deformaci) a naopak. Toto ,,le-
Zeti mezi” je tedy topologickym invariantem.

Tarski ukézal, Ze je moZno vybudovati celou eukli-
dovskou geometrii logicky na obou uvedenych relacich.
T. j. jediné tyto relace jsou mimologickymi relacemi,
tedy ¢isté matematickymi vztahy. VSechno ostatni do-
da, abychom se tak drasticky vyjadFili, logicky mecha-
nismus. AvSak ,a” a ,,b” nejsou na sobé zdvislé. ,a”
nelze definovati pfedmétem ,,b”. To je patrno na prvni
pohled i obsahové, ,,@” ma néco navic — pravé metric-
ky pojem .vzdalenosti, ktery v ,,b” chybi. Vezmeme-li
tedy soustavu vét euklidovské geometrie jako X a sou-
bor A, predstavovany tu jedinou znackou ,,a”, lze ,,b”
souborem X a A definovati. Tento vysledek sam o sobé
by nebyl tak zvlastni, ale z ditkazu plyne jeSté tento
prekvapujici dodatek: jediné v pfipadé jednodimensio-
palni geometrie (t. j. geometrie na euklidovské pfimce)
neni mo%no ,,b” definovati pomoci ,,a”. Tam jsou tedy
obé zikladni relace nezdvislé.

3. Logika intuicionistickd, vicehodnotové logiky.

Dosavadni vyklad se omezoval, jak jsme od poéétku
ukazovali, na dvojhodnotovou logiku s vyznaénymj hod-
notami ,,P” a ,,N”. Byly uéinény Gspésné pokusy, rozsi-
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r1t1 dvojhodnotovou logiku. Viimneme si tu dvou; prvni

si vyloZime jen obsahové, bude to ukazka zpusobu mys-
leni v logice Brouwerové, zakladatele moderni intuicio-
nistické Skoly. Druhou ukazkou bude trojhodnotova lo-
gika Lukasiewiczova, jiZ uvedeme ve formalisovaném
znéni.

Intuicionisté, o nichZz jsme jiZ mluvili pfi poznimkéch
o matematickém predmétu, kladou podminku konstruo-
vatelnosti pfedmétu jako podminku nezbytnou pro jeho
matematickou existenci.,, Brouwer namifil sviij Gtok
proti logice i matematice velmi ditkladné a radikalné
do hloubky Tvrdi, Ze logika, stara log'lka se svme prin-
cipy, jez Jsme si své doby vypsali, neni nez abstrakte
z pravidel, jeZ plati pro matematické ivahy o koneéném
poctu pfedmétia. Tvrdi dale, Ze abstrakce z téchto pra-
videl se ustavily v logické principy, jichZ platnost se
nepravem prenasi na Gvahy o nekoneéné mnoha pied-
métech, Je tedy podle Brouwera naprosto nutno vyzkou-
Seti pravidla staré logiky, pokud jsou na takové pfipa-
dy vhodna a pokud nevedou k nepotfebnym vysledkiim.
Pokud by matematika uZzivala pravidel staré logiky me-
chanicky, miZe se ocitnouti v slepé uli¢ce. Brouwerovo
obrazoborectvi je trochu obdobné revoluéni &innosti Hu-
meové ve véci kausality. Hume bofil pfedsudek proti
stfedovéké povéfe v absolutni nutnost kausality —
proti mechanickému zneuZivani pojmu kausality, jenZ
nadto tehdy zdaleka nemeél dnesniho kritického vybrou-
Seni. Brouwer tu sahd na samé zaklady lidského mys-
leni. Proti logilim také hlasi, Ze mohou existovati za-
sadné nefeSitelné problémy — védomé tedy pfidava
k Du Bois Reymondovu ,,ignorabimus” dalSi zavaZi.

Nu tom, co jsme dosud z myslenek Brouwerovych u-
vedli, je jisté nespravné, povaZovati logiku za souhrn
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pravidel, odvozenych na uvahich o koneéném poctu
predméti. Jiz takové Gvahy predpokladaji elementarni
uzZiti logickych principii, nehledic k tomu, Ze logické
principy maji mnohem SirSi uZiti neZ jen na matema-
tické predméty anebo na empirické predméty, o nichz
matematicky uvaZujeme. NeZ jsou tu matematické,
z vét8i Gasti jen matematikovi pFistupné divody, jez
uvidi Brouwer pro revisi logickych principtli, pokud se
tyka jejich uZiti uvnitf matematiky samé,

Abychom vpadli pfimo doprostied jeho problémi,
promysleme si futo ulohu: Je v desetinném rozvoji ¢isla
n pravé sedm se®miéek za sebou? T. j. existuje v dese-
tinném rozvoji » F¥ad t¥eba n-ty, aby po jeho dosaZeni
¢islicemi rozvoje nasledovalo pravé téch 7 sedmicek,
pfi ¢emzZ by ,,n”” mohlo byti neimensi ¢islo té vlastnosti?
To je jeden z jednoduchych p¥ikladi Brouwerovych.

Pfi analyse podobnych piikladd vytyka Brouwer lo-
gice, Ze da jednodusSe odpovéd': bud'to ano nebo ne, Ter-
tium non datur. Odpovéd je mozno hledati nékolika
zpusoby. '

1. UkéaZeme, budeme-li znati rozvoj ¢isla n dosti vy-
soko, Ze v ném zadana skupina sedmiéek je. To by byla
t. zv. demonstrace, proti které oviem intuicionista nema
nejmensich namitek, naopak, v jeho smyslu by rozvoj
byl aZ k hledané skupiné konstruovdn. Cislo n ma
ovSem desetinny neperiodicky rozvoj — kdybychom
znali jeden milion éislic za desetinnou ¢arkou, je to pra-
vé tak malo, jako kdyZ jich znime nynéjsich nékolik
set — nebude-li tam nahodou hledana skupina sedmicek.

2. Posloupnost éislic v desetinném rozvoji = neni do-
sud aritmeticky uzikonéna. Posloupnost je, abychom
uzili silnéjsiho vyrazu, matematicky dosud nezkrocena.
Kdybychom znali vytvarny zikon pro sled éislic v roz-
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voji =, pak je posloupnost vlastné znama jako celek. Na
zakladé této zakonitosti by bylo moZzmo rozhodnouti
bezpeéné, je-li nebo neni-li v rozvoji téch 7 sedmicek.
Vytvarny zakon posloupnosti desetinného rozvoje by
musil byt, nehledic k slozitosti vyjadieni, pravé tak
jasny, jako je tieba zikon této posloupnosti

0,1,1,23,5,8,13, 21, 34, 55, ...

(prvni dva ¢leny jsou dany: 0, 1, dalsi jsou soucty vzdy
dvou pfedchozich, je to posloupnost Fibonacciho, ma-
jici zajimavé vlastnosti ve vztahu k theorii éisel).

3. MizZeme predpokladati existenci onéch 7 sedmiéek
nékde v rozvoji n a ukazati, Ze tento predpoklad vede
ke sporu s definici disla , danou tfeba Leibnizovou
fadou

T 1 1 1 1
i B L R
nebo jinym rozvojem nebo tvarem.

4. MiZeme predpokladati existenci onéch 7 sedmicek
nékde v rozvoji a ukazati, ze tento pfedpoklad nevede
ke sporu s definici éisla = (pozor na rozdil proti bodu
3). '

S feSenimi v bodech 1., 2., kdyby se takova reSeni
Halezla, bude intuicionista spokojen zcela, Nebude vsak
ur¢ité spokojen s druhem tuvahy v bodé 4., presto, ze
tento zplisob je v matematické praxi bézny. Intuicio-
nistovi nezaruéi nic, jak uvidime z dal3iho. Uvahu 3. po-
vazuje klasickd matematika za diikaz nemozZnosti hle-
dané skupiny.

Mohou nastati tyto moznosti:

a) v desetinném rozvoji », jakkoli vysoko bude znam,
nebude téch 7 sedmicek,
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b) spoutini nezkrocené posloupnosti v desetinném
rozvoji n se nedafi,

¢) dikaz tvaru 3. nebo 4. se nedafi.

Intuicionisté povaZuji za mozné, alespon zasadné, %
lloha viibec neni FeSitelna. Proto nechtéji pFipustit
jednoduchou alternativu, Ze sedmi¢ky v rozvoji jsou
anebo nejsou.

Podivejme se na cely problém s jiné stranky. Je zna
ma soustava zakladnich vét, axiomi, jimiZ je ustaven:
theorie realnych éisel. Je otazka, je-li moZmo z této sou
stavy axiomil dokazati vytvarny zikon posloupnost
v-desetinném rozvoji ¢isla ». Co kdyby tento zakon by
na axiomech theorie realnych éisel nezdvisly? Paty po
stuldt Euklidiv také nebyl ze vSech ostatnich vét geo
metrie, doka.zatelny Tato x{znost trebaZe znaéné ne
piijemna, tu je.

Otazku existence matematickych pi"edmetu dosud ne
dokazanjch ani nevyvracenych se pokusim jeSté osvét
liti jinym ptikladem. Je znamo jiZ dlouhou dobu,
k mnohym prvocislim lze nalézti prvoéisla vétsi o dvi
jednotky. PFikladem jsou dvojice prvodisel 5, 7; 11, 13
17, 19; ... 101, 103; ... Pokud sahaji tabulky prvo
cisel, je moZno, i kdyz pozdéji fidce, takové dvojice na
iézti. O téchto dvojicich prvoéisel plati velmi zajimavi
véta (Brunova), Ze Fada pFevracenych hodnot técht(
prvocisel konverguje. Pfi tom viak nent znamo, zda ta
kovych dvojic je koneény nebo nekoneény pocet. Kdyb;
jich byl koneény- pocet, pak je Brunova véta trivialni
Véta je interesantni teprve tehdy, je-li dvojic neko
ne¢né mnoho. A to prave nevime, Bruniiv diikaz, kter,
je znaéné obtiZny, se opird o methodu Erastothenov:
sita, znamého z elementarnich vykladd o prvoéislech
V podstaté jde o to, Ze se zjisti, jak Fidce jsou rozlo
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Zena po celé nekoneéné posloupnosti prvoéisel mista, na
nichz ,,by” mohlo byti prvodislo tvaru ,p }+ 2’. Je pa-
trno, Ze mnoho éisel tvaru ,p + 2’ odpadne, protoZe jsou
délitelna jinymi prvoéisly. Ta pak, ktera zistanou, mo-
hou byt prvoéisly, ale nemusi. Jejich eventuelni vlast-
nost, ,,byti prvodislem” neni' ve sporu s prostfedky uZi-
té methody. Neni tedy dok4zano nic vice nez: kdyby ta-
kovych dvojic bylo nekoneéné mnoZstvi, jgou tak ridce
-rozloZeny, Ze fadu jejich pfevracenych hodnot lze se-
¢isti. (Na srovnani uvadim jen zndmou vétu, Ze fada
pFevracenych hodnot prvocisel souéet nema, diverguje.)

Na tomto prikladé je nazorné patrno, co je existence,
‘zaruéena bezespornosti. Existence prvoé¢isla tvaru ,p 1
- 2’ tu neni bréana se stanoviska konstruktivniho; pfed-
pokladime-li o &islech, jeZz ,,by"” prvoéisly byt mohla
(t&ch ridkych), Ze prvodisly jsou, nedojdeme uvedenou
methodou ke sporu a to pro diikaz Brunovy véty staéi.

Vzhledem k logické vété o vyznamu dvoji negace by
se vysledek dal také tak vysloviti: neplati, Ze na onéch
Fidkych mistech prvoéisla neexistuji. Tato véta by méla
byti rovrocenna s vétou, Ze tedy na onéch mistech prvo-
disla existuji. A to pravé zarudeno neni. Brouwer také
vétu o dvoji negaci nepfijima.

V obou prikladech jde o soubory, v nichZ je nekoneé-
ny poéet predméti, at jiz éislic nebo mist tvaru ,p 4 2’
a pro takové soubory nechce intuicionista pFipustiti
platnost alternativy: bud’ — anebo, tfeti moZnosti neni.
To jsme poznali na prvnim pfikladé. Nechce viak takeé
pripustiti v téchto pripadech platnost véty o dvoji ne-
gaci, jiZ se dasto uZiva v exisfenénich diikazech.

Pro svoje Gvahy si zavedli intuicionisté logiku, jiZ
formalisoval Heyting, v niZ neplati princip vylouéené
tieti mozZnosti a neplati véta o dvoji negaci. Své logiky,
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o niZ v8ak soucasné prohlasuji, Ze se vlastné formali-
sovati neda, uZivaji k novému poloZeni zakladi klasické
matematiky,. zejména analysy.

Ukéazeme si ted, jak miZe takova trojhodnotova lo-
gika vyrokového poétu vypadati. Zvolime k tomu cili
jednodussi soustavu, nez je Brouwerova soustava in-
tuicionistické logiky,*) a to soustavu Lukasiewiczovu.

Filosofické, resp. noetické Gvahy jiného druhu.nez
Brouwerovy Givahy o matematice vedly polského logika
Lukasiewicze k odkryti vicehodnotovych logik. Luka-
siewiczovi §lo o vyjadieni déji v budoucnu, o vyjadieni
jejich determinovatelnosti a nedeterminovatelnosti. Pii-
jal k formalnimu vyjadfeni svych myslenck logickou
soustavu, v niZ neplati ,tertium non datur” a vytvofil
soustavu. vyrokového poctu, kde nejsou jen hodnoty P
a N, nybrz dokonce i nekoneéné mnoho hodnot mezi o-
béma témito pdly.

Souvislost Lukasiewiczovych tivah s poétem pravdé-
podobnosti je nepochybna., V poétu pravdépodobnosti
pravé vyjadfujeme &islem uzavieného intervalu<0;1>
moznost vyskytu néjakého zjevu. Tu jsou takeé dva poly,
,0’, ktera odpovidi nemoznosti vyskytu a ,1’, odpovida-
jici jistoté vyskytu. U Lukasiewicze ma pak kazda for-
mule theorie pFifazenou svoji hodnotu, souhrn formuli
podle povahy svého spojeni tedy také. Jeho theorie se
da tedy uZiti k vyjadfeni tloh poétu pravdépodobnosti,
kdyz logicky pofet vhodné interpretujeme.

Lukasiewicz pouzival pivodné tabulkové methody,

*) Tato Brouwerova (Heytingova) smstava intuicionistické
logiky je na p¥. pfedmétem Gvah ¢éldnku W. H. Stone, Topologi-
cal Representations of Distributive Lattices and Brouwerian Lo-
gics v Casopise pro péstovéni matematiky a fysiky, rof. 67, a
A. Kolmogorova v &as. Math. Zeitschrift 35 (1932),
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v podstaté stejné jako jsme uvedli v dvojhodnotové lo-
gice. V piipadé trojhodnotové logiky pfibude ovSem
k hodnotim P a N jesté ,tertium” T. Touto tabulko-
vou methodou provedl také zakladni spojeni vyroki ob-
dobné k postupu, jenZ je nam znam. Pozdéji vsak, vli-
vem nové methody, které s uspéchem uzil na vySetfo-
vani bezespornosti axiomatickych soustav, nasel novy
zpiasob. Jsou to t. zv. rovnice v maticich, jez uréuji hod-
noty zékladnich spojeni vyroka z hodnot, jeZ maji vy-
roky samy. Zakladnim typem spojeni vyrokl je impli-
kace. Abychom docilili pfehlednéjsiho tvaru psani, pfi-
soudime ted hodnotim P, N, T postupné aritmetické
hodnoty 1, 0, 2 (stejné dobfe misto posledni hodnoty
tfeba 1/2). Pak plati v soustavé 3hodnotové logiky:

=0-52=1->1=2->51=2-52=1;
10=0; 1-52=2-50=2;
NO=1 N1=0, N2=-2; T0=T1=T2=2,

Znak N, T, postaveny pied pFislunou aritmetickou
hodnotu, vyjadfuje jeji negaci, resp. operaci , tertium”,

Postupné éteny davaji napsané implikace tento slovni
opis: nepravdivy vyrok implikuje nepravdivy, neprav-
divy pravdivy, nepravdivy tertium (z falesného plyne
jak vime z dvojhodnotové logiky, také spravny, tedy
také tertium), pravdivy zase pravdivy, tertium prav-
divy (chceme-li, 1ze pokladati tertium za slabsi neprav-
divy vyrok), tertium zase tertium a hodnota vSech téch-
to implikaci je 1, t. j., jsou spravné. Dalsi skupinou je
Jjedina implikace: pravdivy vyrok implikuje nepravdivy
a tato implikace mi hodnotu 0; je nesprivna jako
v dvojhodnotové logice. Dalsi skupina: pravdivy vyrok
implikuje tertium, tertium implikuje nepravdivy vy-
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rok a hodnota obou téchto implikaci je 2. Rovnice pro
negaci a operaci tertium jsou snadno srozumitelné.

Pfipominam, Ze zidny formalni logik neéini tyto ob-
sahové piepisy, jsa si. védom nebezpeéi, jez takoveé
slovni pfepisy mohou skryvat. Pokusim se jen for-
malné ospravedlniti posledni skupinu implikaci, 1 —» 2
a 2 —» 0, Obé maji hodnotu 2. Druha neni snad tak ne-
piistupna i dvojhodnotovému mySleni, v némZ tyto
opisy provadime, Tertium miZe implikovati také 0. Pfi-
pustime-ii tuto mozZnost, pak lze snadno ukézati, Ze
prvni implikace této skupliny, 1 — 2, nefika nic jiného.
Implikaci Ize obratiti, negujeme-li soucasné oba éleny,
spojené implikaénim znakem. PouZijeme-li pfislusnych
rovnic, napsanych na poé¢atku, dostivime p¥imo dru-
hou implikaci této skupiny. Pro obsahové chapani jsou
tu ovSem nesrovnalosti, Pfiklad: pripustime-li opravné-
nost implikace 2 — 0, fekneme-li si tfeba, Ze tertium
je nerozhodnutelné, takZze miife implikovati nepravdivy
vyrok, lze Fici stejnd dobre, Ze tertium miiZe impliko-
vati pravdivy vyrok. Implikace ma vSak v prvnim pfi-
padé hodnotu 2 a v druhém piipadé hodnotu 1, jak je
patrno z matic. Pokud zlistaneme v okruhu operaci, da-
nych maticemi a rovnicemi na pocéatku, nedojdeme ke
sporu. Kdybychom p¥ifkli druhé implikaci zdanlivé stej-
né opravnéné hodnotu 2, pak by spor uvnitf soustavy
vznikl. Obsahové se vSak rozliSeni hodnot obou impli-
kaci nedopatrame, protoZe myslime pofad v okruhu
dvojhodnotové logiky.

Uvedu je§té na srovnani se soustavou zakladnich vét
dvojhodnotového vyrokového poétu soustavu zaklad-
nich vét pro tento trojhodnotovy pocet. Soustavu pfi-
pravil pro Lukasiewicze jeho Zak Slupecki.
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1. p>(p—>q),

2. -oq->[g-nN->(@->n]
3. [(p—)p)->p]—>P.

4. (p—>q)—>(q—)p),

5. Tp— Tp,

6. Tp— Tp,

kde negace je psana starym zpusobem, jejZ znime
z dvojhodnotového poétu, vodorovnou ¢arkou nad zna-
kem. Je patrno, Ze nékteré zakladni véty, v nichZ ne-
pfichézi ,7”, jsou odvoditelné ze zakladnich vét dvojhod-
notové logiky. (Na pf. véta 4. vyjadfuje znamy obrat
implikace, jejz jsme své doby dokazali.) Tertium pii-
chazi aZ ve dvou poslednich vétach, obé spolu vyjadiuji,:
Ze negace tertia je s tertiem ekvivalentni, brano se sta-
noviska dvojhodnotové logiky.

Prestavam na této neﬁplné ukazce, protoze v ramei
naSeho dalSiho postupu neni moZno vice se véci zaby-
vati, Nebylo by vsak dobfe, aby v étenafi byl vzbuzen
dojem, Ze jde o prazdnou hru, konstrukei logickych sou-
stav, jez nemaji Zadného uziti. Jak Brouwerova logika,
tak takeé soustavy Lukasiewiczovy vznikly z védeckych
problémil, jez se té doby v obvyklé logice FeSiti nedaly.
Nechci Fici, Ze se nedaji Fesiti. Jde o to, jsme-li schopni
mysliti v soustavach obecnéjsich, neZ je soustava kla-
sické logiky. UZiti néjaké soustavy na védeckou praxi je
pak véc ¢éasu. JiZ mnohokrat se stalo v déjinach védy,
Ze theorie pifedb&hla praxi znaéné a pripravila ji vy-
zbroj, kterou nasla hotovou, kdyz ji bylo nejvice zapo-
-tiebi.*)

*) Na mozZnost takového uZiti t&chto logik poukdzal jiz 1937
polsky logik Zawinski a ve Francli Paulette Février (Kvant.
tysika). :
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4. Funkéni pcéet,

Jako druhou ukazku logického poétu uvedeme pocet
funkéni, Je vyrazové mnohem bohatSi nez pocet vyro-
kovy a prokaZe nam také mnohem lepsi sluzby pro ana-
lysu matematického mysleni. Vyrokovy poéet bylo nut-
no predeslati jako jeho zaklad. Vnikneme ted mnohem
hloubéji do struktury vét a soudi, kde se nepracuje vy-
roky jako celky, neschopnymi dal§iho rozboru.

Nejdiive ukaZeme struéné, v ¢em spoéiva obohaceni
nového poétu. Méjme néjaky predikat, kterym pfisuzu-
jeme danému predmétu néjakou vlastnost. Nazveme-li
piedmét ,»’, vlastnost (pfiféenou predikatem) ,f’, pak
vyjadfime vétu ,,0 z plati f” symbolicky ,f(z)’, Pted-
méty, jez vyhovuji funkei ,f* (pfedméty vlastnosti ,f'),
tvoli tFidu pfedmétl, vytvoFenou predikatem.,f’. Cely
tak zvany podet tfid, ktery jesté v dile Russel-White-
headové hraje duleZitou roli, je mozno za jistého pred-
pokladu (extensionality) vyjadfiti rovnocenné funké-
nim poétem, takZe se poftem tfid zvlasté zabyvati ne-
budeme. ' . o

Plati-li pro vSechna ,»’ néjakého oboru ,f’, piSeme
;(®)f(x)’ a éteme: pro vSechna .’ plati ,f’. Zavorko-
vany znak pfed funkéni znac¢kou se nazyva ,,operator”,
v tomto pfipadé ,,pro vSechny”. Existuje-li ,’, pro néz
plati ,f, piSeme ,(Ex)f(x)’. Operator tento nazyvame
existenéni operator. Proménna ,x’, jeZ probiha oborem
predmétii, pro néz plati ,f’, je v obou uvedenych piipa-
dech vdzand, a to operatory. PiSeme-li bez operatoru
of (x)’, pak Fikame, Ze proménna je v tomto piipadé vol-
na. V matematické logice se obyéejné upozoriiuje na
obdobu vazané proménné v integralnim poctu. Mame-li

tam na pF. integral [f(x) dx, kde ,f’ je funkce integra-
0
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ce schopna tieba ve smyslu Riemannoveé, pak ,x’° je va-
zano na uzavieny interval <{0,r)>. To je obdoba opera-
toru ,,pr¢ vSechny”. Bylo by mozno najiti i obdobu s vol-
nou proménnou a to v integralu, jenz je chapan jako
primitivni funkce k dané funkci vzhledem k operaci de-
rivace a vyjadiuje se t. zv. neuréitym integralem po
zpusobu, ktery byl své doby v analysi obliben. Tyto a-
nalogie pfes to, Ze se hojné uvadéji, nejsou pro nas
ucel nijak zivazné. .
Ukazeme si ted, jak je mozno vyjadfiti znaky s ope-
ratory zpusobem, jejz zname z vyrokového poctu, Pred-
poklidame viak vyslovné, Ze obor proménnych, jez vy-
hovuji zvolené funkci, je koneény. Bud'tez predméty to-
hoto oboru — té t¥idy lze také fici —
Ty, Xy Ly Ly - -« e
Potom plati ’

1. @) f(x) =p f(x).f(x,).f(x,) ... f(2n).
2. (Ex)f(x) =p;
fl@) Vf(e) V) VE@)IV ...V f(za)

Ekvivalence jsou obsahové snadno pochopitelné.
Plati-li pro vSechny predméty tf¥idy — stanovené zna-
kem ,f’ — Ze maji vlastnost ,f’, pak prava strana 1. vy-
jﬁdl"uje tuto vlastnost vyslowmeé pro kaZdého é&lena sou-
boru. Existuje-li pak predmét vlastnosti ,f, ma tuto
vlastnost ,x,” nebo (také) ,x.’, ... aZ ,x»’, coZ je prava
strana 2. Pomoci téchto ekvivalenci Ize pro koneéné
tfidy predmétd dokazati dulezité vztahy funkéniho
poctu, jez plati pro operatory ve spojeni s funkei. Tyto
vztahy, nové ekvivalence, si ted dokaZeme. Zaved'me
jesté oznaceni

misto (x)f(x) piSme (x)f(x)

(neplati pro vsechna ,x’ vlastnost ,f’)



a misto (E2)f(z) pidme (Ex)f()
(neexistuje ,»’ vlastnosti ,f’).
Z vyrokového poétu znime ekvivalenci
pVgeop.q _
a protoZe plati v dvojhodnotové logice véta o dvoji ne-
gaci, platf také
pVgoop.q
zameénou vyrokd za vyroky negované.
Lze shadno dokézati, Ze plati obecngji

pVaVrV...Vtcop.q.7...t
a stejné tak plati.

. pVgVTV.. Vicop.q.7...L
PouZijeme téchto ekvivalenci na svij piipad.
Plati tedy ;

F@) - f(@,) . fa) oo fla,) V) V...V f(n),
ale leva strana neni nic jiného nez (x) f(x) prava je
(Ex)f(x). Plati tedy

(@) f(x) oo (Bx)f().

Tato ekvivalence se da obsahové velmi snadno inter-
pretovati a je hojné pouZiviana v matematickych tsud-
cich, Intiucionisté by ji piijali, tak jak byla dokizana.
RozsiFi-li se vS8ak obor platnosti této ekvivalence také
na tridy nekonecné, coZ logika ¢ini, nemohou s touto
ekvivalenci souhlasiti, nebot jeji podminkou je princip
vylouceni tfeti moZznosti. Pro nekonec¢né obory pro-
ménnych funkce ,f nelze také ekvivalenci dokazovati
obratem pies vyrokovy polet, protoZe nekoneéné dis-
junkce i konjunkce zdsadné nejsou pfripustény. To by




bylo nutno rozsifiti pravidla poétu. Obsahové ¥ika ek-
vivalence zfejmé tolik: neplati-li predikat ,f’ o vSech o,
existuje ,#’ takové, pro néz plati ,non f’ a také naopak.
V matematice se éasto pouZiva tohoto obratu: najde-
me-li pfiklad, ktery vyvraci pfedpokladanou vlastnost,
spoleénou celé skupiné pfedmétii, pak neplati tato vlast-
nost obecné. Takovy piiklad, jenz vyvriti tuSenou
(8patné tuSenou) vlastnost celého souhrnu, byva oby-
¢ejn& vtipné vymyslenou konstrukei, jeZ svoji tilohu
splni tim, Ze tuSenou vétu zvrati.
JestliZze utvofime negaci vyrazu

f(xl)Vf(-’”g)V-..Vf(xn),

dostaneme

F(x) . f(@) ... floa),
ale to je jinak psano
- (@) f(x).

Negace disjunkce, z které jsme ted’ vysli, se da psati
strucéné

(BEx)f(x).
Plati tedy '
(Ex) f(x) oo () (). _
Tuto ekvivalenci také snadno dostaneme z ekvivalence
prvni negaci obou stran. -

Také tento druh tGsudku je dostateéné znidm a jeho
slovni vyjadfeni neposkytuje obtiZi.

Znovu si uvédomime, Ze jsme pii odvozeni obou téch-
to dileZitych ekvivalenci funkéniho poétu uZili koneé-
ného poétu vyrazii tvaru ,f(x:)’ nebo f(x:)', sestave-
nych v disjunkce nebo konjunkce, Jesté Russel a White-
head pripoustéli moZnost disjunkei a konjunkei o neko-

wewr

neéné mnoha clenech. Tuto moZnost pozdéjsi kritika
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oslabila. Jistou obménou postupu, jejz jsme uvedli, do-
chazi Wittgenstein s pouZitim Shefferova symbolu (viz
drive ve vyrokovém poctu) k definici zakladnich vyrazi
funkéniho poétu. I Wittgensteinliv zptisob je vSak pro-
veditelny jen pro koneéné soubory. Proto nebylo moz-
no uziti tohoto zptisobu jako podkladu pro theorii trans-
finitnich éisel.

Soustava funkéniho poétu uZiva viech &étyt ziklad-
nich vét vyrokového poétu a) — d), jeZ jsme své doby
uvedli. Misto vyrokil ovSem mohou byti vloZeny do za-
kladnich vét funkce, jak brzo pozname, i funkce vice
proménnych, jez vyjadiuji vefahy mezi proménnymi.
Soustava zakladnich vét je viak doplnéna dvéma zvlast-
-nimi zdkladnimi vétami, jeZ podstatné urcuji vyznam
operatorid. Jsou to véty

e) ()f(z) > f(y),

f) f(y) > (Ex)f(=).

Tyto zakladni véty nejsou odvozeny methodou koneé-
nych disjunkei nebo konjunkei. Jsou zvoleny tak, aby
platily pro koneéné i nekoneéné soubory a maji tedy
transfinitni povahu. Platnost ekvivalenci, jimiZ jsme se
pred nedavnem zabyvali, se nyni zavadi definicemi, na
priklad

(Ex)f(2) =p; (z)f(x);

(polozime-li za ,f(x)’ vyraz ,f(x)’, dostaneme jednu z
odvozenych ckvivalenci). Uvahy podle téchto myslen-
kovych schemat nemusi ovSem, jak vime, intuicionista
pFijmouti.

Vedle zakladnich vét e) a f), jeZ jsou nové, plati jes-
té dopliikové pravidlo: neni-li ,A’ zavislé na ,2’, t. j. ,»’
se v ném vibec nevyskytuje, nebo alespon ne jako vol-
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na proménna, je-li dile ,B’ vyrazem na ,x’ zavislym,
coZ oznacime ,B(%)’, a je-li moZno v nasi logické sou-
stavé odvoditi implikaci A — B(x) jako disledek za-
kladnich vét a) = f) (t. j. tato implikace je formuli
soustavy logické), je také A — (x)B(x) formuli této
soustavy. .

Funkce, jez maji vice proménnych, vzniknou z dvah
o vztazich, jeZ maji pfedméty k sobé. Prehméty ,»’ a ,y’
necht maji vztah ,g’. Logisticky pfepis tohoto vyroku
je ,g9(x,y)’. Funkce tii proménnych vyjadfuji vztahy
tH pfedméti k sobé, na piiklad vztah ,h(x,y,2)’ mizZe
znamenati, Ze na dané oteviené kiivce je bod ,y’ mezi
body ,2’ a ,2’. Proménné mohou byti vazany operatory
stejné jako u funkei jedné proménné. Operatory se pak
vyslovné vZdy tykaji jen zcela uréité proménné. Na pii-
klad véta: pro kaZdé celé kladné .’ existuje ,y’ vétsi
neZ ,»’ miZe miti tento logisticky pfrepis

-, (@) (By) v (z,y)’.
Pfi tom znaéime funkénim vyrazem ,v (x,y)’ aritme-
tickou relaci ,x <¥’.

Zakladni véty e) a f) plati oviem pro jakékoli funk-
ce, jeZ maji koneény pocet proménnych. PFitomnost vét-
Siho poctu operatorti zpusobuje, Ze k dosaZeni hleda-
ného tvaru je nutno pouziti zikladnich vét tfeba néko-
likrat; na priklad

g(xy) > (Ex)g(x,y)
a novym uZitim véty f)
(Ex)g(\x,y) - (Ex) (Ey)g(x,yg,

takze dostaneme posledni tvar s obéma ,E-operatory’
dvojnasobnym uZitim véty f).
Pro operitory plati jeSté véta, Ze idinnost operatoru
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se vztahuje na celou formuli, pfed ni% je operitorovy
znak a neni samoziejmé mozné, aby taZ proménna byla
vazina v téZe formuli dvéma operatory, jeZ se navza-
jem vyluéuji.

Funkéni pocet, o jehoZ nékterych vlastnostech jsme
si ted promluvili, je moZno jeSté podstatné rogzsifiti.
Rozsifeni spo¢iva v tom, Ze pFipustime, aby proménny-
mi byly také predikaty nebo relace samy, tedy funkce.
Lze pfece pronaSeti také predikaty. o predikatech, vy-
jadfovati se o nich. Tim se dostaneme k rozSifenému
tvaru funkéniho poétu, jenZ je jiz dosti bohaty vyra-
zové, aby mohl vyjadFiti matematické problémy. K to-
mu se ted vratime.

Uvedeme si obsahové nékolik vyrazi, abychom se do
tohoto zpiisobu. mySleni uvedli. Zcela jisté je obsahové
patrna platnost formule

(@) [P(x) VP(2)];
tato formule se da snadno dokazati. Dilkaz uZiva for-
mule ,p V p’, jeZ je ve vyrokovém po¢tu dvojhodnoto-
vém odvoditelna. Tedy je také ,P(x) V P(x)’ odvodi-
telné. Pak je vSak také (x) [P(x) V P(x)] odvoditelné,
dikaz je mozno podati na zakladé véty, jiZ jsme cito-
vali a ktera Fika: je-li odvoditelni implikace, jejiz prava
strana ma volnou proménnou, je takeé odvoditelna impli-
kace, jejiz prava strana je vazana operatorem ,,pro vse-
chny” té proménné. Nic nAm nebrani, abychom napsa.h
formuli jeSté s jednim operatorem takto
(P) () [P(2) V P(®)],

ktera Fik4, Ze vlastnost ,(x) [P(x) VF(w)]’ maji vSe-

chny predikaty ,P’.
MiiZeme také definovati jine, velmi obecné vlastnosti
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dvou predikati, na pf. Impl (F,G)’ — coZ ¢teme: pre-
dikat 7 implikuje predikit ,G" a to touto definici

Impl (F,G) =p; (@) [F(2) > G ()]

nebo predikat
’ ,Vylué (F,G)’
definici

Vylué (F,G) =p, () [F(2) V G(x)]
vyjadiujici, Ze predikaty ,F’ a ,G’ nejsou soucasné plat-
né, ¢ili Ze se vylucéuji. Posledni definice nabude snad na-
zornéjsiho razu, uvédomime-li si, Ze podle vyrokového
poétu plati ekvivalence

F(x) VG(x) o F(x) .G(3),

kde prava strana fika jasné: neplati soucasné,F’ a ,G'.

Vztah mezi predikaty ,Impl’ ma své uziti na priklad
v theorii mnoZin, je-li mnoZina uréena predikatem ,G’
a jeji podmnoZina, (t. j. mnoZina, neobsahujici vSechny
elementy ,G’, t. zv. vlastni podmnoZina) pak predika-
tem ,F’, plati jisté pro kaZdy element vlastnosti ,F’ Ze
ma také vlastnost ,G’, coZ je obsah levé strany defi-
niéni rovnice pro ,Impl’.

Predikatu ,Vylué’, jenZ znaéi vy3si vztah mezi dvéma
predikaty, uzila logika na pf. k dikazu rovnic jako
14 1=2, obecné n + m—=—3s. To si zanedlouho uka-
Zeme,

Po této pfipravé se obratime k definici celych é&isel
prostfedky pouhé logiky. Cela éisla pfirozené Fady ¢i-
selné definovati lze a je moZno dokazati prostiedky lo-
giky platnost nejzakladnéjsich vztahi jejich. Je to véc
velikého dosahu pro filosofii'matematiky. Cela ¢isla po-
vaZovali a dosud povaZuji mnozi matematikové za véc
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¢istého nazoru. Tvrdi, Ze lidsky duch ma schopnost na-
zirati ¥adu pfirozenych ‘éisel celych a Ze tato schopnost
neni dale rozboru schopnia. Matematiéti intuicionisté
starsfho typu, naklonéni lehkému, mysticismu, §li do-
konce tak daleko, Ze povaZovali fadu celych ¢isel za
piedmét stvofeny Bohem — vSe ostatni (t. j. matema-
tika) je jiZ lidska prace. Ostie se od nich li§i matema-
tiéti logikové a to néasledkem Gspéchu method, jez za-
vedli. Snaha matematickych logiki, odvoditi co moZno
v3e prostiedky logiky, zaslouZi plného respektu, i kdyz
jesté nevykonali vse, co si v celkovém programu pied-
sevzali. K této snaze logik a méné jasné formulované-
mu skeptickému nazoru intuicionisti, si nemohu od-
pustiti uvést paralelu, znamou z biologie. V biologii jsou
dva zakladni sméry, jeZ se li§i spiSe mySlenkov§ym po-
jetim nez nastroji, jichZz uZivaji — je to mechanismus
a vitalismus, KdeZto mechanisté vidi, krajnim zptso-
bem vyjadfeno, v kaZdém organismu stroj a hledi ¢in-
nost tohoto stroje objasniti racionalnimi, kazdému pii-
stupnymi methodami fysiky a chemie, a tak stroj po-
chopiti, uznavaji vitalisté jakousi Zivotni silu — zvlast-
ni faktor, jenZ umoziuje Zivot. Povahu tohoto faktoru
je nemoZno exaktné vyjadriti, nelze jej zkoumati fysi-
kalné chemickymi methodami, protoZe je afysikalni.
Specielni, jeho povaze odpovidajici methoda jind nebyla
vSak vitalisty k jeho zkoumani také objevena.

Je pravda, Ze i vitalisté pracuji zplisoby, jeZ nalezli
mechanisté, ktefi jdou disledné ve svém programu —
celd véc je spiSe otdzkou védeckého presvédéeni: me-
chanista véfi ve svoji methodu i kdyZ ztroskotiva —
proto hledi svou pracovni methodu zlepsit, zménit, vy-
patrat novou. Vitalista, i kdyZ pracuje methodami me-
chanisty, je proniknut myslenkou v podstaté negativni,

102



Ze nepozname prapfiéiny Zivota, je skeptikem ve smy--
slu vé&éného ,,ignorabimus”.

~ V matematice intuicionista, i kdyz pfemyali o nejza-
kladné&jsich otazkach matematiky, je ochoten pfipustiti
zasadni nefeSitelnost nékterych matematickych problé-
mi a je také ochoten uplatiiovati ve svych uvahach ne
dosti jasné& vyslovitelny moment intuice — vé&ri v uréité
predmétné hodnoty, jimiZ se dale nezabyjva. Proto je ta-
ké v uvahach intuicionistd tolik nejasné formulace a
nesporny anthropologicky rys — my nepoznime, v na-
Sich schopnostech neni, atd.

Logik ma program: piemaha,velmi zaludné pfekiz-
ky, objasiiuje celou jemnou mechaniku logické sité,
zkouma s mnoha stran hlavni prameny poznatki —
souvislost pfedpokladi a zavért. Logik chee védéti, kam
aZ lze jiti, co tedy uZ v mechanismu mys$leni dale redu-
kovati nelze — je-li viibec néco takového. Chee znat
jasné funkci svych piedmétli a neni-li to moZno, tedy
ponechat1 Jlm jen tak malo volnostl nakolik staéi pra-
vé soucasny stav method.

S tohoto stanoviska vzato, je definice celych c1sel
krasnym vysledkem piesné logické prace. Definice pro-
vést lze, jak uvidime, pouze prostfedky &isté logiky
-— Ize tak postupné provésti definici kaZdého celého ¢&i-
sla — ne vSak definici celé tfidy racionilnich celych
¢isel. Pro¢ to neni mozZno a v éem je novy poZadavek
takové tridy, ktery jiz nelze pouhou logikou vyjadfiti,
ukaZeme pozdéji. Je to axiom nekoneéna. .

Definice prvnich celych &isel racionélnich:

0. O(F) =p; (£2)F(x);
takto je definovano é&islo ,0”. ,0’ je podle toho defino-
vana jistou vlastnosti predikatu ,F” a to vlastnosti, jeZ
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vyznaéenou pravou stranou definiénf rovnice 0. Pravou
stranou je definovina prizdna tiida; kaZdé ,F” totiZ,
jeZ mize definovati ,0’, ma tu vlastnost, Ze neexistuji
predméty, jeZ by funkeci ,F” vyhovovaly.

1. 1(F) =y (Ex)F(z). W)F(y) > x=y,

pfi tom vztah, ktery je psin na konci vyrazu, je defi-
novan takto:

r=y=p (P)[P(z) > P(y)];
je to logicky piepis Leibnizovy definice identity, o které
jsme jiz mluvili pfi ivaze o logickych principech antic-
kych. (Identitas indiscernibilium.) Dva pfedméty jsou
tehdy identické, plati-li predikat ,P’ jak o jednom tak
o druhém, a toto musi platiti pro viechny predikaty ,P’
(urcitého typu, viz dile theorii typd).*)

Definiéni rovnice 1 se di snadno pfegisti. Cislo ,1’
neni nic jiného nez jistd vlastnost predikatu ,F’, pro
néjz plati: .2’ vyhovuje funkeci ,F’ a kazdy jiny pied-
mét ,y’, jenZ vyhovuje ,F’, je s ,»’ identicky.

2. 2(F) =p; (Ex) (Ey)[x=y.F(x) .F(y) .

.(RF((2) pz=xVz=y],

coZ davi, pfedteno, tento obsahovy opis: &islo dvé je ur-
&eno kazdym predikatem ,F’, pro nejz plati: existuji
dva piedméty ,»’ a ,y’, jez ,F” spliiuji a nejsou identické.
Kazdy dalsi pfedmét, vyhovujici ,F’, je bud’ s prvnim
nebo také s druhym identicky.

Vyznam téchto definici, v nichZ by se zfejmé dalo

*) Toto formalisované uziti Leibnizova principu nenf ve sporu
s nasi dFivéjsi poznaAmkou, Ze obecnd formulace tohoto principu
neni dobfe proveditelnd. Zvlastni p¥ipad principu, zde uZity, je
korekini a stalf, Viz ostatn& poznimku pod &arou u piileZitosti
kritiky principu identity.
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pokradovati obdobné, je v tom, Ze nejjednodussi vztahy
a rovnice, jako tfeba ,1 + 1 = 2’ 1ze bez uziti néjakych
mimologickych postulatt dokdeati. Lidové réeni ,,je to
tak jisté, jako Ze 1 4 1 jsou 2” je tedy vétou logicky
dokazatelnou a ne jen intuitivni jistotou.

Vzhledem k zivaZnosti definice celych €isel jeSté né-
kolik poznimek o jejich povaze. Nepfedpokladame pii
nich jiZ zakryté existenci néjak)'rch individui, jez by jiz
éisly byla, takZe by definice pfece jen nebyly pouze lo-
gické a trpély by nedostatkem znamym pod jménem
»petitio prineipii” ?

K tomu je nutné uvédomiti si vyznam operaénich
symboll ,(Ex)’, ,(Ey)’. V definici, uzivajici takovych
symbolii, netvrdime, Ze takové pfedméty existuji; po-
vaha véci je spiSe takovato, jak patrno na definici éisla
2: predikatu ,F’ vyhovuje predmet X2 aya pred1kat
ma kromé toho vlastnost, Ze kaZzdy dal$i pfedmét je
8 jednim z nich identickjr. Takové myslenkové utvary
je dovoleno tvofiti; vSe, oé se opirame, je, Ze ty dva
pFfedméty musi byti rtizné. Riznost je vSak definit
ricky negace identity. Netvrdime tedy ani pfimo, Ze t
pfedméty jsou dva.

Pojeti &isel, jeZ jsme ukézali, se opird o vysledky
Russelovy z poéatku naseho stoleti a dalo by se jesté
jinak popsati. Cislo neni neZ spoleénym znakem ‘viech
skupin, jeZ maji stejny pocet elementii. Kazdy predikat,
jenz ma na pf. vlastnost vyjadfenou pravou stranou de-
finiéni rovnice ¢isla 2, uréuje t#idu. Jiny predikét téze
formalni vlastnosti uréuje také tfidu. To, co maji ta-
kové tiidy spolecne spolecna vlastnost, to je pravé &i-
slo 2.

Séitani celych éisel takto definovanych je mozno pie-
vésti na disjunkei dvou predikati, jez se vylu¢uji. For-
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malnd vyjadfeno: mame-li ,m(F)’ a ,n(@)? pak plati
;m -+ n (FV G). — Provedeme si ted dikaz rovnice
14 1=2 timto naznaéenym zpisobem.

K tomu Géelu pidme definice obou jednotek, jeZ jsou
na levé strané rovnice, v tomto tvaru:

1(F) =p; (Ex)F () . (WF(») >u=2,
(@) =p (EPG(Y) . WG () >u=y.

Abychom dokazali rovnici 1 4 1 — 2, musime doka-
zati logickou ekvivalenci obou stran. Proto je potfebi
advoditi dvé implikace: 1 +1—-2a2—->1-+4+ 1, V dal-
3im se budeme zabyvati pouze dikazem prvni z obou
implikaci, postaéi to zcela pro nas Géel, abychom poznali
moZnost takového diikazu. Jde tedy o dikaz této impli-
kace: 1(F) .1(@) —» 2(F V G). Vypsa.na leva strana
této implikace zni:

[(Ex)F(z) . (W)F(u) >u—==x].
-[(EY)GY) . (w)G(u) > u=y] 1.

S vyrazy pravé napsanymi budeme zachazeti jako s for-
mulemi, protoZe jsou to logické predpoklady celého di-
kazu. Proto budeme podle zivéroveho pravidla z téchto
vyrazi €initi disledky. Pred vlastnim dikazem odvodi-
me dvé pomocné véty.

A) P.Q->P ataké P.Q — Q.

Diikaz obou implikaci plyne okamZité z véty b) vyroko-
vého poétu. Tato véta zni: p — pV q. Podle formuli,
které jsme odvodili jako pfiklady dedukei ze zikladnich
vét vyrokového poétu, vime, Ze implikaci je mozno ob-
ratiti, negujeme-li oba jeji éleny (formule 3., resp. 4. ci-
tovaného mista). Tedy plati pV q - p. Levé strana
této implikace v8ak je, podle souvislosti negace disjunk-
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cea konJunkce ekvivalentni s konjunkei p q Platj tedy

. q = p. Oznaéime-li jinak ?ba negovane vyroky, do-
stavame pfimo prvni p¥ipad formule, jiZ jsme méli do-
kazati. Dikaz druhé je neméné snadny.

B) {(P>@Q.P>R}—>[P—> (Q.R)].
Levou stranu implikace je mozno psati PV @ .PV R.
Tento vyraz je viak dokonce ekvivalentni s vyrazem
PV (Q.R), jak se snadno dokaZe. Takovéto ,,vytknuti
pFed zavorku” je jednou z nejbéznéjsich operaci logis-
tiky, naopak je moZno zavorku, obsahujici konjunkei,
»Vynasobiti” vyrokem, jenZ je s touto zavorkou v dis-
Junkm Vyraz P v (Q R) je ekv1va1entn1 ] nnphkam

P (@.R).

‘UZijeme na vyraz ...1. pomocné véty A), a to dva-
krat po sobé. 1. je totiZ konjunkce dvou zavorek; podle
véty A) tedy miZeme osamostatniti kteroukoli z nich
uZitim zavérového pravidla. Ale kaZda z téch zavorek
je zase konjunkéi, miZeme tedy timtéZ postupem osa-
mostatniti tyto dva vyrazy

(WF(u) su=2 a WGuU) »u=y. 2.
Vyrazy 2. jsou ale ekvivalentni vyraziim
(EwyF(w)Vu=—2z a (Ew)Gu)V U=y, 3.
implikaci jsme pouge vy]adrlh jako disjunkei a pouZili
ekvivalence

(@) f(%) oo (Ex)f(x),

kterou jsme své doby odvodili. Oba vyrazy 3. vloZime za
;7 do zakladni véty b), za jeji ,¢ pak ,u—=1y’, resp
st = o’, Dostaneme

(BwF(w) Vu=2-> (BwFw) Vu=zVu=y
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a podobné !
(Eu) G (u) Vu_y—> (Bw)G(w) Vu=yVu=2z.

. 4.
Zavérovym pravidlem miiZeme osamostatniti ob& prave
strany implikaci 4. ProtoZe tyto pravé strany jsou da-
sledkem vyrazu 1., je podle pomocné véty B) také je-
jich konjunkce dusledkem vyrazu 1. Tuto konjunkei
s malou zménou napiSeme

(Eu) F (u) Vu—xVu_y
(B Gy Vu=2zVu=y 5.

Zmena. se tyka pouze vymeny dvou ¢lenu v disjunkei
druhého vyrazu, a ta je, jak vime ze zikladni véty c),
dovoleni. Zevrubnym dikazem se nebudeme zdrZovati.
Oba vyrazy jsou disjunkcemi t#i &lend, z nichZ dva po-
sledni jsou stejné, Tyto posledni ¢leny ,,vytkneme za
zavorku” a dostaneme ekvivalentni vyraz k 5.

(Eu) [F(u) . Gu)] Vu=2xVu=y. 6.
Tento posledni vyraz pf'epiéen;e zpét na implikaci
(W[F)VGW] >u=xVu=y. 7.

To je hlavni &ast vysledku, kterou jsme potfebovali.
UzZijeme-li na vyraz 1. znovu pomocné véty A), osa-

mostatnime uZitim zavérového pravidla dva dalsi vy-
razy: (Ex)F(x) a (Ey)G(y). Oba tyto vyrazy vlioZme
za ,p’ do zakladni véty b), za ,¢’ poloZme G(x), resp.
F(y). Dostaneme

(Ex)F(x) > (Ex)F(z) V G(x) .

(By)G(y) - (By)G(y) VF(y) 8.
Pravé strany implikaci 8. jsou také ddsledky 1., miiZe-
me je tedy pomoci zavérového pravidla osamostatniti,
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pfi éem# u druhé implikace provedeme dovolencu vy-
ménu Clend disjunkce G a F. Dﬁsledky 1., které potfe-
bujeme, jsou celkem tii, prvni je obsaZen v 7., druhé
dva v 8. Uzijeme-li ted dvakrate pomocne vety B),
dostaneme

[(BEx)F(x) . (W)F(u) >u=2x.(Ey)G(y) .

. (W)@ w) > u=y] > (Ex)[F(x) V G(x)] .
A(EY[Fy) VGy]. W) [F(w)VGw] >
s>u=xVu=y.

Podivame-li se na pravou stranu implikace a srovna-
me-li ji s definici éisla 2, jak byla uvedena, vidime, Ze
jsme jiz implikaci 1 41 — 2 2 skoro dokazali. Pra.vé stra,

vvvvv

drzeli, musime vyuzltl predpokladu, Ze oba predikaty
F a G se vylucuji.
Predevsim si objasnime, co znamena podminka x —y
v nasi soustavé.
x =1y =p, (P)[P(x) >P(y],
tedy negace rovnosti je podle pravidel
&=y =p (EP)[P(x) .P(y)]
[implikaci napravo piSeme jako disjunkci a uZijeme na
ni pravidla o tvofeni negace, stejné tak struéné receno,
negovany operator ,(P)’ se zméni na ,(EP)’].
Podminka, Ze oba predikaty se vylucéuji, zni:
Vylué (F,G) =p; () [F(y) VG(y)].
Tato podminka méla je§té byti uvedena v 1., takZe cely
predpoklad 1/, je
- (Ex)F(x) . W)F(u) >u=2z.(By)G(y) .
(WGEW) »u=y. WIFYVGy]. T
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Vyraz (y) (F(y) V G(y)] lze psiti po vyméné &lenii
disjunkce znamym zplisobem jako implikaci
W [Gwy) > Fy)l.

Plati obeend véta funkéniho poctu, jiz dokazovati ne-
budeme: _

(@) [f(x) > g(@)] » [(Ex)f(x) > (Ex) g () ].
UZijeme-li této véty ve svém pripadé, mame

WGy >F )] - [(By)G(y) > (Ey)F@)].
Uzijeme-li dvakrat po sobé zavérového schematu (prvni
éast implikace je predpoklad, v implikaci napravo je
prvnf élen disledkem predpokladu) dostavame: (Ey)
F(y). Tento dusledek ve spOJem s (Ex)F(x) dava podle
véty B) konjunkei .
(Ex)F (x) . (Ey)F(y),
coZ lze psati T

(Ex) (Ey) [F(x) . F(y)].
Podle zakladni véty f) plati
(Ex) (Ey) [F(x) .F(y)] -
— (Ex) (Ey) (EF)[F(z) .F(y)]
a tedy zavérovym pravidlem prava strana posledni im-
plikace se di osamostatniti. Touto pravou stranou je vy-
jidreno ,x — ¥’ a tento disledek patii jesté k disled-
kiim, jeZ tvofi definicj éisla 2. Mame tedy celkem
1(F) .1(@) . Vylue (F,G) - 2(F V Q).

Okolnost, Ze ¢islo 2 je pojednou stanoveno disjunkci
dvou predikatii misto jedinym predikatem, neni nijak
podstatni, nemame nikde umluveno, jaky mél byt tvar
predikitu ,F” nebo ,G’ a kone¢né disjunkei ,F V G’ mi-
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Zeme pojmenovati tieba ,H’, takZe ¢islo 2 je zase uréeno
jednim predikatem, Dikaz lze formilné provésti krat-
Seji, nevolil jsem tuto pohodlnéjsi cestu proto, aby byly
Jednothve kroky dobie patrny. Proto je také oddélen do-
datek o =1y’ od piedchoziho postupu, aby se ziskalo
na pfehlednosti. Dukaz zpétné implikace 2 — 1 4 1 neni
JjiZ obtiZnhy, vSechny podstatné kroky k dikazu potiebné
jsou v naSem odvozeni obsaZeny.

Nerad bych, aby v étenaii vznikl dojem, Ze se uméle
vytvareji duchaplnosti ze samoziejmosti, jako je rov-
nice 1 4 1=2. Rovnice, 0 niz jde, je tak jasna, jako
malo co na svété, podle bézné predstavy. Naopak, nase
pracné odvozeni musi buditi na prvni pohled dojem, Ze
jdeme, lidové feceno, s kanonem na mouchu. Béznou
pfedstavou se spokojiti nesmime. Nejde ve skuteénosti
o néco prajednoduchého. OdkaZeme-li na nazor, Ze piece’
tato rovnice plati pro jakékoli pfedstavitelné predméty,
nedostali jsme se o nic dile, nez k zalatkim pocetni
praxe, jak se ji vyuéuje na prvnim stupni rozvijejiciho
se détského intelektu. Tam se také konec koncl nefika
nic jiného, neZ Ze jedna hruska a jedna hruska jsou dvé
hrusky a trochu sugestlvnejl se rovnocennost obou Jed-
notek podporuJe na poéitadle. Rekneme-li vSak poudené,
Ze rovnice vyjadiuje abstrakci vSech takovych pfipadd,
Fekli jsme vétu, kterou zakryvame svoji neznalost: po-
kusime-li se vyjadfiti, co pod tou abstrakei rozumime,
zistaneme stati jiZz-pii prvnich krocich. Ve védé se ne-
smime takovou polovicatosti spokojiti. Logicky rozbor
ukazuje naopak, jak sloZitym myslenkovym pochodem
jsou nejzakladnéjsi poéetni operace. Proto byly vysled-
kemraZ vysSich, vyvinutych kultur, a patfily vzdy k je-
jich nejvyssim projeviim. Dnes, pod tlakem praktické-
ho uziti poéti nenf tak snadno prvotni dusevni pochody,
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jeZ k poéitani vedly, v celé §ifi rekonstruovati. Dnesni
stav véci je pak ten, Ze se zidkladnim pocetnim opera-
cim uéime pouhym napodobenim, ne vlastnim promys-
lenim, Se stanoviska Zivotni praxe to neni ani jinak
mozno, také k tomu vede-ispornost Skolniho vyucéovani.
Se stanoviska védy je vSak dobfe, podivati se nékdy sa-
moziejmostem do oéi. '

KaZda ze zvlastnich rovnic pro souéet celych éisel je
dokazatelna touto methodou. Diikaz sim by byl pro vy-
soka éisla znaéné zdlouhavy, ale je v podstaté prosty a
vzdy proveditelny. I zikladni vlastnosti jiné, na pf. dd-
kaz zidménnosti séitanci v aritmetickém poétu necini
ve zvlastnich pF¥ipadech potiZi. To nahlédneme bez di-
kazu. Jde o ekvivalenci '

mLnFVE contm(GVF).

Vime ze zakladni véty ¢) vyrokového poétu, Ze disjunk-
ce ma zaménitelny pofad vyroki. A to je nejpodstat-
néjsi slozka dikazu pro zaménitelnost séitanci aritme-
tického souétu.

Situace se vSak zméni v neprospéch logiky, chceme-li
odvoditi platnost takové ekvivalence (ziménnost séi-
tancti) v obecném piipadé. Henri Poincaré uvaZuje ve
své proslulé knize ,La science et 'hypothése” o moz-
nostech diukazu takovych zakladnich aritmetickych
identit a haji stanovisko, Ze platnost obecnych rovnie,
jako je n 4+ m = m 4 n nelze dokazovati bez principu
aplné indukee, jak se radéji fika — bez platnosti zavéru
z ,»’ na ,n -} 1’. Poincaré vidél v tomto,zivéru podstat-
né obohaceni logického mechanismu tautologii. Jediny
tento princip povoZaval Poincaré za pravou synthetic-
kou apriorni vétu, netautologického razu, jez je vlast-
nim tviiréim principém matematickym, otvirajicim mi-
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mo jiné matematikovi svét nekoneéna. Vysledek logic-
kého rozboru Poincarému za pravdu nedal, ale ukézal,
Ze Poincaré spravné tusil v zavéru z ,»’ na ,n + 1’ p¥i-
tomnost jiné véty, axiomu nekoneéna. Tento axiom je
skuteéné mimologickym principem matematickych u-
vah, a je tim, co Poincaré charakterisoval jako apriorni
synthetickou vétu, Syntheticka véta na rozdil od analy-
tické pFinasi do poznani novy prvek a neni jen tautolo-
gickou transformaci. Pfivlastek ,,apriorni” oznaéuje
poznani, nezavislé na zkuSenosti vnéjSiho svéta, jez
vSak jé pro naSe mysleni nutné.
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AXIOM NEKONECNA

Aritmetika celjch éisel se neobejde tedy bez pomoci
nebo doplnéni axiomem nekone®na. Nejjednodussi jeho
vyjadieni je asi toto: je-li ,a’ libovolné racionalni é&islo
celé, pak plati ,a = a 4 1’. Axiom nekoneéna je takto
jen zdanlivé dzce vyjadfen. Vzpomefime, Ze racionalni
¢isla jsou definovana pomoci éisel celych, ostatni realna
¢isla se vyjadfuji opétnym uZitim axiomu nekonecna
zase mnozinami racionalnich éisel a na theorii realnych
éisel je vybudovéna velika cast matematiky Ukazuje
se tedy, Ze vyjadieni axiomu nekoneéna v nasi uvedené
zdanlivé fizké formé staéi. NuZe, tento axiom je pravé
proto axiomem, Ze se z logickych zikladnich vét doka-
zati nedd. Neda se dokazati ani z jinych logickych sou-
stav neZz jsme my uvedli, protoZe neni tautologii. Plat-
nost tohoto axiomu se v matematice mléky piedpokla-
dala, vi se vSak jiZ delsi dobu, Ze teprve jim se umozZiuje
matematicka Gvaha o nekoneénu a Ze je nutno také axi-
om vyslovné vyjadriti. Abychom se vratili zpét k tvrzeni
Poincaréové o zavéru z ,»° na ,n -+ 1’: tento zavér je
mozno formalisovati jako vétu logickou; tak jak byval
tento zavér po_]lman, predpokladal mlcky axiom neko-
neéna a tento axiom je pravé onou tvaréi slozkou, jiz
tak vystizné charakterisoval Poincaré.

Déjinami matematiky se tihne dlouhd fada pokusi
dokdzati axiom nekoneéna z logickych principid. O jed-
nom z nich si Fekneme ihned, druh;’r si ponechame na
pozdéj3i poznamky k theorii mnoZin a kardmalmch
Cisel.

Zkusme dokazati axiom nekonecna takto: pi"edpdklé-
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dejme, Ze je piedloZen koneény poéet pfedméti, obecné
.2 (na piiklad tFi).

Skupinu téchto t¥ pfedmétt oznadme pFechodné pou-
ze v této souvislosti {a,; a,; 2,}. Ztéchto t¥{ pfedméti
muZeme utvofiti nové px"edméty, ve vétSim poctu. Budou
to Jlste skupiny tvofené tak, Ze pfedmét a; je ve sku-
piné zastoupen anebo neni. Neni-li zastoupen, oznacime
misto, které v naSem znazornem v piivodni skupiné
predhlétu zaujimal, znakem ,*’.

Prvni novi skupina bude naée pavedni {a,; a,; ag},
druha {x;a,; 8.}, theti {#; % ;8 Stvrta {*;a,; *x},
dalsi skupiny pak

{5 x5 %}, {aps %5 %}, an; a5 k), {8y %5 ag).

(Poznamenejme, Ze v theorii mnozin je to znamy zpi-
sob tvofeni podmnoZin k dané mnoZiné.) Dostali jsme
tak 8 novych skupin (2%, obecné 2-), 8 novych predmé-
th. Opakovanim postupu bychom dostali 2% pfedmé&ta
novych, celkem tedy 256 predméti. Opakujeme-li i s ni-
mi naznaéeny postup, vytvofime si konstrukef 22%¢ pred-
méth — ¢islo jiz zna¢né vysoké, psané asi 150 ¢islicemi.
Mohli bychom si ted seéisti vSechny jednotky, odpovi-
dajici poc¢tu predméta v-kaZdém stadiu vyvoje, mohli
bychom si postup myslit opakovany do nekoneéna;
axiom nekoneéna by byl dokazan.

Neni jistd potfebi zvlaSté upozorniti, Ze myslime-li
si postup opakovany do nekoneéna, Fikame zakryte to-
téz, co bychom chtéli dokazati a tim %e dikaz pad4. To
je argument, jenZ leZi na snadé. Axiom takto dokézati
nelze. Jsou viak jesté diivody jemnéjsi, s nimiZ nebude
na Skodu se seznamiti.

1. D4 se sice dokazati, pro kazdé pevné ,n’ Ze plat1
n < 27, Dikaz se provede tak, Ze vyjdeme z definice

8 115



.Gisla ,2’ a é&isla ,n, zavedeme relaci ,<’ a logickym me-
chanismem jako v pfipadé rovnice 1 + 1 = 2 vztah po-
tvrdime. Ned4 se vSak dokézati, Ze uvedena relace plati
pro viechna »’. Kdyby tomu tak bylo, ziskali bychom
podstatnou oporu pro ditkaz axiomu nekonec¢na.

2. Nejsme totiz v situaci onic lepsi, nez v pfipadé p¥i-
mého vysloveni axiomu nekoneéna. Logisticky pFepis
zni: (n)[n = n -+ 1]. A podstatny je na této formu-
laci pravé operator ,,pro vSechny”. Pro kazdy konkrét-
ni pripad totiZ nerovnost n 4= » -+ 1 dokazati lze. Nelze
vSak pied tento vztah postaviti operator ,,pro vSechny”.
Mohlo by se zdati, Ze nds k tomu opraviiuje obecné lo-
gicka véta, jiz jsme si své doby uvedli: je-li odvoditelna
formule s volnou proménnou, na pf. ,4 (x)’, pak je také
odvoditelna formule ,(x) A (z)’. Pak by se operator dal
postaviti-pied relaci, jez je pro kaZdé uréité ,»’ doka-
zatelna. Tato dvaha selze z tohoto divodu: v definici
kaZdého urcitého ,n’ hraji podstatnou roli oba druhy
operatori — existanénich i operatort ,pro vSechny”.
Pocet téchto operatorti, jak je patrno jiZ na definici
¢isel 0, 1, 2, se od éisla k éislu méni. Neni tedy mono
povaZovati tak jednoduse ¢islo ,#’ za volnou proménnou,
protoze jeho logicky ekvivalent je sloZity vyraz, v némz
vystupuji operatory a proménné ale nikoli ¢&islo ,»’
samo.

3. Je tu jesté duvod dalsi, jejz Jenom naznaéime.
Pfedméty, tvofené nové z néjakych pfedchozich zplso-
bem, jenZ vyZaduje nas zdanlivy diikaz axiomu neko-
necna, tvofi soubor. Od tohoto souboru se postoupi zase
k vy§§8imu souboru. Pocet &lenfi tohoto souboru vyésu-
, ho typu, jak se pro struénost vyjadiime, je vyjadfen éi-

"slem 2, povySenym na exponent, rovny poctu élent sou-
boru nizsiho typu. Timto vyrokem vSak vnaSime do G-
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vahy novy moment, velmi skryty. UmozZnili jsme tak,
soubory po strance poétu élenii vibec srovnati. A piece
v nizS8im z nich jsou néjaké Cleny souboru, ve vySSim
pak jiZz sloZitéjsi piedméty, soubory téchto ¢lend. S od-
povédi na otazku, jsme-li k takovému srovnani oprav-
néni v pripadé dvou soubori typové rozdilnych, se pot-
kame pozdéji.

Zavérem lze Fici 0 axiomu nekonecna asi tolik: logic-
kou analysou tohoto axiomu byla odkryta jeho povaha,
je to myslenkovy postulat matematicky, jenz neni tau-
tologif a tim také pada mozZnost, odvoditi celou matema-
tiku pouze z logickych principh. Je to sice zvlastni sho-
da okolnosti, Ze prava povaha tohoto axiomu byla od-
kryta pravé pfi pokusu, matematiku z logiky. odvoditi,
ale tim neni nikterak zmensena zasluha nynéjsi analy-
tické techniky logické, Ze tuto pravou podstatu objevila.
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THEORIE TYPU j

~
.

V tomto dseku svych dvah si promluvime o jistém
velmi obecném pravidle logickém, jez mélo a ma své di-
sledky nejen pro matematiku, nybrz i pro theorii reéi.
Timto pravidlem si zjedname brzy formalni podklad pro
FeSeni nékterych antinomii, jez jsme své doby uvedli na
zadatku svych rozhovori. ReSeni jsme tam jen obsa-
hové naznadili — tu je budeme moci také formalné ob-
jasniti. Jde o typovou theorii, myslenku, kterou -pojal
prvni anglicky matematik a logik Russell a skoro sou-
¢asné s nim Konig. Typova theorie byla plivodné nale-
zena jako prostfedek, jak odstraniti néktera paradoxa
theorie mnoZin, Aby byla podstata véci jasnéjsi a neza-
visla na ryze matematickych tivahach theorie mnoZin,
uvedeme véci, které budeme potfebovati, struéné na
tomto misté.

Matematicka theorie mnozin byla od svého zaloZeni
G. Cantorem aZ do axiomatickych vySetfovani Zerme-
lovjch a jeho pokradovlteld v t. zv. naivnim stadiu
Vvého vyvoje. Cantor objevil v této theorii celou Fadu
velmi duchaplnych vét, z nichZ nékteré patfi k nej-
smélejSim vykonim matematiky viitbec. Nedovedl vSak
zabraniti vzniku nékterych nepfijemnych paradox, jez
si vynutila oéistnou praci v zakladech theorie.

Co je mnoZinou ve smyslu Cantorové? MnoZina je
soubor dobfe rozeznatelnych pfedméti, shrnutych v ce-
lek. Upozornili jsme jiZ na po¢atku, pfi zmince o para-
doxu ,hromady”, Ze takové zdanlivé pfedméty, jeZ ne-
jsou Fadné definovany, nybrZ jen intuitivné tuSeny, se
vraci-do matematiky i v jeii moderni fazi. Zdanliva de-
finice Cantorova je toho pfikladem; nevime zatim jen,
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kde se jeji nedostatky projevi. To na svém misté uka-
Zeme. S témito pfedméty, mnoZinami, je moZno prova-
déti velmi sloZité logické Gvahy. MnoZiny je moZno séi-
tati, nasobiti, je moino tvoFiti podmnozZiny dané mno-
Ziny a z téch zase mnoZiny nové a mnohé jiné operace.
MnozZiné je moZno priraditi novy druh éisel, éislo kar-
dinalni, a mnoziny podle téchto kardinalnich ¢isel srov-
navati ,,co do velikosti”. Vyznam theorie mnoZin je
v tom, Ze je podkladem pro Fadu oboru ¢isté matema-
tiky, jako na priklad theorie funkci, topologie, theorie
grup a j.

Kardinalni ¢isla, pFifazenid mnoZinim, nejsou defi-
novana tak Yako obyéejna cela &isla, alespoii ne na. prvni
pohled. Na definici kardinilnich éisel je to zajimave,
Ze se vlastné vibec nevytkne, co je kardinalni -¢islo —
vyjadri se pouze okolnost, kdy dvé mnoziny maji stejné
kardinalni éislo. Dvé mnoZiny maji stejné kardinalni
¢islo tehdy, je-li moZno elementy obou mnoZin vzijemné
jedno-jednoznaéné ptifaditi. To znameni, %e jednomu
elementy, jedné mnoZiny odpovida jeden a jen jeden ele-
ment druhé mnoZiny a také naopak. UkaZeme si znamy
pFiklad takového pFifazeni. DokaZeme tim souasné, ze
mnoZina v8ech racionilnich éisel ma stejné kardinalni
¢islo jako mnoZina viech &isel celych. '

NapiSme racionalni é&isla (celd i zlomky) do této ta-
bulky:

1-2 354 5—>......
< 7SS
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Napisme ted ¢isla tabulky v pofadi, jeZ uréuje nazna-
¢ena lomend éara. (Na kaZdé diagonalni tisecce leZi ra-
cionalni lomen4 éisla takova, Ze soucet hodnot éitatele
i jmenovatele je na ni konstantni, myslime-li si pro tu
chvili i ¢isla prvé fadky ve tvaru .

1R TR TR UREREE )
Vynechiame vzdy takové éislo, jeZz bylo jiz v pfedchaze-
jicim tseku napséno, a to po piipadném kraceni. Je
patrno, %e dostaneme vsechna racionilni é&isla pravé
jen jednou
L2 L4343 %14 .-,
Pod tato ¢isla moZno napsati posloupnost vsech celych
éisel kladnych
) 1,2, 3,4,5 6, .....

Je patrno, Ze kazZdému éislu prvni mnoziny odpovida
jednozna¢né éislo druhé mnoZiny, plati to také obra-
cené a mnoziny jsou tedy na sebe zobrazeny. Proto jsou
obé mnoziny, jak se nékdy Fika, ekvivalentni, jinak Fe-
éeno, maji stejné kardinalni éislo. Toto kardinalni ¢islo
je ze viech transfinitnich éisel nejmensi a je charakte-
ristické pro vSechny mnoZiny, jez se nazyvaji spoetné.

Své doby vypadalo toto zjisténi, Ze uvedené mnoZiny
maji stejné kardinilni éislo (jak bychom ted rekli),
velmi podivné. MnoZina celych ¢isel byla povaZovana
za mensi nez mnoZina vSech ¢isel racionalnich, protoze
néktera z racionalnich ¢isel jsou svoji hodnotu rovna
¢éislim celym a ostatnich je jeSté nad to ,,mnohem” vice.
Jesté napadnéjsi byl tento zjev u dvojnasobki celych
Gisel: ty lze jeSté jednodusSeji prifaditi k originaltim,
z nichZ vznikly. Pak maA mnoZina dvojnasobki celych
¢isel stejné kardinalni éislo jako mnoZina vSech éisel ce-

]
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lych (pod kaZdym céislem celym je jeho dvojnasobek
jako jeho obraz). A pfi tom mnozina dvojnasobku je ob-
SaZena v mnozZiné celych ¢isel jako ¢ast v celku. Tak se
na tyto ‘véci své doby nahliZelo. Zasada, Ze ¢ast je men-
Si nez celek, byla zasadou. platnou v logice starovéku i
stfedovéku. Proto povaZovali matematikové (mezi ji-
nymi i Leibniz sdm') za' nemo#Zné, zabyvati se nekonec-
nymi é&isly, jak to jmenoval, protoZe nekoneéno pry im-
plikuje spory (proti uvedené zasadé o celku a éasti).
V takovych tivahach hrila znaénou roli okolnost, Ze se
nikdo nezeptal, co je vlastné to nekoneéno, nezeptal se
po vystiZné definici, nybrZ spokojoval se neuréitymi ob-
razy a metafysickymi opisy. Jednim z prvnich prikop-
nikd novych myslenek o nekoneénu byl nas velky ma-
tematik a filosof Bernard Bolzano.

Okolnost, Ze nekoneénou mnoZinu lze samu na_ jeji
cast zobraziti, a to jedno-jednoznaécné, jak jsme vidéli
na poslednich pi¥ikladech, bylo uZito i pro definici ne-
koneénych mnozin. Takové mnoZiny, jeZ lze zobraziti na
n&jakou jejich podmnoZinu, se nékdy nazyvaji refle-
xivni, MnoZina je pak tehdy nekoneéna, je:li reflexivni.
Je okamzité patrno, Ze vlastnost reflexivnosti nemaji
koneéné mnoZiny. Mnozinu, obsahujici 5 elementit nelze
zobraziti na Zadnou z podmnozin, tak jak zobrazeni Za-
da.-Neni v3ak znidmo, existuji-li mnoZiny, jez by refle-
xivni nebyly a pH tom byly prokazatelné nekoneéné.

Reflexivnosti nekoneénych mnoZin bylo uZito i k di-
kazu, Ze existuje nekoneéna mnoZzina. Kdyby tento du-
kaz byl spravny, mélo by to disledky pro axiom neko-
neéna. Diitkaz v3ak spravny neni. Pro zajimavost vSak
nastinime jeho hlavni mySlenku (Dedekind) : mysleme
si viabec vSechny moZné predméty, at jiz vnéjsiho své-
ta, at jiZ z oblasti duSevniho Zivota. Kazdému takovému
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piedmétu musi zase odpovidati idea toho pfedmétu.
Ideje pfedmétu tvoii podmnozZinu vSech piredmétd vi-
bec, takZe je tu mnozZina reflektovina sama na sebe a
je tedy nekonecna.

Slabina uvedeného zdanlivého dikazu spociva v tom,
Ze predpoklada svét myslenkovy, svét ideji, jak se da-
kaz vyjadiuje, jako néco hotového; jako sbhirku obrazi
vSech mozZnych predméti. Tento pfedmét, nejasné ur-
ceny, pfipomini nepfijemné stranky Cantorovy defi-
nice mnoziny. Druha obtiZ spodivd v nejasném vyjad-
feni predmétu a ideje o pfedmétu. Neni pochyby, Ze
kdybychom vhodné definovali takové pojmy, mohli by-
chom diikazu dati tak pfesnou formu, Ze by. vskutku
diikazem pro nekoneénou mnozinu byl. Ale pii tom by-
chom do definici vnesli pravé to, co bychom teprve do-
kazati méli. Od podrobné kritiky upoustim pro zastara-
lost tohoto zpilsobu avahy.

Podivame-li se po viem, co jsme se dozvédéli o kardi-
nalnich é&islech, na definice celych é&isel, nebudou se nim
jiz oba druhy ¢isel, koneénych a nekoneénych, zdati jiz
tak odlisné. Co je kardinalni éislo? Je to spole¢na vlast-
nost viech mnoZin, jez se daji na sebe jedno-jednoznag-
né zobraziti. Co je na priklad ¢islo 2? Je to spoleéna
vlastnost vSech predikita ,F’, jez vyhovuji podmince,
vyiéené pravou stranou definiéni rovnice pro éislo 2.
Cislo 2 neni ne% spoleénou vlastnosti vech skupin,
z nichZ kaZdi ma jeden par pfedmétu.

Souhlas docileny tak v pojeti koneénych i nekoneé-
nych é&isel jako pojmovych konstrukei, je také p&knym
vysledkem logického rozboru pojmu éisla.

K dané mnoZiné muZeme tvofiti podmnozZiny, uka-
Zeme si ted' na piikladé, jak mohou podmnoZiny vypa-
dati. Vzpomeneme si brzo, Ze jsme tohoto postupu uZili
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jiz jednou, pii zdanlivém dikazu axiomu nekoneéna.
Necht mnoZina ma tfi elementy, oznaéime ji (a,, a,, a,).
Podmnoziny vytvoiime tak, Ze sestavime v nasem p#i-
padé 8 (= 2°) trojic, z nichz kazddi ma psanou nulu
na tom misté, kde prisludny element neni. Jinak je to
misto elementem obsazeno. JiZ tu, v pfipadé koneéné
mnoziny, je patrno, Ze podet podmnoZin je vétsi neZ po-
éet elementt pivodni mnoZiny. Zpiisob, jakym se tvofi
podmnoZiny u koneénych mnoZin, 1ze bez obtiZi pFenésti
na mnoziny nekone¢né. Také u téchto mnoZin plati, Ze
kardinalni éislo vSech podmnoZin je vétSi neZ kardi-
nalni é&islo mnoZiny plivodni. Obecny dikaz této véty
provedl Cantor (t. zv. diagonilni methodou) a od té
doby pat#i k zdkladnim poznatkim theorie mnéZin, Di-
kazu samého nepotiebujeme, zjednali jsme si jiz po-
viechnou orientaci -o zikladnich pojmech theorie mno-
Zin,-abychom mohli uvaZovati o logické struktufe ji-
stych vét, ke kterym se pravé obracime. -

Véta o kardinalnim ¢&isle mnoZiny M a kardinalnim
¢isle mnoziny vsech jejich podmnoZin N ma tento disle-
dek: vSechny myslitelné predméty viibec (nejen tedy
pfedméty matematické) je moZno podle Cantorovy
zdanlivé definice mnoZiny shrnouti v celek, vyhovuji-li
pozadavku, aby byly rozeznatelné. Dostaneme tak nej-
Z Zi tato nejvétsi moZzna mnoZina
musi miti také nejvétsi kardinalni éislo.

Tato mnozina vSak neni nejvétsi, nebo pFesnéji, ne-
m4 nejvétsi kardinalni ¢islo, protoZe o ni plati Canto-
rova véta o mnoziné podmnoZin. Podle ni je tedy mno-
%ina o kardinalnim ¢isle jesté vétSim.

Paradoxni vysledek, jejz jsme tak dostali, je moZno
kriticky rozebrati v nékolikerém sméru. P¥edevsim pfi--
hlédnutim k definici mnoZiny, jak ji stanovil Cantor.
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Upozornil jsem jiZ na poéatku naSich Gvah, Ze neupiné
stanovené zdanlivé pojmy jako shluk, hromada a pod.
byly kritisovany antickymi dialektiky, vidéli jsme také,
jak brzo vedou k rozporiim. Cantorova zdanliva defi-
nice mnoZiny se od jmenovanych zdanlivych pojmi
podstatné nelisi. To je pravé patrno pfi vzniku antino-
mie; jiZ jsme si ted uvedli. Mohlo by se Fici — patrné
neni takova mnoZina, obsahujici véechny mysSlené pred-
méty, pfipustnd — ale Cantoriv opis toho, co ma byti
mmozina, nijak neupozoriuje, Ze by takova mnoZina ne-
sméla byti utvofena. A pfece neni moiné, protoze in-
volvuje SPoOT.

Timto smérem by se dala snad nedostatecné definice
mnoziny napraviti. Cesta vSak neni schiidni a nezajis-
tuje neZ éast dobrého vysledku. Nevime, odkud se miiZe
vynoFiti nebezpeéi znovu, kdyz definice mnoziny se zda
jiZ byti zcela v poradku. Hlubsi feSeni je feSeni axioma-
tické, jez v theorii mnoZin zavedl po prvé Zermelo. Mno-
Zina je podle tohoto pojeti pfedmétem, ktery vyhovuje
podminkdm, postulatiim, jeZ se na’ ten pfedmét sou-
éasné kladou. Pii tom se vlastné pfimo nevyfkne, co
vlastné je mnoZina — pro tento zvlastni charakter se
nékdy oznacuji takové definice jako definice implicitni.
Timto FeSenim se nebudeme zabyvati, pozname v dalSim
piiklad jiné axiomatické soustavy s vlastnostmi podob-
nymi, na které si povahu implicitni definice ukaZeme.

Velmi obecny zptsob, jak odstraniti podobné rozpory
i v jinyeh, zdanlivé odlehlych pFipadech, nasel Russell ve
své typové theorii. Myslenkou této theorie se budeme
ted’ zabyvati. Abychom si ziskali Sirsi vychodisko, roz-
mnozZime pocet pFikladi jeSté o jeden a uvedeme na pa-
mét priklady starsi. Novy pfiklad vznikl z ivah o ,,nej-
vétSi mnoziné”, o niz jsme pfed nedavnem mluvili. Tato
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mnozina je také pfedmétem. Nejvétsi mnoZina by tedy
méla, obsahovati také tento pfedmét jako element. Pro-
toZze vSak neni Zadna vétsi, musila by sebe samu obsa-
hovati jako element. V kazdém piipadé ma smysl, pta-
me-li se po mnozinach, jez sebe samy obsahuji jako ele-
ment anebo ne. Jsou-li takové mnaZiny moZzné, nebo
jsou-li sporné a tedy nesmyslné, nas zatim nezajima.
Nas dosavadni postup vyuZiva pouze Cantorovy defi-
nice mnoZiny dovolenym zpiisobem. MnozZiny lze patrné
podle principu vyloucené tfeti moZnosti rozdéliti na dva
druhy: mnoZiny, jeZ samy sebe obsahuji jako element a
mnoziny, jeZ sebe samy neobsahuji. Ma tedy také smysl
mluviti o0 mnoZiné mnoZin, jeZ sebe samy jako element
neobsahuji. Budiz to mnoZina K. Pak jsou mozné dva
zavéry:

‘1. K obsahuje sebe samu jako element,

2. K neobsahuje sebe samu jako element.

Prvni piipad je nemoZny, protoZe je pfimo proti de-
finici mnoziny K. Druhy také, protoze K ma miti vSe-
chny mnozZiny, jeZ sebe samy neobsahuji jako element;
pro ni samu tedy nezbyva, nez aby sebe samu obsaho-
vala.

Toto paradoxon pochiazi od Russella a bylo jednou
z nejsilnéjsich pobidek, jiti véci na kloub a theorii mno-
Zin, jeZ pres krasné vysledky Zila v naivnim obdobi, né-
jak podstatné podloZiti. Cantor sim nenasel tehdy pro-
stredky, jak témto paradoxim éeliti.

Vzpomeiime na tomto misté paradoxa o Krétanovi a
Grelling-Nelsonovy antinomie ,heterologické”.

VSechny tyto anltinomie maji jeden spoleény rys,
ktery lze nejlépe vyjadriti formalisaci. VSimnéme si
nejprve antinomie Russelovy. Okolnost, Ze néjaky prvek
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je v mnoziné, lze form4lné pfepsati takto: M (x) éteno:
2 je elementem ,M’. Predikat ,M’ mnoZinu uréuje, v
pripadé, Ze by dva predikaty uréovaly tutéZ mmnoZinu,
musi byti ekvivalentni. Vyjadieni, jeZ bylo uvedeno,
platf samoziejmé v kazdém pripadé, t. j. at jsou prvky
mnozZiny jakékoli, v obecném pfipadé jsou tyto elemen-
ty zase mnoZinami. Disledné tedy musime vyjadriti
formou M (M) okolnost, Ze mnoZina je svym vlastnim
elementem (Ze obsahuje sebe samu jako element).

Grellmgova. antinomie o ,heterologickém’” fadi po-
jmenovani pojmi podle toho, patn-ll pod skupmu, iz
samy vyjadfuji nebo ne. Uvedli jsme své doby, Ze po-
jem, odpovidajici slovu ,,abstraktni” je abstraktni, stej-
né tak pojem ,konkrétni”. Fysikalni rychlost ,v” je
take abstraktni pojem stejné jako druha véta thermo-
dynamiky. BudteZ vSechny abstraktni pojmy shrnuty
predikatem (funkci) ,, A”. Formalni piepis pfipadl
pravé uvedenych je: A(4), A(K), A(v), A(I.v.t.).

Lhaf z Kréty: obéanz Kréty pronasi usudek o celém
kolektivu, viech Krétanech, Kdyby stal mimo a byl ob-
¢anem jiné zemé, pak by platilo: (x) [K(x) — L(x)],
znaéime-li funkei ,,K” vyrok oblana z Kréty a funkei
»L” vyrok lZivy, Z toho, co jsme si své doby uvedli v
theorii funkéniho poétu, vime, Ze napsany vztah dvou
predikati 1ze jednodusSeji oznaciti jako implikaci dvou
predikata takto: Impl (K,L). Tento posledni vyrok
vSak musi byti jednim z vyroki ,,x2”, t. j. argumentem
funkce ,K”, jestlize usudek vyslovuje Krétan. Plati
tedy v tomto pfipadé K[Impl(K,L)].*)

*) Zajimavé souvislosti a podrobné&jsi osvétleni antinomif to-
hoto druhu se daji ziskati, vezmeme-li v tivahu vztah mezi pfed-

métem a jeho pojmenovédnim. ObtiZné problémy s tim spojené by
nis tu vedly daleko.
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UvaZme jeSté nakonec, Ze antinomie o nejvétSi mno-
Ziné vede k podobnému vysledku. Aby takova mnoZina
byla vskutku nejvétsi, musila by obsahovati mnoZinu
vSech svych podmnoZin, mnoZinu vech podmnoZin této
mnoziny atd. V kazdém piipadé je jednou z podmnoZin
také mnozina sama. Potom by méla funkce M, jiZz by-
chom jako predikitem stanovili nejvétsi moznou mno-
Zinu, jako argument také M samo, takZe bychom meéli
pfipad podobny jako v antinomii Russellové.

Ve viech pnpadech jichz Jsme se tu dotkli, je to spo-
leéné, Ze funkce je sama svym vlastnim argumentem,
at jiZ pFimo, anebo v dalsi funkei, jeZ stoji na 'misté ar-
gumentu (v pfipadé Krétanovy antinomie). Jinak fe-
ceno, uvnitf zavorky pro argument se nékde vyskytne
funkéni znak, postaveny pred zivorkou pro argument.
Nejjednodussim tvarem tohoto vyrazu, ktery budeme
dale zkoumati, je vyraz ,4(A4)’ (bez Gjmy obecnosti).
Ukéazeme si ted, Ze kazdy vyraz uvedeného tvaru vede
ke sporu.

Vime z vyrokového poctu, Ze je-li ,A’ vyraz, je také
vA' vyraz, Je'h ’f(w) VyTaZ, Je Jlm také !f(x) . UZlJme
toho na sviij pripad: pfedpokladame-li na chvili, Ze vy-
raz ,A(A)’ ma smysl, musi miti smysl také vyraz
A (4)’. Tento posledni vyraz se di dokonce interpre-
tovati tak, Ze logickd funkce nemiiZze byti svym vlast-
nim argumentem, coZ je vysledek, ke kterému sméfu-
jeme. Zaved'me definici novou funkei N(4) =p,4 (4).
Protoze vime, Ze je moZzno dosaditi za proménné, volme
substituci tak, aby ,A’ bylo nahrazeno ,N’. Dostaneme
tak spornou formuli N(N) = N(N).

Uvaha posledniho odstavce pochazi v podstatd od
Behmanna, jejim ticelem je drasticky ukazati, Ze funkce
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muzZe byti svym vlastnim argumentem. Funkce je lo-
gicky vyssiho typu neZ jeji argument, jako predikat
shrnuje totiz vSechny svoje argumenty, vytvarejic z
nich t#idu, proto nemuize byti mezi nimi. Funkce ma tu
povahu pofadajici, chceme-li t¥idici, odd&luje jisté pred-
méty od jinych a shrnuje je k sobé. Russell vyjadril vel-
mi pFiléhavé zakaz porusiti typové pravidlo slovy:
»What ever involves all of the collection must not be
one of the collection”. To je podminka, jeZ zabrani, aby
se nedefinovalo ,,bludnym kruhem’.

Uvahy o theorii typt by vyplnily celou knihu, Na
tomto misté nam zcela postaci, kdyZ si uvédomime, jak
dochézi k riznym typtim v hierarchii logickych forem.
Mysleme si néjaka individua, shrnuta predikatem ,P’.
Timto predikatem ,P’ vyslovime o vSech téch indivi-
duich néjakou spoleénou vlastnost. Individua jsou zatim
zakladem pro uréeni typu, pfisoudime jim tedy proza-
tim typ O. Predikatd jako je ,P’, miZe byti vice, dalsi
tfeba ,Q,R,S, .. .". Nékteré z nich muZeme zase shrnouti
novym predikatem (vysloviti o nich spcleénou vlast-
nost), tfeba ,A’. Plati pak VA(P), A(Q), A(R),... .
Predikaty jako je ,P,Q, ... jsou viéi predmetum onichz
se vyjadiuji, stupne 1. Predlkat JA’, jenz je predikatem
o pred1katech musi byti tedy stupné 2. Tak by bylo
moZno pokracovati. Uvaha je sloZitéjsi, mame-li misto
jednoduchych pred:katu sloZité relace, funkce o vétSim
poctu argumentu Pak je nutno vyjadfiti pFesné pra-
vidla, jeZ umoZni v kaZdém pFipadé bezpeéné stanoveni
a rozeznani typu. Témito technickymi otazkami logiky
se dale zabyvati nebudeme, ponévadZ nasim cilem bylo,
upozorniti pokud mozno jednoduchymi prostfedky na
theorii typt.

Uéinnost Russellova pravidla o dodrZeni stupné vy-
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razu je takova, Ze je mozZno zameziti celé Ffadé antino-
mij, s nimiZ jsme se setkali. Na nékterych jsme jiZ uka-
zali, kde je nedostatek. Antinomie, jichZz spoleénou
vlastnosti jest, Ze porusuji typové pravidlo, zkonstruuji
jisté zdanlivé pFedméty, na jejichz tcéet pak kladou
otazky. Tyto otazky vSak nejsou otdzkami, na néZ by
byly rozumné. odpovédi, protoZe konstruované pred-
méty v antinomiich jsou sporné. .

~ Vratme se jesté k antinomii Richardové, kterou jsme
zahijili prvni kroky po naSi myslenkové oblasti. Jeji
FeSeni jsme si tehdy neudali a odkazali jsme je na poz-
d&jsi- dobu. Definice Richardova &isla, jak nazveme ono
nejmensi celé éislo, jez neni moZno defingvati vétou, ob-
sahujici méné neZ jedno sto slov, je {Fidicim principem.
Tento tFidici princip musime nechati pevny pe tu dobu,
co &islo hledame. Cisla, jeZ vyhovuji tomuto tiidicimu
principu, jsou argumenty tohoto predikatu. NemuZe te-
dy tento tiidici princip byti svym vlastnim argumen-
tem. Zeptame-li se tedy, ktera z obou argumentaci, uve-
denych u Richardovy antinomie, je faleSna, tedy zcela
jisté druha; nedba typového pravidla.

DodrZime-li typové pravidlo, neobjevi se obtiZe, jeZ
ﬁsou osvétleny uvedenymi antinomiemi. Objevi se viak

btiz jina, kterou si ukiZeme nejlépe na theorii real-
nych é&isel. Realné éislo se zavadi do analysy rtiznymi
zplisoby: Dedekindovym Fezem nebo Cantorovou funda-
mentalni posloupnosti, nehledic k methodam jinym, jez
jsou na oba zminéné zplsoby pfeveditelné.

Jde-li o sestrojeni realného ¢isla neracionalniho, pired-
pokladame theorii celych racionalnich i racionalnich
¢isel jako podklad pro dalsi hotovou. Definici racional-
nich clsel celych jsme uvedli, definice racionalnich zlom-
kit nedini formalisaci Z4dné obtiZe. Jde ted o Dedekin-
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div Fez, jimZ je stanoveno realné ¢islo iracionalni. Ira-
cionilni éislo jestanoveno vZdy tehdy, jsou-li rozdélena
vSechna racionalni éisla do dvou skupin a to tak, Ze

1. kazdé ¢islo jedné skupiny (¥ikejme ji dolni sku-
pina) je menSi nez kazdé éislo druhé skupiny (fikejme
ji horni skupina), .

2. v dolni skupiné neni éislo nejvétsi a v horni sku-
piné neni ¢isle nejmensi. .

Obé skupiny ¢isel uréuji realné éislo iracionalni,

V8echna racionalni éisla dolni skupiny je nutno
shrnouti néjakym predikatem, na priklad ,[’, takZe
plati pro ¢isla dolni skupiny (xyD(x), mluvime-li o
vSech. Podobné plati pro racionalni éisla hofeni sku-
pifly (y¥)H (y). Racionalni cisla, jez vystupuji v opera-
torech a v argumentech obou funkei, jsou definovina
pomoci predikati, jeZ stanovily cela éisla, t. j. nakonec
predikaty O(F), 1(F), 2(F), ... Funkcim ,D’ i ,H' lze
piedepsati jisté formalni podminky, aby vyjadiovaly,
Ze spolu vytvoiily Dedekindiv Fez. Pak lze formalné
vyjadriti zavislost definovaného realného éisla ,R’ na
obou funkcich ,D,H’ na pf. takto ,R(D,H)’. Je zcela
zfejmé, Ze realné ¢islo tak definované je jisté vyssiho
typu, logicky vzato, neZ racionalni éislo celé. Toto
cionalni celé ¢islo je uréité jiz v argumentech funkdi
,D’ resp. ,H’. PFichazime tak do zvlastni situace, o které
jsme jiZz jednou mluvili. Na éisla realni jsme ochotni
nahliZeti jako na homogenni t¥idu a to proto, Ze se vse-
chna Fidi tymiZ pocetnimi pravidly. Z pfedchozi avahy
vSak vychazi, Ze o homogennosti nemizZe byti ani Feéi,
naopak, kdeZto cela racionalni éisla jsou dana jesté po-
mérné jednoduchymi predikaty, racionalni jiz predi-
katy vysSiho stupné, a realna zfejmé jesté podstatné
vys8iho stupné. Situace se zostiuje, pijdeme-li dale v se-

\
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strojovani obvyklych piedmétd analysy, jako je tFeba
bod zhusténi bodové mnozZiny na ose realnych cisel. Ta-
kovy bod obsahuje ve svém libovolném okoli (sebemen-
§im intervalu zde) vZdy nekoneéné mnoho boda té mno-
ziny. Podobné jako je realné ¢islo stanoveno jistymi
mnozZinami &isel racionalnich, je také bod zhusténi sta-
noven mnozinou nebo mnozinami realnych éisel. Ty-
pové tedy musi byti zase jeSté vy3Si neZ ,,obycejné” re-
alné éislo, ale jen po tu chvili, co o ném jako o bodu
zhusténi uvaZujeme, jinak neni vskutku ni¢im jinym,
nez obyéejnym realnym ¢islem,

Je tu tedy jista obtiZ, jak zaFaditi pfedmét, konstru-
ovany pomoci niZsich pfedméth zase do tiidy-téchto niz-
Sich predmétii se stanoviska typového. Uvedu na tomto
misté jedno reSeni Russellovo, které ma sviij historicky
vyznam, a¢ dnes jiZ neni tak nutné, jak se své doby
zdalo. Russell odstranil obecné obtiZe, jez plynou z typo-
vého pravidla axiomem, jejz nazval ,,axiom of reduci-
bility”. V plivodnim tvaru tento axiom-neuvedeme, po-
tfeboval by jeSté mnohé doplniti o typové theorii a neni
toho také tfeba. Ale snadno pochopitelny je jeden di-
sledek stale jesté dosti obecny, ktery se hodi pravé pro
nas piipad theorie realnych ¢isel. BudiZ »’ pfedmét na-
Seho logického poctu. O tomto ,»” mohou platiti nejen
predikaty prvniho stupné 4, (x), nybrz i vyssiho stupné
— tfeba n-tého — tedy Aa.(x). Dusledek z Feceného
Russellova axiomu reducibility zni

(4n) (BA,) (2) [An(z) > 4, (2) ].

To znamena, ze ke kazdému, jakkoli vysokému stupni
predikatu existuje predikat prvniho stupné, na néjz se
predikat n-tého stupné prevede. To postaéi pro nas pii-
pad realnych ¢isel. Také tam by tedy existoval predikat
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téhoZ stupné pro é&islo stanovené Dedekindovym Fezem
jako pro éislo racionalni a koneén& i jako pro &islo, jeZ
odpovida bodu zhusténi bodové mnozZiny na ose real-
nych cisel. Tak by bylo docileno Zadouci homogennosti
disel, vyjadfené tim, Ze pro né pro vSechna plati stejna
pocetni pravidla. ’

Stoji za upozornéni, Ze axiom reducibility nezrusi vy-
hody, jeZssebou pfinasi typova theorie, t.j. jeho uZ-
tim nepfivodime znovu staré antinomie, jeZ theorie typii
méla odstraniti. Ale cena, zaplaceni prijetim nového
axiomu, mimologické povahy (netautologické), je pFi-
li§ velika. Okolo tohoto axiomu byla vedena cela Fada
duchaplnych vyzkumt, byla snaha, nahraditi jej vhod-
néj$im a méné nasilnym pravidlem. Bylo zjiSténo mimo
jiné, Ze lze zcela dobfe mysliti v. soustavach, kde tento
axiom neplati. V pozdéjsi dobé také Russell od pouZi-
vani tohoto axiomu ustoupil; typovou theorii je mozno
tak zjednodusiti, Ze neni nutny.

V myslence typové thedrie je v8ak zachycen podstat-
ny rys lidského mysleni a tento objev je ceny trvalé.
Je to pofadajici princip v naSem mysleni, jenZ nedovoli
sméSovani pfedmétd ziskanych riznymi cestami a po-
tom uméle vélenovanych do jednoho souboru. Na tom-
to misté se zminime jen poznimkou o zdanlivém di-
kazu axiomu nekoneéna, kde jsme na typovou theorii
upozornili. Z toho, co bylo aZ dosud uvedeno, je patrno,
Ze nejsme opravnéni v pf¥ipadé, tam projedniavaném, se-
staviti soubor z ¢lent typové naprosto rozdilnych bez
jakéhokoli kritického zfetele. I s¢ stanoviska typové
theorie by dikaz padl, nejen tedy z diavodi, jeZ jsme jiZ
na misté samém uvedli.
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AXIOM VYBERU
A THEORIE MNOZIN \

Uvedli jsme na svém misté, Ze byl uéinén smély po-
kus,  vybudovati celou matematiku jako odvétvi Cisté
logiky. Tento pokus sice ztroskotal, pfinesl vSak nic-
méné neobycejny zisk do poznatki o zhkladech mate-
matiky. Jednou z vét, jeZ nelze z logiky odvoditi, jame
se jiz zabyvali. Byl to axiom nekoneéna. Zbyva jesté
druhy axiom, bez néhoZ matematiku nelze vybudovati,
a to axiom vybéru. Neni vyloudeno, Ze je jich jesté vice,
zda se vsak, Ze tyto dva jiZ postaéi; nedavno zminéného
axiomu reducibility neni jiZ zapotfebi. Axiom vyb&ru
je netautologickym axiomem, t. j. je vétou, ktera pfi-
nasi nové pcznani a neni prazdna. Axiom zni takto:
je-li M mnoZina mnoZin, které jsou bez spoleénych
prvkﬁ a nejsou prézdné pak existuje mnoZina N, jeZ
ma s kazdou mnoZinou mnozZiny M spole¢ny jeden a jen
Jedén element,

Tento axiom lze formulovati obecnéji, na pf. pod-
minka, aby mnoZiny obsaZené v M byly bez spoleénych
prvki, neni nutné, ale pro naSe Glely zcela postaéi uve-
dené vyjadrent.

Formalisuje-li se tento axiom, di se dokazati, Ze jej
nelze pfevésti na tautologickou formuli. Z toho nasle-
duje, Ze matematika pracuje p¥i nejmenSim se dvéma
axiomy povahy specificky matematické.

Axiom vybéru-mé vyznam pro nasobeni mnoZin, pro-
to budeme musiti uvésti napfed nél§teré poimy z ope-
raci mnoZinovych. Pfed nésobenim se zminime jesté
o séitani mnoZin; s&itani nesouvisi sice pfimo s pova-
hou latky, o niZ mluvime, ale poskytuje pékny piiklad
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opatrnosti, s niZ je nutno zavadéti zikladni operace pro
mnoZiny, abychom se vyhnuli analogiim, jeZ naSim
piedstavaim vnucuji hromady, Souhrny a jiné nedosta-
teéné urcené predméty. Jde tedy o s¢itani a nasobeni
mnozin, tim také projednadme séitini a nasobeni kar-
dinalnich &isel, které se da na operace mnoZin prevestl

udeme predpokladati, Ze mnoZiny, o které jde, nejsou
koneéné,

Mame seéisti mnoZinu M a mnoZinu N. Elementy M
bud'tez ozna(':eny 2, elementy N pak y. Utvofime ted
novou, mnozinu, jez bude miti dvoji druh elementi:
1. elementy tvaru («,0), kde x probiha vSemi elementy
mnoziny M a 2. elementy tvaru (0,y), kde y probiha
vSechny elementy mnoZiny N. Nové utvorené elementy
(pary) nemaji ziejmé spoleéné jedince, takZe muZeme
prohlésiti mnozinu, jeZ obsahuje vSechny jmenované
pary jako elementy za souétovou mnoZinu M - N. Ma-li
mnozina M kardinalni éislo ¢, a mnoZina N kardinalni
¢islo ¢,, ma mnozZina para kardinalni ¢islo a, 4+ a,. To
plyne z okolnosti, Ze kardinalni &slo je spoleény predl-
kat vSech ekvivalentnich mnoZin, t. j. takovych, jez je
mozno na sebe jedno-jednoznaéné zobraziti. VSimnéme
sif zajimavé okolnosti, Ze nova soué¢tova mnozina nema
jiz elementy puvodmch mnozZin, jeZz se mély sedéisti,
nybrz elementy nové, pary, takze tu neni ani Vzda.lena
analogie se smisenim dvou ,hromad”.

Mame-li utvofiti soufin nekoneéné mnoha transfi-
nitnich éisel «;, tedy souéin =2, postupujeme takto:
kaZdému transfinitnimu éislu- kardinalnimu a; odpo-
vida néjakd mnoZina N;. Pfedpokladejme pro jednodu-
chost opét, Ze mnozZiny N: nemaji navzajem spolecnych
elementt. Utvoime ted mnoZinu, jejiz elementy budou

431



tvaru
(xn wzy Ly oo Ld -

kde kazdé x: je z mnoZiny N; a nezav1sle na viech ostat-
nich x; probihd vSemi elementy mnoZiny N:. MnoZinu
vSech takovych elementd prohlasime za souéin mnoZin
Ni, tedy nN: a kardindlni ¢islo, jeZ odpovidi této mno-
ziné, bude kardinalni éislo pfisluSné soucinu =

. Definice sou¢inu mnozin, resp. kardinalnich éisel je
tak volena, aby byla v souhlase s vysledky operaci v ko-

neéném oboru. Provedeme si jako pfiklad nasobeni
dvou koneénych mnoZin
N1 - (xu) xlz)v N2 _— (xzu x221 x23) .
V nové soucinové mnoziné budou tedy elementy tvaru
d (T1i, x2;), kdei=1,2; j=1,2,3. .
Dostaneme tak elementy
(xll'wZI) ] (wlllm22) (wll’x23) (x127w21) ’ (w12'w22) ’
(a’lzywza)
Vice moZnosti zfejmé neni a elementtd je Sest. K mno-
Ziné N, patri koneéné kardinalni &islo 2, k mnoZing N,
koneéné kardinalni éislo 3, k soucdinové mnoZiné vy-
sledné patii koneéné kardinalni éislo 6.

O koneénych kardinalnich éislech zname poucku, ze
jejich soudin je tehdy a jen tehdy roven nule, je-li ale-
spofi-jeden z ¢initell roven nule. Tato véta vSak neni po-
uckou (t. j. dokazatelnou vétou) v theorii kardinalnich
¢éisel transfinitnich. Obja.snime'bliie, jak se tam véci
maji. Tato véta se presne vzato neda dokazati v tom prl-
padé, Ze jde o souéin nekonecné mnoha kardinlnich éi-

*) Tohoto zpsobu zna&eni uZivime pro nizornost, podrob-
né&jsi poudeni nalezne &tenaf v uéebnicich theorie mnoZin.
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sel (nebo mnozin), at jiZ koneénych nebo transfinit-
nich. V pfipadé koneéného poctu kardinilnich ¢&isel ja-
kychkoli se dokazati da a vysledek je obdobny, jako
u ¢isel koneénych. Pro nekoneéné mnoho kardinilnich
¢isel se véta da dokazati za predpokladu, Ze existuje
alespofi jeden element toho tvaru, ktery jsme si uvedli
pfi vykladu soudinu mnoZin. Element takovy obsahuje
z kazdé mnoZiny, jichZ souéin ma byti utvoien, jednoho-
representnta. A tu jsme pravé u axiomu vybéru. Ta-
kovy vybér tedy musi byti moZny, aby souéin byl ne-
nulovy. DA se dokonce dokazati jesté vice: véta vyja-
diujici, Ze souéin nekoneéné mnoha kardinalnich é&isel
neni roven nule, je-li kazdy &initel rizny od nu]y, je
ekvivalentni s axiomem vyberu

Rozsifime-li tedy vétu: soucin jakéhokoli poctu kar-
dinalnich. éisel je rtzny od nuly, jsou-li Cinitelé rdzni
od nuly (vedeni jsouce jakymsi principem permanence
matematickych tkoni), pak miZeme axiom vybéru
dokazati,

Axiom vybéru je velmi pozoruhodna matematicka
véta, jez si zajistila v déjinach matematiky poslednich
desitileti zvla&t& éestné misto. Je malo problémi v ma-
tematice, o nichz by se bylo s takovou prudkosti, v ma-
tematice jinak neobvyklou, diskutovalo. Axiom sam byl
po prvé vyslovne uveden Zermelem pri dukazu, Ze kaz-
dou mnozinu lze debie usporddati.

MnoZinu lze uspofddati, plati-li mezi kterymikoli je-
jimi elementy transitivni relace (pofadajici), jiz sym-
bolicky oznaéime ,,<”. Mezi dvéma libovolnymi ele-
menty usporadané mnoZiny pak plati bud a < b nebo
b < a. Transitivnost relace je vyjidfena znimym zpi-
sobem takto:

a<bblc—>a<ec.
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Tim v3ak jeSté neni vyjiddfeno dobré uspofidini
mnoziny. To je splnéno tehdy, kdyZ kaZdad podmnoZina
pivodni mnoZiny ma prvni element, Na srovnani si vez-
meme mnoZinu celych kladnych racionalnich é&isel, uspo-
Fadanych podle velikosti a mnoZinu vSech reilnych ¢&i-
sel, obsaZenych mezi body 0 a 1 na ¢iselné ose, véetné
téchto bodld (tedy uzavieny interval 0,1). At volime
Jjakoukoli podmnozinu z ‘mnoziny uspofidanych celych
kladnych é&isel, bude miti vZdy prvni element, bude @
mnoziné vytvoime podmnozinu tak, Ze odloué¢ime bod 0.
Vznikla mnoZina nebude jiZ miti prvni element, protoze
nexistuje redlné éislo, které by nasledovalo ihned po 0.
Ke kazdému sebemensimu kladnému realnému éislu lze
totiz udati jeSté mensi (na pFiklad jeho polovinu). Prvni
mnozina je dobfe uspofadina, druha nikoli, aékoli je
alespofi uspofadana. |

ProtoZe potfebujeme pro dalsi vyklad nékolik zaklad-
nich poznatki o pofadkovych éislech, vsuneme je na
tomto misté. Dvé mnozZiny, jeZz byly uspofadany, podle
predchoziho, jsou si podobny, muZeme-li je uvésti ve
vztah originidlu (prvni mnoZina) a zobrazeni (druha
mnoZina) jeho tak, Ze plati-li mezi elementy originalu
vztah & <y’, plati také takovy vztah mezi pFislusny-
mi. obrazy téchto elemientli. Znacime-li tedy elementy
druhé mnoZiny obecné &irkou, pak plati ,#’ < y”. Ri-
kame pak, Ze dvé takové uspofadané mnoziny maji stej-
ny pofadkovy typ. Pfiklad: mnoZina

{1,2,3,4,5,6, ...}
usporadana obvyklou relaci ,,vétSi neZ” a mnoZina
{2,4,6,8,10,12,...}
pat#i k stejnému pofadkovému typu. Pofidkovy typ je
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predikatem, shrnujicim v jednu tfidu podobné mnoZiny.
Neni tedy na pf. mnozZina
1,23, 4,...}

a mnoZina ‘
{..5432,1}

., s . f PRV
stejného poradkového typu, prvni z nich ma pocateéni
element a nema posledni, druhd naopak. Poradkové
t®py dobfe uspofadanych mnoZin se nazyvaji poradko-
va ¢isla (ordinalni) v pripadé, Ze jde o mnoZiny neko-
netné — transfinitni pofadkova cisla. NejmenSim
transfinitnim pofadkovym ¢islem je ¢islo w. Je to ozna-
€eni pofadkového typu nekonecné posloupnosti, tedy
také na pf. mnoZiny viech éisel celych, uspofddanych
podle velikosti, Protoze takto uspofddanid mnoZina je,
jak vime, dobfe uspofadani, miiZeme nazvati tento po-
fadkovy typ pofadkovym ¢islem, Plati pro né€j rovnice

. l1+v=uw,
nikoli vSak ,
w+1=ow.
To je patrno z okolnosti, Ze dvé uspofidané mnoZiny
{1,23,45,..}
a
{2,3,4,5,6,...}
patH k témuZz poradkovému typu, kdezto

2,3 4,....;1}
majici posledni element a mnoZina nemajici jej
{1,23,...}

k témuZ poFadkovému typu nepatfi.
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Pfipojime-li k dobfe uspofidané mnoZiné
{1, 2, 38,...}

jeSté poradkové éislo w jako posledni element, dosta-
neme mnozinu, patfici k pofadkovému typu o -+ 1, od
té lze postoupiti k pofddkovému typu w + 2, 0 + 3, ...
pridavanim dalSich elementd aZ koneéné k o . 2. P¥ipo-
Jjujeme vidy za posledni pfidany element » 4 %k novy
element w + k 4+ 1. K vysSSimu pofadkovému typu a
v naSem pi#ipadé i k poradkovému ¢islu w? dojdeme na
pr. tak, Ze sestavime posloupnost-z posloupnosti takto:
prvni z nich bude miti vSechna prvoéisla, jichz je, jak
vime, nekoneéné mnoho (Euklid)

1,235 711,13, ...
druha jejich dvojnasobky

4, 6, 10, 14, 22, 26, ...
treti trojnasobky

9,15, 21, 33, 39, ...

atd, Myslime si vSechny takové posloupnosti, jichZ je
nekonecéné mnoho, napsany za sebou tak, aby predsta-
vovaly dobfe uspofadanou mnoZinu. Tato mnoZina ma
pofadkové €iso w®. Podobné je moZno postoupiti k w?,
w?, ... a lze nahlédnouti, Ze i k pofddkovému éislu w®,
w®”a dale,

Zakladatel theorie mnoZin, G. Cantor, povaZoval do-
bré uspofadani kazdé mnoZiny za moZné, ba intuitivné
za jisté. PFi ohromné slozZitosti, jaké mohou nabyti mno-
Ziny, se vSak ukazalo, Ze dobré uspofadni mnoZiny neni
nikterak jasné patrné. Proto bylo zapotfebi dikazu, Ze
tato moZnost vzdy je. Myslenku dtkazu si tu podime,
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s vyslovnou vyhradou, Ze nejde o pfesny dikaz, jenZz
je uveden v uéebnicich theorie mnozin. Cela galeZitost
s problémem dobrého uspofadani je totiz neobycejné
zajimava se stanoviska logického, Véta, kterou dokézal
Zermelo, je existenénim diikazem pro moznost dobrého
usporadani. Prakticky vSak tuto moZnost dobrého uspo-
fadani viibec neukazuje.

‘Méjme néjakou neprizdnou mnoZinu M. Z této mno-
Ziny vyjmeme jeden element, jejZz oznaéime z,. Ze zhy-
vajici podmnozZiny M, (coz je M, z niZ byl odebran z,)
1ze opét vybrati element, oznatme jej x,. Timto dalsim
odebranim vznikla podmnoZina M,, se kterou miiZeme
provésti totéz. Vybrané elementy miiZeme usporadati,
tak jak ,historicky” byly vybrany, pofadkovou relaci

Ty LTy LTy <Ty .- -

Je-li mnoZina koneéna, vycerpame elementy dfive
nebo pozdéji, a proces je samoc¢inné u konce, Neni-li ko-
ne¢na, pokracdujeme bez omezeni az k prvnimu transfi-
nitnimu pofadkovému ¢islu .

P#isluiné x oznaéime x..TimtéZ zplsobem pokraéu-
jeme dale k elementim Zo:1, Zo+2, a% koneéné T..s.
Je patrno, Ze zcela stejnym zpiisobem dojdeme aZ k ele-
mentim Zo, potom Zo», Tee® ...*) aZ jednou vy-
cerpame ptvodni M. Cely postup ma Fadu specialnich
probléml (na pfiklad otdzku znaeni a znacek Gisel
transfinitnich, jeZ vznikaji p¥i postupu k dal$im elemen-
tim vybérovym) ale myslenka jeho, kterou tem.tto
zvlatnimi Gvahami nemiiZeme zat&Zovati, je jasna.

*) Indexy tu naznalené odpovida)i prvnim pofidkovym &fs-

ltm. t. zv. druhé tfidy &iselné, na kterou ovSem postup neni
omezen,
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Vsimnéme si, kde tu vlastné pfichazi k planosti axi-
om vybéru. Je tu ve tvaru ponékud jiném, nez na ktery
jsme z predchoziho byli upozornéni. VZdy, kdyZ ze zby-
vajici podmnoZiny vyjmeme jeden element, uZivime to-
hoto axiomu, Kdezto diive bylo moZno podle axiomu
vybéru vyjmouti z kaZdého elementu transfinitni mno-
ziny, jenz sim byl mnoZinou, jednoho representanta, je
v tomto pfipadé representant vybiran z kazdé podmno-
Ziny, jeZ v procesu pfijde na fadu. Lze dokazati, Ze obé
formulace jsou rovnocenné. Historicky je tato druha
formulace, prichazejici v Zermelové dikaze, starsi.

Véta o dobrém upotaddani kazdé mnoziny je bohuZel
vétou ryze existencéni. NeukéaZe ani stin moZnosti, jak
usporadati dané mnoziny v konkrétnim pripadé, neni-li
mnozZina sama tak jednoduché struktury, Ze dobré us-
pofadani se samo nabizi. Takovych pFipadi je vSak vel-
mi malo. Staéi poukazati na jeden zvlasté napadny pii-
pad, kdy véta Zermelova neposunula problém ani o maly
kousek dopiedu: je to problém dobrého usporadani
kontinua, na priklad vSech realnych ¢isel kladnych ob-
saZenych v intervalu <0, 1)>. Intuicionisti¢ti matema-
tikové potom maji jisté pravo poukazovati na prazd-
nost véty o dobrém uspofadani, kdyz v daném pFipadé
nic nepomuze. Tak jak situace s vétou o dobrém uspo-
Fadani vypada, nelze vice Fici, neZ Ze tato véta neni ve
sporu s logickymi vétami a s axiomem nekoneéna. Ta-
kovy je rozdil existence dobrého uspofadani, zaruceny
bezespornosti od dobrého uspofadini, jez by bylo moz-
no na predlozen§ mnoZiné ukéazati konstrukei.

Povaha kaZdého mimologického axiomu je takova,
Ze nemusi byti zisadné prFijat do zakladu soustavy. Lze
se bez néj obejiti. Obejdeme-li se bez axiomu vybéru,
musime obétovati velké ¢asti theorie mnozin a tim také
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mnoho z theorie realnych funkei v analyse. Proto v mo-
dernich pracich z theorie mnoZin byva upozorfiovano,
které véty a diasledky lze ¢initi bez pouZiti axiomu vy-
béru, a které jsou zase na ném podstainé zavislé.*)

*) Viz na pf. W. Sierpiriski, Hypothése du continu (Warszz;.-
va) str. 5a 7.
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, AXIOMATICKE SOUSTAVY

Do znaéné miry nezavisle na obecnych logickych vy-
zkumech, jez pfinesly tolik nového do zakladnich pro-
blému matematiky, §lo vySetfovani axiomatické. O tom-
to vySetfovani moZno obecné prohlasiti, Ze vySetfovani,
ome‘zené na predméty ryze matematické mélo zase svilj

cely védni obor.

V &em spotiva podstata axiomatického vySetfovani
a jak se jevi s nynéjsiho stanovmka v néjakém oboru
matematiky ?

Zakladem soustavy je soubor vyrokd, které, jak jiZ
vime, musi spliiovati podminky bezespornosti, nezavis-
losti a 1plnosti. Pédminka bezespornosti byla jiz objas-
néna pfi vySetfovani soustavy zakladnich vét vyroko-
vého poétu, podminka nezavislosti také. Podminka pl-
nosti, jeZ se klade na soubor axiomu, se vyjadfuje oby-
cejné tak, Ze se 2ada, aby vSechny matematické véty
onoho choru byly z axiomatického zikladu odvoditelné
Prostiedky tohoto systému. Tato posledni podminka je
chyéejné znaéné nejasna a zdi se zbyteénym pleonas-
mem, Pledevsim pfedpoklada jeSté jiné, neaxiomatické
védomosti z oboru, jenz ma byti axiomaticky ustaven.
Uvedeni v axiomatickou soustavu pak by bylo jakousi
formalni, ucesanou, zavéreénou redakei. V matematické
praxi tomu tak nékdy vskutku je, prakticky ma tedy
podminka uplnosti axiomi jisty vyznam. Neni-li tomu
tak, pak je tato podminka zbytecna jiz proto, Ze z axi-
omu nelze vic ziskati, nez bylo do nich vlcZeno, protoze
soustava je pfisné deduktivni a po cesté (pfi odvozeni
poucek) nemiZe nic prirtsti.
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. Axiomy obsahuji zikladni znaky logické a matema-
tické, jez dale nedefinujeme a jeZ povaZujeme za primi-
tivni (ve smyslu neredukovatelnosti). VSechny ostatni
znaky se pak vyjadiuji pomoci téchto primitivnich zna-
ki definicemi, a to tak, jak jsme jiZ méli piileZitost po-
znati pfi logickém poctu. Definice nového znaku neni
nic jiného, neZ Gplné vyjadfeni vSech jeho sloZek a
struktury, jeZz tyto jeho slozky vaze.

V axiomech jsou vyjadfeny zakladni relace a ope-
raéni moZnosti mezi symboly pfedmétd. Tim je vyme-
zena funkce téch pfedmétii v oboru, jenZ je axiomatiso-
van. Dalsi, co musi byti pfipojeno k axiomatické sou-
stavé, jsou podminky, za kterych je moZno ze soustavy
éiniti dusledky. Obvykle to byvaji podminky té formy,
kterou jiZ zname z vyrokového poctu: jestlize A je for-
mule (tfeba axiom sim nebo skupina,jich) a A — B je
logicky odvoditelna formule, pak je také B formule,
dusledek. B je v takovém piipadé pouckou axiomati-
sované soustavy.

Zajimava na modernim pojeti axiomatiky je tato
stranka: pfedméty, jeZ jsou ve hie axiomatické sousta-
vy, jsou teprve ji samou stanoveny. Aby bylo dobfe roz-
uménc: axiomy jsou namnoze implicitnimi definicemi
pfedméti, spoluuréuji tctiz jejich vlastnosti do té miry,
Ze ze souhrnu téch vlastnosti vychazeji jisté predméty
jedno-jednoznaéné stanoveny jako jediné mozné. Tak
alespoil by to vzdy byti mélo. Nazorné bychom si mohli
véc piedstaviti na pr. tak, Ze okruh predmétii, vyme-
zeny prvnim axiomem v pofadi se druhym a kazdym
dalsim axiomem z(Zi postupné tak, Ze nezbude neZ jed-
noznaéné stanoveny druh pfedmétl, jeZ soucasné vy-
hovuji viem axiomum. Kdyby tomu tak nebylo, pfi-
poustéla by axiomatick4 soustava vice druhii pfedmétd,
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jeZ by ji vyhovovaly, a existovalo by vice modelt, tieba
velmi rozdilnych. Je proto potiebi ukoncéiti axioma-
tickou soustavu jistou podminkou, jeZz jednoznaénost
pfedméth, vyhovujicich soustavé, zaruéuje. O takoveé
podmince si promluvime pozdéji. Jako priklad sousta-
vy, jez takového doplnéni potfebuje, si uvedeme sou-
stavu elementirni aritmetiky. Je vyjadfena témito
axiomy: ¢
1. () (¥) [R(x,y) - (E)R(yp)].

Tento axiom vyjadfuje, slovné opsan, Ze pocet pied-
métl, vyhovujicich relaci nebo funkei ,R’ neni ukon-
éen. Funkei ,R’ je moZno chapati tak: piedmét 5’ na-
sleduje po pfedmétu ,’, anebo pfedmét ,»’ predchazi
predmétu ,y’.

2, () () @) [B(x,y) .R(22) > Y=
=z.R(xy) .R(zy) > x==z].
Tento axiom vyjadfuje: dva predméty .y’ a 2’, jeZ na-
sleduji po témzZ pfedmétu ,»’ jsou identické, dale, dva
predméty ,»’ a 2, jeZz predchazeji témuZz pfedmétu ,y’°,
jsou rovnéz identické.

3. (Ev) (Ey) (Ex) [R(v,y) . R(zw)].

Tento axiom vyjadfuje, Ze jest ,»° takové, ke kterému
neexistuje pfedchozi piedmét (predchidce).

Je patrno, myslime-li si pod relaci ,R’ vztah nasled-
nosti éisla pFirozené Fady éiselné k nasledujicimu a pod
elementy, jeZ jsou v relaci pravé éisla prirozené rady ¢i-
selné, Ze soustavé tato fada vyhovuje; je pravé otazka,
je-li to jen ona. VSimnéme si, jak kazdy dalSi axiom
ziiZi moznosti vzhledem k pfedmétiim, jeZ by mohly
tém podminkim vyhovovati.
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Prvni axiom poukazuje k tomu, Ze fada pfedméti ne-
muzZe byti ukonéena, Ze jich na piiklad nemize byti 8,
protoZe ke kaddému .’ a 7, pak tedy ke kazdému y’
existuje ,2’, jeZ nasleduje po .y’

Druhy axiom zabrani tomu, aby se fada pfedméth
nepocla nékde vétviti, coZ by mohlo nastati, kdyz by
byl vétsi pocet ruznych predmetu jez by po nékterém
mohly néasledovati.

Treti axiom pouka.que k tomu, Ze exlstu_]e jeden po-
éatecni pfedmét, ze tedy Fada je na jednom konci uza-
viena (na pocatku).

Historicky je uvedena soustava zajimava tim, Ze
piedstavuje zjednoduseny systém péti axiomii Peano-
vych pro &isla prirozené Fady éiselné. Tento Peaniv sy-
stém by]-snad prvnim formalisovanym axiomatickym
systémem vibec; formalisace ukéizala svoji Zivotnost
a od posledni étvrtiny minulého stoleti se rozsifila na
vétsinu matematickych obori. To bylo také pivodnim
programem italské formalistické Skoly z konce minu-
1ého stoleti a z pocatku nynéjsiho, jejiz hlavou praveé
Peano byl. -

Ve formalisované soustavé, kterou jsme pravé na-
psali, neni zapotfebi uvadéti zvlastni pravidla, jak ze
soustavy odvozovati disledky: tato pravidla jsou jiZ ob-
saZena v pravidlech formalni logiky. V socustavach ne-
formalisovanych je nutno néktera pravidla, jak uvidi-
me na soustavé geometrie zanedlouho, zvlasté vytknou-
ti, ackoliv jejich povaha je obecné logicka. To je nutné
v zajmu autonomie soustavy, v zijmu jeji sobéstacénosti.

Jaky je vztah takového axiomatického systému, jenZ
byl pravé uveden, k theorii celych ¢isel, o niZ jsme mlu-
vili dfive? Své doby jsme si objasnili, Ze dovedeme-li
definovati cela éisla a pfidame-li jeSté axiom nekoneé-
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‘na, Zze mitZeme odvoditi aritmetiku z logiky a axiomu
nekonecna. O soustavé, kterou jsme pravé napsali, 1ze
Fici, Ze vykona tutéZ sluzbu, jenZe ma vétsi pocet axio-
mi. V tom pravé se jevi vysledky logiky, Ze poudila
matematiku, co je k jeji vystavbé naprosto nezbytné a
bez ¢eho se lze obejiti. V tom sméru je tedy dnesni na-
zor na zakladni pojmy matematiky pokroéilejsi proti
dobé prvnich formalistli v axiomatice.

Na srovnani si tu uvedeme jeSté neformalisovanou
soustavu axiomu geometrie, jejiz vyhoda je v tom, Ze
formalisaci lze velmi snadno provésti, protoze je to sou-
stava neobycejné piesné vyslovena. Jde o soustavu Hil-
bertovuy, jiz uvefejnil ve své knize ,, Zaklady geometrie”
v roce 1800. Uvadim ji proto, Ze je jednou z nejza-
méjsich v matematickém svété a také proto, Ze s ni sou-
viselo mnoho praci matematikid nejruznéjsich Skol a
‘narodi.*) B '

Cela soustava axioml geometrie je rozdélena v pét
skupin, jeZ jsou uvedeny vysvétlenim:

Myslime si tfi rizné soustavy pfedméti; pfedméty
prvni soustavy jmenujeme body a oznaéime A, B, C, . ..
piledméty druhé soustavy pojmenujeme piimkami a
oznaéujeme a, b, c, . . ., pfedméty tfeti soustavy pojme-
nujeme rovinami a oznacujeme g, §, y, . . .; body se na-
zyvaji také prvky linearni geometrie, body a piimky
prvky rovinné geometrie a body piimky a roviny se
nazyvaji prvky prostorové geometrie.

Myslime si body, pFimky a roviny v uréitych vzajem-
nych vztazich a oznacujeme tyto vztahy slovy ,lezeti”,

¥) Hilbertova soustava je pfedmétem zajimavé préce. eského
matematika K. Rosslera, ,La géometrie mécanisée’”, vydané ve

Spisech piirodovédecké fakulty Karlovy university. Price uZivd
dtsledné logistické techniky.
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»mezi"”, ,rovnob&zny”, ,shodny”, ,spojity”’; presny a
pro matematické ulely vuplny popis téchio vztahi je
proveden axiomy geometrie. (Posledni &ist posledni
véty podtrZena mnou. — O. Z.)

Axiomy geometrie miiZeme rozdéliti na pét skupin;
kazda z nich vyjadfuje jisté spoleéné zakladni skutec-
nosti naSeho nazoru. Pojmenujeme tyto skupiny axi-
omu takto:

I. 1+ 8 axiomy projektivni (Hilbert voli pojme-
novani jiné, pridrZel jsem se vystizného nazvu
Poincaréova, jenZz takto pojmenoval Hilbertovu
prvni skupinu ve své knize , Derniéres pensées’).

O. 1+ 4 axiomy uspofadani,

III. 1+ 5 axiomy shodnosti.

IV. axiom rovnobéZek. J

V. 12 axiomy spojitosti.

Potud Hilbertovo vysvétleni. NeZ piistoupime k upl-
nému vyétu jednotlivych axiomi, ktery je pro dalsi ne-
zbytny, promluvime si nékolik slov o tomto vysvétleni,
jeZ je pro tehdejsi jako pro nynéjsi pojeti axiomatiky
tak charakteristické. Na tomto vysvétleni je nové a
své doby velmi pavodni pojeti soustavy axiomu. Jiz od
antickych dob byla povaha axiomfi a jejich postaveni
pro theorii poznini pfedmétem hojnych uvah. Starsi
pojeti chapalo axiomy jako nazoru pi#istupné pravdy,
jeZ dalsiho diikazu nepotiebuji. Podle tohoto pojeti ne-
lze pravdy obsaZené v axiomech redukovati na pravdy
jednodussi — pii tom axiomy obsahuji néjaké podstat-
né vyjadieni e.skuteénostech na rozdil od pouhych for-
mélnich pravidel logiky. V nazvoslovi, které jiz dobie
zname, lze tedy Fici, Ze axiomy podle tohoto pojeti maji
byti pravdivymi, ale netautologickymi vétami.
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Jakym zplisobem asi bylo mozno se dostati a% k axi-
omum ? Védni obor tfeba ro¥inné geometrie euklidov-
ské obsahuje cely souhrn pouéek tohoto oboru. Poucky
jsou vypovédmi o pfedmétech tam zkoumanych, Tyto
pouéky jsou jakymisi uzly v celé vztaliové siti poucek
tohoto oboru — a nékde ta sit pocne, anebo alespoii ma
nékde okraje, z kterych je moZno vyjiti. Starsi pojeti
axiomatiky, abychom ziistali pfi obrazu sité, vychazelo
z takového stanoviska: sit se polne plésti z nékolika
pevnych uzli (axiomul), jeZz jsou dany predem a celd
dalSi prace je véci matematické techniky (thito tech-
niku neminim nikterak znehodnocovati volenym pojme-
novanim, pravé technika matematikova to je casto, co
je na objevu nejcennéjsi a nejoriginelnéjsi). Nové po-
jeti axiomatiky je proti tomuto ,,absolutistickému”
(zadne se od jakychsi zievenych pravd, jez jsou vyiad-
Feny v axiomech) chapani moZno nazvati relativistic-
kym: nezileZ valné na tom, odkud se poéne sif plésti,
zaleZi na tom, aby se upletla celd. Proto moderni poietf
stiri rozdil mezi vétou odvozenou a vétou zdkladni, kte-
roukoli poucku je moZno vziti také za vétu zikladni,
ma-li dostateénou logickou nosnost, aby staéila na po-
deofeni zékladu. Prici na siti tedy moZno také zapo-
éiti odkudkoli z prostfedka.

Druha diileZitad véc je tato: starSi pojeti povaZovalo
axiomy za vypovédi, bez nichZ se nelze obejiti, bez nichZ
mysleni v tom uréitém oboru matematiky musi selhati.
Proto axiomy tolik zaméstnavaly filosofy, chtéli od-
kryti, v éem spociva tato domnéla nezbytnost pro ma-
tematické mysleni. Nové pojeti uvolnilo také tady znagé-
né tuhy nazor na jakési vyluéné a dominantni posta-
veni nékolika myslenkovych zikoni, jeZ byly vyjadfe-
ny v axicmech. Toto nové pojeti povazuje spiSe axiomy
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za podminky, jimiZ se teprve stanovi typ védniho obo-
ru, o ktery jde.

Poéatek k tomuto nahledu na‘axiomy byl uéinén za-
kladatelem neeuklidovské geometrie Lobacevskym —
ukazal, Ze lze nahradou za euklidovsky axiom o exi-
stenci jediné rovnobézky danym bodem k dané piimce
voliti axiom jiny a vybudovati tak geometrii beze vSech
vnitinich sporil také, Tim padla zisadné nutnost tako-
vého axiomu a nezbytnost jeho pro geometrické mys-
leni. Cesta k uvolnéni byla oteviena.

Toto relativistické stanovisko pozname dobfe v da.l-
§im na Hilbertové soustavé, aZ bude vidéti, co vSechno
je moZno z takového systému vytvoriti bud vynechénim
axiom®i anebo vynechinim a nahradou za jiné. Nepo-
vaZujeme tedy jiZz axiomy za nevyvratné pravdy —ja-
kési vnucené abstrakce z nizoru — nybrz za vypovédi,
jeZz miZeme nahraditi vypovéd'mi jinymi a tak zbudo-
vati soustavy jiné. Relativisticky nazor na axiomy by
tedy podle toho mél na mysli vZdy spise cil, ke kterému
je soustava vytvofena, neZ pevny podéatek, z néhoz se
odvozuji disledky. Prostfedky k tomu cili si pak najde
axiomaticka soustava ve vhodné volbé zikladnich vét.

Vyjmenujeme ted podrobné jednotlivé skupiny Hil-
bertovych axiomi a pak pojedname o moZnostech, jez
z té soustavy plynou.

1. Axiomy projektivni.

L1. Dva ruzné body A, B uréuji vZdy jednu pfimku a.

1,2. Dva rizné body pfimky tuto pfimku uréuji.

1,3. Na piimce jsou vZdy alespoii dva body, v roviné
jsou vzdy alespofi 3 body, jeZ nelezi na primece.

1,4. TFi body 4, B, C, jez neleZi na teze piimce, urcuji
vidy Jednu rovinu a.

I,5. Libovolné 3 body néjaké roviny, jeZ neleZi na téze
pfimce, uréuji tuto rovinu,
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L6.

Lezi-li dva body 4, B pfimky a v rovme a, pak lezi
kazdy bod a v roviné q.

1,7. Maji-li dvé roviny a, ﬂ spoleény bed A4, pa.k maji

18.

11,1.

Im2.

IL,3.

spoleény jesté nejméné jeden dalsi bod D.
Existuji nejméné 4 body, jez nelezi v téZe roviné.
I '

Axiomy sefazeni.

Jsou-li 4, B, C body roviny, a leZi-li B mezi A a C,
pak lezi B take mezi C a A,

Jsou-li A a C dva body pFimky, pak existuje vidy
nejmeéné jeden bod B, ktery lezi mezi A a C, a nej-
méné jeden bod D ta,kovy, Ze C je mezi A a D.
Mezi tfemi bedy pFimky existuje vZdy jeden a jen

‘jeden, jenZ lezi mezi obéma druhymi. -

0,4. Bud'tez 4, B, C body, jeZ nelezi v pfimce, a budiz

primka v roviné ABC, jeZ neprochazi Zadnym z bo-
du A, B, C. Prochazi-li pak piimka a bodem tsec-
ky AB pa.k prochézi jisté jesté bud bodem tsetky
BC nebo Gsedky AC.

(Tento axiom potiebuje doplniti definici, co. jest roz-
uméti vyrazem ,iseka AB” a p. Definici neuvadim.)
III. Axiomy shodnosti. A

I,1.

Jsou-li 4, B dva body na pf‘imce a, dale A’ bod
na téZe nebo na jiné piimce a’, pak miZeme na
dané strané &’ k bodu 4’ nalézti jeden a jen je-
den bod B’ tak, Ze usetka AB je shodna s tuseé-
kou A’B’, coZ znadime: '
AB=A'B'.

Kazda tsecka je shodna sama ssebou, tedy plati
vidy AB=AB i AB=BA.

. Je-li usecka AB shodni jak s Gseékou A’B’, tak

s tsetkou A”B"”, pak je také A’B’ shodna s A”B”,
t. j, plati-i
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AB=A'B" a AB=A"B",
pak je také
A'B’=A"B".

. Bud'tez AB a BC dvé useCky bez spoleénych bodl

na pr"imce a, dale A’B’ a B’C’ dvé useCky na téZe
nebo na jiné pfimce a’, rovnéz bez spolenych bo-
dd; jestlize potom platl

AB=A'B a BC=BC(C,
pak plati také

AC=A'C".

Po kratkém cobjasnéni, co bude rozuméti pod vy-
razem ,uhel”, uvaddi Hilbert dalsi axiom shod-
nosti.

. Budiz uhel X (h,k) v roviné « a pfimka @’ v ro-

viné o/, a budiZ dale urdena néktera strana pnm-
ky @’ v roviné. (Nékterou stranou primky a’ je
zi'ejmé minéna jedna z obouy piilrovin, v néz je ro-
vina pfimkou a’ rozdélena; doplnéno mnou. O. Z.)
BudiZ h’ polopaprsek pfimky a’ vychazejici z bo-
’.1 O’: pak existuje v roving o’ jeden a Jen jeden
polopaprsek k takovy, Ze tthel < (h k) je shodny
anebo rovny s thlem << (h’k’) a souéasné viech-
ny vnitini body thlu < (k',k’) leZi na dané stra-
né a’, coZ znacime
X (ki) =< (WK).
KaZdy thel je shodny sim se sebou, t.j. plati vidy

X (b)) =< (hk) a X (hk) =< (kh).
IL,5.

(Po provedené definici trojuhelnika, kterou opét
neuvddim.) Plati-li pro dva trojhhelniky ABC a
A’B’C’" kongruence



AB=A'B’, AC=A'C", <X BAC=<PBA'C,
pak je také splnéno
JABC=<A'B'C" a < ACB=<A'C'B'.

Nez uvedeme dalsi dvé skupiny axiomi, vS§imneme si
zejména dvou axiomii této skupiny III., a to axiomu
IIT,1. a ITI,4. Na téchto axiomech je dobfe patrno, jak
soustava, jeZz chce byti vybudovina nezavisle na sou-
stavé logické, musi vyslovné uvadéti i svldsint pfipad
principu identity, jenZ je v logické soustavé dokazatel-
nou vétou. Tyka se to téch mist v axiomech, kde se
mluvi o shodnosti jistého pfedmétu ssebou samym. Ta-
to poznamka by se dala rozsiFiti i na dalsi vztahy v axi-
omech této skupiny. Nedostatek fispornosti soustav za-
klddanych nezévisle na logice, je patrny jiZ také proto,
Ze tak jako tak musi pfi odvozovani se uchyliti k lo-
glckym Fetézim a nevystadi steJne sama ssebou, t. j,
se svymi prostiedky.

IV. Axiom o rovnobezkach

IV,1. BudiZ a pfimka, 4 bod mimo tuto pfimku: pak
existuje v royiné, uréené pfimkou a jakoZ i bo-
‘dem A nejvySe jedna pfimka, prochazejici A a
‘neprotinajici a.
V. Axiomy spojitosti.

V,1. Archimediiv axiom: BudiZz 4, libovolny bod na
pFimee mezi body 4, B, libovolné poloZenymi; se-
strojme pak body 4., 4,, 4,, ... tak, Ze A, je mezi
AaA, A, mezi A, a A, dile A, mezi 4,2 A,
atd. a kromé toho tseCky A4, 4,4, 4,4, ...,
jsou si rovny: pak existuje v fadé boda A4,, A4,,
4,, ..., vidy takovy bod As, Ze B je mezi A a An.

(JednodusSeji, ale méné presné Feceno, vyjadiuje tento
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axiom skutefnost, znimou z méfeni: tisec¢ku libovolné
délky je mozno méFiti libovolné zvolenou jednotkou —
po koneéném poétu kroki musi kladené méritko prresah-
nouti’ druhy koncovy bod useéky. Axiom sim je znam
nyni pod jménem Archimedovym, je vSak ve skutec-
nosti vétou mnohem starsi. Zcela jist8 byl védomé for-
mulovan jiZ Eudoxem, vynikajicim Feckym matema-
tikem (geometrem), jenZ Zil v letech 408—355 pied
Kristem.)

V,2. Axiom uplnosti: prvky geometrie (body, pfimky,
roviny) jsou soustavou predmétu, jeZ neni jiz
schopna rozsifeni pfi zachovani platnosti jmeno-
vanych axiomd, t. j.: k soustavé bodl, pfimek a
rovin neni moZno pripojiti jinou soustavu pfed-
méti tak, aby v soustavé timtc}pf-ipojenim vzniklé
byly vSechny uvedené axiomy I.—V. splnény.

Tak zni Hilbertova soustava axiomi geometrie. Po-
sledni axiom V,2.,, axiom 1plnosti, v piivodnim vydani
Hilbertovy knihy chybél. Ukazalo se potom p#i kritice
soustavy, k niZ podstatnym zplhschem pfispél na p#i-
klad Poincaré (velka stat je praveé otisténa v citované
knize ,Derniéres pensées”), Ze to nejsou jen body,
pfimky a roviny v obvyklém slova smyslu, jeZ soustavé
také vyhovovaly. Byly to také atvary jiné a bylo nutno
axiomy tak doplniti, aby pFfedméty, jez jsou soustavou
stanoveny, byly také jednoznaéné stanoveny. Toho bylo
docileno pravé axiomem V,2., ktery ma mezi vSemi
ostatnimi zcela zvlastni postaveni. Je vyrokem o vSech
ostatnich vyrocich skupin I.-—V,1. a zaruéuje tolik: na-
zirame-li na v3echny axiomy jako na soustavu prdzd-
nych forem, jakychsi kadlubi, jez maji byti Zidoucimi
pfedméty vyplnény (u nas body, pfimky a roviny a nic
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jiného), pak V,2. zplisobi, Ze tyto formy pojmou jen ony
zadané predméty. Pravé takova je situace pro uvedené
axiomy elementérni aritmetiky dfive uvedené, kterym
nevyhovuje jen Fada prirozenych éisel, nybrz i Gtvary
jiné (t. zv. cykly, jichZ blizsi vyklad by nas zavedl da-
leko, takZe o nich jednati nebudeme). Bude tedy nej-
lépe, promluvime-li si obecné o zavérovych axiomech
soustav. Axiomgtické soustavé mohou vyhovovati riz-
né modely a rizné struktury. Co je model a co je struk-
tura, privé objasnime.

V soustavé axioml (na pi. elementarni aritmetiky),
jeZ je formalisovana, jsou uréité proménné, bud’ volné
nebo vazané operitorovymi znaky. Dosadime-li za pro-
ménné néjaké konstanty, v jmenovaném piipadé tedy na
priklad ¢isla pfirozené fady ¢iselné, nebo éleny posloup-
nosti, jez ma elementy vesmés rtizné, dostivame z im-
plicitnich definici, jeZ stanovi operace s piedméty vy-
roky, a to tautologické vyroky o celych &islech. Ta celd
¢isla jsou pak modelem oné axiomatické soustavy. Po-
sloupnost o nekoneéném poé¢tu raznych ¢lend muze byti
také jejim modelem.

K objasnéni pojmu struktury je nutno zavésti pojem
isomorfie. Mé&jme dvé relace

A(a"u Loy Ly« o oy 97") a B(yly Y Ys .. yﬂ)'
Podaii-li se najiti novou relaci takovou, aby vidy ,,’
bylo touto relaci pfifazeno ,y,’, podobné ,x,” proménné
2y, atd., dale, je-li toto prifazeni jedno-jednoznacné a
koneéné, podafi-li se pomoci této relace dokazati ekvi-
valenci

A(xn Lyy Lgy « - oy Zn) NB(yl; Y Ysr - - o y”)’ )
pak Fikame, Ze jsme korelaci dosahli isomorfie relaci 4
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a B. Specialni relace, jeZ spinad pfisluind % s Y se
nazyvé korelator.

Dyé relace, jez je moZno wvésti ve vztah isomorfie,
maji stejnou strukturu. Timto zplsobem objasnila lo-
gika pojem, ktery hraje tak vyznamnou roli v moderni
védé, a to nejen ve védach exaktnich, nybrz v mnohych
oborech duchovédnych. Vzpomeime jen, kolik védec-
kych vyzkumi bylo vénovino struktyte, at jiz spo-
leénosti, ve studiich sociologickych, anebo v psycho-
logii a koneéné i v estetice. Nechci tvrditi, Ze pravé po-
psany pojem struktury je vidy vhodny pro aplikaci
mimo obor exaktnich véd, je viak nicméné velmi pies-
né vyslovenym poZadavkem, ktery musi struktura vzdy
splniti. V&imnéme si jesSté zaiimavého rysu na poimu
struktury. Nefekli jsme vlastné viibec, co to struktura
je, Fekli jsme pouze, kdy maji dvé relace steinou struk-
turu. To stadi. Struktura je podle toho spoleény predi-
kat, jejz maii vSechny isomorfni relace uréitého druhu.
Tento spoleény predikat je pak jeiich struktura. Upo-
zorfiuii tu na pFipad, ktery jsme jiZz své doby uvedli:
definici kardinalnfho ¢éisla. Tam vlastné také nebylo fe-
deno p¥imo, co je kardinilni é&islo; staédilo Fici, kdv maii
dvé mnozZiny steiné éislo kardinilni. Zplsob vyméru
obou pojmi je obdobny.

ProtoZze modely, jak jsme se dozvédéli, vanikaji do-
sazenim konstant za proménné do logickych funkei, pfe-
nasi se i na modely isomorfie, 0 niz jsme mluvili. Iso-
morfni neni na pfiklad pfirozenj rada ¢iselna a jakykoli
jeji koneény usek. Tam nenajdeme totiZz kolerator, kte-
ry by isomorfii pfivodil. Jsou vSak isomorfni iyto dva
modely: pfedméty na euklidovské kouli a predméty
neeuklidovské geometrie, jez se da interpretovati jako
geometrie na euklidovské kouli. Oba tyto modely vy-
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hovuji soustavé axiomi, kde axiom o fovnobéZkich je
nahrazen axiomem jinym. Aby nevzniklo nedorozu-
méni, upozornuji, Ze se stanoviska axiomatické sou-
stavy jsou oba druhy piedmétl, jeZ jsou vazany kore-
latorem, modely. V matematické literatuie se ¢asto pod
modelem neeuklidovské geometrie jednoho druhu roz-
uméla, pravé geometrie na euklidovské kouli, jez byla
tedy pro onu nizoru nepiistupnou geometrii jakymsi
nazornym modelem. V tomto smyslu slova model neuZi-
vame. Isomorfni je dale na pfiklad soustava vSech re-
alnych éisel na jedné strané a soustava poméra tuseéek
tohoto tvaru QX: O1, znacime-li ‘jako obvykle pismenou
O pocateéni bod realné osy, 1 bod jednotkovy a znakem
X libovolny realny bod na ose. Kazdému x v oboru ¢isel
reilnych odpovidd jeden a jen jeden pomér uvedeného
tvaru v oboru pfedmétd rovinné euklidovské geometrie.
Mimochodem fedeno, tato korelace a z ni vyplyvajici
isomorfie je tak zdvaini, Ze se néktefi matematikové
nerozpakuji tuto vétu o isomorfii prohlasiti za axiom.
V kazdém piipadé by to byl axiom zvlastni povahy,
axiom, jenZ by byl spojujicim ¢lenem mezi geometrii a
aritmetikou.

Axiomatickou soustavu je pak moZno vyplniti mo-
dely i strukturami, jez nemusi byti stejné, lépe Feceno:
modely nemusi byti isomorfni a souhrny predméti, jez
vyhovuji soustavé, nemusi miti stejnou strukturu.

Tim koneéné jsme pripraveni na typ koneénych axio-
mi, jako je axiom uplnosti V,2. Takovy zavérovy axiom
musi vybrati mezi vSemi moZnymi modely nebo mezi
véemi moznymi stmktura.mi takové které jiz nelze roz-

vybira, resp. vynutl vybrani jistych neretsmh a.nebo
nejmensich representanti pro soustavu.
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Formalisujene-li podminky pro strukturu a podmin-
ky pro model, dostaneme dvé, resp. ¢tyfi definiéni rov-
nice pro zavérovou podminku. Uvedeme tu jen obé mi-
nimalni pcaminky, maximalni jsou zcela cbdobné. Rov-
nice zni

Ming (F; M) =p;(EN)[NC M.Ism (M, N).F(N)].

Minpoa (F; M) = 5, (b N)[NCM .N = M .F(N)].
Pod funkénim znakem ,F’ rozumime znak, jenZ je ekvi-
valentni (definici) s funkei, jiZ bychom obdrzeli kon-
junkei vSech axiom®. Mysleme si na levé strané defi-
niéni rovnice konjunkeci vSech axiom, v téch prichazeji
razné funkce rozliénych proménych obort, o ktery jde.
Tyto vSechny funkce miZeme definitoricky vyjadriti
jedinou funkei F, jejiZ proménné musi byti ty, které p¥i-
chazeji ve zvlastnich funkeich jednotlivych axiomi. Vy-
razy ,N’a ,M’ jsou zkratky za Fady proménych, jez se ve
funkei F vyskytuji. Neni to tedy jedna proménna. No-
vy vztah ,C’, jehoZ je uZito mezi znaky ,M’ a ,N’, vy-
jadfuje, stru¢né Feceno, Zze v naSem piipadé je ,N’ ob-
saZeno v ,M’, je to podobny vztah, jako je vztah podmno-
Ziny k mnoziné. Prvni rovnice vyjadfuje svoji pravou
stranou, Ze neexistuje takové ,N’, jeZ by bylo obsaZeno
v ,M’, pii tom ,N’ a ,M’ by nebylo isomorfni a platilo
by ,F(N)’; t. j. neexistuje struktura, jeZ by splnovala
konjunkeci vSech axiomt, p¥i tom by nebyla isomorfni
s ,M’ a obsaZena v ,M’. Druha defini¢ni rovnice vyjad-
Fuje podobnou podminku pro model axiomatické sou-
stavy. ProtoZe jde o model a ne o strukturu, staéi, kdyz
podminka ,Jsm(M,N)’ je nahraZena podminkou ,N 3
%+ M’. Pro struktury je typickd podminka isomorfie,
kdeZto pro modely stac¢i podminka rtznosti. Podminky
pro modely resp. struktury maximalni jsou zcela ob-
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dobné, zména proti uvedenym dvéma podminkim se
tyka, jak patrno, pouze prvniho élenu v zivorce levé
strany. Formalisage podmmek jez jsme uvedli, pochazi
od Carnapa (Erkenntnis, roé. VI., str. 166 a nasl.),
problémy s ni spojené nejsou jesté uplne vyjasnény, ale
i tu, v tak obtiZné otizce, pomohla logika alespon k zie-
telnému poznéni stavu véci. Je to pFispévek k stanoveni
matematického pfedmétu, jednoznaéné stanoveni jeho
neni, jak patrno, vidy véc snadna.

Mozna, Ze étenaie napada, pro¢ takova zavérova pod-
minka nebyla uvedena u soustavy zikladnich vét vy-
rokového poétu, nebo u funkéniho poftu. Nesmime za-
pomenouti, Ze logické véty, jez tam byly formalisovany,
jsou zakladem pro cely logicky mechanismus, to nejsou .
axiomy. Tam se nestarame o napli néjakymi jedno-
znalné stanovenymi predméty, jeZ by mély vyznam pro
matematiku. To jsou tautologické transformacni pod-
minky pro vyrazy viibec. Axiomaticka soustava se na-
proti tomu zabyva stanovenim, a to co mozno nejpies-
néjsim stanovenim jistych, pfedméti ryze matematic-
kych, jde o to, aby do ni nevnikaly pfedméty, jez tam
miti nechce.

Jakym zpisobem se v axiomatické soustavé zaruéi
bezespornost axiomi? Pfed nedivnem jsme si vyjme-
novali soustavu a.xmmu geometrie,bude nejlépe, pro-
mluvime-li si, jak je to provedeno tam. V soustavé geo-
metrie to uéinil Hilbert tak, Ze opfel geometrii o ana-
lysu, chceme-li, o aritmetiku. Zobrazil synthetickou
geometrii prosté na geometrii analytickou. Analyticka
geometrie je soustava isomorfni k soustavé synthetické
geometrie, kazdému predmétu a vztahu v této geomet-
rii odpovida jista analyticka forma a analyticky vztah,
Je-li aritmetika bezesporna, je také geometrie beze-
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sporni. Bezespornost aritmetiky se v tomto piipadé
piedpoklddd takZze tato methoda dikazu bezespornosti
neni neZ presunutim problému na Jme pole V tom je
nevyhoda axiomdtickych soustav, ]ez uzivaji mimolo-
gickych prostfedkd, t. j., jez nevyuZiji moznosti, vyvi-
jeti pojmy z logiky samé. Tu je bezespornost zarucena
bezespornosti logického systému. Méli bychom se tedy
ptati po ni. Vidéli jsme, Ze se da zaruditi v piipadé vy-
rokového podtu. Ale vidéli jsme také, Ze -vyrokovy po-
Get.zdaleka nestaci na vystavbu matematiky tak, jak ji
potfebujeme, protoZe nema dosti vyrazovych prostied-
ki. U funkénihp podtu se dA bezespornost zaruciti jen
jistym umélym obratem, jenZ neni prost kritickych vy-
tek a pfed intuicionisty by jisté neobstil. PouZijeme
preto prileZitosti, vyloziti jak by se dala 2aruciti beze-
mérné novym.

Bezespornost by bylo moZno zaJIStltl takto: vime, a
také jsme si to dokazali, Ze sporni soustava je takova,
v které je mozno dokazati keZdou vétu. Kdyby bylo
mozno sestrojiti v néjaké soustavé vétu, jez by dokéaza-
telna nebyla, také vSak ne vyvratitelnia, pak by byla
zaruéena bezespornost té soustavy jednoduSe proto, po-
névadZ v ni existuje jedna. véta, jeZz dokazatelna neni.
Aby soustava byla sporna, musela by byti jejim disled-
kem kaZdd véta, a to by splnéno nebylo. Pod dokaza-
telnou vétou rozumime jako obvykle vétu, jez je da-
sledkem zakladnich logickych vét, piipadné logickych
vét a axiomi, jeZ jsou do zikladu soustavy pfibrany,
pod vétou vyvratitelnou pak vétu, jejiz negace je v sou-
stavé dokazatelna. DuleZité je, Ze p¥i sestrojeni nedoka-
zatelné véty, jakoz i pFi vSech operacich, jichZ uzivame,
nesmime vystoupiti ze soustavy, v které jsme, jinak fe-
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éeno, nesmime mluviti jinou x"ééi, neZ fe¢i onoho sy-
stému S, v némz vétu vyslovime. , '

Protoze priklad véty nedokazatelné se tyka kaZdé
logické soustavy, v niZ je mimo to formalisovana arit-
metika, byl by naznadeny typ dilkazu postaéujici pro
ditkaz bezespornosti jak logiky tak také aritmetiky jed-
nim jedinym spoleénym “ivérem. Piiklad je tak zaji-
mavy, Ze se pokusim podati jeho hlavni myslenku po-
kud moZno srozumitelné, ponechavaje stranou velky
aparat formalni, jenz je k dikazu jinak nezbytny. (Di
kaz pochazi od Godela, uvefejnén v r. 1931 ve viden
skych , Monatshefte f. Math. und Physik” pod nazvem
,O vétach Principia Mathematica a pfibuznych soustav,
formalné nerozhodnutelnych”, dikaz zjednodusil Car-
nap v cit. dile, odst. 19., resp. 35., 36.) Priklad je zaro-
venl ukazkou t. zv, aritmetisace umélé reéi.

Logistické znaéky vSech druhq, tedy na pfiklad zna-
ky pro :»Spojeni" V}"I'Okﬁ, ja'ko nV”’ w n(" (leva za-
vorka), ,,—" (implikaéni Sipka) a j., dile proménné a
konstanty vyrokové, funkce, jejich argumenty promén-
né i zvlastni hodnoty, to vSe je moZno jedno-jedno-
znnaéné piifaditi ¢islim prirozené Fady ¢iselné. Jedno-
jednoznaéné znamena tu jako vSude v matematice, Ze
dvéma riznym znakim musi odpovidati také dvé rizna
prifazena éisla, jedné znacce jedno éislo a naopak. Za-
ruéiti takové pfifazeni, je technicky mozno vice zpi-
soby. .
Ozfejmime pfifazeni piikladem: budiz soustava, o
kterou jde, funkéni pocet. V této soustavé neni sice for-
malisovana celd aritmetika, ale to pro nas piiklad nema
vyznam. ,x” budiZ v této soustavé proménna, jiz bude
pfifazeno ¢islo 3 (néjaké prvoéislo vétsi nez 2). Znaku
,—" necht je pfifazeno é&islo 13. Cislo 7 je moZno v této
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soustavé definovati, jak vime., Smluvme si pravidlo, ze
definovanym &islim v nasi soustavé prifadime &tverce
prvocisel, vétSich nez 2. Prifadime tedy éislu 7 tfeba
Ctverec 32. Potom linearni rovnice, jiz miZeme v sou-
stavé funkéniho poétu celou vyjadfiti, ,,x = 7", bude
miti k sobé pfifazenu posloupnost é&isel 3, 13, 9. Umlu-
Vu o prifazeni je moZno jesté zdokonaliti v tom sméru,
Ze rovnici pravé napsané nebude odpovidati jen po-
sloupncst tii éisel, nybr é&islo jediné (na pf. vhodné
definovany souéin jejich). Nazpét je mozno kazdou ta-
kovou posloupnost preloZiti do znaki funkéniho poétu,
anebo jedno éislo samo. podle rozkladu v jeho prvoéini-
tele tak preloziti. ‘

Jinym pfikladem by bylo dilkazové schema, odvozo-
vani disledku. Je-li néjaka véta v soustavé S dokaza-
telna, je poslednim &lenem koneéné ‘posloupnosti for-
muli. Kazdé vété i-axiomu odpovida v aritmetickém pf¥i-
Fazeni néjaka posloupnost é&isel, cely dikaz je tedy ko-
neénou posloupnosti jistych koneénych posloupnosti a
dokazané vété je piifazena pravé posledni z nich.

Posloupnosti, resp. éisla jim pFifazena, dale posloup-
nosti z posloupnosti, resp. slozitéjsi &isla jim pFifazena
je moZno zkoumati &ist® aritmeticky: hledati takové
vlastnosti jako je délitelnost, tvar rozkladu v prvoéisla,
(ma-li na pF. étverce prvoéisel a vy3Si moeniny jejich),
srovnavani podle velikosti a j. Ukazuje se pak, je-li pfi-
fazeni vhodné voleno, Ze kaZdé syntaktické viastnosti
v Feci soustavy S odpovida jistd aritmetickd vlastnost.
Naopak zase je mozno aritmetické zakonitosti pFifaze-
nych ¢isel zpdt interpretovati jako vlastnosti syntak-
tické. To nam prozatim postadi.

V soustavé 8, v niZ je také formalisovana aritmetika
(to je pfedpoklad!), jsou jisté predikaty jedné volné
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proménné, kde volni proménna probihd elementy né-
jaké podmnoziny, obsaZené v: mnoZiné vsech prifaze-
nych éisel. Mysleme si ted' tyto predikaty, nebo jinak
tyto funkce jedné proménné, srovniny v posloupnost
tak, Ze dvéma riznym znakim odpovidaji rizné arit-
metické indexy. Nazveme vSechny predikaty, o néz jde,
spoleénou pismenou R a indexem ,#’, pFipojenym k
funkénimu znaku, je odliSime. D4 se dokazati, Ze srov-
nini vSech R.(u) s volnou proménnou ,u’ v posloup-
nost podle indext je proveditelné,

Vyjadiime jesté symbolem [F(u); 2] okolnost, Ze
za volnou proménnou funkce ,F’ bylo dosazeno ,»’. Také
tento symbol lze aritmeticky interpretovati. Po této
pFipravé pfistoupime ke konstrukci nerozhodnutelné
véty. Budeme definovati novou tiidu, stanovenou pre-
dikatem K’ takto .

K(n) =p;. Dokaz [Ra(x); n].
o je tedy ve tFidé stanovené funkénim znakem K,
neni-li dokazatelno, Ze za volnou proménnou n-tého pre-
dikatu je mozZno dosaditi éislo ,»’.

Tato nova tfida, uréena predikatem ,K’, vede k ne-
rozhodnutelné vété a patii také mezi funkce s jednou
volnou proménnou. Toto K’ se musi totiz shodovati
S jednim z predikati nasi posloupnosti R, R, R,, .. ..
BudiZ tedy ,K’ shodné s ,R:’. Pak tvrdime, Ze

[Ri(x); 1]
je nerozhodnutelna véta. Dikaz:

1. Kdyby bylo dokazatelno
t. j., Ze za volnou proménnou X’ predikatu ,R/ mozno
dosaditi ,#’, platilo by podle definiéni rovnice
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K (i) = Dokaz[Ri(x) ; i],
ale prava strana této rovnice tvrdi opak.

2. Kdyby véta byla vyvratitelna, t. j. kdyby bylo do-
kazatelno '
| (Ri(@); ],
pak by platilo L
K (i) = Dokaz[R: (x) ; 1];
nezapominejme toti%, e ,K’ je shodné s ,R/, negace
_ [Ri(x);1i]
tedy znaéi, Ze ,#’ za volnou proménnou do ,R¢ dosaditi
nelze, ¢ili Ze neplati ,K(4)’. To je vyjadfeno levou stra-
nou rovnice. Prava strana ma vsak dvojniscbnou ne-
gaci a tedy zase popira stranu levou,

Formuli
[Ri(x); i)
je tedy sestrojena nedokazatelna véta v soustavé 8, vniZ
je soucasné formalisovana aritmetika. Podle obecné
uvahy, kterou jsme provedli, byla by tak zaruéena ne-
jen bezespornost logiky, nybrZ soufasné i aritmetiky,
jeZ je soucasti celé soustavy S, v niZ byla odvozena ne-
dokazatelna véta. Vyznam takového dikazu by byl mi-
mofadny uvazime-li, kolik prace bylo vénovano diika-
ziim bezespornosti aritmetiky. V aritmetice samé je to-
tiz fada problémi, které jesté dodnes nebyly FeSeny.
Nevime tedy, co miiZe jejich FeSeni prinésti. Vzhledem
k velkému odporu, jejz kladou nékteré tyto proslulé
problémy i novodobym mohutnym prostfedkim (po-
gledni véta Fermatova, pary prvoéisel tvaru p, p + 2,
a jiné mnohé) neni daleko myslenka, pfijmouti nékte-
rou z takovych vét za axiom. Byla-li by to dokazatelni
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véta, je zaFazeni takového nového .axiomu zbytedné.
Horsi situace by vznikla, kdyby se pfi vySetfovani né-
kterého takového problému ukazal spor, tak jako se to-
mu stalo v theorii mnoZin, nez byla formalné dokona-
leji ustavena. Pfes nepatrnou pravdépoedobnost tako-
vého piekvapeni neni tato moZnost vyloucena.

Véta o bezespornosti soustavy prokazani nedokaza-
telnou formuli, by ukazovala k tomu, Ze k takovému
piekvapeni nedojde. Tim by také byla samoéinné za-
ruéena bezespornost geometrie, kde jsme na tento pro-
blém po prvé narazili. Bezespornosti aritmetiky by byla
zaruCena bezespornost analytické geometrie a tedv i
odpovidaiici isomorfni soustavy geometrie synthetické.

Véta Godelova o existenci nedokazatelné véty vSak
nema tento dosah. Je totiZ odvozena za pfedpokladu
bezespornosti soustavy S, v niZ se cely diikaz provadi.
Proto neni moZno vysledku uziti k cili, iejz jsme nazna-
¢ili. Vysledek Gddeltiv neni v3ak pfesto bez zaiimavosti,
poukazuie na jistou velmi obecnou vlastnost nékterych
logickych scustav, jeZ se daii aritmetisovati a bvlo by
jei moZno struéné vystihnouti asi tak, Ze lze formulo-
vati v sovstavé S problémv. na jichZ odpovéd vlastni
prostfedkv soustavv nestaéi.*)

Diikaz sim ma jedno choulostivé misto. THda ..K” je
definovana pomoeci viech t#id, danych predikitem o
jedné volné proménné. Logicky tvp pravé stranv defi-
niéni rovnice se ma shodovati s logickym tvpem_strany
levé. V té vSak ie pnredikit Pi a te iako arsmment
funkce ,, Dokaz”. Tu by tedv bylo poruseno tvpové pora-
vidlo, 0 némZ jsme mluvili. D4 se vSak bez aritmetisace

*) Giédelova véta upoutala na sebe velkou pozornost zejména
matematikll a logikfi americkych a navodila cely velky komplex
novych otdzek matematickych soustav. ’
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najiti cesta, jak i tuto obtiZ odstraniti, takZe dikaz, jak
dnes vypada, vydrzi vsechny kritické napory, jeZ by-
chom s dneSnimi prostiedky mohli podniknouti. Po této
obtiZnéjsi odbocce v otdzkach bezespornosti logickych
soustav se vritime k axiomatice geometrie, abychom
ziskali nazor, co viechno je moZno z takové soustavy
ziskati.

Zivislost resp. nezavislost geometrickych axiomt na
sobé lze zkoumati éiselnym modelem, tak vhodné vo-
lenym, Ze v ném jsou viechny axiomy splnény s vyjim-
kou jednoho, o jehoi nezivislost pravé jde. Tato me-
thoda je nam jiZ znama z vykladu o nezivislosti ziklad-
nich v&t vyrokového podtu. Tady je situace slomtéJsu,
ale princip zistava tyz.

Jako ukazku si ;vplime dikaz nezavislosti axiomu
V,2.,, zavérového axiomu, nejpodivnéjsiho axiomu sou-
stavy (V dalsich vykladech je pouZito citované Hil-
bertovy knihy ,,Ziklady geometrie”, pokud jde o tech-
nické provedeni dikazi.) Abychom dokazali nezavis-
lost axiomu V,2., mysleme pouze v &iselném oboru, jenz
bude vytvofen takto: zikladem oboru 2 je éislo 1, pfi-
pustné operace, jeZ jsou viechny konecné, jsou séitani,
odéitani, nasobeni, déleni a operace |}/1 + w?| (prosta
hodnota odmocniny), kde «? je jiZ éislo, ziskané nékte-
rou z pfedchozich operaci.

Par éisel (x, y) z tohoto oboru, z néhoZ jiZ nevystou-
pime, necht odpovida bodu, pomér tFi ¢isel u: v: w od-
povida p¥imece (u, v 7= 0) ; okolnost, Ze bod z, v leZi na
pfimece, vyjadfime, jak znamo, rovnici

ur + vy +w=0.
Axipmy skupin I,1. = 3. a IV. budou tak splnény, jak
se Ize pFesvddiiti. Cisla oboru jsou realni a daji se srov-
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nati co do velikosti, takZe i axiomy skupiny II., jakoZ i
Archimediiv axiom budou v platnosti. Usedkami a thly
se zachézi stejné jako v obvyklé analytické geometrii,
linearni transformace

=z +a,

y’ =Y+ b:
vyjadfuje rovnobéiny posuv dsedek i ihla. Jde jen jeSts
o to, jesli otiCenim nevzniknou nova é&isla, jimiZ by se

rwe

obor mél rozsiFiti.

Budiz pocatek oznaéen jako. obvykle 0(0,0), dale
méjme jesté bod E (1, 0) a libovolny bod tfeba v prvnim
kvadranté roviny soufadné oznaéme A (a,b). Otoéme
celou rovinu o thel X EOA, takZe par bodovy (z,vy)
piejde v bodovy par (#,y’) a to transformaénimi vzor-
ci pro otoceni

, a . b y
r = — T = =
Vaz + b2 Vaz 1+ b3
. b . a y
I e the
Cisla |/a®+ 5%, jex prichézeji v jmenovatelich, lze na-

/

y

2
psati jednoduse ve tvaru b..|/ 1 + %, coz jest ¢islo na-

Seho oboru @, protozZe je to éislo tvaru Vl -+ w? naso-
bené zase jen é&islem z oboru Q. Nemusili jsme tedy z
oboru vystoupiti (mimochodem feéeno, je ted dobfe pa-
trpo, proé byl obor Q privé tak zvolen, podnét k ope-
raci tvaru V 1 4 w2 jde pravé z transformacénich rovnic
pro otodeni) a protoZe posunuti a otaceni souvisi s a-
xiomy shodnosti, plati také skupina III. v aritmetické
interpretaci naseho oboru.
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Jediny axiom uplnosti tu neplati. Neméame totiZ ve
svém oboru 2 vSechny body a nisledkem toho viechny
pFimky, mame jen ty elementy, jez odpovidaji aritme-
tickému oboru Q a tam jsou jisté ,,mezery”, protoZe kro-
mé ¢isel oboru Q existuje jesSté mnoho ¢&isel jingch. Zeela
jisté na piiklad v tomto obcru chybi éislo =, takZe bod
s obéma soufadnicemi rovnymi » by prosté v nasi geo-
metrii neexistoval. Tedy tato geometrie neodpovida
bémé geometrii analytické, jak je probirina na Sko-
lach. Teprve doplnénim oboru 2 na obor vsech redl-
nych Cisel se dostane geometrie, jiz mél na mysli Des-
cartes. Nezavislost axiomu V,2. je tak ukazina exis-
tenci geomterie, v niZz neni sport, ale v niz axiom V,2.
neplati. Tato geometrie se svymi prostorovymi mezera-
mi, nahliZeno se stanoviska béZné euklidovské geome-
trie, se bez posledniho axiomu celé soustavy obejde. Po-
znimka, jiZ jsme’ uéinili, mi#i dal, neZ by se na prvni
pohled zdalo. Vzpomefime si, Ze posledni skupina axio-
mil geometrie se nazyvala: axiomy spojitosti. Kazdy by
ocekaval, Ze se bude také vyslovné o spojitosti, ktera je
pro béZné predstavy geometrie tak typicka, v obou po-
slednich axiomech mluviti. Misto toho je tam mluveno
o axiomu Archimedové, ktery na prvni pohled nijak ne-
vypada, Ze by mohl miti ke spojitosti vibec vztah, a
posledni axiom Uplnosti je pojmu spoijitosti naprosto
vzdilen. Ale jen zdanlivé. Vidéli jsme piiklad geometrie,
jeZ ma své mezery v prostoru, opét Fikam, vidéno se sta-
noviska Descartovské geometrie, a teprve axiom tpl-
nosti umoZni geometrii spojitého prostoru. Axiom Y,2.
je tedy pravem zafazen pod axiomy spojitosti.

Pfedchozi vahu by bylo mozno jesté doplniti vy-
sledkem z nov&jsi doby. Vyznaény sovétsky matematik
Kolmogorov uvefejnil spolu s Pontrjaginem v Annals
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of Mathematics 1932 (2) (33) definitivni vysledek, je-
hoZ obsah struéné podime. Nazveme télesem T takovou
soustavu elementdl, pro néz jsou zavedeny dvé operace:
séitani (@ 4 b) a souéin (a.b) a to tak, Ze dvéma ele-
mentiim v daném pofadi (lif&ime tedy na. p¥. ,a 4 b’ od
;b +a, podobné ,a.b’ od ,b.a’) odpovida pFislusny
element ,soucet’ a ,soucin’ jedncznaciné a oba tyto ele-
menty patii také do soustavy T. Pak plati, Ze télesem
geometrie v uvaZovaném smyslu ,,spojité” je bud té-
leso redlnych éisel nebo obyéejnych komplexnich é&isel
Gaussovych (a 4 ib). Prvni moZnost nastane, poloZi-
me-li jako vedlej§i podminku: ke kazdé plose 2. stupné
(v roviné: kuZelosecce) existuje pfimka, jez ji nepro-
tind. Druha moZnost nastane, pfedepiSeme-li, Ze kaZda
plocha druhého stupné (v roviné: kuzZeloseéka) je pro-
tata kaZdou pfimkou ve dvou bodech (tato podminka
vede oviem také k priseéikim, jeZ nejsou realné).

Mnohem zajimavéjsi vysledek vSak dostaneme, vy-
nechame-li pfedposledni axiom V,1., t. j. axiom Archi-
mediiv. UkéaZe se, Ze je nutno souc¢asné vynechati také
axiom V,2, Hilbert k tomu 1tidelu sestrojil zvlastni cisel- .
ny obor, v némz neni splnén Archimediv axiom. Na
srovnani uvadim jen, Ze tento axiom plati také pro éisla
realna, coz je snadno patrné, interpretujeme-li si jeho
geometrické vyjadieni aritmeticky. Konstrukee oboru,
v némzZ V;1. neplati, jest tato: sestrojime cobor (1)
vSech algebraickych funkei éisla ¢, jeZ vzniknou z ¢
étyfmi zakladnimi ukony podetnimi a jeSté operaci
”/1 F 0, pFi tom w? je funkee ¢, jeZ vznikla dFive jiZ
na zakladé nékteré z jmenovanych operaci. Obor Q(t)
ma jen realné a jednoznacéné funkce veliiny ¢ (prosta
hodnota odmocniny!). Algebraické funkce ¢ jsou vSe-
chny tvaru

169



F(t) =a, + a,t + a,t2 +a,t° + ... I ant,
coZz ma ten disledek, Ze kaZdé F () je rovno nule nej-
vySe po tolik hodnot ¢, kolik ukazuje stupefi funkce F
(Vime, Ze rovnice n-tého stupné ma pravé » kofent,
nékteré mohou splyvati.) Volime-li tedy ¢ dosti vysoké,
bude hodnota F(t) od jistého ¢ poéinajic, trvale klad-
na nebo trvale ziporna.

Na tyto algebraické funkce ¢ pohliZejme ted’ jako na
zvlastni druh éisel. Jsou-li @, b rizni é&isla oboru Q(?),
tedy ritzné algebraické funkce oboru (%), pak je mii-
Zeme srovnati co do velikosti tak, ze @ > b tehdy, kdyz
a —2b je pro dostateéné velké hodnoty ¢ stale kladné,
jinak je @ < b. Je tedy moZné srovnani co do velikosti,
které hraje podstatnou roli v axiomech usporadani, Na-
proti tomu, at volime jakkoli vysoké n kladné, a t éislo
z oboru Q(t), bude vzdy n < t, protoZze n —t < 0 pro
dosti velika ¢. (Cislo n je vZdy v oboru Q(t), protoZe je

1 .
tam podle definice tohoto oboru éislo r =1, tedy je

tam takeé soucet n jednotek.) Z toho plyne, Ze libovolny
nasobek jednotkové Gsecky je vidy mensi neZ é&islo t,
Archimedtiv axiom neplati.

Geometrie, jez se tak vybuduje, ma vsechny analo-
gické vlastnosti, jako pfedchozi, ma také.ve srovnani
s obvyklou analytickou geometrii ,mezery” (sama
v sobé jich nema, protoZe o mozném rozsifeni nic nevi),
ale neplati v ni axiom V,1. KaZdy bod ¢ na realné ose
je nédcesazitelny koneénym poctem jednotkovych use-
éek, nanasenych vedle sebe smérem k onomu bodu.

Dalsi podivnia geometrie, o které se jiZ jen strucnéji
zminime, je geometrie, v niZ neplati Pascalova véta.
Pascalova véta je jednou z hlavnich vét projektivni
geometrie a ma znaény vyznam i prakticky konstruk-
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tivni. Byva obyéejné vyslovena pro kuZelosetku, ale
my ji tu v jejim obecném znéni nepotfebujeme, staéi
nam jeji zvlastni pfipad. Vyznam této uZsi formulace
je ihned patrny z obrazku, jejz si snadno pofidime k je-
Jimu znéni: A, B,C je trojice bodd na jedné pfimece.
A’, B, (' je trojice bodu na jiné pfimce, jeZz prvni piim-
ku protina. PFi tom necht Zidny z uvedenych Sesti bo-
di nesplyva s priseéikem obou pfimek. Plati pak: -

CB’!| BC’'.CA’ |AC’ implikuje BA' || AB’.

Vztah rovnobéZnosti spojnic zna¢ime obvyklym znakem
1" mezi znaky pro obé usecky, o néz jde. Dilkaz to-
'hoto zvlastniho pFipadu Pascalovy véty (kdyZ kuZelo-
secka degeneruje na dvé pfimky, jeZ se protinaji) se da
provésti pomoci skupin L1. +— 3. a II., IIL., IV. Pasca-
lova véta umoziiuje geometricky ditkaz rovnice ab = ba
¢ili zaménnosti souéinu. V aritmetice bylo jiz dfive zna-
mo, Ze existuji soustavy, kde neplati pravidlo o zamén-
nosti souéinu. Jsou to na ptiklad kompla(m déisla o0 vét-
8im poétu komplexnich jednotek nez maji cisla ‘tvaru
a -+ ib. Takovymi ¢&isly jsou kvaterniony anglického
matematika Hamiltona, jeZ hraly znacnou roli v theo-
retické fysice 19. stol.; jinym prikladem jsou matice,
dfive pouze pFfedmét matematického studia a dnes ne-
postradatelny pfedmét moderni fysiky. Souéin dvou
kvaternionii neni obecné ziménny, stejné tak neni obec-
né zaménny souéin dvou matic. Okolnost, Ze souéin dvou
matic nenf zaménny, je formalnim divodem pro Heisen-
bergovu relaci neostrosti, jeZ zptsoblia tolik hluku v
poslednéjSim obdobi moderni fysiky v souvislosti s de-
terminismem. Tedy nezimériné souéiny jsou a dokonce
i v aplikacich matematiky v hojném uZivani.
Zavedeme-li soustavu ¢&iselnou, kde neplati zamén-
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nost soucinu, do geometrie, neplati v ni Pascalova véta,
neplati v ni také zpétné vzato nékteré axiomy soustavy.
V takové geometrii by se nerovnaly sobé obsahy dvou
cbdélniki, jeZ by se lisily pouze tim, Ze jeden by spoéi-
val na strané a, druhy na strané b, jinak by byly stejné.
Je tedy patrno, Ze duisledkem Pascalovy véty musi byti
néjakad zména v axiomech shodnosti. Touto zménou a
jejimi daldimi podrobnostmi se jiz zabyvati nebudeme.

Dusledky, jeZ jsme ukazali vzhledem k soustavé axi-
omu geometrie, maji tento smysl: je-li jiZ tak prostu-
dovin mechanismus matematickych pfedméti a vzta-
hii, jez je vaZi, miZeme se odvaziti zmén logickych pre-
mis v takové mife, Ze diivéjSi matematika by byla ta-
kovy krok povaZovala za pochybeny, prosté nemozny.
Co kdysi bylo revoluénim éinem, lze dnes vyloziti ,,avec
une parfaite tranquillité”, jak se vyjad¥il o Hilbertové
soustav® pravé Poincaré v citované knize,

Tim neni nikterak sniZen vyznam ¢inu, jaky podnikl
na piiklad Lobacevsky vzhledem k novym mozZnostem
geometrie. Jeho éin byla revoluce proti filoscficky ste-
rilnimu nazoru na jedinost prostoru a jeho apriorni
zakonitosti. Pravé takovy &in umoznil pokrok ve védé
a vedl k prozkoumani mechaniky mysleni, jeZ dovoluje
opravdu mluviti o neobvyklych oborech matematiky
s naprostym -klidem.
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CESTA K VEDENI|

princip vyloudené tfetf moZnosti,
princip sporu a princip postaéu-
Jiciho dovodu. Pfechdzi pak
k symbolické logice, zvané téZ
matematickd logika nebo logisti-
ka, }iZ vdétime mimo jiné za
ohromné pokroky v otdzltich zi-
kladti matematiky. Probird nej-
prve nejjednodussi partli tohoto
oboru, totiZ dvojhodnotovy vy-
rokovy polet, nafeZ prechdzi
k logice vicehodnotové a k logi-
ce. vyjadtuiici zaméfeni extrém-
nfho sméru filosofie matematiky,
totiZ intuicionismu. Kapitola kon-
¢f vykladem o logickém funk-
¢nim podtu, ktery mimo jiné
umoZfiuje definovat n&které z4-
kladni matematické pojmy, na
n¥. polem celého &isla, na ryze
logickém zdkladé.

Matematika se v8ak pfesto
nedd redukovat na logiku: pro
jefi vystavbu je nezbytny oH
neimenéim axiom nekoneéna. Ve
vviSich partiich matematikv k
némnu pfistupuie ariom vybéru,
jenZ byl forrnulovdn teprve za-
¢dtkemn naSeho stoleti, stal se
predmétem neobvykle prudkych
sporft a patH dosud k nejméné&
vyjasnénym bodiim qlodernj ma-
tematiky. Posledni kapitola kniZ-
ky pojednidvd o axiomatickych
soustavdch a zvldsté o slavné
Hilbertové soustavé axiomiti geo-
metrie.
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