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CESTA K VEDENI

Prof. Dr Karel Cupr:

Geometrické hry
a zibavy

Obdobné& jako v kniZce Arit-
metické hry a zdbavy, kterou
autor vydal pfed né&kolika lety
v této sbirce, jsou zde uspofi-
diny rozmanité zibavné dlohy
geometrické a jejich teSeni.
Autor pHhliZf k historil, k roz-
nym methodim feSenf dloh a
k jejich obtiZnostli a Fadi dlo-
hy podle obortt do né€kolika od-
stavctl.

Ctendf pozni v kniZce pod-
statu rbznych nesprivnych vy-
rokd geometrickych, podstatu
nesprivnd sklddanych obrazcti,
optickych klama atd., které &as-
to nachdzime v raznych zdibav-
nych ptiloh&ch &asopist. Pfi-
tom sezndm{ se s nékterymi
odvétvimi matematiky, které
pfesahuji rdmec elementdrni
latky, kterd je hlavnim pro-
stfedkem p# FeSenf, a tak si
roz3ffi obzor svého poznini.
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PREDMLUVA

Zésadami, jichz jsem uZil pHi vybéru a vykladu arit-
metickych her a zédbav (viz 21. svazek této sbirky), Hdim
se i tentokrite. Za geometrickou hru nebo zébavu pokldddm
geometricky priklad, jenZ dtendfe zaujme bud neobvyklym:
znénim nebo viipnym Fefenim nebo pfekvapujicim vysled-
kem; i historie ilohy tfebas jinak prosté mtZe byti velmi
poutavéi. Kladu tedy diraz na to, aby itiloha byla Feditelna
pouZitim néjaké geometrické methody nebo poutky. Zminim
se nejprve struéné o tlohdch, které se velmi dasto nesprivné
poklddaji za geometrické hry a zdbavy; uzivaji sice geometric-
kych prvkd i dtvarh, aviak methoda, jeZ jest potfebnd
k jejich feSeni, geometrickd neni; rovné% nejsou aplikacf
néjaké geometrické poucky jsouce spiSe zkuSebnim kamenem
Piirozené inteligence. Mnohdy je sndze rozfedf praktik
opirajici se o zkulenost ziskanou ve svém dennim povoldni
ne? Skolou a geometrickym vycvikem prosly étendf. Takové
tdlohy spiSe lze nazvati psychotechnickymi testy a jest jim
vénovdna prvni nafe kapitola, v ni% je ve struéném vybéru
fadim do né&kolika skupin.

Svému asistentu p. Dr L. Frankovi srdeiné dékuji za
vydatnou vypomoc pfi ¢tenf korektur.






I. PSYCHOTECHNICKE TESTY

A) Hry s Gsetkaml, Usetky byvaji zndzorndny tydinkami
stejné délky bud dfevénymi nebo kovovymi, nejéastéji
pak sirkami.

a) Ze Sesti rovnostrannych trojGhbelnfkd pfeloZenim ti
sirek jest vytvofiti devét rovnob&infki (obr. 1).

A

Obr. 1.

b) Plocha uvedeného k¥iZového obrazce jest 5 &tvereénich
jednotek; sestrojte z téhoZ podtu sirek obrazec majici pouze
plochu &tyF nebo tii étverednich jednotek (obr. 2).
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Obr. 2.




¢) PreloZenim jediné sirky zmé&iite 1 na 1 (feéem’ i_) .

ViI
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d) A posléze dv® tlohy z ,,vyssdi geometrie”: Omezte
jedinou sirkou jeden a tfemi sirkami &tyfi trojihelniky. —
Prilozte sirku k rohu stolu nebo k rohu papiru sefiznutého
do pravého ihlu; Felenfm druhé dlohy jest étyfstén, jehoZ
zdkladna vak neni sirkami vyznadena. Podobnym obratem
v prostoru feite tlohu: Zménte polohu sirek v pfipojeném
obrazci tak, aby sviraly mezi sebou osm pravych dhli a vy-
tvéfely pfi tom soumérny obrazec (obr. 3).

B) Velmi &tné jsou
tlohy velici vésti da-
nym pottem bodid jisty
potet pfimek hovicich
dané podmince; na pf.
deviti body, seskupeny-
mi do &tverce po 3-krite
tfi, jest vésti souvisly
étyrstranny tah, jdoucf

sk

Obr. 3.

kaZdym bodem jen jednou
(obr. 4).

Mélo sloZit&jsi dloha jest:
Ctytikrite &tyfmi body
vésti souvisly Sestistranny
tah jdouci (s vyjimkou je-
diného bodu) kazdym bo-
dem jen jednou (obr. 5).

C) a) Neséetné jsou ulohy
o délenf obrazci za pfede-
psanych podminek; snad
nejzndmé&jsi z nich jest roz-
déliti tento obrazec na &tyfi
stejné dily mezi sebou i da-
nému obr. podobné (obr. 6).



‘Teti z obrdzkii ukazuje, jak moZno rozdéliti kruh na
&tyfi 4sti stejné co do obvodu i co do obsahu, nikoliv vSak
pomocf priimérd.

> @ &

Obr. 5. N

b) Dosti nesnadn4 jest tloha &tverec o strand 13 rozd&liti
na jedendct &tvercd, viz obr. 7.

¢) Kruhovy vilec jest rozdsliti tfemi Fezy na osm stejnych
&asti (obr. 8).

Obr. 6.
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Obr. 7.

Velmi &asto se pro Fefeni takovychto tuloh pfedepisuje
pouZiti niZek; na pf. jest stfihem pFfeméniti obdélnfk
o strandch 4, 9 ve &tverec. Reeni lze provésti takto: UkaZte,
jeli @a:b=(n+ 1) : 2% %e lze pfeméniti stiihem tento
obdélnfk ve &tverec za predpokladu, Ze n jest celistvé é&islo,
a

n+1

podél lomené &iry o n zubech, jichz délka jest V%b =
b
a8 Vyék& ';
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d) Dva &tverce jest rozstfih-
nouti tak, aby bylo moZno
z &dstf tak vzniklych sestrojiti
&tverec jiny; jednd se tedy o

jakysi

dikaz Pythagorovy

véty pomoci niZek. Obrazec

Obr. 9.

/ méfeny danymi &tverci nazy-

vali Indové , kftem nevéstin-
nym* (obr. 10.

Pfed tfemi aZ &tyimi desit-
kami let byly velmi oblibeny
u malych i velkych t. zv. hlavolamy. Byly to ploché &tver-
cové skiinky, v nichz byly ulofeny z kameninové hmoty
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Obr. 10.




vyrobené fttvary, omezené piimymi i kfivymi &arami.
Pfipojen byl seditek s obrazei, jeZ se mély z kameninovych
dtvard sestrojit. Velmi oblibené byly hlavolamy firmy
Richter.

D) V rodokmenech vyznalni ptedkové byvaji zapsdni
v kruzich, a jednotlivd jména byvaji spojena tdsetkami
a tyto jednoduché geometrické dtvary to asi byly, jeZ k mate-
matickym hrdm ptiélenily dlohy o podivuhodnych pfibuz-
nostech; byly dokonce vymysleny i zvlastnf algoritmy na
Feeni téchto tloh.

E) Daleko a daleko vzddlen&j§imi pFibuznymi matema-
tickych her jsou dlohy o pfevozu s prekdzkami, pFipadnd
o pirerovndni véci z jistého pofadi do jiného za zvl4até svi-
zelnych okolnosti. Nejstar$i uloha toho druhu pfipisovand
Alkuinovi, vrstevniku a ptiteli Karla Velikého, zni takto:
Prevoznik mé lodkou pfevézti vlka, kozu a hlivku zeli,
do malé lodky muZe v3ak ziroveni vziti pouze jednoho
z jmenovanych pasaZeri. Jak uspoiddd pievoz? Jest to
mozno dvojim zplisobem: Preveze kozu, vrati se pro vlka,
vlka nechd na druhé strané, kozu vezme zpét, pfeveze hldvku
a vrati se pro kozu; nebo: pfeveze kozu, vrati se pro hlivku

a kozu vezme zpét, pieveze vlka, nadeZ se vriti pro kozu.
Tak skuteéné neublizi vlk koze a koza zelné hldvce.

o~

1 2 3 4
Obr. 11.

Predetné jsou tilohy o pferovnani Zelezni¢nich vozii; opét
uvedme tdlohu co nejjednodussi. (Obr. 11.) Koleje jsou spojeny
s odbogkou tak kritkou, Ze mitZe byti na ni postaven pouze
jeden vagon; jak uspofidati pfesun, aby vagony I, 2 si
vyménily mista s vagony 4, 3%

K cili dojdeme takto: 2 na odbodku, 3, £k I, 2vpravo,

10



4 na odbotku, I a 3 vpravo, 4 vlevo, I na odbodku, 3 vlevo,
1 vpravo. MoZno oviem zadfti i vagonem 3.

Jednou z nejslozitéjiich tdloh tohoto druhu jest tato:
V gariii jest osm aut, devité jest ve spojovaci chodbd;
auta v gardZi jest uvésti do pofadi prévé opaéného (viz

obr. 12).
O,

0191010]10]0]0]0,

Obr. 12,
rd

1...7 iplnd vlevo, 8 vpravo, 7, 6, 8 nahoru, 5 na pravy
kraj, 8, 6, 7 vlevo dolii, 5 vedle 9, 7 vpravo, 6, 7, 8 vpravo
nahoru. Potadi nyni jest: 9, 5, 6, 7, 8 ve spojovaci chodb,
1,2, 3, 4 v garéZi. 4 na pravy kraj, 8, 7zpét, 1, 2 vlevo vzhiru,
3 na levy kraj, 2, 1 zpét a vpravo, 3 vpravo, 9dold; tak jsme
docilili postaveni 5, 6 ve spojovaci chodb& a 9, 3, 1, 2, 8, 7,
4 v gardzi. Nyni: 4k 6,7 k4,8 k7,3, 1,2 na pravy kraj,
9 vlevo, 5, 6, 4 vlevo dold, 9 nahoru, 4 na levy kraj, 5, 6
nahoru, £ k 3,6 a 6k 4,9 na levy kraj, 7 k 6, 2 nahoru,
1...7 vpravo, 8 k 7, 9 nahoru a na spravné misto vloZit 2.

F) T&chto p&t skupin bylo by moZno je3td rozmnoZiti
0 jiné skupiny; uvedme jeit& tfi piiklady, jimZ jest spolednou
vlastnosti dskok a lest viidi &tendfi presvéddenému, Ze pii-
most a poctivost jest vlastnosti viude pi{tomnou.

11




1. Na staveniité obdélnfkového tvaru o rozmérech 20
a 10 metri m4 stavitel postaviti dva domky o délce dvaceti
a hloubce 10 metri, jak to udini? (KaZdy domek bude miti
trojihelnfkovy pldorys o zdkladné 20 a vySce 10 m).

2.V knihovné stoji vedle sebe dva dily téZe knihy, prvni dil
mé 300 stran, druhy 400 stran, kaZzd4 z desek m4 tloustku
rovnou 10 listdm knihy. Cerv, ktery se prokousal prévé
k prvni strdnce prvniho dilu a ddvd se do hlodéni desky,
bude ve své zhoubné &innosti pokra&ovati pozdéji i v druhém
dile; potfebuje-li k prohloddni jednoho listu pil hodiny,
jak brzo se octne na posledni stréince druhého dilu? Pozor,
jak jsou vicesvazkovéd dfla fazena! Cerva od cile odd&luji
pouze dvoje desky v tloustce 20 listii, na jich% prohlodéni
spotfebuje 20 pilhodin ¢ili 10 hodin.

3. Dva délnici kopou piikop 100 metri dlouhy a pracuji
od oboukonci. Prvni mé za metr 9,50 Kés, druhy, ponévadz
pracuje v obtiZn&jim terénu, 10,50 Kés. Kdyz se setkali,
zjistili, Ze jim byla vyplacena tatdZ mzda a to 500 Ké&s. Prvni
tedy vykopal 500 : 9,5 = 52,63 m, druhy pak 500 : 10,5 =
= 47,62, dohromady 100,25 m, tedy o &tvrt metru vice,
neZ pfikop mél méfiti. Jak je to mozno?

5263 100,

0
oo—— |m=4.87
47,62

Obr.13.

Na piiklad tak, #e druhy délnik kope po svahu a octne
se tedy pfi setkdni s prvnim délnikem ve v&t&i hloubce
ne% tento. Hloubku snadno vypoéteme; jest totiZ

h = V47,622 — (100 — 52,63)* = 4,87 m.

12



IL NEKTERE ZAJIMAVE PRIKLADY
Z GEOMETRIE

A) Planimetrie. a) Rozdélme viechny strany rovnostranné-
ho trojihelnfka na n stejnych dild, tak obdriime rovmo-
stranné trojihelniky riizné velikosti. Kolik jest vSech téchto
trojihelnfki? Trojihelniky jsou dvojiho druhu, bud jsou
vrcholem obrdceny nahoru, podet jejich oznadme A,, nebo
dold, jejichZ podet oznadme f7,. (Obr. 14.)

Snadno ukéZeme, znadime-li 8 =
=14+243+...+k, Ze jest Ay=
=8+ 8+ 8+ ... + 8, coZ jest
aritmetickd fada druhého Fidu
n(n + 1) (n 4 2)
—e
BudiZ nynf n sudé rovno 2v a znadme
0'1=1, O'a=1+2+3, Us=1+
+243+4+4+5; Pa,kjest Pn= Obr. 14.
o+0,+ ...+ 0, coi jest opét
fada aritmetickd druhého ¥ddu a mé soudet

vy + 1) v—1) nn+2)(2n—1)
Vn = 6 = o .

Jest tudiZ dthrnem viech trojtihelnfki

Aot o m nn + 2)8(2n +1)

o soudtu A4, =

UkaZte podobnym rozborem, Ze pro = liché jest polet troj-

thelnfkil dén vzorcem .
4, '7”‘= (n +1) (2n® + 3n—1).

8

b) Ctvercové zahrada jest obehnéna &tvercovym pifkopem
o #fifce 2m. Lze se do této zahrady dostati pomoci

13



dvou prken o délce 2m? Redeni ukazuje obr. 15. Stied
prkna, pokldddme-li zevnéjsi bfehy pfikopu za osy z'a v,
m4 souradnice (%V2_, él/g ), vrchol zahrady pak (2; 2); vzdéle-
nost t&chto dvou mist jest (2 — %V2)V2 = 1,82 m, zbyvajicich
18 cm uZijeme k upevnéni prken na bfezich. Provedte tuto
tvahu &isté planimetricky pro délku
prken d, < d, d, < d, kdez d jest
8itka pFikopu. Pocitdme-li pro upev-
néni prkna na kazdé strand ¢, musf
byti, aby uloha byla FeSitelna, (uZi-
jeme-li nejprve prkna d,) 4d, + d; —
—3¢>d]/2; v nadem piipad® jest
eZ 6cm.
Obr. 15. ¢) Dénské vlajka jest obdélnik
opatfeny kiiZem o ploie rovné po-
lovind obdélnika, stanovte &ifku tohoto k¥iZového pruhul!
(Obr. 18.)

Ulohu fedi rovnice az + br — 22 = }ab, kde? z jest &ffka
prubu, a, b jsou rozméry vlajky; z kofend jejich =, =
_@+b Vet

2
odmocninu bereme se zdpornym znaménkem.

mé vyznam pouze kofen, v némZ

d) Gramofonové jehla
pohybuje se po jisté spi-
rdle; stanovte délku této
spirdly, jejiz N zavitd
jest v mezikruii ome-
zeném kruZnicemi o po-
lomérech r < R. Spirdlu
jest mozno velmi pfibliz-
né pokléddati za N sou-
stfednych kruht (pfed-
pokléddme, Ze i kruZni-
Obr. 16. cemi o polomé&rech r, B
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probihé jehla). PonévadZ tyto kruZnice jsou vesmés od sebe
stejné vzddleny, tvoii jejich obvody aritmetickou fadu, jejiZ
prvni ¢len jest 2ar a N-ty 2nR; jest tudiZ dhrnna délka
d =m(r + R) N. Ve skutednosti draha jehly bude podstatné
vétsi, jelikoZ nejednd se o geometricky dokonalé spirdlové
z4vity; na vSech zdvitech pfi podrobnéjsim ohledani jest
pozorovati veliké mnoZstvi vinek. Pro Smetanovu Bettinu
polku (Esta &. 7855) jest N =239, R = 120 mm, r = 57 mm,
d = 132,798 m; pro tfeti Slovansky tanec Dvofdkiiv (Ul-
traphon & 10526) N =258, R = 120 mm, r = 52 mm,
d = 139,411 m.

B) Stereometrie. a) TymZ zjednodusujicim pFedpokladem
feSme tuto dlohu: Na civce o prifezu naznadeném v obr. 17
jest navinuta nif. Jak jest dlouhs,
je-li polomér civky r =25 mm, |’ }
délka D = 250 mm, § = 0,25 mm
tloudtka nitd a d = 50 mm vyska
navinutych vrstev. Spirila ur-
gend niti m4d v kazdé vrstvé jisty
polet zavith a lze je nahraditi D

D
kruZnicemi a to v podtu — a

0
jejich poloméry od vrstvy k vrstvé
stoupajf o 4. 1 jest ihrnnd délka

nibé2m'.%+2n(r+6)%)-+ L ]
+ ...+ 2n [r—i—(—’;——l)é] X Obr. 17.
X g =7L£—d.(2r+d—6) a pro nade ddaje 19950z m =

= 62643 m.

b) Na kuZelovitych lasturich lze pozorovati spirdlovitou
¢dru, jeZ vede od nejiirdi &4sti lastury k jejimu vrcholu.
(Obr. 18.)

16



Rozvineme-li pldst kuZelové plochy, obdrZime kruhovou
tsed; je-li s strana kuZele a r polomér podstavy, « stfedovy

dhel visede, plati iméra 27ns : 2r = 360 : o, odkud & = :}(i_Or.

Obr. 18.

Mime stanoviti délku této &iry za pfedpokladu, Ze po
rozvinut{ jevi se z4vity jako kolmice na polomé&r kruhové
vysede; snadno odvodime d — s sin x 44 sin & cos & + 8.

8 8in

.8inx cos?x 4+ ... = —_—
1—cos &

= 8 cotg & = 3 cotg ]%r.

16



Na pfiklad pfi jistém druhu vinutky jest 8 = 34 mm,
r=4,5mm, d =77 mm; pfi jistém druhu kotoutovce bylo
naméfeno 8 = 100 mm, r = 4,3 mm, d = 736 mm.

¢) Pro zjisténi redlného kofene rowvnice z* +z—a = 0
lze uZiti tohoto piistroje: Spojité nddoby jsou vytvofeny
vélcem o podstavé s polomérem 1 cm

a kuZelem, o jehoZ vyice z a polo- y "
méru o pla.ti—s- = tg }a, jeho objem _—__ |
¢
-
X
Obr. 19. Obr. 20.

tedy jest }madtg?io. Volime-li ymtg?ia =1, ¢. j. o =
= 88°41’, jest krychlovy obsah kuZele 23. Zanedbejme vliv
spojovaci trubice; nalejeme-li nyni do kuZele a cm? kapaliny,
ustdli se vyska vody ve vySi z cm, t. j. bude udédvati pfi-
bliznou hodnotu redlného kofene dané rovnice.

d) Chlapec 150 em vysoky stojf na lodce plujicf po roz-
sdhlém jezefe; o8 uvidi z hladiny jezera vice, stoupne-li
si na 8pidky, t. j. zvysi-li se poloha jeho o&i 0 5 cm? (Obr. 20.)

Jde vlastné o obsah vrchliku, ktery pfehlédneme s vysky
v, je-li tato velmi mald oproti poloméru koule. Dle v&ty
Pythagorovy jest (v +rP =12+, &l o(v + 2r) = £,
ponévadz lze zanedbati v oproti 7, jest 2vr = 2. Porovnanim
obAahu pravoiihlého trojihelnika obdriime (v + r)o = rt,
odsud podobné p =t. Z véty o vylce pravoihlého troj-
dhelnika plyne (v 4 v)(r—ov,) === 2rv a déle
v + v, = 29, tak¥e v = v, a obsah vrchliku 2nrv, tedy pro

8v. 38—2 17



zemékouli 40 000v km?. Obhlédne tedy chlapec 150 cm vyso-
ky plochu 40000 .0,0015 = 60 km?2, stoji-li na B3pitkéch,
obhlédne 40 000 . 0,00155 = 62 km?, tedy o dva &tvereéni
kilometry vice.

Podobnou tvahou lze fesiti i tuto Glohu: Pirdti, aby
unikli na svych bérkdch é&néjicich », = 1 m nad vodou,
snaZili se skryti pfed prondsledujicimi je kordby se strdZnimi
koSi ve vyice v; = 9 m za vrchlik vytvofeny hladinou mofe,
prchajice nad to je3té ve sméru kolmém na smér prondsledu-
jici je lodé. Kdy se mohli pied ni cititi v bezpeéi? Spojnice
koncovych bodi tsedek r + v, 7 + v, jdoucich stiedem
zem® musf byti te¢nou hlavni kruZnice uréené misty, kde
se obé plavidla nalézaji; o jejich vzddlenosti d plati

d=Ver+v)fi—r +Vir +op—r=V2r Vo, + Vo),
ponévadzZ v,, v, vyjddfeno v metrech jest velmi malé proti r
danému kilometry. Jest tedy

d = V276,370 (V; + V) = 3,57 Vo, + Vy) (km)
a v nalem pfipadé:
d = 3,571 + 3)-= 14,3 (km).

e) Jest ddna krychle o strand rovné 8 jednotkdm délky.
Kolik jest viech krychli o strané rovné celistvému nésobku
délkové jednotky obsaZenych v zdkladni kryehli? Krychli
o strané 1 s podstavou v podstavé piivodnf krychle jest 82,
o strané 2 pak 72, o strand 3 pak 62 a td., tedy vSech krychlf
s podstavou v podstavé krychle jest 82 + 72 4 62 + ... 12

Ve vrstvd ndsledujicf jest pak t&chto krychli 82 4 72 4 62 4
+ ... 4+ 2? atd. Jest tedy viech krychli

B+74+64...+ 1) (8 4+T4+604...20) +
+ (B T+ 62 ... 3 ... -8 =8 T4 68

2
+. 1= %—9) — 367 — 1206.

18



Opirajice se o vysledek v Aritmetickych hrich a zibavdch
odst. 12 (21. &fslo této sbirky), ukaZte, %e viech rovnobéino-
sténd v této krychli jest

8.9

8.9\ 3
(—2—) (8+7+6+...+1)=(—2—) = 36% = 46 656.

Pro krychli o strané rovné n jednotkdm délky jest

: ]
tudiZ vSech krychli (n(n 2+ l)) a vSech rovnobéZnosténi
n(n + 1)\3
3 .

C) Analytickd geometrle. Hrd& béif po pfimce rovnobé&zné
8 delsf stranou footballového hfisté, v kterém bodé své drahy
uvidi branku pod nejvétiim thlem,
takZe — neni-li jinych pfekdfek — 4
jest na mistd, z néhoZ je moZno nej-
1épe vstfeliti mi¢ do branky? (Obr. 4
21.)

Brankou poloime osu z a bran-
ke necht jest ohranidena body
(+ 4a,0). Hri¢ af se prdvé nalézd
v bod® o soufadnicich (z, y). Uhel Eo @y X
o, pod nim% vidi branku, jest dén % 7
vztahem Obr. 21.

y vy \ v _\_ ay .
tgw_(z—éa—z + }a)(l + z* __}az) Tty —ia®
i jest nalézti maximum tohoto thlu p#i pevném z a ménicim
se y. Posledn{ rovnici pfepidme do tvaru y*—a cotgwy +
+ (z®— }a?) = 0; felenim dle y obdriime y = }(a cotg w 4
+ Va? cotg® w—42® + 4%). M4-li nastati extrémni hodnota,
musf diskriminant této rovnice byti roven nule a? cotg?® w—
—423 4 ¢ =0, takZe extrémni hodnota jest tgw =

= ——1—; jak z tlohy jest patrno, jest to maximum.

|2 ym—
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Dosadime-li do zdkladni rovnice, obdrzime
a . ay
Viz—@ 2 +y—1ia*
a po daliich dpravich
(@ + y*— fat) = (40 — oy (@ —y?— ot =0
&ili

2:2 — y’ = zaa,

coZ jest rovnoosis hyperbola, majici vrcholy v koncovych
bodech branky. B&ii-li tedy hra¢ po piimce x = ¢, uvidi
branku pod nejvétsim tihlem v prisetiku této piimky s vy-
podtenou rovnoosou hyperbolou. Pro¢ tloha nemé smyslu,
kdyz —ja < 2 < Ja?

D) Sféricka trigonometrie. a) Uva’ujeme dv& mista na
zemékouli, jejich zemé&pisné sftky budtez ¢,, ¢, a délky

d,, d3. Kdy vychézi v obou téchto mistech slunce soudasné?
Polovina denntho sluneénfho oblouku z jest ddna vzorcem:

cos T = — tg @ tg 4.

(Vojtéch, Geometrie pro VI. ti. 8k. stf., IV. vyd., str. 134),
kdeZ & jest sluneni deklinace (viz Hvézdafskou rodenku),
@ zemé&pisné &ffka. Pro dand dvé mista jest

cosTy =—tgp tgd, cosTy,=—tgptgd;

glunce tedy vychdzi %7, resp. %7, hodin pfed polednem
mistnfho &asu. Nesmime viak zapomenouti na riznost tdchto
mistnich asi, takie podminka pro soudasny vychod slunce

jest
1'5(t1 — ) = 5(dy — dy).
Diéle jest
cos (T; — 7T3) = €08 T; €08 Ty + sin 7y s8in 7y,
&ili

cos (d, —d,) =tg ¢, tg o, tg?d +
+ V(1 —tg®p, tg? 8) (1 — tg? @, t8%0);

20



dalsf Gpravy ddvaji
cos (dy —dy) —tg @, tg g tg?d =
=VT—tg*0 (te o, + te® ) + t2 @y t@P gy 1 O,
umocnénim a dal3im zjednoduSenim obdrZime

gin? (dy —dy) = tg? 6 [tg?p, — 2tg @, tg @y cos (4, — d,) +

+ tg? @y
a odsud posléze

. sin (dy — dy)

Veg* o1 — 2tg ¢y te 93 cos (& —dy) + t8° ¢y
Bliz&f rozbor uddvd toto pravidlo pro volbu znaménka:
Lezi-li jiZzné&jsi misto vychodnéji (zdpadndji) neZ severni,
jest & severni (jiZnf) a tg d jest kladné (zdporné). Soudasny
vychod slunce nastane pak pro dand mista (nastane-li viibec)
dvakrite do roka.

Uréete tyto dny pomoci Hvézddiské roenky pro dvojice
mist danych zemépisnymi soufadnicemi: Praha 3. 50° 05,
v. d. 14°25°, Rim 41°54', v. d. 13°, Madrid 3. 40°24’,
z.d. 3° 4.

Pidme stru¥néji d, —dy = d; taZme se, pro kterd mista
Fedeni skuteéns existuje. Vzorec pro tg § upravme na kvadra-
tickou rovnici:

tg?p, — 2tg @, tg @, cos d + tg? g, —ein® d cotg®d = 0.
Jest nutno, aby méla redlnd feleni a o jejim diskriminanté
tedy musf platit

tg? g, cos®d — tg® @'+ sin®d ctg? § = sin®d (cotg?d —

—tgp) 20,
z tychz ddvodd musi byti i
cotg?d — tg® @, = 0.
Omezme se na pfipad, kdy ob& mista leZ{ soudasné na severni
nebo jiZni polokouli, pak jest
cotg!d —tg* g, tg gy > 0
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nebo té%
(cotg?d —tg @, tg@,) (cotg? d + tg @i tg @) 2 0
a pondvadZ druhy z &initeld jest kladny:
cotg® 8 — tg @, tg s = 0.

Do nasi kvadratické rovnice zavedme sin?d = 1 — cos? d;

tak obdriime kvadratickou rovnici pro cos d:

cotg?dcos’d —2tgp, tgpycosd + tg¥ g, + tgdp, —
—cotg?d = 0.

M4-li i tato mfti redlné kofeny, musf jeji diskriminant, jejZ
lze psiti ve tvaru (tg? g, — cotg?d) (tg2 @, — cotg? §) byti
vét3 nebo roven nule. Tomu tak skutetnd dle pfedcho-
zich vykladil jest. Aviak to jeité nestadf, aby nafe tloha
méla FeSeni: podminkou nutnou déle jest, aby posledni
kvadratickd rovnice méla aspon jeden kofen absolutni
hodnotou rovny nebo mensf nez jedna. Véta Budan Fourie-
rova (viz autorovo Numerické fFedent rovnic, této sbirky
&. 27, odst. 4) pro kvadratické rovnice az® — 2bx 4 ¢ = 0,
a > 0,b > 0 zni takto: Kvadratickd rovnice m4 v intervalu
0,1 tolik kofent, o kolik se zmensf podet mén v posloupnosti
a—2b+ ¢, a—b,a u srovndni se zménami v posloupnosti
¢, — 2b, a. V naSem piipadé jest

a—2b+c=(tgp; —tg2@)® >0, a—b=cotg?d —

— gt =0, a>0,
nenf tedy Z4dné zmény znamének, to znamend, %e kvadra-
tickd rovnice pro cosd ma4 za pfedpokladu cotg?d—tg ¢,
tgp, > 0 bud jeden nebo dva kofeny v intervalu (0; 1)
dle toho, zda tg? ¢, + tg? @, < cotg? 4.

Ukazte, uZivajice obrati obvyklych pfi dipravé trigono-
metrickych vzorei, Ze hranice stinu protind rovnik v délce dg
dané vzorcem

tg d + dy =sfn(%_%)tgd1—dn.
sin (@, + @) 2
Je-li d; = d,, plati o 1,, 7y vztah cos®r, + cos?ty = 1, t. j.
bud 7; + 73 = {7 nebo 7, + 7, = §37.
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b) Velmi &asto k urdeni severojiZnfho sméru se .udivéd
tento pokyn: Men&f ruditku hodin s dvandctinnym délenfm
oto? k slunci, symetrdla dhlu uréeného hodinovou ruéi¢kou
a dvanictou hodinou uréuje hledany smér. Dikaz toho se
neuvidivd, ad jest velmi jednoduchy. UvaZujme nejprve
hodinky s cifernikem o 24 hodindch. Zacflim-li o piilnoci obd
rafie smérem severojiznim, ukazujf smér, kde se slunce privs
nalézd. PonévadZ hodinovéd ruéitka obejde cifernik jednou
za 24 hodiny a rovnéZ slunce svoji zddnlivou pouf kolem
zemd vykond za tutéZ dobu, ukazuje na cifernfku 0-t4 hodina,
sméfuje-li hodinové ruditka k slunci, severojizni smér.
Diikaz pro déleni cifernfku ve dvandct dild jest nynf na-
gnadé: hodinov4 rutitka takovychto hodm se pohybuje
dvakrite rychleji.

E) Deskriptivni geometrie. a) Protini-li rovina vSechny povr-
chové pfimky rotaéni kuZelové plochy, vytind na této
plose elipsu. KuZelové plocha se rozpads tak ve dvé &dsti;
o koulich vepsanych (i v piipadech obecnéjsich) plati
véta Queteletova-Dande-
linova, pravici, Ze tyto
koule se roviny této elip-
sy dotykaji v jejich oh-
niskach. (Vojtéch, Geo-
metrie pro VIL. tf., IV.
vydéni, str. 99; Ingris-
Klima, Deskr. geometrie
pro VI. a VIL tf. r. g.,
str. 118). Této véty uZi-
jeme k rozfeSeni dlohy:
CiSe m4 tvar komolého
kuZele obrdceného mensf
podstavou ke stopce. Cisi
jsem dopil do té miry,
%e se pravé zadéind uka-
zovat dno. Jak jest
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veliky zbytek v &fSi a ve které vySce se ustéli kapalina, po-
stavim.-li &§i op&t na stil?

Budiz A4, = 2a velkd osa elipsy, nejvéti{ a nejmensf
povrika budiZ p, a p,; dle oznadenf v obrdzku jest z + y = 2a,
Y+ 2=10p, 2+ T=17p; zndmym obratem vypodteme
z téchto rovnic z =a + } (p; — p,), & ponévad? té% dle véty
Queteletovy-Dandelinovy jest z—a = e, kde% e jest vystied-
nost elipsy, jest e = 4(p, — ;) = Va® —#%. Tuto rovnici piSme
ve tvaru 4(a® — b%) = (p, — p,)* a uvaime, Ze plati dle véty
Carnotovy (kosinové) 4a® = p,® + p,2 — 2p,p, cos . Z téchto

rovnic plyne .

402 = 2p,p, (1 — cos o) = 4p,p, 8in? 1ox = 4p;py % =
1
4r, .4 4r, 1y,
1
takie b = rr,; a dile 4a? = (r, 4 7,)? + v,2. Vypolteme
nyn{ krychlovy obsah K, kuZele, jehoZ osovy Ffez jest
AA,C; i jest

K, = {mabw ==

baw nbppysin

3 6
nbpypy . 28in Y cos §ox _ mbpypy 1y v jon Pafy
- 6 3 "ppy N
g = Tbry — yrbry . U _ o Prlr, nrY _ an (ryra} :
3 rN—T, T 3 ri—r

Ppii tom jsme v nahradili veli¢inou v, dle vztahu
v:(v—u)=r "1
Cést kuZele o osovém fezu ABA, m4 krychlovy obsah

("1":)1ir Yy

_ 1 AL L Tl O DS NN 1 4 Tl I
By = danto — o, rn—r, 3 \n—r, rn—r
_ 7'"’1"1* ("1g — "2%),

3(ry—r) '
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¢dst kuZele o osovém Fezu 4 4,C, mé krychlovy obsah

7y [ —ryd
(r+rr+n’)— K, = 31('ﬁ

. (rira)} ) noyrst (nd —rnt)
n—rh NHh—"n 3(n—r)

Elipsa tedy dali komoly kufel v poméru K, : K, = r,} : ..
Naleji-li nyni mnoZstvi K, do &&ky, vytvoii komoly kuZel
o podstavich s poloméry r,, r; > 7, & 0 vY&ce vg; i jest

nvl

K, =

mioy ((rr)t — 1) 7wy (2 — 1)
3(rp—r) K (rs—r9)

Osovy Fez komolym kuZelem jest rovnoramenny licho-
béznik; snadno z jeho vlastnosti odvodime v, : (r, — 1) =
=1y (r;—ry), takie (ryry)¥ =13 &ili r,= Vrlr,, coi jest
délka vedlejsi poloosy oné elipsy; posléze jest

v, = h—n v, = Vr,
n—r Vr -+ Vr,

b) Sit Sesti obdélniki, z nichZ lze sloZiti kvadr, jest étendfi
jisté zndmd; jest vice takovych sfti? Zvolme si libovolnou
sténu za podstavu; tu a protéjii sténu lze k rozvinutému
pléti pFipojiti celkem 4krdte &tyfmi,t. j. 16 zpisoby; emtu]e
tedy celkem 16.6 = 96 siti, oviem, Ze ndkteré se mezi
sebou nepodstatné L. Reéme tuto tlohu: Jakou nejkratsf
cestou se dostane pavouk k mouse lezoucf po protéjsi strané
mistnosti, jsou-li pHslusné udaje dény obrazcem 23?

Piedepisme cestu bud po podlaze nebo po stropu a roz-
viiime pldsf rovnobéZnosténu tak, Ze stény, na nich% se
pavouk a moucha nalézé, pfiléhaji k podlaze (23b.) Cesta pak
jest déna piimkou spojujici oba body a pfimou zistane,
i kdy% ze sitd sloZime znovu rovnob&Znostén. Délka této
pEimé cesty vykonané pfes podlahu jest 2 = (a 4 ¢, + &) +
+ (b, — b,)?, cesty pak vykonané pfes strop (@ + ¢ —c¢, +
+ e — &) + (b —b,)* KdyZ jest ¢, + ¢ S ¢, jest i &, = dy.
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5
a c
b a
¢
a
=l bl )
by 2
b)
| B>
by d 2 e
¢ "
a
b
¢)
Obr. 23.

Nelze viak Hei, Ze by to
byla cesta nejkratsf, po-
névadzi, jak jsme ulk4.-
zali, 1ze rovnobé&Znostén
do sité rozvinouti i ji-
nymi zpisoby. A jsou.li
tddaje diny obecné, nelze
obecnd nejkratdf cestu
stanoviti, to se ndm po-
dafi jen pro vidaje v é&is-
lech zvldstnich. Rozvi-
neme-li na p¥f. rovno-
bé&Znostén, Ze stény s pa-
voukem a mouchou pfi-
pojime k pfedni sténd
(mysleno s hlediska di-
védkova), viz obr. 23c,
jest délka piimé cesty
dy?= (@ + by + b+ (¢, —
—¢)°, resp. d = (a +
+b— b+ b—b)p+
+ (6 —¢)* a opét jest
ds=d, dle tobo, zda
b+ b, 5 b.

Zabyvejte se podrob-
néji piHipadem, kdy mou-
cha a pavouk jsou v kon-
covych bodech télesné
thlopritky!

¢) Jest mo#no krychli
protnouti rovinou tak,
aby vznikl fezem pravi-
delny Zestiihelnik ? Ano,
jest to rovina uréend

stfedem krychle a pilicimi body dvou sousednich hran,
jejichZ spojnice jest tedy strana tohoto Zestithelnika.
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d) Dle obr. 24 sestrojte si krychlovou krabici; nesnadno
otevie ji ten, jenZ jest zvykly otvirati krabice tohoto tvaru
pohybem rovnob&inym s hranami krychle.

Obr. 24.

o) Existuje téleso, jez by bylo moZno pfesné prostréiti
viemi tfemi otvory naznadenymi v obr. 25? Ano, poklddejte
obrysy otvorii za pidorys, nirys a bokorys tohoto télesa,
jeZ jest vyznadeno v obr. 25d.

b) al c)

Obr. 265.
27



Pokuste se urditi téleso, jeZ miZe projiti- tfemi otvory
naznadenymi v obr. 26 nebo 27.

Obr. 25d.

f) Av8ak ani geometrické rysovini, tento vérny a nerozlug-
ny druh deskriptivni geometrie, nepfijde v tomto odstavci
zkritka. Jest vyplniti celou rovinu pravidelnymi mnoho-
dhelniky jednoho, dvou, tii i vice druhidi. Vnitini dhel
pravidelného n-ghelnika jest "> .2R. Mémeli tedy
rovinu zaplniti jednim a tymZ mnohoidhelnikem, musi byti
plny thel &ili 4R délitelen > . 2R, t. j. musf byti - 2n 5

dslo celistvé. To jest viak moZno jen pro n = 3, 4, 6. Tedy
rovinu lze vyplniti (té%Z se Iikd parketovati, pokryti mo-
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saikou) rovnostrannymi trojihelniky, jich% v ka?dém vrcholu
se stykd Sest, nebo &tverci v podtu po &tyfech, nebo posléze
Sestiihelnfky a to po tiech. Grafické provedeni této mosaiky
jest snadné a tvofi p8kné cvideni geometrického rysovéani.

Obr. 26.

Jest moZno, aby se vidy ve vrcholu stykalo x trojihel-
nikd, y dtvercd a z Sestiihelnflk ? Pak musf platiti

60z 4+ 90y + 120z = 360,
&ili
2z + 3y 4+ 4z = 12.

Obr. 27.

To jest rovnice neurdité a jeji celistvd kladn4 feZenf jsou:
z=0, y=0, 2=3; =0, y=4, z=0; z=1, y=2, z=1,
z=2, y=0, 2=2; 2z=3, y=2, 2=0; z=4, y=0, z=1;
r=6, y=0, z2=0.

Jak patrno, jsou v této tabulce obsafeny viechny mosaiky,

jet lze z trojihelnikd, &tvercd a Sestidhelnfkd sestaviti.
Nejslotitsjaf piipad jest z =1, y = 2, z = 1, t.]j. kombinace
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trojihelnika, dvou &tverci a Sestithelnika; ve dvou riznych

provedenich jest vyznadena v obr. 28.

Uva¥ovali jsme dosud nejjednodusdi mnohoidhelniky,
zkusme, je-li mofno mosaiku sestaviti z mnohothelnikid
o pottu stran n,, 7, ng, jichZ vnitini dhly jsou

m—2,p m—2op m—2p

) ng T omg
|
- ]
== < ]
-
(/=
Obr. 28.
Musi pak byti

m—2 op1™m—2 op ™2 op_4n,
n ny "y

1 1 1
wim Tt

To jest rovnice neurditd, jedno z jejich fefenf nalezneme
takto: PondvadZ jest § + 4 + 4 = 1, jest § +}+11, +;
hovi tedy nas{ rovnici n, = 4, n; = 6, ny = 12, t. j. mosaiku

.
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Ize vytvofiti i ze tverce, Zesti- a dvandctithelnika. Jsou viak
i jina Fedenf, na pf. », = 4, n, = 5, ny = 20.

K feSeni této tlohy lze uZiti i mnohoiihelnikd polopravidel-
nych, tak na pt. obdélniky ddvaji vznik obrazeim kladenym
z parket na podlahu, obrazeim z cihel ve zdi; lze uZiti
i deltoidi i nékterych prvkd odvozenych z kruhu.

O souvislosti 0s symetrie bohatd &lenénych ornamentid
(zejména orientélnich) s grupami geometrickych transfor-
macf viz Speiser: Die Theorie der Gruppen von endlicher
Ordnung (1. vyd. 1927), str. 77-96.
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III. GRAFICKE RESENI NEKTERYCH
ULOH Z FORONOMIE

A. (Srovnej Aritmetické hry a zdbavy, odstavec 10). CtenaFi
snad jest divno, Ze v pfedchozfm odstaveci byly pommuty
konstruktivni dlohy z pla,mmetne Jsou jistd mezi nimi
piiklady velmi zajimavé, snadné i nesnadné, tdlohy, jimiZ
se zabyval starovék, je potfeboval kamenicky mistr pfi
konstrukei gotickych kruZeb i oken, i ulohy data mnohem
mladsfho. K prvni skupiné pat¥ prosluly problém A4 polonidy:
Sestrojiti kruZnici, jeZ se dotyk4 t¥ danych kruZnic. N&které
z t&chto kruZnic mohou pfejiti v body i piimky a tak doché-
zime k desiti riznym dlohdém: K, K, K; K, K, P; K, P, P;
P,P,P;K,K, b K,b,b;bb,b; K, P,b; P, P, b; P, b, b,
z nich¥ prvnf jest zna¢né nesnadnd (viz &. 4 této sbirky:
Holubdf: O methoddch rovinnych konstrukei), kde#to jiné,
na pf. b, b, b, patfi mezi elementdrni iilohy. K tdmto desiti
tilohdém Apoloniovym jiz starovék piidruZil Sest tloh Pap-
pusovych, v nichz jest dén bod dotyku hledané kruznice bud
nae kruZnici nebo na pfimee: K(b), K; K(b), P; K(b), b; P(b),
K; P(b), P; P(b), b. Témét o dva tisice let mladsi jest dloha
Malfauiova Do daného trojihelnfku vepsati t¥i kruZnice,
jez se dotykaji dvou stran a zdroveii po dvou mezi sebou.

(Viz Vil. Rychlik, Casopis

3 pro péstovini matematiky
a fysiky, rod. XL.). V po-

B sledni dobd se &asté&ji pro-

jevil zdjem o tuto tlohu:
Jest sestrojiti étverec, jehoZ
strany jdou &tyimi danymi
a { body. Neni to dloha prdvé
snadnd, FeSenf velmi jed-
nodufe se dovodi, le#i-li
A a L tyto &tyfi body na pim-
Obr. 29. ce. Pak jest (obr. 29)
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PA :a = PP, : PP, Pﬁ:a=P_Ps:m, odkud? AP:
: ﬁ, = PP, : P,P,; pti tom jest a strana hledaného dtverce,
PP, primér krunice, na jejim% obvodd lexi jeden vrchol
dtverce. Jest tedy nad danou pfeponou sestrojiti pravoihly
trojuihelnik, jehoZz odvésny jsou v poméru znimych tsedek.

B. Nez na tom dosti; ukaZme radéji, jak mo%no nejjedno-
dussimi konstrukcemi FeSiti nékteré linedrnf rovnice.

Narysujme dvé k sobd
kolmé pfimky; na pfim-
ku vodorovnou nanesme
¢as v uréitych jednot-
kéch, jmenujme ji osou
dasu £, na piimku kol-
mou nandiejme vykona-
nou drihu, jmenujme ji
osou drahy s. Pak po-
hyb rovnomérny bude
zndzornén piimkou, je-
jiZ smérnice jest déna
rychlosti tohoto rovno-
mérného pohybu. Roz-
feSme dvé zdkladni -
lohy o pohybu: 1. Dv¥
télesa podnou se soudas-
nd pohybovati proti sobé
ze vzdélenosti 20 km,
a to prvni rychlosti 6 km
a druhé 4 km, kde a kdy
se setkaji? 2. T4z télesa
z téze vzddlenosti a o
tychZ rychlostech se po-
hybuj{ za sebou (prvni
za druhym), kdy se set-
kaji? (Obr. 30.)

8v. 88—3

(124
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Prvni téleso za hodinu dostihne bodu (1; 6), tim jest uréena
piimka zndzorfiujici pohyb prvniho télesa. Druhé téleso
podne se pohybovati z bodu (0; 20) a za prvni hodinu dostihne
v prvnim piipadé bodu (1;16), v druhém pak bodu (1;24).
Tyto body uréuji pfimky zndzornujici pohyb druhého télesa.
Jejich prisediky s pfimkou zndzorniujici pohyb prvniho bodu
svymi tsetkami uddvaji dobu setkdni obou téles, svymi
pofadnicemi pak vzddlenost, ve které se setkaji; tedy
v prvnim pfipadé se setkaji za dvé hodiny 12 km od mista,
z néhoz se poéalo pohybovat prvni téleso, v druhém pfipadé
se setkaji za 10 hodin 60 km od tohoto bodu. To jest zdkladn{
myslenka, jez ndm umozni FeSiti ilohy mnohem sloZit&jsf.

B10,50)

A0
Obr. 31.

a) Z mista 4 vyjiZdéji v kazdou pilhodinu vlaky do mista B
vzdileného 40 km; souéasné s kaidym timto vlakem vy-
jizdi z mista B toutéZ rychlosti vlak do 4. Je-li tato rychlost
20 km za hodinu, kolik ktery vlak potk4 vlakt vyjizdé&jicich
z prot&jdi stanice? Odpovéd vyéte &tendt z obrizku 31.
Misto A jest vyznaleno poditkem, misto B bodem (0; 40).
Drdhy vlakt vyjizdéjicich z 4 jsou diny pfimkou s = 20t
a rovnobéikami k této primce, dréhy vlakd vyjizdéjicich
z B pfimkou s = 40 — 20¢ a rovnobézkami v bodech, jich%
Gsedky jsou tytéZ jako diive. (Obr. 31.)
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b) Oddil vojska 20 km dlouhy té4hne po silnici rychlosti
5 km za hodinu, po hodiné pochodu ndsleduje vidycky pét
minut oddechu. Velitel kolony, jenZ jest na konci skupiny,
vysle na &elo skupiny cyklistu jedouctho rychlosti 20 km
za hodinu, kdy se cyklista vriti zpét? (Obr. 32.)

Tento obrazek vyznaduje drihu &ela i z4d& kolony, vodo-
rovnd usedtka vyznaduje oddech. Primka zndzorfiujici drdhu
cyklistovu protne v jistém bodé drihu &ela; dsedka tohoto

]

Obr. 32.

~

N

bodu udévé &as, kdy cyklista dojel k &elu kolony. Vedeme-li
nyni pfimku bodem C soumérné poloZenou k piimce OC dle
pfimky urdujici pofadnici bodu, obdriime cestu cyklisty
zpét, kterd ndm protne drdhu z4d& kolony v bod& o tsedce
asi 2 hod. 32 min.

¢) Dva pFitelé vysli z mist, jeZ si zndzornime body (0;0)
a (0;8), prvni jde rychlosti 6km a druhy 4 km za ho-
dinu.

S prvnim chodcem vybéhne zdroveni pes rychlosti 10 km
a bé%i k druhému chodci, od ného zase k prvnimu atd. Kdy
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1
Obr. 33,

dobthé pes k ob&ma chodelim ?
Jakou dréhu urazi celkem? Re-
Senf snadno srozumitelné uddvé
obr. 33. Jak se dloha zménf, vy-
béhne-li pes nejdiive od chodce
druhého? Co se tye délky drihy
probéhnuté psem, neni nutno
snad poditati délku lomené Eéry.
UvaZujme takto: pes béhd, po-
kud prvni chodec nedostihne dru-
hého, to se stane za 4 hodiny
(prod?), ubéhne pes tedy celkem
drdhu 4 . 10 km = 40 km,

Reste touto methodou nékters

tlohy z Aritm. her a zdbav (této sbirky &. 21, kapitola 10)
zejména pf. g.
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IV. KRUH A KOULE

Na oba tvary dovedl starovék i stfedovék vzhliZeti velmi
romanticky a obdivoval se jim z n8kolika divodd.

Kruh pry jest obrazec nejdokonalejsi a nejdileZitdjsi;
pFiroda sama ho napodobi, nebesa a jind té&lesa jsou okrouhl4,
ponévadZz v kruhu jest jedind dokonalost. Clovék rovnéz
své vyrobky nejradéji krouZ{ do kruhu a koule (nidoby,
ti8e & j.). Jinou vyznalnou vlastnost, kterou pfitkli kruhu,
byl nejvétsi obsah, ponévadZ kruh nem4 %ddnych koutii ani
rohd. A hle: po tisicileti stdl ¢lovk bezradn® nad timto
nejdokonalej§im vtvarem, chtél-li FeXiti dlohu, kterd se mu
vnucovala vidy, setkal-li se s itvarem rovinnym i prostoro-
vym: seznati obvod, obsah, povrch, krychlovy obsah. Tuto
tlohu rozfesil vzorci nékdy velmi sloZitymi (Herondv vzorec
pro obsah trojihelnika daného stranami nebo obdobny
vzorec pro obsah &tyfihelnika t&tivového). PFi svém nej-
obdivovangjsim dtvaru musil se spokojiti hrub&im & jemnéj-
&fm odhadem. JiZ v tom byl veliky pokrok, kdyZ otdzka byla
formulovédna do véty: kolikrdte lze nanésti primér kruhu
na obvod? Velmi zdhy se v3ak védélo, Ze ze zndmé délky
pruméru kruhu lze vypodisti jeho obsah a obvod. Nejhrubii
odpovédi na tuto otdzku bylo, Ze primér na obvod lze na-
nésti tiikrite. Ve Starém Zékoné v tfeti knize Krilovské
(7,23) &teme li%eni o vnitinim zaFizenf chraimu Salamounova,
stavéného asi tisic let pfed Kristem ... ,,Dédle udélal mote
lité deset loket od kraje ke kraji okrouhlé viikol ... provazec
na tficet loket bylo dluZno ovinouti kolem ndho*. (Hejél,
Bible &eskd, 932). Egyptsky Ahmes, Zijicf asi pét set let pfed
biblickym Abrahamem. uréil pomé&r obvodu kruhu a priméru
jeho na (%#)? = 3,1605; nejdokonaleji uréil tento pomér v tfe-
tim stoleti pfed Kristem Archimedes, seviev ho nerovninou
314 <p<34¢ili3,1408 < p < 3,1428, takZe aritmeticky stfed
obou mez{ jest 3,1418, tedy 00,07%/,, vice neZ hodnota, kterou
zndme my. Pfiblizné hodnoty %? uZivé se pro zb&iné vypodity.
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Archimedes té% v&dél, Ze povrch koule jest &tyfikrite tak
velky jako obsah nejvétitho jejfho kruhu. I divili se Rekové
nemdlo, %e existujf rovinné utvary omezené kruhovymi
oblouky, jichz obsah lze pfesné vypoéisti. Nejproslulej&im

itvarem tohoto druhu

jsou t. zv. Hippokratovy
méstéky (viz obr. 34),
obsah obou mési&kd jest
totiz 47 (Ja?+ 1b%) +
+ $ab — jnc® = }ab,
rovné se tedy obsahu da-
ného pravoihlého troj-
dhelnfka. Jiné itvary,
které Reky zajimaly,
rovnéZ pochdzeji od Hip-
pokrata, jest to arbelos
(ntZ, knejp; viz obr. 35)
Obr. 34. a salinon (snad mofské
viny).

Obsah prvnfho jest
PR —r2—r?) =dn (PP — (r, + 1,2 + 2rry) = Aryry =
=z 3(V2r,2r —2r)1,
tedy jest tak velky jako kruh nad usedkou CC’ sestro-
CI

~TY

& . ::_33
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jeny jako nad primérem; délka druhého dtvaru jest
polovina obvodu dané kruZnice. Podobn? se téméf o dva
tisfce let pozdéji podivoval italsky matematik Viviani tomu,
Ze plocha, jeZ z polokoule o poloméru r zbude vytnutim dvou

Obr. 38.

okének (po n&m zvanych Vivianiho) s pomoc{ dvou rotaénich
véled majicich podstavu na spoleéné hlavni kruznici o polo-
méru rovném poloviné poloméru daného kruhu, jest rovna
ttverci nad primérem tohoto kruhu. (Dikaz se provédi
integrélnim pod&tem). (Obr. 36.)

I vinuly se snahy matematikd od nejstariich dob aZ po
nade dvéma sméry; nékteff snaZili se &iselnd co nejpfesnéji
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urditi tento pomér, druzi hledali souvislost mezi obsahem
kruhu a obsahem jiného utvaru, jemuZ starov®kd mystika
a stfedovékd romantika rovnéz pfifkla vy3si dokonalost,
totiz se dtvercem; nalézti &tverec, jenZ by svym obsahem
rovnal se obsahu daného kruhu, bylo pfedmétem tvah nes-
fetnych matematikd; jest to t. zv. kvadratura kruhu
nelisici se podstatné od rektifikace kruZnice nebo jeji d4sti.
Toto usilovéni vyvrcholilo koncem stoleti Sestndctého, kdy
(na pt. Vieta) vypoc&etli hledany pomér na deset, dvacet i vice
desetinnych mist. Stanoveni tohoto poméru i jeho pojmeno-
vani zlstane spjato s jménem holandského matematika a vo-
jenského stavitele Ludolfa van Ceulen (téZ Keulen, Collen).
Poméru tomu se dostalo oznaéeni 7 a ndzvu éislo Ludolfovo.
Ludolf sdm vypoletl toto misto na 35 desetinnych mist.
Poznamenejme, Ze tento védecky zipas o stanoveni éisla
7t nadel odezvy i v J. A. Komenského Labyrintu svéta a lust-
hausu srdce v 10. odstavei XI. kapitoly: ,,Ktefi mezi nimi
nejucenéjsi byli sestupovali se do prostfed a pokouseli se
odsi velmi usilné, nadez vidél jsem, Ze jini vSichni s otevfe-
nymi dsty ofekdvaji; a bylo o tom Fedi mnoho, jak by to nade
vieho svéta subtilnosti divnéjsi bylo, a kdyby se vynalezlo,
%e by jiz nic nebylo nemozného. J4 tedy, co to jest, védéti
zddostiv jsa, pFistoupil jsem a spatfil, Ze kolo mezi sebou majf,
o néz otdzka jest, jak by z ného quadrit udéldn byti mohl ....
Tozt po malé chvili nenaddle jeden vyskodi volaje: Mim,
mém tajemstvi odkryté, mam! I shlukli se k nému v3ichni,
vidéti a diviti se chvdstijice. A on vynesa velikou knihu
in folio, ukazoval jim. I stali se hlasové a pokfikovéni, jakéz
po vitézstvi byva. Ale tomu plesdni jiny hned brzy pfitrz
udinil, co hlasu mél, kiide, aby se mdmiti nedali, Ze quadrat
neni, a postaviv jedtd vét3{ knihu, viecky onoho domnélé
quadrity zase v kola obritil, mocné to provods, Ze, ot se
onen pokusil, toho &lovéku dovésti moZno neni. I sklopili
viichni hlavy a navritili se k dardm svym®. '
Vypodet Ludolfiv uddvé &islo s pfesnosti pro praktické
potieby aZ zbyteénou, vidy? pouZijeme-li pouze prvmich
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péti desetinnych mist = = 3,14159, dopustime se, poéditajice
obvod kruZnice o poloméru 1 km, chyby pouze asi 15 mm.
Ludolfiv vypolet se stal jakymsi pravzorem pogetniho ne-li
matematického vykonu viibec a celé generace udily se téchto
tficet p&t desetinnych mist zpaméti. Aby se tato dlouhd
fada ¢&islic sndze pamatovala, byly vymysleny — a to ve viech
jazycich — rizné mnemotechnické pombcky. Jedna z nich
zaloZena jest na tom, Ze se tvofi véty sloZené ze slov, jeZ maji
stejny podet hlisek jako m4d jednotek odpovidajici &islice,

na piiklad: Mé,m, cl) Bofe, 6 veény, Dudolfovo pi pamétl

slabé své poda,t atd.
8

Oviem tato pomiicka md svoji vadu, nelze ji pouzit
pfes 31. desetinné misto, jelikoz na dalSim misté stoji 0
a recitdtor musi zmlknout. Proto pomicka podati véty,
jichZ slova zaéinaji touZ hldskou jako pislusnd ¢&islice, jest
ponékud lepsf: slova poéinajici pismenou ¥ znaéf 9:
Ta,kto ]ednou élovék ]eden peknou i'a,du dlouhou épa.tné

pamétl, tvrdoéljné pnpomnél Opakoval ré,dné slov fadu

tuto doéel této odmény Ca,s Eﬁa,stné dra.hy éeth.l C‘lovék ten

totli opét tretlho d.ne sumu fekl Pa.k délku nezapomnél
8 2 7 9 5

obvodu, obsa.h
8 8

Vypodet &isla na 35 mist byl mnohokrite a znamenité
piedstizen; pied sedmdesiti lety byl proveden na vice
nez sedm set mist (u nds dokonce pfed né&kolika lety
byl uvefejnén vypodlet &isla 7 na vice neZ tisic mist, ale ten
jiZ v prvnich desiti mistech se lidil od sprdvného vypodtu).
Vytrvalost téchto podtdfi opravdu lepif véci hodnéd snad
thvéla v touze podati néco bliZdtho o aritmetické povaze
&isla 7, neni-li pfece jen vyjddfeno &islem koneénym nebo
periodickym zlomkem; v obou pi{padech by bylo é&islem
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raciondlnim, t. j. takovym, Ze by je bylo moZno zndzorniti
podilem dvou é&isel celistvych kladnych; pak by oviem
kvadratura kruhu nebo rektifikace obvodu aspoii theoreticky
byla mozni. Soubéiné s témito vypolty (a jiZ dlouho pfed
nimi) usiluji praktikové aspon o riizné pfiblizZné konstrukee,
z nichZ velmi jednoduch4 a zdroven postaditelné pfesnd jest
konstrukce Kochanskiho (viz Hruska: Konstrukce s omeze-
nymi prostiedky, této sbirky &. 7, str. 53), uddvajici # =
= 3,141533; jeitd lepsi (avSak sloZitéjsf, takie pFesnost
vysledku jest ohroZena sloZitosti konstrukce) jest ndvod
Spechtiv (viz Sobotka, Deskriptivni geometrie promitdni
parallelniho, Sbornik Jednoty &. matematikd a fysiki, X.,
str. 612) poddvajici = = 3,1415919. AvSak timto jednodu-
chym zpiisobem nebylo moZno dosici védomosti o aritmetic-
kych vlastnostech ¢&isla 7, to stalo se methodami vy$Simi:
Lambert (1770) ukazal, Ze r jest &islo irraciondlni; totéZ pro
72 odvodil Legendre (1794). Lindemann pak pied Sedesdti
lety ukédzal, Ze Ludolfovo ¢islo nemiize byti kofensm Zddné
algebraické rovnice, jejiz koeficienty jsou é&isla celistvd,
tedy Ze jest &islo, jak se stru¢né Fikd, transcendentni. A tim
byl vlastné vynesen rozsudek o domnélé spravnosti laickych
konstrukef kvadratury i rektifikace. Skoda, %e nedolehl a%
ke stolim a rysovacim prknim pilnych pottéid a konstruk-
térh i nasi doby, ktefi své objevy sdéluji i na korespodend-
nich listeich i na rysech nékdy o ploSe i nékolika étverednich
metrid a neni pro né dost presvédéivych slov.

Ale pfece moderni doba dala starym v néfem za pravdu,
oviem otdzky, které si kladli oni, ponékud pozménila.
Nikoliv kruh, nybrz pomér jeho obvodu k jeho priiméru,
jest &islem podivuhodnym a objevujicim se pfi nesdetnych
prileZitostech a matematickych tdvahdch. Jest vyjddieno
fadami i souéiny, podivuhodnymi pro jejich pravidelnou
vniténi stavbu, na pf. fadou Leibnizovou

Z=l—p+i—t+..
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nebo z ni plynoucf fadou

4 1 1 1
8- 13 5atannt
Jiné Fady jsou:
n®

1 1
E=1+‘2—,+§2'+'-

4 1\2 1.3\2 1.3.5\?
rin +(§) +(2—4) +(24——e) toe
Uvedme jeté nekonedny soudin Wallisiv:

2 1.3 3.5 5.7

® 2.2°4.47°6.6°"
S jakou pfFesnosti urfuje Leibnizova Fada =z, sedteme-li
50 000 jejich ¢lenti? Pro skuteény vypolet se proto uzZilo
jinych fad, z této fady odvozenych.

RovnéZ myslenka starych, Ze kruh jest figura capacissima,
utvar nejobsaZnéjsi, ozvala se v modernim pojeti isoperi-
metrického problému, ktery hledd obrazec nejvétdiho obsahu
pfi daném obvodé&, oviem za jistych pfedpokladd. Jeden
z nich jest, Ze obrazec jest uzavienym tdtvarem konvexnim
(ovilem); kazd4 pfimka, kterd jej protind, &ini tak jen ve dvou
bodech. Vyloudime-li ze vztaht urdujicich obvod O a obsah
P kruhu polomér r, obdriime vztah O? = 4»P. Pro jiné
konvexni itvary rovinné pak plati 0? > 4xP. Podobné pro
povrch a krychlovy obsah koule P a K plati P? = 36nK3,
kdeZto pro ostatni konvexmi télesa (podobn& definovand
jako konvexni rovinné iitvary) jest P® > 36zK?2. Soustavné
o tomto problému pojednal na p¥. Blaschke: Kreis und Kugel,
19186.

a) Uvedme jests nékolik pikladd o kruhu a kouli. Sddast-
néme se tohoto mySlenkového pokusu: Rovnik mé délku
40 000 km = 40 000 000 m; nadechrdme-li nift o délce 0 10 m
vit&f neZ jest rovnik viude stejnd vysoko nad rovnikem,
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vznikme jist4 mezera; staéf jeji sffka, aby jf proklouzla myk?
Sifka této mezery (mezikruzi) jest

40000010 40000000

2z 2=x

tedy projde jf i prostfednd velky &lovék. Redte tutéZ vlohu
v tom piipadé, Ze o 10 m delsf nif nadechrdvdme kol hrachu,
jehoZ polomér jsou 3 mm. Jinou dpravu téZe tlohy lze &isti
u Jul. Vernea: O kolik delsi dréhu vykon4 hlava dvoumetro-
vého obra, obejde-li zemé&kouli po rovniku?

b) Do kopaciho mie o poloméru r vpravime jeitd k cm?
vzduchu, o& se zv&t3f jeho povrch, je-li £ viéi piivodnimu
krychlovému obsahu dosti malé? Je.li polomér pivodni
koule r, jest jeji krychlovy obsah $nr®, polomér koule po
vpusténf k cm3 jest urden rovnici

47 + K = 473,

3K\} K
fl—(fs-*- ):f—}—m—rz.

=10m :27—=— 1,6 m,

odkud

Plodny povrch této koule jest pfiblizné 47 (r2 + gK;),

takZe se proti plivodnimu stavu zvétéil o 2TK

¢) Podél rovniku nasypeme ndsep o &ffce 5m a vy3ce
2 m; od se zvétiila vaha zemékoule? Krychlovy obsah tohoto
prstence Ize poéitati jako rozdil dvou vilcd; neZ bude &tendf
pokradovati v fefen{ této tilohy, af si rozmysli, odkud vezme-
me stavivo na tento ndsep.

d) Narysujeme-li v kazdém vrcholu &tverce o strand a kruz-
nici o poloméru 4a, ohraniéi tyto kruZnice plochu o obsahu
a® — {na® = a® (1 — }n) = 0,215a% vedeme-li kruZnice
z vrcholl koso&tverce o ostrém thlu 60°, vznikne tak plocha
o obsahu }a?}/3 — }na? = a® (3V3 — }n)==0,081a3. V prvnim
piipadd pravime, Ze jsou kruZnice uloZeny nejvolnsji, v dru-
hém pFipadé pak nejtésndji.
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e) Obdobné tloha v prostoru o krychli a osmi koulich
sestrojenych ve vrcholech krychle a o poloméru rovném
poloving hrany vede k objemu a® — §7 (4a)® = @® (1 — }n)=
=0,476a3. UvaZujeme-li klenec omezeny Sesti shodnymi koso-
¢tverci o ostrém thlu 60°, vznikne mezera a? (§V2 —im) =
=0,173a%. Opé&t mluvime o nejvoln&jdim a nejtésn&jdim
ulozeni kouli v prostoru. Zejména druhy pipad zajim4i
i praxi, jde totiz o uloZeni drobného pisku, jim% prochizi
voda nebo o sloZeni z drobnych &dstidek rliznych kald v cu-
krovarnictvi (na pf. Burmester, Zeitschrift fiir angewandte
Mathematik und Mechanik IV., str. 33., Dr. J. Hrubisek,
Kolloidbeihefte, Bd. LIII., str. 385). P¥i nejt&sn&jéim uloZeni
(stejnych) kouli se kazd4 vnitini dotykd dvandcti vnéjsich,
body dotyku pak uréuji kubooktaeder, v ném% ve velmi
vzécnych pifpadech krystalisuje galenit &ili leSténec olovna-
ty. Téchto dvandct bodii lze viak téZ povaZovat za body
dotyku dvandctisténu kosoétvercového, v némz krystaluje
granét, odsud jiny ndzev tohoto t€lesa — grandtotvar.

f) Nejprve malou pozndmku z logiky. Ctenéf, jenz se jf na
stfedni 8kole zabyval, vi, Ze obrdtime-li soud ,,z 8 plyne P**,
obdrZime soud ,,z P plyne 8*; méné udendji a na vystiZném
piikladé: KaZdy sextin jest student, nenf véak kazdy student
sextdnem. Sprdvné obraceti soudy v geometrii jest velmi dile-
Zito i prospéino; tak mnohé véty se.dostdvaji teprve do pra-
vého svétla. Na pf. Obvodové vihly v kruZnici nad touZ tétivou
jsou stejné, ale plati opaéné: Geometrickym mistem bodi,
z nichZ Ize danou tsetku vidéti pod tym% tihlem, jsou dva
kruhové oblouky. Jest tedy véta o uhlech obvodovych
vyrokem do jisté mirylcharakterisujicim kruZnici, podobné
vlastnosti Z4ddn4d jind kfivka nem4.

Taime se, zda vlastnost kruZnice, %e jest viude stejné
»Sirokd®, t. j. Ze m4d viechny priméry stejnd dlouhé,
jest jejim charakteristickym znakem. K svému nemalému
piekvapeni zjistime, Ze nikoliv, Ze existuji i jiné kfivky,
které maji vesmés stejnou ,Sifku‘, Nutno si pfedeviim
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pojem &ffky podrobné&ji definovat. Omezme se jen na
ttvary konvexni omezené (ovdly). Vytkndme si mimo
tuto kfivku smér S a promitnéme do pfimky kolmo sto-
jici k tomuto sméru viechny body obvodu nafeho ovélu.
Paty téchto promftajicich rovnobéZek vyplni dsetku, jeji
délku pak nazyvame &ifkou kiivky dle sméru S. Tato ¢itka jest
na pf. u kruZnice pro viechny sméry rovna priméru této
kruZnice, u elipsy o poloosich a,b kolisdi mezi 22 a 2b.
Sestrojme si nyni obrazec omezeny oblouky téhoZ polo-

A

Obr. 37. Obr. 38.

méru a patiicimi k stfedovym Ghlim 60°. Snadno ukdZeme,
Ze tento oval m4 rovnéz touz §itku rovnou polomé&riim kruznie,
jejichZ oblouki jsme uZili k sestrojeni tohoto obrazce. Vyro-
bime-li si na pf. dfevénny model tohoto trojihelnika a ulo-
¥fme-li jej do &tvercové krabice o strané rovné ffce tohoto
ovélu, miZeme timto trojihelnikem gohybovati uvnitf &tver-
ce pravd tak bez zdvady jako s kruhem. Této myslenky bylo
uZito k sestrojeni vrtdku vrtajiciho étvercové otvory; vrcho-
ly &tverce pak jsou ponékud zaobleny*). (Obr. 38.)

Uka#te, Ze i pétitdhelnik i sedmiihelnik atd. jsou kfivky
stejné &ffky.

*) Rud. Beyer: Technische Kinematik, 1931, str. 18 a 19.

46



V. GEOMETRICKA SOFISMATA
A PARADOXA

I o téchto zdludnostech plati, co bylo Fedeno o podobnych
problémech v Aritmetickych hrich a zibavich (odst. 14).
Jsou zalofena na nedplném nebo nesprdvném pouZiti
sprivnych vé&t, nesprivnost ,,dtkazu‘ byvd ukryvdna bud
zdlouhavosti postupu nebo riznymi zbyteénymi oklikami.
Celkem viak lze Fici, Ze geometrickd sofismata jsou nesnad-
néjsi neZ aritmeticka, ddle Ze nelze pfesné rozliditi tyto oba
druhy od sebe.

a) Bod se pohybuje a m vpfed, potom a m vzad, am
vpied, a m vzad atd. Kde jest po takovych = pohybech?
Je-li n sudé, jest ve svém vychodisti, je-li » liché, jest na
kone&né stanici své drahy. Pro¢ nelze uvaZovati takto:
Celkov4 drédha jest déna vyrazem ¢ —a +a—a +a—
—a+..=a—(@—a+a—a-+...). Rostei n usta-
viéné a oznadime-li levou stranu této rovnice z, jest z = a —
—x a odsud z = }a. Vysvétleni jest nasnadé: Abychom
mohli né&jakou velitinu oznaliti algebraickym vyrazem,
musf pisludnd hodnota skutedné existovati a to uréité,
jednoznaéné, a tomu v nasem pripadé tak nenf, jelikoZ levi
strana této rovnice nabyvéd jednou hodnoty 0, po druhé a.
Této tloze podobn4d jest tato: Karel a Pavel jsou dva neroz-
luéni pfételé; na vychdzku do parkdi, z nichZz jest jeden
po levé a druhy po pravé strané teky tekoucf jejich bydlis-
tém, chodi jen vyludné spolu. Jednou poéitaji, kolikrite
piedli jiz most: zjisti, Ze éislo udavajici pfechod pfes most
jest u jednoho sudé, u druhého liché; jak jest to mozno, kdyz
jindy neZ na vzdjemnou ndvitévu nechodi pfes most? Jed-
noduse: Pfdtelé nebydli na téZe strané Feky, ten, jenZ napo-
¢éetl lichy polet pfechoddi, jest pravé ndvitévou u druhého.

b) Nad danou usedkou o délce a jako nad pfeponou se-
strojme rovnoramenny pravothly trojuhelnik, soudet jeho
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ramen jest al'2. Rozdslme tuto tisetku na dvd stejnd &dsti
a nad kaZfdou z nich opét sestrojme rovnoramenny pravo-
dhly trojuhelnik; souet ramen téchto dvou trojihelniki,
jest 2 3a V2 = al/2. (Obr. 39.)

K témuz vysledku dojdeme, roz-
délime-li dsetku na 3,4, ...n diled
a konstrukei opakujeme. A nyni
pozor, chei stylisaci étendfe oddliti.
Nechdme-li n ustaviénd vzrastati,
lomend &ira uréend rameny pravo-

Obr. 39. thlych rovnoramennych trojihel-

niki, stile majic délku al’2. posléze

splyne s dsedkou, o niZ jsme pfedpoklédali, Ze mé délku a. Jest
tedy al2=a, liV2=1,2=1 atd. Chyba ve vykladé jest
tato: Stdle uvaZujeme délky riznych lomenych &ar a to
stejnd velké al/2, pojednou viak opustime obsah svych dvah
a tdZeme se, jaky tvar md mezni dtvar a jakou polohu
zaujimd. Mezni dtvar neni usefkou, nybri kfivkou (lépe
fefeno zase lomenou &arou), jez v kaZdém i sebe menSim
intervalu m4 jisty podet oscilacf. Takovychto paradox lze
vymysleti vice; jak se na pf. naje ivaha zméni, nahradime.li
ramena pravothlého trojihelnika polokrufnicf? Rozdélte
dtverec na n-krite » mensich stejnych &tverch a do kazdého
Ea;"; soutet ploch vSech t&chto
kruZnic pro kaZdé = jest roven }na?. ZvétSuje-li se » ustavid-
né&, pfejdou kruznice v pouhé body vypliujici plochu ¢tverce
daného, jak by se zdalo pfi povrchni iivaze. Jak zni toto
paradoxon, ziidime-li nad kafdym krouikem o poloméru

2 polokouli a hleddme-li soudet povrchi té&chto polokouli?
2n

V prostoru: Rozd8lte krychli na »® mensich krychlitek
a do ka?dé vepiste kouli o poloméru -2%; ktery jest obsah

vepilte kruZnici o poloméru
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téchto malych kouli, roste-li » nad ka¥*dou mez? Pfejdou
v obsah krychle?

¢} Definujme t&%i8t& bez ohledu na jeho mechanicky
vyznam jako priseéik téZnic, jeZ definujeme jako spojnice
vrcholi daného trojihelnfka s pllicim bodem protéjsf strany.
K villi jednoduchosti uvaZujme trojihelnik rovnoramenny
o vrcholech (0;0), (P; a), (P; — ¢»)- Rovnice t&%nic pak jsou

3¢z —py —2pgn =0, y=0, 3.z + py—2pgr =0
a protinaji se v bodd (}2p;0), jehoZ soufadnice vibec
nez4visf na g,. Necht nyni g, kladnymi hodnotami se blizi
k nule, jak jest jen moZno; téZisté trojihelnikid stdle uzdich
a uZzdich jsou v témZ bodé; posléze trojihelniky piejdou
ve vysku spoleénou viem trojuhelnikiim, jejiz t&Zisté — jeli-
koZ jest to tiselka — jest prdvé v poloving, kdeito tato
tGvaha umistuje t8%i8td do dvou tfetin vyiky, poéditaje
od bodu (0; 0). Jak vysvétlime tento rozpor? Velmi jednoduse:
puvodni konstrukce téZi§té pozbyvad vyznamu pro ¢, =
a rovnéz analyticky vypotet nelze v tomto pfipad® provésti;
fedfme-li totiz spoledné rovmice prvnich dvou téZnic, obdr-
#fme dosazenim z druhé do prvni 3¢,z — 2pg, = 0 a tuto
rovnici nelze za pfedpokladu g, = 0 kratiti.

Ale i jednoduchou vvahou logickou lze tento spor vy-
svétliti. Pojem jest uréen svymi znaky, a jednim ze znaki
jest i forma, jakou jsou znaky spojeny. Z pojmi ,,cesta“
a ,mésto”“ lze s pomoci pfredloZzek ,na‘ a ,do*, které
piedstavuji formu spojeni obou pojmd, sloZiti dva pojmy:
»cesta do mésta” a ,,mésto na cestd’. Tyto pojmy jisté
nejsou ekvivalentni priavé tak, jako jimi nemusi byti
(a v naSem pfipadé také skutednd nejsou) ,,mezni poloha
teZiste a ,,t8ZiSté mezni polohy.

Pfi mechanickém pojeti t&Zisté jest véc jestd sloZitjsf:
zmenSuje-li se ustaviéné zdkladna trojihelnika a tim i jeho
plocha, jest nutno feci, co se d&je s hmotou piivodnfho
trojihelnika hmotného, zdaZ a jak se koncentruje & dokonce
nemizi-li zdroven s plochou trojdihelnika. Jinak nem4 tloha
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viibec smyslu. Velmi jednoduchy jest pfedpoklad, kdy se
zmensujici se plochou hmota se v tsetkdch rovnob&inych
s piidici obéma sméry koncentruje do bodi leZicich na vysce.
Snadn4 ivaha vede k tomu, Ze t8%i3té takto vzniklé hmotné
tselky s hmotou rostouci pfimo umérné se vzdilenostf
od bodu (0; 0) jest v bodé (42p; 0).

d) Nejstar3im z geometrickych sofismat (vedle Achila
zdvodiciho se Zelvou, viz Ar. hry a zdbavy, odst 14) jest rota
Aristotelis, kolo Aristotelovo. Na své sprivné rozfeSeni
dekalo dva tisice let a podal je a% Galileo Galilei hned v prv-
nich kapitolich svych proslulych Discorsi (Rozmluvy),
v nich% Salviati, Sagredo a Simplicio rozmlouvaji o riznych
mechanickych otdzkéch (némecky pfeklad viz Ostwald’s
Klassiker, XI., str. 20 a n.). Aristoteles uvaZuje dva kruhy
pevnd spojené o polomérech r, R, r < R. KdyZ véts{ kruh se
odvali po pfimce aZ se ji znovu dotkne timtéz bodem, vzdélil
ge tento bod od svého plvodniho mista o 2zR. Mens{ kruh
s nfm pevnd spojeny se odvalil rovné% jen jednou, vykonal

D
M—AL

f — v
DAYV

\%JV\/OP\A)’Z T
A B Q X ' S
@/ -

E]

Obr. 40.
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tedy drahu 277. Pon&vadZ oba body jsou op&t na téZe kolmici
k pfimce, musi byti 2nr = 2xnR, ¢ili r = R, to jest: viechny
kruhy maji tyZ polomér. (Obr. 40.)

@Galileo Galilei uvaiuje nejprve dva pevné spojené Sesti-
dhelnfky; ototi-li se v&tsi z nich kol bodu B, aZ strana BC
dolehne na danou pfimku, vykondv4 bod J jistou kruhovou
dréhu a to se opakuje pii dalSich otoéenich velkého Sesti-
thelnika. Vrcholy malého Sestiihelnika se tedy téZ posunuji,
tvaha ziistdvé v platnosti i pro osmitdhelnik, desititihelnik ...
a v mezném piipadé i pro
kruh. Odvaluje-li se tedy vétsi

Obr. 41, Obr. 42.

kruh po dané pfimce, tu mensf kruh kromé odvalovéni vyko-
névd jesté daldf pohyb, posunuje se totiz. Pokuste se o vy-
svétleni, kdyZ za zdkladni pohyb volite skuteéné odvalovani
menstho kruhu.

e) Aby &islo uddvalo, zdaZ polet pfedméti jest vét3i nebo
mensi neZ jiny, jest nutno, aby potet uvaZovanych pred-
méti byl konedny. Jinak tato otdzka nemd smyslu; nelze
Fici, Ze by na tseéce o délce 1 cm bylo méné bodd neZ jest
na celém rovniku; v jistém slova smyslu lze Fici, Ze bodd
tu i tam jest stejné; kazdému bodu na rovniku lze pfifaditi
bod na tsedce a naopak a to jednoznaéné.
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Rowvné% nelze porovnivati co do velikosti podet bodi
na dsedce a v uzaviené ploSe, na pf. ve &tverci nebo ve dvou
¢tvercich. Zdanlivé rozpaky z toho plynouci demonstroval
Bolzano na tomto ptikladd. Ctytistejns veliké &tverce o strand
a maji o body, leZici na tsedce 4a, vice neZ &tverec o strand
2a, a¢ obsahy téchto dtvaril jsou stejné. (Obr. 41.)

f) Dle obr. 42 (str. 51) plati o primétech dsedek [, I',1":
lsind =Usind +1"sin 8", lcos ® =1l cos % + 1" cos P}’
a odtud délenim a dalsi dpravou:

Vsind 4 1" sin 9" _ nsind -4 sinH”
Ucos® 4 1"cosd”  mncosd + cosd”’

tgd =

kde n = I’ :I” miiZe nabyvati viech hodnot od nuly do ne-
koneéna. Klademe-li » =0, jest tg# = tgd”, volime-li
n = o0, jest tg ¢ = tg ¥, tedy & = & = ¥#". Vysvétleni jest
nasnadé: V prvnim piipadé jest vliastn& I’ = 0, 1ihel 4 nem4
smyslu a tim ani soustava dvou rovnic, v drubhém pak
" = 0 a nulou nelze déliti.

g) Dosti zavilé jest toto sofisma: Oblouk AB jest t¥ikrdte

tak velky jako oblouk A/’}’, ponévadi jeho polomér jest

tiikrdte vét3i. Profo jest oblouk A’B’ tfetina oblouku, &ili
provedli jsme velmi jednodu3e divno a marné hledanou
trisekei (tFeténi) libovolného uhlu. Abychom mohli porovna-
vati délku oblouku, musf miti stejné poloméry. Uhel A0C=s3,

AC = A'B’ vypodteme takto: Volme si x = 60°; pak rovnice
dvou kruZnic uréujicich bod C jsou 22 + 32 = 9a2, (t— 3a)2 +
+ = a"‘, soufadnice bodu C jsou (}17a; 1al35), takie
37 , 8 = 19° 10’ misto 20°, (Obr. 43.)

h) Zpisobem velmi jednoduchym lze uréiti ohsah plochy
uzaviené kiivkou y =sin*z, osou z a pfimkou z=4n
(obr. 44).

tges =
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Rozd&lme interval (0; }z) na (2»n + 1) stejnych dflcd;
» c 1. n ,
8ifka kaZdého z nich jest 2@n T 1) vySky obdélnigkd
vepsanych (téZ prouzkfi zvanych) jsou
in? 0.~ sin? l.#n sin? 2nm
2@n+1)  2@n+ 1) 22 + 1)
a soudet obsaht téchto prouZki jest
L1 T 2x
S = - .
1= 3@+ 1) (s“‘ st T 3@ D
2n—1 2nn
in?g -~ in?__ ot
T G T T s Gt 1))'
PonévadZ sditanci stejné od koncii vzdileni ddvaji soudet 1,

jest 8, = 3 (2::1:_ 0 Soudet prouzki

+ ...+

={n—

T
4@2n + 1)

opsanych jest pak o posledni prouZek o obsahu —— T @n. + )

vétsi, jest tedy S, = w4+ 1 %Z:_—i. Roste-li = ustaviéng,

bliz{ se S; i S, a tim i hledany obsah !z. Jest tedy tento
obsah aritmetickym stfedem obou pfibliznych hodnot,
aviak nelze to Fici o jednotlivych opsanych a vepsanych
prouZcich a prouzku omezeném obloukem kiivky; ktery
vtvar m4 tuto vlastnost?

=

0 A A
Obr. 43, Obr. 44.




i) V Aritm. hrich a zibavich (odst. 5) byl podin
»dikaz, Ze 64 = 65. Z tychZ dstfizkd jako na uvedeném
misté lze sloZit obrazec 45 majici pouze 63 ploSnych jednotek.
Zjistéte, zdaz body PQRS jsou na pfimce, uZijte postupu

S
3
5

3 8
4 ) R 3
5 S
13

5
Obr. 45.

jako pii diilkazu svrchu uvedeném. Sestrojte pomoci jinych
Fibonacciho &isel podobné obrazce.

k) V nerovnostranném trojthelnfku 4 BC budiZ « nejvétai
tihel. Uhel y nanesme ve vrcholu 4, takie jest BAD = .
Trojihelniky ABC a DBA maji vechny dhly mezi sebou
rovny, proto jsou si podobny a jejich obsahy se maji k sobé
jako &bverce pHsluinych stran: A ABC: A DBA = AC*:
: AD®. Av¥ak oba trojihelnfky maji tou’ vydku, proto
jsou jejich obsahy v poméru zdkladen: A ABC : A DBA =
= BC : BD. Jest tedy AC?: BC = AD?: BD. Znimou vétu
kosinovou lze Hei té% takto: Ctverec strany leZici proti
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ostrému thlu jest roven soudtu dtverch druhych dvou stran
zmenSenému o dvojnasobny obsah obdélnfka vytvofeného
z jedné téchto stran a z prim&tu druhé strany na tuto
stranu.

A
?
_ 2
B D E [
Obr. 46.
Lze tedy psdti:
AB: + BC*—2BC . BE AB + BD*—2BD. BE’
BC . BD
Provedme naznadené déleni, — 2BE se rusi a mdme
AB AB
= 4+ BC = == + BD;
BC + BD +

prevedeme-li BC a BD na druhou stranu, je po dal¥f tipravs:
AB_B0.BD 4B —BC.BD
BC B BD
&itateld té&chto zlomkd jsou rovny, proto se rovnaji i jmeno-

vatelé: BC = BD, to jest tiselka se rovné své d4sti. Ve jest

v potddku, a% na posledni vykon: AB*— BC.BD jest
rovno nule (pro¢?) a nulou nelze kratiti.

1) V obecném trojithelniku ABC s Ghly «, 8, y prodluZme
strany b, ¢ za vrchol A dle obrdzku 47, pak jest dle sinové
véty

gin (f + $&) =

+osm§cx, sm(y-{-}tx)==e$mn1}

S T




takZe sin (8 + &) = sin (y + J«) a dile: f = y. Jest tedy
kazdy trojihelnik rovnoramenny, a ponévadi podobnou
konstrukei a dvahu miZeme provésti i u vrcholu B nebo C,
jest i « = B = y ¢&ili kaZdy trojthelnik jest rovnostranny.
Kde je chyba?

Spravné jest: Plati-li sin ¢ =sin ¢, nemusi byti ¢ =,
miZe téZ byti ¢ = — y. Skutetnd v naSem piipadé jest
B+ ia=n—(y+ }a)

A

(3

b

A E
c A b
a c B
D
Obr. 47. Obr. 48.

m) Pro zaddteénfka svitdnou, ale také i velmi nebezpenou
dokazovacef methodou jest nizor, to jest-opirati se pfi pro-
vddéni diikazu o vlastnosti a vztahy narysovaného obrazce.
Vétu vyidenou v odstavci pfedchozim dokédZeme nyni plani-

metricky (viz obr. 48), kdeZz AO jest osa thlu pti 4, DO pak
osa strany BC, obé se protinaji v bodé 0, jej spojime s vr-

choly 4, B, C a s nho# spustfme kolmice na strany AB a AC.
Tropihel.niky — jak snadno ukdZeme dle zdkladnich vét
o shodnosti trojihelnikii — AFO a AEO, déle trOJﬁhel.m’ky

ODB a ODC jsou shodny, z této shodnosti plyne OF = OE a

OB = 0C, proto jsou shodné i trojihelniky OBF a OCE, sku-
tednd tihel pravy leif proti v&tdf z uvaZovanych stran. Z téchto

déle plyne . AF = AE a FB=EC
vnic AB = A0, t. j. tento trojihelnik




jest rovnoramenny & opa-
kujeme-li cely postup pro
vrchol B, ukdZeme, Ze jest
tento trojihelnik a kazdy
jing rovnostranny. Necht
&tendF si pellivd narysuje
piedepsané vykony a k své-
mu podiveni zjisti, Ze bod
O pfi riznostranném troj-
thelnfku jest mtmo plochu
trojdhelnfka. Nesdetnékrite
nédzor vedl k nesprivnym
disledkim; pfed sedmde-
g4ti lety ohromil Weier-
strass své souéasniky spriv-
‘nym ditkazem, Ze existujf

Obr. 49.

kiivky, jez nemaji nikde teény; oviem byla to geometrickd
interpretace toho Ze spojitd funkce nemusi miti bud v neko-
ne&né mnoha bodech nebo dokonce v Zddném bod& derivaci;
poznatek tento udinil jiZ nékolik desitek let pfed Weterstras-
sem praisky roddk Bernard Bolzano.

n) Jednim z nejkrdsnéjiich paradox jest zmizeni tsetky
pied zraky &tendfovymi. Narysujte si pfesné dle obr. 49

Obr. 50.
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tfindct stejnych tsedek a rozstiihndte papir s timto ndkresem
piesné dle udané tsedky. Posunete-li obéma &istmi ndkresu
dle obr. 49, obdrZite misto tfindcti usedek pouze dvanéct.

Vysvétleni jest nasnad$;

—_—y délka kazdé nové iisetky
jest tfindet dvandctin dsed-

) 4 ky pilivodni. Tyto tsetky
&> lze uspofddati do kruhu

¢ (obr. 50), a toto uspofiddéni

jest zdkladem japonskych

a &inskych obrizki tfindeti

osob, z nich% jedna pfi po-

. otodeni zmizf a pfi zpétném
pohybu se opét objevi.

Obr. 51. o) JiZ piedchozim piikla.-

dem jsme se octli na hrani-

cich optickych klamii, které myln& byvaji pridruZovény ke

geometrickym hrdm, tfeba uzivaji &etnych geometrickych

prvkd. Avsak pfi vysvétleni t&chto klamii jest nutno zndti

téZ fysiologii oka; i omezime se jen na ukézku nékolika nej-

jednodud&ich pikladt. Kterd z tsedek a zdkladen tif troj-

L

[ =

b
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dhelnfki jest nejdelsi, kterd nejkratdi? (VSechny tisetky jsou
stejnd velké). V obr. 52 soustavy rovnobéZek jevi se jako
nerovnobéZky nebo dokonce jako kfivky, a to vlivem proti-
najfcich je paprskd nebo tsedek. V obr. 53 lze pozorovati
dv® rizné krychle, dle toho, ve kterém sméru urdeném 8ip-
kami hledime.

Pl

b b

Obr. 63.
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VIL. GEOMETRIE NA SCESTI

Proti matematice lze hiediti dvojim zplsobem; bud v ni
hfidnfk vidi pouze jakési klikyhdky, s nimiZ si zarputilf
blouznivei v prostordch Gplné odloudenych od potieb tohoto
svéta pohrévaji — pokud oviem nezkouseji —nebo se jeji vy-
znam nesmirné pfecefuje a projevuje se snaha uziti matema-
tiky i tam, kde ji naprosto pouZziti nelze, na pf. v psychologii
(Herbart a jeho stoupenci). A tito nad3enci to byli, ktef{
svoji obdivovanou scientiam amabilem zavedli na scest{.

a) Nauka o zlatém Fezu (sectio aurea, divina) jest odeddvna
uzaviend kapitola elementirni geometrie. Jest to idloha
rozdéliti usetku tak, aby mensi &ist se méla k vétdf jako
tato k celku; znadi-li z mensi &dst usetky, md tedy byti
z:{(a—2z) = (a—=zx):a; jest tedy = urleno spojitou imé-
rou, proto se téz zlaty fez nazyvé nékdy délenim spojitym.
Z \méry plyne kvadratickd rovnice 2® — 3ax 4 a® =0,
jejiz kofeny jsou #(3a 4+ al/5', iloze pak vyhovuje mensf
koten a }\3 — I/5); vétsi ¢ast tsetky pak jest a (15 —1),
takiexr:(a —z) = 1}(],/ 5—1). Tuto hodnotu lze vyjddiiti fe-
tézovym zlomkem

Jl'+ _}
+1

T+
1+..
postupnou vpravou obdrzime tyto piiblizné hodnoty:
SRR RS TR IR 3T

(Véimnéte si, Ze &itatelé i jmenovatelé tvoii fadu Fibo-
nacciovych &isel, viz Aritm. hry a zdbavy str. 18). V praxi
uZivd se pomérd 4, }, {&. Konstrukce zaloZend na vété
o mocnosti bodu ke kruZnici jest jednoduchd. Na jednom
konci dané tiselky vztyéime kolmici a naneseme polovinu
této tsedky, s bodu tak vzniklého vedeme kruZnici o polo-
méru rovném poloviné dané dsedky, nyni druby koncovy
bod spojen se stiedem kruZnice vyting na kruZnici dva
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body; vzdilenost bliZziiho z nich druhému koncovému bodu
pieneseme na danou iisetku, ¢imZ jsme dosihli déleni dle
zlatého Fezu. Zlatého fezu se uzivéd pfi nékterych konstruk-
cich, na pf. strana pravidelného pétiihelnika a desititihel-
nika jest v&t3f d4st dhlopficky pétidhelnika resp. poloméru
kruZnice desftitihelniku opsané; jiz Eudozos (4. stol. pf. Kr.)
znal vé&tu, znadi-li ag, a;, a,,, strany Sestiihelnika, p&ti-
thelnika a desitiihelnika témuz kruhu vepsaného, Ze plat{
a;2 = ag® + a,,2. Rozdélime-li obé &dsti dsedky rozdélené
opét zlatym fezem a znacéime-li Edsti mensf dsetky a,;, < ay,
druhé pak a, <ax, plati uméra a,, : @, =a,, : ax a nad to jest
Gy = Q.

Pétidhelnfk a jeho pé&t uhlopfitek odeddvna zajimal
tlovéka; jest to jediny mnohothelnik, jenz mé tyZ podet
tihlopiitek jako stran, jest nejniZiim mnohoiuhelnikem,
jeho strany i uhlopficky lze vésti jedinym tahem; jiz Pytha-
gorovi bylo zndmo, Ze kaidd z dhlopfi¢ek pravidelného
pétithelnika jest protinajici ji dalsi uhlopfiSkou rozdélena
dle zlatého fezu. O konstrukeich pétitdhelnika a z ného
jednoduse odvozeného desititihelnika jsme se jiZ zminili.
Obrazec urleny péti thlopfitkami pétidhelnika stivd se
a dlouho je§té zistdvd podivuhodnym, tajuplnym i zdzraé-
nym ttvarem; u nds ,,mufi noha‘!, v némecké mytologii
nDrudenfuss‘ jest odznakem &arodéjnikd a &arodé&jnic,
muii noha stdvd se odznakem riznych spoleénosti atd.

Tak v Goetheové Faustu ve scéné, kdy se Faust po prvé
setkdvd s Mefistofelem, &teme tuto rozpravu:

Mef.: Bych mohl ven, ti feknu ve davéfe,
mné vadi cosi, hloupost jen,
ta miFi noha na tvém prahu.

Faust: Ten pétiroh t& trudi? Hled
a povéz, synu z pekel svahi,
jaks pfifel sem, kdy% ten t& drii ted?
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Mef.: Jen pohled. Spatn® nakreslena jesti,
ten zvendi jeden nedotaZen roh

a trochu otevieny zeje.
(Dle piekladu Jar. Vrchlického).

A geometrickd souvislost pétiihelnika se zlatym Fezem
to byla, jez vnesla do nauky o zlatém Fezu naprosto neo-
diivodnénou mystiku, jejiz nikoliv jedinou obéti stala se
estetika. Zejména v renaisanci péstuje se a udrZuje se minénf,
Ze nejkrasnéjdi jsou ony utvary, v nichz lze vystopovati
zlaty Fez. Utitelé svym malifskym uéfidm radi konstruovati
lidské t&lo dle zlatého fezu: oboéi pry déli tvaF zlatym fezem,
v &lancich prsth se pry objevuje toto déleni; zndmy obraz
Leonardo da Vinci Posledni vetefe Pané proto pry jest tak
ptsobivy, Ze postavy na ném bilym ubrusem jsou rozdéleny
dle zlatého fezu. Pozdéji se 8lo jestd ddle: Malifi — aniZ snad
védi o zlatém Fezu — maluji své obrazy na obdélnikovych
pldtnech a vpravuji je do obdélnikovych rami zachovivajice
rozméry urdené zlatym fezem; Sifka a vySka jsou &dsti
tiselky rozdélené zlatym fezem, horizont obrazu déli vysku
dle zlatého ¥ezu a pod. I proméfil némecky 1ékat Fechner
nékolik set obrazii asi ve dvaceti obrazdrnich, aviak vy-
sledky ani zdaleka nepotvrdily toto mystické uéenf o zlatém
fezu; jedinym kladnym vysledkem méfeni Fechnerovijch
bylo to, Ze byl tak ddn podnét k vybudovain{ experimentdlni
estetiky. Jednim z nejhorlivéjsich stoupenct o estetickém
vyznamu zlatého Fezu, jenZ pry se uplatiiuje i pfi stavhé
housli, byl Zeising; o jeho &innosti se vyslovuje Otakar
Hostinsky takto:

»Tlento urdity matematicky pomér prohliSen v3ak byl
Zetsingem nejen za absolutni prvek esteticky, nybrZz i za
jakysi kosmicky zikon, v ném% Zeising oviem daleko pfe-
stfelil. Ukazoval na to, Ze nejen na stavbach, antickych
sochdch a jinych plastikdch, ale i v dramatech, ddle v piirod®
na rostlindch i v chemii pi#i sloZeni souddstek nalezneme
zlaty sek, takZe jest to zdkon, na ném? spoéivd a jimz se Fidf
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cely mikrokosmos.... Jisto jest, Ze Zeising, aby zékon zlatého
seku vSude na3el, mnoho z jeho pfisného znénf slevoval a jiZ
jen pouze pfibliZny pomér za zlaty sek vydaval, ddle pak
Ze dedukce konstruoval dasto i vécné chybné, takZe dal si na
pt. sestrojiti dfevoryt Apollona Belvederského, ktery viak
pravé sofe nijak neodpovidal. Mir. Tyr§ zabyval se podrobnd
témito vysledky Zetsingovymsi a dospél k poznéni, Ze viechno
to, &eho se Zeising dovol4dval, jest nesprdvno. Mé&Fil sdm
za tim idelem mnoho antickych soch, plidorysy staveb a pod.
a shledal, Ze ani tehdy, kdyZ pfipustime mnoho z licenci
Zeisingovyjch, nenalezneme zdkon zlatého seku, takZe snad
jedind Sixtinskd madonna Rafaelova by tomuto poméru
odpovidala, oviem bez dmyslu svého tviirce.” (Esthetika
1., str. 292).

Jak patrno z tohoto citdtu, hledali vyznavadi zlatého
fezu oporu pro své tvrzeni i ve vytvarném uméni, studujice
pliny architektur viech dob i slohd. Ale zde se setkdvali
8 konkurujici idef; jini opét v pldnech domnivali se poznavati
vztahy odvozené z rovnostranného trojihelnika, tedy
odvozens z V3; jini zase drZeli se poméru étverce a jeho

thloptitky, tedy V2. O rovnostranném trojGhelnfku viz na
pt. Hejél, Bible &eskd (I. str. 930-31), kde% jist® nesprdvné
pravi: ,, Tento kli¢ (1}]/3 :1) je vzat z rozméril lidského téla
stanovenych samym stvofitelem‘‘, Pamatny kostel na Zelené
Hofe u Mésta Zdéru jest stavén do pétithelnfkového pido-
rysu a ¢&islo pét jest tam mnohokrite zdiraznéno; pét bran,
pét vchodi, pét oltifd, pét zvonid atd.; ale zde diivod jest
jiny: tato stavba jest apoteosa péticipé svatojdnské hvezdy.

Nejvétsi pamdtnik zlatého Fezu néktefi badatelé vidi
v Cheopsové pyramidé. Tento kamenny masiv tvaru pravidel-
ného étyibokého jeblanu o zédkladné majicf stranu 115,17 m
o télesné vysce 146,71 m jest aZ na nepatrné tchylky
2’ — 3’ pfesnsé orientovdn dle svétovych stran; dodnes nenf
zndmo, jakému udelu mél vlastné slouZiti. Méla to byti
hrobka krilovski? Ale pro¢ potom v tdchto vice neZ 2}
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milionech kubickych metri zdiva jsou tfi prostory nad sebou
misto jedné a od poddtku prdzdné? Jeou domnénky, Ze to
méla byti vodni nddrz pro Memfis nebo ochrana proti
pise¢nym boufim, mél to pry byti chrdm zasvéceny boZstvu
Slunce nebo Mésice, snad to byla pokladnice faraonova nebo
sypka pro cely Egypt — houZevnaté viak se udrzuje vyklad,
fe to byl monumentdlnf pomnik matematickych védomosti
starych Egypfand, ktefi pry do tohoto zdiva uloZili své
védomosti o &sle 7z nebo o zlatém Fezu nebo své védomosti
hvézddiské. Podil 4a : b uddvd velmi pfiblizné &islo Ludol-
fovo, pidtelé theorie o zlatém Fezu uvidéjf, Ze podstava této
pyramidy m4 se k jejimu pldsti jako pld3t k jejimu celému
povrchu. Je-li ¢ vyika boéni stény, jest dle Pythagorovy
véty ¢ = a® + h? a dle onoho tvrzeni je 4a®:4ac = 4ac:
: (4a® + dac) &ili 2 =a?+ac, B2=ac, a: h=h :c. Ve sku-
tednosti jest @ : h =0, 785, h:¢-= 0, 786, coZ jest shoda
skutednd ndpadnd, ale jeji pfedpoklady jsou piilis umd&lé
a jisté neodpovidaji citu tehdejiiho obyvatelstva a stavu
tehdejsf geometrie.

o) Libi se vdm obdélnfk sestrojeny dle ndvodu ve Sbirce
piikladd geometrickych od A. Macha vice neZ jiny? Jde
o obdélnfk, jehoZ pil &ifky jest mensi tisek vysky rozdélené
zlatym Fezem. '

B) Je-li r polomér podstavy, s strana, v vyska rotaéniho
kuZele a plati-i » :v = v : s, d8li plddt povrch kuZele dle
zlatého Fezu.

) Normalisovany formét jest dén obdélnfkem, jenZ pfehnut
rovnobéZnd s kratdi stranou ddvéd obdélnik pivodnimu po-
dobny; jest tedy a:b =1b: }a, odkuz b =a -&]/2. Sestavte
gerii normalisovanych formétd vychézejice z ¢ = 1000 mm.

Geometrie viak pfece jen hluboko zasihla do vyvoje
vytvarného uméni a to jednou z kapitol projektivni geo-
metrie, totiZ perspektivou. Viz o tom tfi monografie prof.
F. Kadefdvka: Perspektiva, 1922; Relief, 1925; Geometrie
a umén{ v dobdch minulych 1935; téz G. Wolff: Mathematik
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und Malerei;. Lietzmann: Mathematik und bildende Kunst.
Dle zésad perspektivy byly proméfeny riizné slavné obrazy
a byly objeveny &etné chyby proti sprdvnym konstrukeim,
které necvitené oko pravidelnd nepostiehne. Prosluly svou
krésou a jiz zde zminény obraz Leonardo da Vinci Posledni
vedefe Pdné zndzoriuje na pf. mistnost, jez by se ve sku-
teénosti divikovi velmi mélo libila; nepfiliS hlubokd, zato
nadmérné dlouhd, spife chodba nez distojnd prostora.
Stafi mistti provddéli okna v riznych poschodich tak, aby
8 jistého mista se okna jevila s*ejné vysokd, jak to asi dinili?
Zorné thly tsedek jevicich se stejné velké jsou si rovny.

K této strudné stati o geometrii v uméni budiz dovoleno
pripojiti zminku o nékterych néhrobeich s geometrickym
obsahem. Na ndhrobku Archimedové byl pry narysovin
osovy fez rovnostrannym védlcem, kuZelem o téze zdkladné
a vysce a fez koule vepsané do vélce na pamédtku Archimedova
objevu, Ze o krychlovém obsahu téchto tél s plati:

fnrt 2rid¢ar inrt . 2r=1:2:3.

Na ndhrobku jednoho &lena z rodiny Bernouilli byla nary-
sovdna spirila, jez byla predmétem jeho &etnych studii;
pomnik C. F. Gausse v Gottinkdch stoji na zdkladné vytvo-
fené pravidelnym sedmnéctithelnikem; tato konstrukce
opirajici se o &iseln& theoretické \ivahy o binomické rovnici
7" — 1 = 0 jest totiZ jednim z'nejkré.sné)élch Gaussovych
objevit. Na ndhrobku Diovfaniové pry byI vyryt Zivotopis
tohoto matematika ve formé& slovnf rovnice: Sestinu svého
véku byl chlapcem, za dal§i dvandctinu vyrostl mu vous,
za daldi sedminu se oZenil; syn, ktery se mu narodil o pét let
pozdéji, zemrel, kdyZ dosdhl prdvé poloviny celého otcova
véku; jak byl stir tento Fecky matematik, zemfel-li étyFi
léta po svém synovit

zt+Hrt+ iz +6+ izt 4=2 =84,
Pomnfk Miloslava Pelifka, profesora &es. vysoké Skoly
technické (narozen 19. X1, 1855 v Krouné, zemf. v Brné
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6. X1.1940) v urnovém h4ji brn&nského h¥bitova jest
vytvofen parabolickou tsefi o zdkladné 148 cm a vyice
122 cm; jaky jest parametr
této paraboly? (2p = 44,88).
b) Listy i kvéty rostlin by-
vajf symetricky vyvinuty, zej-
ména pak kvéty byvaji uspo-
Féddny do kruhu. I objevila
se velmi zéhy my8slenka — jiZ
za dob Letbnizovyjch — nebylo-
li by lze kontury listd a kvé-
th vyjadfiti jako kfivky po-
moci rovnice. V obr. 54 jsou
nakresleny t. zv. riZice, jejich
rovnice postupné jsou v polér-
nich soufadnicich:

o = Rsin 3¢,
¢ = R sin 2¢,
¢ = Rsin 4.

Asi pfed padesiti lety Bodo
Habenicht pokusil se odvoditi
polérnf rovnice listovych o-
kraji pomoci trigonometric-
kych polynom#; myslenka to
byla v zésadé velmi sprdvnd,
povézlivéjsf vEak byly nékterd
disledky z toho &in&né; v obr.
55 zndzornén jest list komo-
nice rostoucf na slunci a list
ffavele kyselého, vyhlediva-
jictho lesnf stin a chlad. Rov-
nice prvnf kfivky jest r=4
(1 + cos? p) + 4 sin® g, kiiv-
ky druhé r=4 (1 + cos?® p)—
4 sin® @. Jsou tedy aZ na zna-



ménko téhof tvaru, i domnivd se Habenicht, %e riznost
toho znaménka souvisi s mnoZstvim zachyceného slune&niho
zéfeni.

I nauku o zlatém Fezu chtéli néktef{ botanikové apli-
kovati na umisténi listh na lodyze; zajimavé poznimky

a) Obr. 55. b)

o soumérnosti list&, o spirdlovitém sefazeni sluneénicovych
jader viz: Lietzmann: Lustiges und Merkwiirdiges von
Zahlen und Figuren, str. 290 a n.

¢) Velikou pozornost — a ne
privé zaslouZenou — vzbudilo
pozorovédni nékterych biologh a
matematiki o prici hmyzu, jez
se jevila pozorovatelim jako pro-
jev matematickych znalosti na
PE. véel.

Stavba v&elich bunék jest prob-
lém opiedeny pfimo vzruSujicimi
dobrodruZstvimi, v nichZ jest ne-
snadno rozeznati pravdu od bés-
né; podrobnéji viz o tom Dr. Pos-
pi&il: Filosofie podle sv. TomaSe
Alkvinského, (str. 1025). Matema-
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ticky obsah této tlohy jest takovy: Véely své buiiky stavi do
pravidelnych 3estibokych hranoli, které jsou tfemi rovinami
protinajicimi se v témz bodé& na ose tohoto hranolu zkoseny.
Tak vznikd téleso o jistém krychlovém obsahu K. Jest
otdzka, pod jakymi dhly nutno zkosit tento hranol, aby jeho
povrch (s nimZ souvisi spotfeba vosku ke stavbé buiky)
byl pfi daném K minimélni. Uloha vede tedy ke stanoven{
minima a jest felena na pf. v Dorrie: Triumph der Mathe-
matik, str. 371. ReSeni pak jest toto (viz obr. 56): Hranol
nutno zkositi tfemi kosodtverci, jejichz thly jsou velmi pfi-
blizné 110° a 70°; tento podetni vysledek velmi dobfe souhlasi
s méfenim na skuteénych bufikdch. Problém véelich bunék
k sobd pfivébil z hvézddih Keplera a Maraldiho, z matema-
tikd S. Kéniga a Mac Laurina, z fysikli Réaumura; rovnéi
pHirodopisci jsou zastoupeni skvélymi jmény G. de Buffon,
Charles R. Darwin; rovnéi filosofové (Voltaire) projevili
zdjem o toto fefeni, bidajice o tGéelnosti v pfirodé, jevief
ge i ve zvifecim pudu.

Ve skutednosti jest problém bunék komplikovan&jsf:
Darwin zjistil, Ze to nejsou jednoduchd geometrickd télesa,
dno maji silnéjsi, stény jsou vlasové tenké a jejich vnéjsi
okraj je ovrouben silnéjim rdmcem a hrany jsou vyztuZeny
sloupky; jest to jakési konstrukce z pevné&jiiho materidlu,
vyztuZend tenkym zdivem.

Jak vysvétlime tuto zajimavou prici a vé&el? Jest
to zjemnély a vlivem sta a tisice generaci vypéstovany
pud, jenZ veli bobrim stavéti vodni tvrze tak a ne jinak;
tyZz udi zavéSovati pavouky pavudiny na tychZz principech
jako my stavime Fetézové mosty a ty% nuti ptdky jak ke
stavbé hnizd, namnoze velmi dokonalych a podivuhodnych,
tak ke st€hovavyin letim ve smérech po staleti a tisicilet
zachovanych. Formulovati tyto zjevy tak, e v&ely fesf ulohy
stereometrické jest totéZ, jako se domnivati, Ze foxterier D4-
Senka k nabizenému pamlsku proto bézf po pfimce, jelikoZ
jest ji zndm axiom, dle néhoZ jest dsedka nejkratdi spojnicf
dvou bodi.
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VII. HRY NA SACHOVNICI

a) Mnohé a skutedné hry ve velkém rozsahu uZfvajf
jednoduchych geometrickych prvki (dsedek, &tvercd, jejich
hlopFidek i stran) a piece je nelze dobfe nazvati hrami geo-
metrickymi. Jsou to zejména hry na Sachovnici (vlk a ovcee,
volnd ddma a jeji opak rychld déma a j.); zde struénd se
zminime o dvou tlohdch vyrostlych ze zndmé hry Sachové,
asi nejdokonalejsi z her viibec. Jak zndmo, hraje se na 8achov-
nici o osmkrdte osmi polich, pisobnost figur jest uréena
GseCkami rovnobdZnymi se stranami &tverce i jeho thlo-
pFitkami; pohyb konitka jest ddn wdhlopi{¢kou obdélnika
o stranich dvou a tfi zdkladnich dflcd. Jest mnoho zev-
néjdich divodd, pro n&% laik pfisuzuje Sachové hie
vlastnosti hry matematické; usp&ch ve hie 8achové i v mate-
matickém biddni vyZaduje jak pfesného logického uvaZo-
vani, tak jisté intuice. Nenf ndhodou, e z dosavadnich pé&ti
mistrh svéta (Steinitz, Lasker, Capablanca, Alechin, Euwe
a opét Alechin) byli dva matematikové i v&decky é&inni
(Lasker, BEuwe). Laika klame déle i notace této hry upomi-
najicf na algebraické vyrazy i &fselné hodnoceni figurek,
vyhranych i prohranych partif.

Dvé velikd jména matematickd jsou spojena s tlohami
na Sachovnici; jest to L. Euler a C. F. Gauss. Euler zabyval
se tlohou, jeZ jest mnohem star3i neZ jeho zdjem o ni. Jde
o to, koni¢kovym skokem projiti souvislou lomenou &arou
viemi poli obydejné SZachovnice, a to kazdym polem jen
jedenkrite. Jedno z Eulerovijch Fefeni zndzoriiuje obr. 57a.
V&imn&me si, Ze pfi tomto Fedenf lomend &ira jest uzavfena,
takZe za vychozi pole lze voliti kterékoliv pole.

Velmi dobfe lze uZiti tohoto pravidla Warnsdorfova:
Konitka postavime na takové misto, s ndhoZ md potom
pokud moZno nejmensf moZnost daldich tahi; je-li takovych
mist vice, jest lhostejno, pro které z nich se rozhodneme.
(Viz obr. 57b, kde jsou jednotlivé tahy olislovény podle
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pofadi. Lze tedy obecnd Fici, Ze se obsazujf nejdfive mista
co nejbliZe krajim. Pfi tom je moZno tahy voliti tak, aby
pfi zavedeném oé&fslovdni vznikl na Bachovmici &tverec,
v ném3 soudty &isel v kaidé fadé i v kaZdém sloupei jsou
stejné. (Viz obr. 57b). Lomené &iry, zndzoriiujici pohyb
konitka po 8achovnici, maji rlizné symetrické vlastnosti;
této vlastnosti uZivaji jiz od sta let hddankdiské rubriky
k sestrojovdni t. zv. koni¢kii. Normélni Sachovnici lze
nahraditi i obdélniky ba i komplikovanéj§imi utvary sty-
lisovanymi do tvari pismen, kvéti a pod. Byly feieny
i ilohy mnohem obecnéjif, na pf. Fitting (Mathem. Musse-
stunden) uvddi obdobnou ilohu pro krychlio 4 X 4 X 4
polich; koni¢ka lze nahraditi figurou, jejiZ pohyb se déje
po ihlopFiéce obdélnika o strandch 3,4 atd. UvaZujme
Sachovnici o 3 X 3 polich, pole oéislujme od levého rohu
nahofe poéinaje &isly 1a% 9. Na I.a 3. pole postavme konitky
bilé, na pole 7. a 9. pak &erné. Jest konitkovym skokem
vyméniti jezdce 7, 3 za jezdce 7, 9 a tyto jest zase umistiti
na 1, 3. Pofadi tahi jest toto: 1, 8; 3,4;9,2;7,6; 4,9; 6, 1;
2,7; 8 3. Tim jsme seskupeni koni&kh vlastné otodili o 90°,
opakujeme-li tedy jeitd jednou uvedené tahy, obdriime
Zddanou posici. Jsou-li konigky stejné barvy v koncovych
bodech thlopfiky, staéi provésti toto poradi tahi jen
jednou.

UkatZte, je-li o obvod _E_achovnice, %o celltov4d drdha konidka
pii této iloze jest 20l/5; predpokldddme, Ze figurku klademe
vidy do stiedu pole.

Za tého: ptedpokladu tGhrnnd délka, kterou vykonajf
figurky bilého pifi zndmé ,,nesmrtelné partii' (Zmatlik,
Sa.chy, I. vyd.,str. 175.76), jest rovna 13 + 6l'2 + 6l/5 =
= 49 strandm po'e, driha ¢ernych figur pak 8+2¢)2 4615
= 52,5 stran pole, tedy o 3,5 v&ti. Zméfte takto ,,délku’
i jinych Sachovych partif.

b) O sto let pozdsdji a ke sklonku svého Zivota zabyval
se C. F. Gauss jinou tlohou na Sachovnici: postaviti na
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normiln{ Sachovnici osm krdloven tak, aby se navzdjem
nemohly briti. Thned jest zfejmo, Ze nutnou podminkou
jest, aby na Z4dném sloupci ani v Zidném fddku nestdla
nei jedna krdlovmna. Na jednoduchém pFipadd popfSeme
Gaussovu methodu methodického pokusu. Nejmensi sachov-
nice, na niZ jest iloha Fe:itelna, jest S8achovnice o 4 X 4
polich. Postavime-li krdlovnu na al, zbyvaji nim pole ¢2,
d2, b3, d3, b4, c4. Postavime-li viak nyni daldi krilovnu
na ¢2 nebo d2, snadno se pfesvédéime, Ze bychom mohli jiZ
postaviti jedinou krilovnu; nevede tedy pfedpoklad o kra-

Obr. 58.

lovnd na al k cfli. Krdlovna na b7 pak umoZiiuje toto posta-
veni: d2, a3, c4, krilovna na cI pak dava Feleni a2, d3, b4.
Predpoklad o kridlovné na dI pak opét nevede k cili. Jsou
tedy pro n = 4 tato dvé fedenf (obr. 58).

Vsimnéme si, Ze druhé feSeni jest zrcadlovym obrazem
prvuiho, at jiz dle vodorovné nebo svislé hrany této Sachov-
nice.

PonévadZ? ani na hlavni ani na vedlejsi Ghlopfiéce nestoji
24dnd z kriloven, obdrZime FeSeni pro 3achovnici 0 5 X 5
polich, obloZime-li 8achovnici 0 4 x 4 polich dal3im sloupcem
a dalif fFddkou a na pole jim spoleéné postavime pdtou kralov:
nu. Tak z kaidého feleni pro 8achovnici 4 X 4 obdriime
4 fefeni, tedy celkem 8 feSeni pro 8achovnici 5 X 5. Aviak
Ize t¢z paty sloupec a Fidek vloZiti mezi 2. a 3. sloupec resp.
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Fidek a na spoletné jim misto poloZiti krdlovnu; tak obdr-
Zime dvé dalif Fefeni, takZe na S8achovnici 5 X 5 jest moZno
deset riiznych fedeni. Podobnymi dvahami, jichZ sloZitost
oviem roste s podtem poli, bylo zji&téno, e pron = 6, 7, 8, 9,
10, 11, 12 existuje postupns 4, 40, 92, 352, 724, 2680, 14032
fedenf.

Nékterd z t&chto felenf slujf z4- [ |
kladni; dalsf z nich lze odvoditi ele- ¥ .
mentdrnimi geometrickymi transfor- .
macemi (zrcadlenf, otodeni a pod.). .
Uvedme jesté Felenf pro n=8; kza- [,
pamatovéni jest velmi pfehledné: .

Ve vzdjemném postaveni jakého- .
koliv podtu kriloven fedicich danou .
tlohu Ilze vystopovati rizné sy-
metrie i jiné vztahy, jeZ se staly Obr. 59.
predmétem detnych a sloitych Gvah
uZivajicich namnoze honosnd matematického nédzvoslovi
(na pt. dvojperiodické fedenf) av8ak jejich obsah po matema-
tické strdnce jest dosti chudy, tfebas Pdlyz uvedl tyto
dlohy ve sloZity systém nerovnostf a kongruenci.

Ukaite, Ze » vé%i na 8achovnici o n X n polich lze celkem
umistiti n krét tak, aby se navzdjem nemohly vziti.

¢) Jakymsi prot&jskem dlohy o krdlovndch jest vyBetfiti,
kolika krdlovnami lze ovlddnouti véechna pole na 8achovnici
o n X n polich; pfi tom neéifime rozdilu, zdaZ misto, na némsz

Rozsah 8achovnice: Poéet krdloven: Podet Fedeni:

2 x 2 1 4
3x3 1 1
4 x4 2 12
bXx5 3 182
6 x6 4 120
7%x7 4 ?
8x8 6 4860
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krdlovna stojf, pokliddme za napadené & ne, Tento tikol
jest, ve srovnani s obéma pfedchozimi, data mnohem mlad.
gfho; nékolik vysledkid v tabulce na str. 73.

Uvedme nékolik zajimavych postaveni na normdlnf
Sachovnici (obr. 60):

[ ] L J
[ ] [
[ ] *
[ ]
o [ ]
[ ]
[ ]
[ L J
[ ] L ]
[ ]
[ ] [ ]
L ) [ )
Obr. 60.

UkaiZte, %e na obdélnfkové S8achovnici o p, ¢ polich lze
provésti véii celkem pg (p + ¢ — 2) tahd, tedy na normélnf
Sachovnici celkem 896 tahi.
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VIII. HRY NA GEOMETRICKYCH SITICH

a) Polneme iilohou, jejiZ FeSenf dosud nebylo podéno.
Postovni posel prochdzi dennd n vesnicemi, jest nalézti
nejkrat3i jeho cestu mezi vesnicemi, pfi ¢emZ smi projiti kaz-
dou jen jedenkrite.

Jak jest dloha nesnadnd, vidno z této pozndmky: Snadno
stanovime nejkratsi cestu, jsou-li ddny tfi vesnice (body)
A, B, C tvorici trojihelnik. Nechf posel vyjde z bodu
A ptes bod B do C; aviak jeho nejkratii cesta zpét vede
piimo z C do A.

b) V roviné jest ddno »n bodd, jichZ vzdédlenosti jsou mezi
sebou vesmés riizné. Jest je spojiti siti tak, aby kazdé dva
body byly spojeny bud piimo nebo prosttednictvim jinych
a aby celkovd délka sité byla co nejmensi. Tato tiloha m4
sviij prakticky vyznam pfi budovini
sit{ elektrovodnych. (Viz Ot. Borivka:
O jistém problému minimélnim, Préce
Moravské riirodovédecké spolenosti,
svazek III, spis 3.; Prispévek k FeSeni
otdzky ekonomické stavby elektrovod-
nych siti, Elektrotechnicky obzor, rog.
XV., 1926). Predpis, jenZ vede k Fedenf,
jest:

1. KaZdy bod se spojf s nejblizsim.

2. Tak povstane fada tahl a kazdy
z tahl se zase spoji s nejbliz§im. Na
pE. v obr. 61 jde o spojeni desiti bodi;
spojime 182, 283, 384, 5§83, vy-
tvofime tah 6, 7, 8, 9, 10 spojime s 6,
a l0s 4.

¢) Znimou hrou na sfti vytvofené
tfemi &tverci a spojujicimi tvsedkami
jest maly a velky mlynek; nejslavnéjsi Obr. 61.

1
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hrou tohoto druhu jest pak hra na dvandctisténu. Pravidelny
dvandctistén mé 12 stén (pravidelnych pé&tiuhelnikd), 20
vrchold a tficet hran (dle v8ty Eulerovy skuteénd jest
8 + v = h + 2). Ukol pak znf: Jest souvislym tahem projiti
viemi vrcholy dvandctisténu, ka’dym jednou a kazdou
spojujici hranou lze jiti nejvyge jedenkrdte, t. j. bud jednou
nebo ji viibec nepouziti. Dvandctistén lze nahraditi obrazcem

Obr. 62a.

v roviné (viz obr. 62a, b), nebof ndm nezdleZi na vzijemné
velikosti jednotlivych ttvard, nybrZ jen na vzdjemné poloze.

Nasi tdloze ddme domdcnéjdi roucho. Navstévnik pfijel
do Prahy na Wilsonovo nddraZi; chce navstiviti Hrad
a Petiin, chce vidéti Ceskou techniku, Narodni divadlo,
Staromeéstskou radnici, Klementinum, Karolinum a Prasnou
branu, z chrdmid pak Loretu, Strahov, Vysehrad, Emausy,
Kiizovniky, sv. Igndce na Karlové ndmésti, sv. Martina
ve zdi a Tyn; z mendich musef chce shlédnouti Ndrodopisné
museum pod Petfinem, u Haldnk® a Smetanovo. Jak uspo-
f4dd svoje putovéni a kterych z mosti Karlova, Legif
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Jirdskova, Palackého a Mé4nesova pouZije, aby vykonal
svou cestu nepfetrZitd, nevraceje se jiz k navitivenému
mistu?

Jedno z moZnych FfeSeni zndzorfiuje obr. 62b; prochdzka
zatind na Wilsonové nddraZi a prvnim cilem jest Hrad.

Strahoy Loreta

Narodop. mus.
Obr. 62b.

Ztejmo, %e vychodiskem by mohlo byti kterékoliv z uda-
nych mist.

Byla odvozena rliznd pravidla, dle nichZ jest cestu upraviti;
jedno z nich jest ddno schematem Ippplllplplppplllplp;
pfi ném jest vychodisko ve vrcholu, do néhoZ jsme poloZili
Wilsonovo nddraii, ! pak znaéf, Ze se ddme cestou vlevo,
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p pak vpravo. Uvedené schema lze napsati i na obvod
kruZnice a pak kdekoliv zatiti, takZe jsou-li ddny prvni dvé
stanice (v naSem pfipadé nddrazi a Hrad), jest moZno 10
riznych cest smérem nidrazi Hrad a 10 cest smérem nddraz{
Prasnd bréna, tedy celkem dvacet riznych cest, ponévadz
schema, jimz se fidime, lze napsati v pofadi o dvou cyklech:
ppplllplplpppllplpl. Hru lze riizné obméniti: jsou-li pfede-
psény tifi prvni stanice, jest celkem 10 feSeni, jsou-li ddny
prvnoi &tyfi stanice, je FeSeni 6 nebo 4, je-li ddno 5 stanic,
jest FeSeni 4 nebo 2.

Dudlnim télesem k dvanictisténu jest dvacetistén, ktery
m4 dvacet stén tvaru rovnostranného trojihelniku, 12 vreho-
14, 30 hran (vSimnéte si, Ze zdkon duality v Eulerové rovnici
8+ v=h 4 2 se projevuje zaménnosti s&itancl); dudlni
dloha k naSi pak zni: Jest navstiviti vSech dvacet stén,
kazdou jen jednou a kaidou hranou pak pouze jednou
projiti. Podobné dlohy lze zddati i pro krychli a osmistén
i dtyfstén, jenz jest dudlni sdm k sobé.
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IX. GLOHY Z TOPOLOGIE

Myticky Midas svym dotekem vie ménil ve zlato; a &eho
se dotkla genidlni mysl Eulerova, to ménilo se v matema-
ticky problém. Uvedeme tlohu, jeZ jest jednou z prvnich
FeSenou v topologii (analysis situs); jest to &¢4st matematiky,
jeZ se zabyvd uspofdddnim geometrickych titvari v prostoru.
Takovym problémem jest i jind tivaha Eulerova, a to o podtu
stén, hran a vrchold jistych mnohosténil, vyjédiend vztahem
s+v= h+ 2,

: C
a) Mésto Krilovec jest

protékdno fekou, jez vy- Qlf

tvofuje ostrov (viz obr. 7

63); pfes ramena této ‘:

feky vedlo za &ash Eu- A 3

lerovijch sedm mosth 8

(v obr. jsou oznadeny 1, 1Q D

2,...,7).1Ibyla nadhoze- & 2 9

na tloha, zda% jest moz- B 6

no jedinou prochdzkou <\

projiti vemi mosty, a-

viak kaZdym jen jednou. Obr. 63.

Euler dokdzal, %e niko- ’

liv. Jeho tvrzeni objasnfme na jednoduchych p¥kladech.
Obrazec 64a snadno nakreslime jednim tahem, vyjdeme-li

z bodfi 4 neb D; rovné% obr. 64b ndm neéinf Z4dnych nesndzi,

A B A B B
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musime viak vyjiti z bodu C nebo D. Aviak obr. 84c jednim
tahem nakresliti se ndm nepodati, vidy nejméné jedna z tse-
&ek zistane nedokreslena. V8imnéme si, Ze v obr. 644 a 64b
jsou vizdy dva vrcholy, v nichZ se styké lichy podet tsedek,
totiz body A, D, resp. C, D a privé ty jsme volili za bod
vychozi a konedny. Obr. 64c pak obsahuje &tyti body,
v nichZ se stykd lichy pocet isetek. Vy3etite si, zdaZ lze péti-
tGhe.nik i s jeho ihlopFitkami nebo sedmivhelnik i s Ghlopfis-
kami, nebo obr. 66¢ (,,znak Mohamedav't) nakreslit jednim
tahem.

Obr. 85.

* Ve viech t&chto tfech obrazcich ve viech bodech se stykéd
pak sudy podet tsetek. Eulerovo pravidlo pak zni: Obrazce,
které neobsahujf Zddnych bodd, v nichZ by se stykal lichy
podet dselek nebo které obsahuji pouze dva takové body,
Ize nakresliti jednim tahem. Takové obrazce na pF. jsou:
66a, neni jim obrazec 66b znézortiujici spiry ve zdi, poné-
vad% aZ na éty¥i vrcholy md vesmés body, v nichz se stykaji
tfi Gselky.

Vratme se nynf k tloze Eulerové. Prostory A, B, C,D
1ze nahraditi prostd body, takZe dospSjeme k obrazci
67a a ponévadZ tento mé ve viech bodech lichy polet tisedek,
jest tloha nefeditelnd. Pozddji byl postaven most osmy
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a jedt® pozd&ji devéty; ukaite, e v téchto pHpadech dloha
Fesitelnd jest (obr. 87b, c).

Jest zajimavo, Ze dloha ,jednim tahem'* se vyskytuje
i v hddankéch lidovych; uvedme zde tyto tfi: Do prkna jest

al L b/

Obr. 66.

zaraZeno pét hiebidkdl, tvoficich pétidhelnik; jest na né
napjati nit tvofici strany i ublopféky pétiihelnika, aviak
tak, Ze mezi kazdymi dvéma hfebitky jde nif jen jednou.

C
al C b) C c)
A ' -8 8 a 7
7 %
[2)

6 D B 6 D B 6
Obr. 67.
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Lze smazati ,pFesku® (obr. 68) na tfikrite? Pro¢ ni-
koliv?

Sibalstvim zavéni tloha narysovati obr. 64c pfec jen
jednim tahem. Poéneme v bodé 4, pak do D a nyni podlo-
£{me prst, po némZ piejdeme do bodu C a pek B, 4, C, D, B.

Yl BN ’

Obr. 68. Obr. 69a.

b) Déle sem patfi dlohy o bludiStich. Tak nazyvaji
se spleti cest od sebe oddélenych kiovinami, takZe poutnik
snadno ztrdci piehled, kudy jiZz 8el a kudy je3td m4d jiti,
aby dosdhl bud stfedu, nebo aby ze stiedu vysel zpét,
piipadné aby prosel vemi cestami bludisté.

Nejstarsim zndmym bludiStém jest doupd Minotaurovo
na ostrové Knossu, je bylo zndzoriiovdno i na starych
mincich (obr. 69a). V parcich se rovnéz setkdvame s bludisti,
na pi. v Kvétné zahradé kroméfiZské byla plivodné dvs,
z nichZz jedno (v rozloze 50 m X 50 m) se zachovalo jedté
nyni; podobné ,bludniky* byly i v zdmeckych parcich
ve StrdZnici, Bzenci, Napajedlech a j. ZjednoduSenych
bludi¥t uZivd se je§td nyni na pf. v pokusech o zvifecf
psychologii. Navod, jak projiti bludi§tém, jest velmi jedno-
duchy (Chr. Wiener, slavny deskriptivni geometr, 1873).
»Pijdeme tak, aby nafe levd ruka se ustaviénd dotykala
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kiovin; pfirozen, %e lze voliti i ruku pravou‘‘. Druhd dloha
projiti viemi cestami bludiitd jest mnohem t&ZAf.

Posléze patfi sem i tato tloha: Véznice jest vystavéna
jako Sachovnice (obr. 69b), viechny cely maji dvefe do sou-
sednich cel, takZe jest moZno bud smérem jednim nebo.
k nému kolmym celou véznici projiti. Kam jest umfstiti
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Obr. 69b.

strdZnici, aby dozorce mohl projiti viemi celami, Zddné
nevynechévaje a kaZdou prochdzeje jen jednou?

¢) Pfi poklidéni map barvou naskytl se tento problém:
Uvazujeme-li pouze oblasti hrani&ici spolu podél kfivky
(nebo pimky), kolik jest nutno miti nejméné barev, aby
tyto oblasti byly od sebe ostie odlifeny?

Jest ddvnd zkulenost, Ze nelze vidy vystaditi se dtyfmi
barvami, aviak dikaz, Ze by &tyfi barvy skutednd ve viech
piipadech (k jakym pfi mapich nedochdzi) stadily, dosud
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podin nebyl; lze vSak dokézati, Ze pét rliznych barev
skuteénd stadf. '

S touto lohou ,,8tyF barev vizce s ouvisf Gloha podobné:
Kolik nejvice lze v roviné nakresliti oblasti stykajicich se
podél kiivky tak, aby se viechny mezi sebou dotykaly ?

Lze dokdzati, Ze této tloze na
roviné (a také na kouli) vyho-
vuji oblasti &tyFi, viz obr. 70a.
4 Jest tedy dloha, kterou Mobius
pied vice nei sto lety ddval,
nefeditelna: Indicky maharadza
umfraje odkazuje svou Fisi péti
synim s tou vSak podminkou,
Ze se o ni rozdélf takovym zpii-
sobem, Ze viech pé&t néstupnich
HM8f bude kaidd s kaZidou miti
hranice podél kiivky.Otec pry tak
vlastné syniim naznadil, Ze si ne-
pieje, aby Fidi po jeho smrti délili.

Plochu, jakou jest na pf. gumovy plovaci nebo zdchranny
P4s, nazyvéme pro jeji prstencovity tvar prstencem. Kdezito
rovina i koule kaidou uzavfenou kiivkou rozpadnou se ve
dvé ddsti mezi sebou nesouvisejici, existuji na prstenci
(anuloidu) kfivky uzaviené — snadno je naleznete -— které
tuto plochu nedéli v takové &dsti. Na této plode dloha o sou-
sednich oblastech se utvéfi zcela jinak. Obdélnik v obr. 70b
lze — piedpokldd. je vhodnou pruZnost rovinné bliny —
svinout do prstence, takZe na této plofe bychom mohli

Obr. 70a.

[ 1
5 11 2 [
5
2 1 4 4 6 7
3 7] 3 7
Obr. 70D, o.
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poslednf villi maharadZovu vyplniti, ba je3td vice: dle obr.
70c bychom mohli podéliti sedm syni tak, Ze by kaZdy souse-
dil s kazdym.

d) Ulohy, které jsme vylotili v pFedchozfm odstavci jako
hry na sitich, 1ze rovn&Z poklidati za tlohy topologické.

A3 budete ovazovat motouzem krabici tvaru rovnob&zno-
sténu, viimnéte si, Ze vlastnd motouzem vytvofujete uzavie-
né prostorové systémy d&ar ,,jednim tahem®, a to i ten-
krdte, kdyZ motouz podklidite, aby vazba byla pevn&jii.
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X. 0O RESITELNYCH A NERESITELNYCH
ULOHACHGEOMETRICKYCH

V kavérné u stolku bliZe prostfedniho okna sedf nékolik
pintt sklonéno nad notysky i okraji novin a cosi ¢draji;
rukou spolednou a nerozdilnou fesi marné ilohu, kterou
D88 Jira'“ onehdy dostal za domdci cvideni: mé totiZ
sestrojiti kosodétverec, je-li ddna jeho dhlopiitka a vyika.
Konstrukee vizne, pfipojuji se poznidmky o 8kole viibec
a geometrii zvl48té, svij dil dostane i profesor; otec hdjf
synovo zvlddtni nadédnf ke geometrii — ,,vidyf dostal od
stryce kruZitko za tfi sta korun*; a kdyz druhy den ani
kanceléisti pfitelé otcovi nedovedou tlohu rozfesiti (z koso-
&tverce se stal mezi tim kosodélnik), jest vderejsi diagnosa
z kavérny v plném rozsahu potvrzena, zejména kdyz Jéra
v poledne piijde ze 8koly a na otdzku, jak to dopadlo
8 tlohou, hlasi tfebas jaksi nejisté, ,,Ze to nikdo nemél a Ze
profa marnsé dlohu fesil na tabuli, pak Fekl: ,,Tak to smazte*,
a Ferda pry se usmil a za to dostal pecku”. ToZ to by byl asi
nejb&zndjif druh nefesitelnych tloh a velmi roziifeny.

Aviak Zerty stranou, nejsou nasim programem. Od dsvitu
kultury provézejf &lovéka v femesle i v uméni dvé geometric-
ké pomiicky: pravitko, dle néhoZz lze narysovati pfimku,
a kruZitko, kterym lze narysovat kruZnici. Za nefeSitelné
ilohy pak poklddime ony, které skuteénd nelze témito
pomiickami pfesnd rozfediti; kriteriem, zdaZ konstrukei lze
skutend provésti pravitkem a kruZitkem, jest poznatek
J. Steinera, %e tloha témito pomiickami Feditelnd vede bud
na kvadratickou rovnici nebo na takovou, kterou lze pomoci
kvadratickych rovnic Fediti; na pf. tloha vedouci na reci-
prokou rovnici stupns 4. jest feditelnd. Uvedme dva piiklady.
Sestrojiti pravidelny sedmnéctidbelnik, dédn-li polomér
kruhu opsaného, vede na binomickou rovnici z}? —1 =0,
a jest jednim z nejkrdsndjiich vykont Gaussovyjch dikaz, Ze
tuto rovnici lze rozfeSiti pomoci kvadratickych rovnic.
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Tuto véu objevil Gauss ve svych devatendcti letech (30. III.
1796, které¥to datum poklddal za jedno z nejdilezit&jsich
svého Zivota). Oproti tomu sestrojiti pravidelny sedmi-
thelnfk vede na rovnici 27 — 1 = 0, kterdZ po kriceni z — 1
vede na reciprokou rovnici stupné Sestého z® 4 x5 + 24 -
+ 23 4 22 4+ 2 4+ 1 = 0, a tu substitucemi

1 1 1
—_—— —_— 2 __ —_— —
v+ ?/-”"+,,a ) 2,z’+z_, ¥y —3y,

lze pfevésti na rovnici stupné tiettho, kterou pomocf kvadra-
tickych rovnic fefiti nelze. Znidme v8ak velmi pFibliznou
konstrukei; hledand strana jest polovina strany do kruZnice
vepsaného rovnostranného trojihelnika. Tato konstrukce
divd a, = %av3 = 0,8660a (kde a je polomér uvaZované
kruZnice) misto sprdévného a, = 2a sin i = 0,8667a, tedy
chyba jest asi 0,8%°/o. O jinych konstrukcich pfesnych
i pfibliZnych viz 7. sv. této sbirky: Hruska, Konstrukce
omezenymi prostfedky a geometrické aproximace, nebo té%
posledni kapitolu Sobotkovy: Deskriptivni geometrie promi-
téni paralelnfho.

V odst. 4 jsme pojednali jiZ o jiné tloze nefeSitelné, totiz
o kvadratufe kruhu nebo rektifikaci jeho obvodu. AvSak
Rekové narazili jestd na jiné dvé tlohy, které nerozfesili ani
oni ani matematikové béhem dalsich vice nez dvou tisic let.
Jest to slavny problém délicky, t. j. sestrojiti krychli, kterd
mi krychlovy obsah dvakrite vé&tsi ne% dand krychle,
a rozdéliti ihel na t¥i stejné &dsti. Pravou podstatu téchto
tloh ukdzala aZ uvedend v&ta Steinerova (1833), obd dlohy
totiZ vedou na rovnici stupné tfetfho:

22 —2a3=0, ®* —3tgazr*—3zx } tgax =0,
kdeZ z = tg Ja. A pfece jen tyto iilohy feditelny jsou,
pfipustime-li vedle pravitka a kruZitka pomiicku jesté jinou,
pa pf. moZnost jistého pohybu.

V obr. 7la znadf DFGE dfevény rdmec, jehoZ hrana
E'G’ v miiZe rovnobdind pohybovati (v dréZce) s hranou
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DF. Znatme AB = 2a, BC =a, AB | BC. Tento pravy
thel vloZme do rému a pohybujme pohyblivou hranou i jim
tak, aZ vzniknou tGsetky 4D, EC. Pak jest

BC : BD = BD : BE = BE : 2BC

— ) L] —
a znisobenim obou rovnic BD? = 2BC?, a odsud BD = aV2.
To jest jednoduchy apardt, fedici délicky problém; dle
nékterych minéni byl jiz zndm Platonovs.

c

El X [
E . A G

2a

l.

a N
r r r
D c F A D 0 B
a) Obr. 71. b)

V obr. 71b jeést zndzorn&n ptistroj, Fedici mechanicky
trisekei Ghlu (nepfili§ malého). Narysujme si na prisvitny
papir Gsetku AB a rozdélme ji na tfi stejné &dsti, nad DB
jako nad primérem vedme polokruZnici, v bodé D vedme
kolmici. Mdme-li roztfetiti thel «, poloZime prisvitny papir
na jeho ramena tak, aby jedno jeho rameno prochizelo
bodem A, vrchol leZel na kolmici v paté D a druhé ra-
meno aby se dotykalo kruZnice. OkamZitd jest patrno, Ze
X ACD = <& DCO = <& OCF.

" Pripustime.li pohyb jako konstruktivni pomicku, lze
FeSiti i jiné ulohy, pravitkem a kruZitkem nefeSitelné; na pf.
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sestrojiti elipsu, k tomu slouZ{ rizné elipsografy. Historii
obou problémi i jiné konstrukce viz v knize: Enrigques-
Fleischer: Fragen der Elementargeometrie II.

Ctenat snad i ze své vlastni zkuSenosti vi, %e vhodnym
piekléddnim a skldddnim &tvercovych, obdélnikovych i kru-
hovych papird lze obdrZeti rizné hratky; nejzndméjsi snad
jest sloZenf obdélnikového papiru do édky a z nf do lodi¢ky.
Asi pied &tyFiceti 1.ty bylo vyuZito téchto papirovych
sklddanek k Fefeni planimetrickych dloh, z nichZ nékteré
uvedeme. Piimku, kterd vznikne sloZenim papiru ve dvd
¢dsti, nazyvejme pfehybem.

1. Pravy thel sestrojime, vytvofime-li pfehyb a sloZime-li
nyni papir tak, Ze obé &4sti pfehybu se kryji. Novy piehyb
jest kolmy na prvni. Jak sestrojite nynf dvé rovnobéiky?
Jak sestrojite pomocf obou predpisti obdélnfk?

2. Ctverec sestrojime, sestrojime-li nejprve obdélnik, pak
pfehybem rozpiilime jeden z jeho pravych uhld, dalSim
pfehybem jiZ snadno vytvofime &tverec.

3. Rovnostranny trojihelnik nad danou dsetkou sestro-
jiti lze takto (obr. 72a): Sestrojime nejprve é&tverec, pak
pkehybem osu jedné ze stran. Nyni pfehybem vychédzejicim

A N B
c
>
‘ (3
Df -
A B <
a) Obr. 72. b)
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z A ptehneme papir tak, aby bod B padl na osu strany;
tento bod C jest vrcholem rovmostranného troluhelnika
4. Danou isetku rozdélime zlatym fezem takto (obr. 72b):
Piehyb jdouci vrcholem B a piilicim bodem D jedné strany
&tverce, nad ni sestrojeného, mé délku Var + 1a®2 = Jal'b I's.
Ponévadz vétdi &ist dsedky rozdélené zlatym Fezem jest
}a (V5 —1), prehneme 4D na ptehyb DB do bodu E,

Obr. 73a.

daldim pfehybem vychédzejicim z bodu B lze bod E pfenésti
na stranu A B, éimZ je konstrukce hotova.

5. Konstrukei pravidelného pétithelnika znézorfiuje obr.
73a; sloZeny takto prubh papiru jest nutno pevné utdh-
nouti. Diikaz, %e se skute®né touto konstrukei dojde k pra-
videlnému pétidhelniku, neni pravd snadny (viz Kraitchik:
Les Mathématiques des Jeux).

Téchto sklidanek bylo uZito i jako dikazové methody;
e soudet Ghly v trojihelniku jest ihel piimy, lze dokézati
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pfehybem viech tH dhld do jedné strany; pfehyby vytvoki
obdélnik. V obr. 73b jest strana velkého &tverce a - b,
&tyfmi pfehyby snadno vytvoiime &tverec dalsf. Trojihel-
niky pak omezujf dtverec tieti o strand a — b. A nyni lze
jednoduse dokézati vétu Pythagorovu; je-li strana druhého
z &tvercl ¢, jest bud (@ + b)2=c*+4}.ab, nebo 2=
= (@ — b)? + } . 4ab, v obou piipadech pak a® 4 b® = .

a-b

a+n
Obr. 73b.
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XI. MALY VYLET DO NEZNAMYCH
A PODIVUHODNYCH PROSTORU

Mnohym autorim spiskl tohoto druhu, jako jest tento,
nestadi provésti svého &tendfe nadim obyé&ejnym prostorem
a ukdzati mu zébavné a romantické jeho koutky; vedou ho
na konec i do prostori jinych. A pon&vadZ pfi povaze svého
dilka nechtéji a nesmé&ji é&initi pkilisné ndroky na pfesné
a logické mysleni étendfovo (a toho pfistudiu jinych prosto-
r v prvnf Fadé jest tieba), spokojuji se s tim, Ze ho obezna-
muji s histories scandaleuses, jakych se doZijf ,,nasi v cizind“,
t. j. vyklddaji uZaslému &tendfi, jak by se mu vedlo, kdyby
vyzbrojen pomiickami a ndzory svého tfirozmérného prosto-
ru navitivil prostory jiné a co by se stalo, kdyby obyvatelé
téchto prostori s myslenkovou vyzbroji svého prostoru
tuto ndvitévu mu oplatili. Tyto autory budeme ndsledovati
i my, aviak ponékud jinak. VyloZime na pk. (L. Hefftera),
Ze pojmy vpravo-vlevo jsou charakteristickym znakem na3e-
ho prostoru.

Ditéti jiz od malidka jest zndmo, kde si dospél zvykli
Hkati vpravo a kde vlevo; Ze néktef lidé (levéci) si zvykli
vykondvati nékteré v&ci rukou levou misto pravou, na véci
nic neménf. Ale pfedstavme si, Ze nékoho neznalého prava
a leva pisemné chceme poutiti o tomto rozdilu. Pak by v do-
pise stédla asi tato véta: ,,Postav se oblidejem k jihu a rozpa%
ruce; ruka ukazujicf k vychodu, jest Tvoje levice, druh4 jest
pravice*; bez poukazu na néjaky pfedmét zevnéjiiho svéta
bychom pisemnd nikoho nepoudili o tom, kde jest vpravo
a kde vlevo.

Vzorem jednorozmé&rného prostoru a obyvateli v ném
Ize spatfovati v housence lezouci po lodyze. Housenka miiZze
¢initi pouze pohyb vpfed a vzad; zamezime-li néjakou pfe-
kédZkou af na tom & onom konci & na obou konefch dalif
pohyb, Zije housenka v uzavfeném prostoru, z néhoZ se sama
nijakym zptsobem nevyprost{; my tvorové tiirozmérni ji
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oviem z jejtho zajetf na stéble slimy snadno prostorem nasim
pfeneseme i na pokratovdni lodyhy i na lodyhu jinou. Smér
pohybu v jednorozmérném prostoru jest pak déan tsetkou
opatienou 8ipkou, jeZ uz3i svou é4sti udivé jeden smér, druhy
pak jest opatny tomuto. Takovéto tisedce budeme Fkati
orientovand tsetka a pFisluinému prostoru orientovany
prostor. Piejdéme k dvojrozmérnému prostoru a k dvoj-
rozmérnym bytostem; modelem ndm budiZ na pk. Zelva
lezouci po zemi; takovym prostorem jest rovina i jakdkoliv.
plocha jin4. Zije-li Zelva v oplocené zahrédce, jest chycena,
neunikne ze svého zajeti, z kterého ji trojrozmérny &lovék
prostym zvednutim a pienesenim ve svém prostoru snadno
vyprosti. Lze v takovémto prostoru mluviti o pravu a levu?
Jest moZno vibec tento prostor orientovati? Lze-li, jist®
ne nadi orientovanou tsetkou: tu lze totiZ v rovind a na
kterékoliv ploSe otoditi, aniZ vystoupi{ z roviny, smérem
préivé opainym. Tentokrdte jako orientadniho prostfedku
uzivdme kruZnice, na niZ jsme 8 pkou vytkli smér, fikejme
ji orientovand kruZnice. Zfejmo, Ze tato orientace miZe byti
dvoji: proti sméru a ve sméru pohybu hodinovych ruditek.
Nakresleme si oba orientované kruhy na prisvitny papir;
hledime-li na obrdzek z riznych stran, vidime, Ze oba
obrazce pfechdzeji jeden v druhy. Av8ak tento pokus jest
mozny pouze pro nas, jen my se stanoviska trojrozmérnych
tvori miZeme v dvojrozmérném prostoru rozezndvati
vpravo a vlevo, aviak bytostem Zijicim v dvojrozmérném
prostoru tento rozdil jedté patrny neni. Oni nijakym zpiisobem
nemohou pievésti danou orientaci v opa&nou, pro né oriento-
vanou kruZnici jest orientovdn i jejich prostor. Avdak véc
m4 jedté jeden zapeklity hddek: nejsou totiz viechnyv plochy
co do mozZnosti orientace stejné. Vystiihnéte si asi 40 cm
dlouhy a 4 cm 8iroky pruh papiru! Slepite-li oba kraje ob-
vyklym zpisobem, obdrifite védlcovou plochu, ototite-li
viak jeden kraj o 180° a pak zalepfte (viz obr. 74), obdrZite
podivuhodnou plochu zvanou Mébiusiv prouzek (1858). Snad-
no se presvédiite, Ze m4 jen jeden okraj; aviak co jeStd vice
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piekvapi, md jen jednu stranu. Mali¥, jenZ by se domnival,
%e m4 strany dvé, a chtél by kazdou stranu pomalovati jinou
barvou, zjisti, Ze jedinou barvou pomaluje cely prouZek.
Tim nejsou vyderpiny podivné vlastnosti této plochy.
Rozstiihneme-li ji dle &ifky, nerozpadne se ndm ve dvé &4sti,

Obr. 74.

nybrZ objevi se podobny prouZek, ktery vznikne z ptivodniho
rovinného pruhu otodenim o 2.2 R a slepenim kraja. Roz-
stiihneme-li pivodni Mdbiusiv prouZek dvéma takovymi
rovnob&inymi stfihy, rozpadne se ve dva pruhy, aviak
do sebe zapletené.

Neispéch naleho malife Ize popsati jesté jinak: Chodec
vysedsi z kteréhokoliv mista na prouzku a jdouci ustaviéné
vpfed, vraci se k svému vychodisti s prostorovymi vlastnost-
mi protinoZcii. Pfedstavme si, Ze na své jedné podrdZce mél
orientovanou kruZnici, pak po jeho ndvratu jest tato
kruZnice orientovdna smérem opaénym. Pfi valcové, kuzelo-
vé, kulové a j. plofe tomu tak nenf, nazyvame je dvoustran-
nymi, Mébiusiv list jest nejstarsi pfiklad plochy jednostranné
i plochy, v niZ nelze orientaci provést. Vysledek naich ivah
jest, Ze v dvojrozmérném prostoru nemuzZeme jedté mluviti
o pravu a levu, ba dokonce v jistych pfipadech nelze mluviti
ani o orientaci.

Trojrozmérny prostor lze orientovati kombinacf oriento-
vané usedky a orientované kruznice (obr. 75); tuto kombi-
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naci strund nazyvdme Sroubovy pohyb /\ ,T\
nebo prosté Sroub. A zde teprve lze mlu-

viti o pravém a levém Sroubu; jest zvy-
kem, Ze pravym Sroubem nazyvédme prvni
z uvedenych obrizkd, levym pak druhy.

Pfi Z4dném pohybu v trojrozmérném pros- CD (>
toru (jak se snadno &tendi presvédéi) ne-
ptejde pravy sroub v levy a naopak, t. j.
tifrozmérny prostor jest Aroubem orien-

tovén.
Abychom ukdzali, Ze vpravo a vlevo [ P
jest vysadnim pojmem naseho prostoru, Obr. 75.

nutno se pfedem zminiti o dtyfrozmérném

prostoru viibec. Ctyfrozmérny a vicerozmérny prostor nenf
pro matematiku Z4dnym problémem. Bod v jednorozmérném
prostoru lze uréiti jedinou soufadnicf, v rovind dvéma
a v prostoru obyéejném tfemi soufadnicemi; nic ndm nebrani
uvaZovati bod urdeny &tyfmi i péti i vice tGdaji. Rovnice
pHimky v roviné jest linedrni vztah mezi dvéma proménnymi,
rovnice roviny pak linedrni vztah mezi tfemi proménnymi;
vztah az 4 by + ¢z 4+ du + ¢ = 0 uddvé t. zv. nadrovinu
ve Otyfrozmérném prostoru. Nesndze s vySiimi prostory
zadinaji, az kdyZz se stanou pfedmétem tvah psychologa,
filosofa a bisnika; tyto nesndze vrcholi, kdyZ lidskd zvéda-
vost a tomdaSskd nedivéfivost se tdZe: , Existuji skuteénd
takové prostory? Kde? Jak?“ A nesndze vrcholi, kdyZ
8 Zabami ze zndémé Nerudovy Zabi kosmické pisné se zvédavei
td#i: ,, ... jsou-li tam tvofi jako my, jsou-li tam Ziby taky?‘
Tu vykladadi uchyluji se pravidelnd k analogiim, je% pro
matematiku jsou nejnebezpe¢néjsi methodou. Poukazuji
k tomu, jako neni jednorozmérny svét uzavien pro dvoj-
rozmérniky a svét téchto pro nds, tak Ze nd8 prostor pozo-
rovén z &tyfrozmérného prostoru jest rovné% otevien, a kdy-
bychom se octli néjakou vyssi ndhodou ve &tyirozmérném
prostoru, %e bychom mohli vchézet do svého pokoje zdmi
a pod. Predstavme si, e i dvojrozmérnici nosi rukavice;
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byly by to obrysy n&jakého rovinného ttvaru; ani oni nemohli
by obléci levou rukavici na pravou ruku nebo opatné bez
jejtho obrdcenf; my bychom viak to mohli udin ti pohodlné
preklopice v naSem prostoru rukavice a uéinice tak z ruka-
vice pro pravou rukavici pro levou ruku. A podobné by to
Styfrozmérnici mohli wuéiniti 8 nafimi trojrozmérnymi
rukavicemi i s nadimi pravymi a levymi srouby — zkritka
vpravo & vlevo ztric{ ve ¢tyirozmérném a vy3Sim prostoru
a pro bytosti vicerozmérné sviij raison détre.

Byly napsiny celé povidky a romédny odehrivajici se
v jinych prostorech, neZ jest nd3. Nejstarsf z téchto romdnd
pochdzi od E. A. Abbota (némecky pieklad z anglického
origindlu od W. Biecka v Mathem. phys. Bibliothek 83).

V tomto roméns o plodnych bytostech vystupujf muZové
jako mnohothelniky rozliené dle svého spoledenského
vyznamu pottem stran. Délnici a vojéci jsou rovnoramen-
nymi trojihelniky, stfedni stav jest zndzornén trojihelniky
rovnostrannymi; &tverce a pravidelné pétidhelniky jsou
urdeny ftfednictvu, Slechté jsou vyhrazeny S§esti a vice-
thelniky. Knéistvo jest vyznadeno mnohothelniky o tako-
vém mnozstvi stran, Ze nelze vrchold jiz pozorovat, knézi
sami se poklidaji za dokonalé kruZnice. Aviak Zeny! Ty jsou
odkdzdny na usetky na obou koncich &pidaté; pod trestem
smrti musi jdouce na ulict volati: Pozor! pozor' Jinak jsouce
skoro neviditelné, mohly by smrtelné zraniti muZe. V domech,
pravideln® pétinhelnikovych, jest jim vykdzdn zvldstni
vchod (viz obr. 7u). Abbot velmi podrobné popisuje Zivot
a zvyky téchto stind; roménovou zdpletku tvoii ndhly
vpdd trojrozmérné koule do tohoto dvojrozmérného stdtu.
Hrdina roménu, Ctverec, poklidé hosta za knéze vysokého
stupné; mie méniti velikost svého obvodu, ba dokonce
miize i zmizeti, sezndmf se s nim, a kdyz Koule neni s to
presvédéiti Ctverec o existenci tketiho rozméru, prostd
ho ssebou vezme do tFirozmérného prostoru. Uzasly Ctverec
vidi nynf pravé geometrické divy, spatfuje vnitfek svych
spoluoblant atd. Ale zdhy jest udeit nad mistra: Ctvereo
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nyni souZf Kouli otdzkami a vyklady, existuje-li i pro ni
vicerozm@rny prostor a svoji tragickou ironii zaplati Ctverec
vyhazovem do svého dvojrozmérného prostoru. Ale ani on
neni prorokem ve své vlasti; marnd se sna%i pouditi spolu-
oblany o svych zéZitcich z tirozmérného prostoru, svojf
naukou, e jejich kné* nejsou nejdokonalejstho tvara,

Obr. 76.

poboufi mocné svého svéta, jest souzen a odsouzen k doZi-
votnimu Zald¥i.

Pobyt tHrozmérného pana Hontina ve étyfrozmérném pros-
toru popisuje R. Weitzenbock ve své znamenité knize: Der vier-
dimmensionale Raum takto (pfeklad Of. Bordvky, Véda a Zi-
vot, roé. VIIL., str. 145-6): ,,Pan Hontin objevi jednoho dne
&tvrty rozmér, ktery jest mu po theoretické strince jiZ ddvno
zndm. Zpozoruje, Ze vlivem uré&itych fysikdlnich a chemic-
kych procest miiZe zpiisobiti, Ze jeho pravé ruka zmizf z na-
Seho prostoru. K tomu stadf malé soustfedéni viile; povoli-li,
objevi se ruke opét v nafem prostoru. Zmizel4 ruka zistdva
PEi tom spojena s paZi a nevznikaji pfi tom zvldstnf pocity.
Jenom vidi, Ze na mistd, kde ruka miz{, jsou viditelny kosti,
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svaly atd., jako by byla pfefiznuta. Pfi ohmaténi jest toto
misto bolestivé a vzbuzuje pocit zlomeniny.

Pan Hontin pochopi rychle ohromny dosah svého objevu.
Diikladnymi pokusy se mu brzy podafi vsunouti do &ty#-
rozmérného prostoru i v&tsi d4sti svého téla a zase je vratiti
do naleho svéta. MiZe také do &tyfrozm&rného prostoru
vsunouti jiné pfedméty. Nebo vsune na p¥. do étyfrozmérné-
ho prostoru celou dolni koné&etinu a malym zpéitednim pohy-
bem vysune botu i 8 jejim obsahem zpé&t do naseho prostoru;
tato bota a &4st nohy, kterd v nf jest, jevi se pak, jako by byla
odtrzena od téla a volné se vznésela ve vzduchu.

Nejpodivnéjsi véci viak zaZije, kdyZ se mu po n&kolika
marnych pokusech podaii do ¢tyfrozmérného prostoru
vsunouti hlavu. Nejprve nevidi nic; pak se mu objevi smés
tseéek a kiivek éar, které se pfi pohybovéni hlavou prostu-
puji, zkracuji a protahuji, zkratka méni podivnym zptisobem.
Pan Hontin usuzuje: Moje hlava jest v jakémsi novém troj-
rozmérném prostoru; tento sefe trojrozmérny prostor,
v némZ byla diive, v roviné, a proto vidim v pivodnim troj-
rozmérném prostoru jenom Fezy jednotlivych pfedméti
s touto rovinou. Pan Hontin si tento dsudek prakticky
ovéii tak, Ze pozoruje zpola naplnénou krabici na cigarety.
Opatrnym pohybevdnim se mu podafi zjistiti fadu rovin-
nych fezli, z nichz snadno vykonstruuje krabici i s jejim
obsahem. Pan Hontin pokracéuje ve svych pokusech a nabude
brzy zbéhlosti v tom sméru, Ze si rychle vykonstruuje
trojrozmérné pfedméty z rovinnych fezii, které vidi rychle
za sebou. Dovede rozeznati trojrozmérné pfedméty, které
drzi v ruce a ve &¢tyfrozmérném prostoru jimi pohybuje.
Nauédi se pirehlédnouti vnitfek uzavienych skfini v nafem
prostoru, miZe &sti z knih, které pfed nim lezi uzavieny.
Jest pro néj hradkou proméniti levou botu v pravou, svléei
kosili, aniZz by odlozil vestu, vytdhnouti nohu ze zadnérované
boty anebo vyjmouti pfedmét ze zamdeného stolu.

Posud se dafilo panu Hontinovi uchovati pokusy v taj-
nosti a jest pfirozensé, Ze si polozf otdzku, zda m4 svym spolu-
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obdanim ozndmiti sviij objev. Po zralé Wvaze se rozhodne
své&fiti své tajemstvi Dru Willsovi, s nimZ se dastéji bavil
o geometrii a jehoZ bodrého rozumu si velice vé%#{. Snadno
si pfedstavime ddiv pana dra Willse, kdyZ mu pan Hontin
po prvé predvedl své pokusy o étyfrozmérném prostoru.
V nésledujicich dnech probiraji spolu moZnosti, které pFindsf
objev pana Hontina. Jest to pfedevi{m nezraniteln4 moc. Clo-
vék, majfci moZnost pohybu do ¢tyfrozmérného prostoru, byl
by v naprosté pfevaze nad ostatnimi. Pro néj by neexistovalo
listovni tajemstvi; z nejpevnéjsich pokladen mohl by vy-
jmouti pfedméty, ani¥ by se dotkl stén; vidél by skryté
poklady v zemi; moc zdkona by na ndj nemohla a Zivot
kaZdého jednotlivee z jeho okoli byl by v jeho rukou. Pan
Hontin se svym pfitelem pfisli k poznini, Ze svét by vidi
takovému nad&lovéku zaujal stanovisko naprosto nepfd-
telské a snaZil by se viemi zpiisoby, aby jej zniéil, nebot zdi
Zaldfe by pro néj neexistovaly.*

Néktefi autofi pfipoustéji, %e my lidé trojrozmérni
a Zijici v trojrozmérném prostoru jsme do znaéné miry zé-
visli na dobré & Spatné ndlad® &tyfrozmérnych bytosti,
oviem existuji-li. Pry jsme ustaviéné vystaveni jejich ne-
diskretni zv&davosti, mohou pry ndm briti penize ze zavie-
nych tobolek, vypfjeti ndpoje z uzavienych lahvi a do nasich
utrob nebezpeéné vsahovati. Neni to pravé pHjemné myslen-
ka; bohudiky, neni viak oprévnéna. NaSe tvrzeni, Ze dvoj-
rozmérnd bytost miiZe jednorozmérnou bytost zbaviti
vézeni jednorozmérného prostoru a prévé tak my osobu
dvojrozmérnou, neni zcela spravné; lieni takového podinu
jest vlastné myslenkovy pokus. Jako my nemtizeme chopiti
pfedmét pouze o dvou rozmérech, nemiize bytost &tyfroz-
mérné chopiti Zddny pfedmét tfirozmérny; to, co my v béz-
ném slova smyslu vyddvdme za pfedmét dvojrozmérny,
jest ve skutetnosti véc trojrozmérnd, jejiZ tfeti rozmér jest
nepatrny. Analogicky pak jsme chrdnéni pfed zAsahy ze
&tvrtého rozméru od pHpadnych zlovolnych jeho obyvateld.
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XIL ZAVER

Nelze pfeansd Fici, z kterého spisu ten neb onen problém byl ptijat,

tento seznam knih spife udavé, kde se &tenéf miZe setkati s podrob-
n&jiim vykladem i jinymi tlohami.

1.

o

-3

10.
11.

Nejvatii némecké dilo tohoto druhu (a asi vidbec nejvétsf) s boha-
tymi literdrpimi i historickymi Gdaji jest Ahrens: Mathematische
Unterhaltungen und Spiele I., II.; vzniklo z jednodflného spisu
téhoz nazvu vyslého v r. 1901. Struénd o matematickych hrich
a zdbavach pojednavé tyZz autor ve 170. svazelku sbirky Natur
und Geistes Welt 1911.

. Schubert:Mathematische Mussestunden I., 1I., III.; nové jedno-

dflné plepracovéini pochézf od Fittinga. Posledni{ vyddni VIIL.
z r. 1941,

. Lietzmann: Lustiges und merkwiirdiges von Zahlen und Formen,

IV. vyd. 1930.

. Rademacher-Toeplitz: Von Zahlen und Figuren, 1930.
. W. Speling: Kuriose Probleme der Arithmetik, Geometrie,

Mathematik, Optilk, Physik. TyZ%: Denkspiele fiir kluge Kopfe.

. Lietzmann-Trier: Wo steckt der Fehler?
. Mittenzwey: Mathematische Kurzweil.
. Kraitchik: Les Mathématiques des Jeux, 1932; asi nejobsain8jii

dilo francouzské.

. Lucas: Récréations mathématiques ve Styfech dilech a &etnych

vydénich.
Sainte Lague: Avec des nombres et des lignes, 1937.

W. W. Rouse Ball-J. Fitz Patrick: Récréations mathématiquee
des temps anciens et modernes (Setné vydéni anglického origi-
nAlu pfeloZeného do italstiny i francouzitiny).

Viz té literdrnd ddaje v textu.
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