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CESTA K VEDENI

Karel Hrula:

Podlitani
s nedplnymi &isly

Vedle obsihlé a dnes jJiZ
rozebrané knihy profesort
Lésky a HruSky, kterd po-
jedndvé souborn& o numeric-
kych methodich poéetnich,
nemdme u n4s knihy, kterd
by se bliZe zabyvala polftd-
nim s &sly, ziskanymi mé&-
fenim, t. J. 8 &isly bé&2né pra-
xe, nebo s &isly vzniklymi
zaokrouhlenfm. KniZka Hru-
Sova chce tuto mezeru &4s-
te¢né vyplnit tim, Ze pifindS
ttendfFm odpovédl na mnohé
otazky, které vznikaji p¥i po-
¢itdni s takovymli &isly.

Autor pod nedplnym Jis-
lem rozumi &iselny interval,
v némZ miZe &islo byt, a
ukazuje jJednoduché podetni
Gkony s takovynfl &isly. Po-
chopitelng, Ze hlavni otdzkou
je zde, jak4 je chyba vy-
sledlru.

Déle se autor zabyvi t. zv.
gkrdcenym poditdnim, t. ).
poletnimi vykony tak uspo-
rddanymi, aby nezarulenych
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I. POJEM CISLA NEUGPLNEHO

(. Zikladnf Gvahy. Velkou v&tSinu &isel, s nimiZ providime
poletni operace, nezndme zcela presné, nybri jenom vice
méné piiblizné. PF&iny tohoto faktu jsou nékolikeré, zminime
se podrobnéji o nékolika z nich.

1,1. U mnohych ¢&isel je sice zndm pfedpis, podle néhoZ
se 1ze k hodnotdm t&chto &isel pfibliZiti s libovolnou pfedem
danou pfesnostf, ale k pfesnému vyjddieni takovych d&isel
nemiizeme dospéti konednym podtem krokt. Jako piiklad
uvedeme ¢&islo psané znakem Ve, t. j. ¢islo, jehoZ druhd
mocnina je rovna dvéma. K jeho vypoé&tu lze pouZiti vykonu
zvaného odmociiovéni a stanoviti libovolny poéet mist
tohoto &isla, ale pFesné je stanoviti nedovedeme. V tabulkdch
byvd uvddéna jeho hodnota &islem 1,41421, ale to znaéf
toliko, Ze

1,414205 < V2 < 1,414215

avicenic. Ostatnésnadnym vypodtemshleddme, Ze 1,414212=
= 1,9999899241; odtud je vidno, Ze &islo 1,41421 neni pfesnd

hodnota &sla J/2. Rozdil obou &isel, mezi nimiz je Vﬁ, je 105,
Kdybychom pokratovali v odmociovéni dile, podafilo

by se ndm lehko &islo V2 sev¥it mezi dvé &isla o rozdilu jests
men&im, ale nalézti desetinné &islo, jeZ by se pfesné rovnalo

V2, nenf mozno. Obdobng &slo 1'3 je uddno v tabulkdch
hodnotou 1,73205, coZ znamen4, Ze

1,732045 < }'3 < 1,732055.

JestliZze viak néjakd dloha vede tfebas k vypoétu &isla V2 +

+ |4 3, nedovedeme tento vypodet &iselnd viibec provést.
Z napsanych nerovnosti vyplyvd, Ze

3,14625 < 2 4 V3 < 3,14627,
ale Zédné z obou poslednich &isel nenf rovno vyrazu V2 + V3.
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V praxi oviem nahrazujeme &slo /2 &fslem 1,41421 a &slo

V3 &fslem 1,73205 a s témito ndhradnimi ¢éisly provadime
vypodty, ale musime si byt jasné védomi toho, e méme
co &initi pouze s piibliznym vyjadfenim danych é&isel a Ze
proto takt\é vysledek vypoétu je zase jen pfiblizny.

1,2. Vé&tsina praktickych vypoétd vychdzi z é&isel, jez
jsme ziskali néjakym méfenim. Ka%dé méfeni je zatiZeno
spoustou chyb, spoéivajicich v nedokonalosti mé&ficich pfi-
stroji a pozorovateld, jeZz nikdy dplné vylouéditi nelze.
Ale i kdyby se ndm podafilo takové chyby vylouditi, ani
potom by nebylo lze 24dné mé&feni provésti zcela piesné.
Stupnice kazdého méficiho pfistroje obsahuje totiZ ur&ité
nejmens{ dilky, jejichZz podet lze vyéisti pfesné, ale miZeme
tvrdit, Ze je naprosto nepravdépodobno, ne-li zcela vyloudeno,
aby se krajni bod méfené veliéiny pfesné kryl s nékterou
délici darkou stupnice, a i kdyby to snad piece nastalo, pak
bychom to viibec nepoznali, nebot neméme jistotu, nastalo-li
opravdu presné kryti, ¢i je-li to plisobeno pouze naii ne-
dostatednou rozliSovaci schopnosti. MiZeme tedy pfesné
zjistit pouze podet nejmensich jednotek nanesenych na stup-
nici a jejich &isti mibZeme pouze piiblizné odhadovat.
Utzijeme-li jemné&ji délené stupnice a dokonalejsich pozoro-
vacich method, zméfime danou veliinu pfesnéji, ale i nej-
jemnéji konstruovany méfici pfistroj musi nutné obsahovati
uréité dilky jako nejmensi, takZe méfen{ dilkid jedté mensich
jiZz nelze providét. Proto se musime spokojit tim, Ze vyslovime
tvrzeni, Ze méfend velid¢ina je seviena mezi dvéma spolehlivé
zjisténymi ddaji. Jeito z4dnd méfend veliéina nembze byt
zméfena presné, nemiiZe byt oviem také pfesny vysledek,
k jehoZ vypoétu jsme uZili namé&fenych &isel.

1,3. Vedle toho je otdzka, do jaké miry je viibec méfend
veliding definovana. Mé&fime-li tfeba vzddlenost dvou ,,bodi”
v terénu, nejde nikdy o dva body v tom smyslu, jak tomuto
nazvu rozumime v geometrii. Ve skuteénosti miizeme realiso-
vati,,bod”’ jen jako urditou ploSku koneénych, byt i malych
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rozméril, pfi demZ nevime, ktery bod této plosky je pravé ten,
ke kterému mime méfiti. Tim dochdzime k urdité hranici
presnosti méfeni, kterou prekroditi nelze.

1,4. Casto se setkdvame s &isly, kterd vyjadiuji okamZity
stav néjaké veliiny proménné. Byl-li na piiklad pfi statistic-
kém Zetfeni zjistén polet obyvatell mésta Prahy o piilnoci
ze dne 22. kvétna na den 23. kvétna 1947 &islem 922 284,
nemsime nejmensiho ddvodu pochybovat o spravnosti tohoto
¢isla. Piece v3ak je zpravidla nahrazujeme jednodussim
a snadnéji zapamatovatelnym &islem jinym, tfebas é&islem
920 000, nebot poéet obyvateld mésta Prahy se od té doby
ddvno zménil, takZe by vibec nemélo smysl pamatovat si
jeho pfesnou hodnotu. Pfitom ov3em vime, Ze pfesnd hodnota
lezi mezi &isly 915 000 a 925 000.

Z uvedenych piikladd je patrno, %e se s nepfesné
stanovenymi ¢&isly setkdvame velice ¢asto, a to zejména pfi
dvahdch, jejichz tddel je ¢&isté prakticky. Abychom viak
mohli ndleZité zhodnotit vyznam takovych &sel, musime
védét, do jaké miry se lisi od hodnot pfesnych a vzit to
v dvahu pfi vypodtech.

V této kniice se budeme zabyvati podetnimi operacemi
8 &isly, jejichz hodnotu pfesné nezndme nebo se o ni nezaji-
mdme, Pfedpokliddme, Ze étendii jsou bézné zdklady mate-
matiky asi v tom rozsahu, jak se probiraly na byvalé stfedni
8kole. Vedle toho budeme potfebovati néktera pravidla o poé&i-
tdni s nerovnostmi a s absolutnimi hodnotami, jakoZ i nékteré
zékladni véty z poétu diferencidlniho asi v tom rozsahu, jak
jsou uvedeny v informativni a dobfe srozumitelné pfiruéce
prof. E. Cecha: Co je a naé je vyssi matematika?, kterd vysla
r. 1942 jako 20. svazek této sbirky a kterou budeme v dalsim
strund oznadovati nizvem Cech.

V &eské literatufe se poditani s ¢isly nepfesnymi soustavné
probird v knize V. Ldsky a V. Hrudky: Theorie a praxe
numerického po&iténi, Praha 1934, JCMF, z ni? jsou nékteré
nafe Gvahy pievzaty.



2. Chyba prostd a pomdrna. Cisla, jimiZ se budeme zabyvati,
oznadujeme ndzvem ¢&isla nedplnd. Rozumime tim dvojici
&isel, z nichZ jedno je mendt a druhé vétsi nei presnd hodnota,
kterou zpravidla nezndme nebo se o ni nezajimame. Pfitom
vyslovujeme jesté poZadavek, aby rozdil obou é&isel, jimiZ
je nedplné &islo stanoveno, byl pomérné maly vzhledem
k pfesné hodnoté netiplného &sla.

Pfesnou hodnotu &isla budeme v dalsim oznadovati
velkym pismenem, pfiblizné hodnoty stejnd zné&jicimi
pismeny malymi. Obé dan4 é&isla a,, a,, jimiZ je neiplné &islo
definovdno, a pro néz plati

a, < 4 <a,,

budeme nazyvati pfiblifnymi hodnotami &li eproximacemi
tisla A, a to mendi z nich a, aproximaci doln{, vétsi z nich a,
aproximaci horni. Aritmeticky primér a dolni a horni
aproximace budeme nazyvati aproximaci stfedni. Podle
toho je

a = i@a, + a,).

A—a,
se nazyvé prostd (absolutni) chyba &li mepfesnost stfedni
aproximace nedplného &isla. Tuto chybu zpravidla udat
nedovedeme, jeZto nezndme pfesnou hodnotu 4, ale vzhledem
k definici dolnf a horni aproximace vime, Ze

Rozdil

ia,—a))=a,—a< d—a<a,—a= ¥a;—ay).

Cislo #(a, — a,) = x budeme nazyvati horni hranice prosté
chyby a budeme je oznacovati odpovidajicim pismenem
fecké abecedy. Z pfedchdzejiciho je vidno, Ze
|4 —a] < &, takie a —ax < 4 < a + o.

Je tedy lhostejno, definujeme-li nedplné é&islo- jeho dolnf
& hornf aproximaci nebo stfedn{ aproximaci & horni hranici
prosté chyby. Cislo & je podstatnd kladné, nejvyse jestd
pfipoustime « = 0, ale pak 4 =@, t. j. &slo 4 je ddno
presnd.
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Zndzornime-li vSe na ose é&iselné (obr. 1), vidime, Ze
presné hodnota A leZi vidy uvnitt intervalu [ — o, a@ 4+ «]
o &ifce 2, jeho krajnimi body jsou dolni a horni aproximace
a,, a, a ktery je pililen sttedni aproximaci a. Vzhledem k tomu,
Ze o &isle A jinak nic nevime, musime pfipustit moZnost,
Ze jim miiZe byti kterékoliv &islo, pronéZ platia —a < 4 <
< a + «, takZe netiplné &islo je vlastnd zndzornéno intervalem
[@a—ax,a+ «] a pravidla o poditdéni s nedplnymi d&isly,
jet v dal§im odvodime, jsou vlastnd pravidly o poé&itdni
8 intervaly.

0 ai a A_a

H '--—(I——-:-—:C!——e

E h——a'——‘—;—a'———d
a; a a;

Obr. 1.

Z divodi, které zakrdtko vysvitnou, bude vyhodné, kdy%
v napsanych nerovnostech pfipustime na nékteré strané
i znaménko =, takZe pfesnd hodnota netiplného &isla by se
v krajnim pifpadd mohla rovnat i své dolni nebo horni
aproximaci, &ili
a—a<LALa+a, t.j. |[Ad—a| L«

kde ovem &« > 0. Tyto nerovnosti lze nahraditi rovnief
A=a+ Ox ke 0< 6L 1,
coZ se dasto méné plesnd, aviak strudnéji psdvi
A=a+ a.
Této rovnici jest vZdy rozuméti tak, jak bylo prévé uvedeno.

Nebude-li vyslovné uveden opak, omezime se ve svych
tvahdch vyhradnd na d&isla kladnd. Na politku tohoto
odstavee jsme uvedli pofadavek, aby rozdil mezi horni
a dolni aproximaci byl pomé&rné maly vzhledem k pfesné
hodnoté, &ili aby interval, jim% je nedplné &slo definovéno,
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byl dosti dzky. Proto budeme piedpoklddati, Ze tento
interval obsahuje pouze kladn4 &isla t. j. Ze a > «.

O tom, jakou iulohu hraje prostd chyba netplného &isla,
udinime si jasnou pfedstavu teprve tehdy, porovndme.-li
ji 8 velikosti nékterého z &isel, jimiZ je nedplné &islo stano-

veno. Proto zaviddime pojem pomérné (relativni) chyby &ili
nepresnosti, kterou definujeme nékterym ze zlomki

A—a A—a A—a A—a
A ' a " a—a’ a+a’

Pro uréitost mtZeme nazyvati prvni zlomek pomérnou
chybou netdplného &sla vzhledem k pfesné hodnoté, daldi pak
pomérnymi chybami vzhkledem k stfedni, dolni a horni aproxi-
maci. Jeito d&itatele téchto zlomkd zpravidla nezndme,
zavedeme i tu horni hranici pomérné chyby vzhledem k pfesné
hodnoté nebo vzhledem k nékteré aproximaci, ¢im# rozumime
zlomky

a o o o
A’ ¢’ a—a’ at+a’

Podle vyse vysloveného poZadavku je &itatel kazdého z t&chto
zlomki proti jmenovateli pomérné maly, takZe se hodnoty
téchto zlomkil navzdjem lisi jen nepatrné, a proto je celkem
lhostejno, ktery z nich uéinime vychodiskem svych tvah.
Pokud « > 0, plati o hornich hranicich pomé&rnych chyb

& o o , & o &
a—ax” a >a+o¢ a take a,—oc—Z'A ga+a'

Né&kdy misto napsanych zlomkd bereme jejich stondsobné
hodnoty, a pak hovofime o hornich hranicich pomérnych
chyb vyjidfenych v procentech.

Vyslovime toto pravidlo: Ze dvou netplnych &sel
povaZujeme za pfesn&jif to, jeZ m4 mensdi pomérnou chybu,
ptipadné jeji hornf hranioi.
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Pfiklad. Mérime-li néjakou délku a shleddme-li Ze pfesnd
jeji velikost je vétdi ne tieba 52,3 cm a mensi neZ 52,4 cm,
vyjédiime jeji velikost nedplnym é&fslem (52,35 4 0,05) cm.
Horni hranice pomérné chyby tohoto tidaje vzhledem ke stied-
nf aproximaci je 0,05 : 52,35 &ili asi 0,0009551; horni hranice
pomérné chyby vzhledem k dolni aproximaci je 0,05 : 52,3,
t. j. asi 0,0009560, a horni hranice pomérné chyby vzhledem
k horni aproximaci je 0,05: 52,4, t. j. 0,0009542. Tyto tti
hodnoty se navzdjem lii jen nepatrn&, takZe je lze zhruba
vyjédtiti &islem 0,001, &ili 0,19,. Naproti tomu tdaj (5,26 4
4 0,02) cm, jenz mé mensi horni hranici prosté chyby, totiz
0,02 cm, je méné piesny, nebot horni hranice jeho pomé&rné
chyby tfebas vzhledem ke stfednf aproximaci 0,02 :5,26
dosahuje téméf 0,004, &ili 0,49,.

Pfi zbé%ném odhadu se podafi cvidenému oku provésti
tento odhad s pomérnou chybou asi tak 10—, pfi hrubém
méfeni jednoduchymi méficimi prosttedky (jako na piiklad
méfeni a vdZeni v obchodech) zmensi se pomérnd chyba asi
na 10—2, pfi pfesn&jiim mé&teni oby&ejnymi prostiedky (viz
vyse uvedeny pftiklad) sniZzime pomérnou chybu asi na 10—3
a pfi velice jemném a pedlivé provedeném méfeni podafi
se nam sniZit pomérnou chybu nejvySe asi tak na 10—
Chceme-li dosdhnouti piesnosti jedté vyssi, tieba uZit specidl-
nich méficich method a pfistroji, jakoZ i odborné vycviée-
nych pozorovateld. Je-li &islo uréeno presné, je « = 0 a pak
také jeho pomérnd chyba je rovna nule.

Tteba si uvédomit, Ze horni a dolni aproximaci, a v disledku
toho i stfedni aproximaci a horni hranici prosté chyby, lze
u netplného &fsla volit (aspoii do jisté miry) libovolné. To znaéi,
%e interval [@ — &, @ 4 «], jimZ je netdplné &¢islo A =a 4+ «
znézornéno, lze nahraditiintervalem jinym [a’ — o', @’ 4 &',
oviem takovym, aby véecky hodnoty intervalu pivodniho
byly zahrnuty mezi hodnotami intervalu nového. Toho
dosdhneme, kdyZ bude soudasné

g —a'<a—a,

a'+o’¢’Za+a.



Plati-li znaménko rovnosti v obou fddcich souZasné, jsou oba
intervaly totoZné. Tohoto piipadu si nebudeme déle viimaiti.

Odedteme-li prvou nerovnost od druhé, dostaneme &’ > «,
takZe novy interval je 8ir3i ne% byl interval pivodni. Z na-
psanych nerovnosti plyne

a—a Z o —a,

a —a' <o —a,
&ili

@' —a| £ o' —eo,

nebot o" — o je kladné, takze
« 2«4 |a —a.
Horni hranice prosté chyby se zvétdt asport o absolutni
hodnotu rozdilu stfednich aprozimact, jak je ndzorné patrno

na obr. 1. Znaménko rovnosti v8ak nemiZe platit pro
|a’ — a| = 0, nebot pak by oba intervaly byly totoiné.

V daléim budeme &asto libovolné voliti stfedni aproximaci
netplného éisla i horni hranici jeho prosté.chyby, abychom
dostali jednoduché vysledky. Budeme se pfi tom snaZit,
aby byla splnéna prévé nalezend nerovnost.

JeZto &' >, je také % > %—. Vzhledem k tomu, Ze

o' 2o+ la;—al, je také a'a—oaa’'>|a'—a|.a+
-+ a(a — a’). Mohou nastati dvé moZnosti:

1. Bud je a—a'=|a’—a| a pak jo a'a —aa' >
2" —a|. (a4 ). ‘
2. Nebo je a —a’' = —|a’ —a| a pak je a’a —aa’ >

2 la'—a|. (@ —«).

Vzhledem k pofadavku, ktery jsme vytkli pfed chvilkou,
je @ >« = 0, tak¥e pro |a’ — a| > 0 je pravd strana vidy
kladn4 a vedle toho pro [¢’ — a| = 0 nemiiZe platit znaménko
rovnosti. Odtud ndsleduje a’a — xa’ > 0, &ili
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-’
& o . ,
— > —a zéroven také
a a

! ’

o o o o
a+oa " at+a’ dd—a a—a’
To vSak znamena: Nahradime-li nedplné éislo zndzornéné
intervalem [a —x, a+ «] jinym nedplngm &Elslem, které
je zndzornéno Jirsim intervalem [’ — &', &’ + '), 208t se tim
horni hranice pomérné chyby. To mé podle pfedchdzejictho
za nésledek sniZenf pfesnosti.

Cvitend. 1. Ceskoslovensky nérodni prototyp metru mé pki 0°C
délku 1m 4 0,lu + 0,1y -a &eskoslovensky ndrodni prototyp
kilogramu mé hmotu 1 kg + 0,504 mg 4 0,002 mg. Stanovte horn{
hranice pomérnych chyb & porovnejte pfesnost obou méfeni. —
[U kilogramu je asi 50krat v&tsi.]

2. Podle nedeho cejchovntho f4du jsou povoleny u dievénych
méfitek hornf hranice pomé&rnych chyb ve vysi 0,75%y,. Jaka je horni
hranice povolené prosté chyby u méfitka délky 1 m, 2m, 4 m?

3. Zaokrouhlovani &fsel dekadickych. Velkd vétdina disel,
8 nimiZ poditdme, byvd vyjiddiena v desitkové soustavé.
Chceme-li je nahraditi pfibliZnymi hodnotami, &inime tak
nékolikerym zpiisobem.

3,1. Zaokrouhlovani bez opravy. Z ¢&isla ponechdme jen
nékolik nejvysSich mist a ostatni vynechdme. Abychom
naznadili, Ze nékteré &islice jsou vynechdny, piSeme misto
nich, je-li to za desetinnou &irkou, nékolik tedek, a je-li
to pfed desetinnou &irkou, nahrazujeme vynechané &fslice
malymi nulami. Hornf hranice prosté chyby takto zaokrouh-
leného é&isla je rovna poloving jednotky posledniho ponecha-
ného mista. Je-li v zaokrouhleném é&isle ponechdno = desetin-
nych mist, je horni hranice prosté chyby 0,56 . 10— =
=5.10—""1,

Tak na pfiklad éislo 7z zackrouhlujeme bez opravy na &ty¥i
desetinnd mista hodnotou 3,1415 ..., coZ znamend, %o & =
= 3,14155 4 0,00005. Zaokrouhleny podet obyvatelli mésta:
Prahy, uvedeny v odst. 1, lze zapsati znakem 920 000, co

je totét jako 925 000 4 5000. Cislo V3 zaokrouhlené bez

11



opravy na &tyfi desetinnd mista je 1,7320 ... . Horni hranice
prosté chyby tu je 5.10—5. Nulu na poslednim misté vy-
nechati nelze, nebof wdaj 1,732... znamend 1,7325 4
4+ 5.10-%, t. j. nedplné &slo, jehoZ horni hranice prosté,
a tedy i pomérné chyby je desetkrit vétsi.

3,2. Zaokrouhlovani s opravou. Z &isla ponechame jen nékolik
mist nejvyssitho fddu a ostatni vynechdme, pfi ¢emz posledni
ponechanou é&slici:

a) nechdme beze zmény, je-li prvd z vynechanych dislic
mensf neZ 5 (zaokrouhlovini sestupné) nebo

b) zvysime ji o 1, je-li prvd z vynechanych éislic pétka,
za niZ nésleduje (na kterémkoliv dalim mist8) aspofi jedna
gislice riznd od nuly, nebo je-li prvd z vynechanych &islic
vétsf neZ 5 (zaokrouhlovénf vzestupné).

Je-li prvd z vynechanych &islic pétka, za niZ nésleduji
vesmés nuly, je lhostejno, kterého zpisobu pouZijeme.
JestliZze pii zaokrouhlovéni vzestupném jedna nebo nékolik
poslednich ponechanych é&islic jsou devitky, nahradime je
nulami a zvysime o 1 tu posledni &slici, jeZ je riznd od
devitky.

I tu je horni hranice prosté chyby rovna poloviné jednotky
posledniho ponechaného mista. Je-li ponechdno n desetin-
nych mist, je horni hranice prosté chyby 5.10——1. Abychom
mohli zaokrouhliti i pfesnd é&isla konéici pétkou, pfFipustili
jsme v odst. 2, Ze pfesnd hodnota se miiZe rovnat své dolni
nebo horni aproximaci.

Tohoto zpiisobu zaokrouhlovéni se uzivd &astéji, nebot pfi
stejné horni hranici prosté chyby jako pfi zaokrouhlovéni
bez opravy je stfedni aproximace vyjidfena é¢islem, jeZ
mé o jednu é&islici méné.

Cisla zaokrouhlend s opravou zpravidla neoznaujeme
Z4dnym zvléstnim zplsobem, toliko &isla celd zakondend
nulami se doporuduje psit ve tvaru soudinu, jehoZ jednim
dinitelem je celistvd mocnina deseti, aby nemohla vzniknout
pochybnost, které z nul jest povaZovati za presné. Ze jde
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o zaokrouhlovédnf s opravou, vyznadujeme tim, %e mezi
znaky, jimiZ zapisujeme pfesnou hodnotu, a mezi hodnotu
zaokrouhlenou klademe rovnitko, nad néZ délime te&ku.
V tomto smyslu také budeme znaku = v celé této kniZce
uzivat.

Podle toho je na piiklad = 3,1416, coz znamend
7= 3,1416 4 5. 10-5. Podet obyvatelli mésta Prahy lze
zapsati &islem 9,2.10° nebo také 92.10% coZ oboji je
920 000 + 5000. Napifeme-li, Ze log2-- 0,3010, znamend
to log2 = 0,3010 4 5. 105, kdeZto log2 = 0,301 by zna-
menalo jen, Ze log2 = 0,301 4 5.10—*, Ani tu tedy nelze
nulu na poslednim misté vynechat.

Jakési potiZ vznikd, mdme-li znovu zaokrouhlovati ¢islo,
jez bylo jiZ jednou zaokrouhleno, a je-li pétka, jez stoji
na poslednim misté, tou é&islici, kterou mame vynechat.
Tak na priklad podle pétimistné tabulky je 3 = 1,73205.
Chceme-li tuto hodnotu zaokrouhlit na &ty¥i desetinnd mista,
jsme na rozpacich, mime-li psét 1,7320 & 1,7321, nebot
nevime, zda éislo 1,73205 vzniklo zaokrouhlenim sestupnym
&i vzestupnym. Proto byvd zvykem pétku vzniklou vzestup-
nym zaokrouhlenim néjak oznadovati (Valouchovy tabulky
logaritmické uzivaji znaku 5). Pak se tyto oznaené pétky
zaokrouhlup sestupné a pétky neoznalené se zaokrouhlujf

vzestupné Jeito je v tabulce uvedeno V3 == 1,73205,

zaokrouhlime na 1,7321. Naproti tomu tgl5° = 0,26795
zaokrouhlime na 0,2679. Podobné je tomu, vyskytuji-li
se v zaokrouhleném &fsle za pétkou vesmés nuly. Podle toho

3
V57 = 3,84850 zaokrouhlime na 3,849 kdezto /39 — 6,24500
tieba zaokrouhliti na 6,24.*)

*) Pii zaokrouhlovéni presnych &isel se ustélila v tdetnické praxi
tato konvence: Jestlize &islo kon¢{ pétkou a je-li pFedposledni &islice
sudé, pfi vynechdvéani této pdtky zaokrouhlujeme sestupns, je-li
pfedposledni &islice lichd, zaokrouhlujeme vzestupnd. Podle toho
&fslo 2,365 zaokrouhlime na 2,36, kdezto 6,095 zaokrouhlime na 6,10.
Pro nés viak toto pravidlo nemé Zédny vyznam.
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3.3. P¥i vypodtu hornich hranic chyb tfeba db4t toho,
abychom zaokrouhlovdnim horni hranici nesniZili pod
pfipustnou hodnotu. Proto hranice chyb zpravidla zaokrouh-
lujeme vzestupné i tehdy, kdyZ posledni ponechans &fslice
je mensi nez 5. Toliko tehdy, kdyZ sestupnym zaokrouhlenim

2%

horni hranici chyby sniZime jen nepatrng, lze piipustiti
zaokrouhlovén{ sestupné. Tak na piiklad é&fslo 47,262 4+
+ 0,034 zaokrouhlime na 47,26 4 0,04, kdeZto u d&isla
1,35687 + 0,00112 lze piipustit zaokrouhlovéni hodnotou
1,357 4+ 0,001. Vidy vSak je radno piezkouset, zda se dolni
a horni aproximace zaokrouhlenim piili§ nezméni. Viz ne-
rovnosti na konci odst. 2.

Cvifend. 8. Byla-li stfedni aproximace &isla A vypoétena tak, aby
hornf hranice prosté chyby byla mensinez 10—n—1, a byla-li vypoétend
aproximace potom zaokrouhlena s opravou na n desetinnych mist,
stojf na poslednim mist® t4Z &islice, jako kdybychom é&fslo A pkmo
zaokrouhlili s opravou na » desetinnych mist, s jedinou vyjimkou,
kterd muze nastati, je-li na (n + 1)nim desetinném mistd ve stfedn{
aproximaci ¢tyrka nebo pdtka. DokaZte! — [Posudte, které &islice mo-
hou byt ne (n + 1)nim desetinném misté dolnf & horni aproximace.]

4. Hornf hranice pomérné chyby ¢&isla zaokrouhleného na p cifer
je mensi neZ 5. 10—P : gy, kde a, je nejvyssi ¢islice zaokrouhleného
éfsla. DokaZte!*)

*) Mluvime-li o &fslicich (cifrdch), jimiZ je ndjaké &islo zapséno,
méme vidy na mysli pouze t. zv. plainé &islice, k nim% nepoditame
nuly, které jsou na pofdtku é&fsla. Prvnf platnou é&fslici zleva budeme
oznedovati ndzvem neivydH &islice. Jednotku stojicf na mistd p-té
platné &slice zleva budeme nazyvat jednotka p-tého mista.
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I1I. JEDNODUCHE POCETNf VYKONY

4. Stitanl. Je-li ddno nékolik neuplnych ¢&isel a provedeme-li
s nimi néjaky podetni vykon, je vysledkem zase nediplné
éislo. Jde ndm nyni o to, abychom vysledek sevieli do urdi-
tych mezi, &ili abychom stanovili netdplné &fslo, jez urduje
vysledek tohoto vykonu. Proto si vSimneme nejprve jednot-
livych zdkladnich poéetnich vykont podrobné.

Necht jsou déna dvé &isla, jejichZ pFesné hodnoty jsou 4,
B, svymi stfednimi aproximacemi @, b a hornimi hranicemi
prostych chyb a, §. Soudet obou é&fsel je 4 + B, za stfednf
aproximaci tohoto souétu zvolime vyraz a 4 b, t. j. soudet
stfednich aproximaci obou s&itancli. Pak je prostd chyba
souétu ddna vyrazem

(44 B)—(a+d),
podle definice prosté chyby uvedené v odst. 2. O hornich
hranicich prostych chyb séitanci platf
|4 —a <« [B—b<8
Podle zndmé véty o absolutni hodnoté soudtu je
(A4 B)—(@+b)|=|(4d—a)+ (B—b) < |4 —a| +
+|B—bsa+p

To znadi: absoluini hodnota prosté chyby soudtu dvou séltancd
je men¥t nebo nejvyde rovna soudtu hornich hranic prostych
chyb obou séitancdt; mibZeme tedy tento soudet hornich
hranic prostych chyb obou s&itanch prohldsiti za hornf
hranici prosté chyby souétu.

PHiklad. Jeli V2-—1,4142, V31,7321, &ili obsirnji
V2 = 1,4142 4-5.10-5, V3 =1,7321 & 5.10-5, je V2 +
+ V3 =3,1463 + 10—, nebot 5.10—5+ 5.10—5 = 10—4.
To je v souhlasu s tim, co bylo vyZetieno v odst. 1, kde jsme
nalezli, Ze 3,14625 < 2 + 13 < 3,14627.
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Nalezeny vysledek lze bez obtf{Z{ roz&ititi na soudet v&tstho
podtu sé&itanch. Zvolime-li za stfedni aproximaci soudtu
opét soudet stfednich aproximaci s¢itancd, miZzeme tvrditi,
%e horni hranice prosté chyby souétu libovolného poétu
séitanc je nejvy3 rovna soudtu hornich hranic prostych
chyb danych séitanci. Dikaz provedeme tplnou indukei.

(1) Predpoklidejme,Ze véta plati pro n séitanch 4 = a4,
B=>b+8,..., M= m 4 u.Soudet jejich pfesnych hodnot
oznaéme S = 4 + B L ... 4 M, stfedni aproximaci tohoto
soudtu oznaéime s=a -+ b+ ...+ m. O horni hranici ¢
Prosté chyby souétu S plati podle pfedpokladu ¢ < &« 4+ f +
+ ...+ u. Pfidame-li dalsiho séitance T =t + 7, je podle
prévé dokdzaného [(S+ T)— (s + 8)| < o+ 7, &ili

(A+B+ ...+ M+ T)—(@+b+...4+m+ )<

<atBtotptr,
takZe véta plati i pro soudet » 4 1 séitanci.

(2) Protoze véta plati pro dva séitance (dikaz viz vyse),
plati podle bodu (1) i pro tfi; protoZe plati pro tfi, platf
i pro &tyfi, atd. bez jakéhokoli omezeni.

Viimnéme si jeSté horni hranice pomérné chyby souétu
dvou séftancid, pii éemZz se omezime na pomérnou chybu
soudtu t¥eba vzhledem k jeho stfedni aproximaci. Ta je podle
odst. 2 a podle pfedchézejiciho dina vyrazem

a+ B
atb’
Budeme piedpoklddati, Ze

QR
1\

3
<.

Kdyby tomu tak nebylo, Ize pofddek obou séitancd zaméniti.
Z toho plyne ob > fa (Gisla a, b jsou kladnd podle dmluvy

ulinéné v odst. 2). Pak ale také
aa + ab > aa + fa a zéroven ab + b > fa + fb.
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Z téchto nerovnosti Viak plyne
. + 8

a—a-+b

v

B
<

Mimo to je

« o+f ab—Pa 1l a4+ B ab—fa 1
a a+b a+b a'a+b b a+b b’
takZe za pfedpokladu b > fia ze vztahu

vyplyvd, Ze b = a. MiZeme tedy vysloviti o hornich hra-
nicich pomérnych chyb vzhledem ke stfednim aproxi-
macim tuto vétu: Jsou-li horni hranice pomérnyjch chyb obou
séitanci navzdjem rovny, jsou také rovny horni hranici pomérné
chyby soultu; jestlife vsak horni kranice pomérnych chyb obou
séltanci jsou navzdjem rizné, leti horni hranice pomé&rné chyby
soudtu co do velikosti mezi obéma, a to blize k horni hranici po-
mérné chyby toho &isla, jehof stfedni aproximace je vétH.

Priklad. Soudet dvou tsedek, jejichi délky jsou udény
nedplnymi ¢&sly (52,35 4 0,05)ecm a (5,26 4 0,02) cm
je (87,61 + 0,07) cm. Horni hranice jeho pomérné chyby
je 0,07 :57,61 = 0,0012, kdeito horni hranice pomé&mych
chyb séitanct jsou 0,05:52,35-—= 0,0010 a 0,02:5,26 =
== 0,0038. Skutedné je horni hranice pomérné chyby soudtu
bliZze horni hranice pomérné chyby vé&tiiho séitance.

Cvifend. b, DokaZte a vyslovte vétu o hornf hranici pomérné chyby
souttu vzhledem k jeho dolnf (hornf) aproximaci, zcela obdobnou
k vétd vyslovené na konci tohoto odstavee o horni hranici pomérné
chyby souétu vzhledem k jeho stfedni aproximaci. — [Ve vypodtu
stadi misto a, b poloZitia — o, b — B, pfip.a + &, b + B.]

6. Dokazte vétu: Hornf hranice pomérné chyby sougtu libavolného
pottu etftanci je vétsi neZ horni hranice pomé&rné chyby sditance
nejpiesndjdtho a men3i neZ horni hranice pomé&rné chyby siitance
nejméns piesného. Pfitom jest brati vBechny horni hranice pomé&rnych
chyb soulasnd bud vzhledem ke stfedni nebo k dolni nebo k hornf
aproximaci.

Sv. 52—2 . 17



5. Odtitinl. Obdobné jako u souétu’ budeme za stiednf
aproximaci rozdilu dvou nedplnych &isel volit rozdil stfednich
aproximaci obou danych éisel. Jsou-li ddna &isla 4 = a 4 «,
B=0b 48, jejich rozdil 4 — B mé stfedni aproximaci
a — b, takZe prostd chyba rozdilu je

(A—B)— (a —b).
Pak absolutni hodnota této chyby

[(A—B)—(@—b)|=|(4d—a)—(B—b)| < |4 —a|+
+[B—bZa+p

Absolutni hodnota prosté chyby rozdilu nent vétdt ne soulet

hornich hranic prostych chyb mendence a menditele, takZe tento

soudet hornich hranic lze povaZovati za horni hranici prosté

chyby rozdilu.

Jde-li o algebraicky soudet vétiiho podtu é&lenil (z nich
nékteré maji znaménko -+ a nékteré —), je horni hranice
jeho prosté chyby také rovna souétu hornich hranic prostych
chyb jednotlivych é&lend, nebof lze v ném nejprve sedisti
viecky éleny se znaménkem - a pak viecky é&leny se zna-
ménkem — a dany vyraz j¢ pak rozdilem dvou soudtd.
Pro rozdil plati pravé dokdzana véta, ale tdZ véta plati podle
odst. 4 i pro oba soudty.

Horni hranice pomérné chyby rozdilu vzhledem k jeho
stfedni aproximaci je

«+ B

a—b’

Ta je na prvy pohled vé&t&i neZ horni hranice pomé&rné chyby
meng8ence vzhledem k jeho stfedni aproximaci, nebof je vidy
a+ﬁ>ﬁ
a—b  a
a miZe nabyti znadné velkych hodnot, zejména tehdy, je-li
rozdil stfednich aproximaci mensence a mensitele dosti maly.
Proto se doporuduje zai{dit méfeni pokud mozno tak, aby

18 .



nebylo tfeba odéitati dv& nedplnd &isla, je% se navzdjem L
jen nepatrné.

Pfiklad. Pro V3=1,7321 +5.10-%, V2= 14142 &
+5.10—% dostdvime V3 —12 = 0,3179 + 10-4. Hornf
hranice pomérné chyby rozdilu je 0,0001 : 0,3179 = 0,00031,
kde#to horni hranice pomérné chyby men3ence je jen asi
5.105:1,7321 < 3.10~° a mensitele 5.10-5:1,4142 <
< 4.105

- Cvilend. 7, Tloudtka stén valeové nddoby byla méfena jednak pfimo,
jednak tak, Ze byl zméfen vnéjii a vnitin{ primar. Pfi ka2dém pouziti
méfitka jest poditati s touZz horni hranici prosté chyby a«. Porovnejte
horni hranice pomé&rné chyby obou méfenf vzhledem k jejich stiedn{
aproximaci. — [Jsou stejné « : a, kde a je tloudtka stdny.]

8. Dokaite spravnost vét: a) Horni hranice pomérné chyby rozdilu
vzhledem k jeho dolni (hornf) aproximaci je vidy vét3f neZz hornf
hranice pomérné chyby mengence vzhledem k jeho dolnf (horni)
aproximaci. b) Horni hranice pomérné chyby rozdilu vzhledem k jeho
doln{ (hornf) aproximaci je v&t3f nez horni hranice pomérné chyby
mensitele vzhledem k jeho dolni (hornf) aproximaci tehdy a jen tehdy,
je-li hornf hranice pomérné chyby rozdilu vzhledem k jeho stiedni
aproximaci v8t3i neZ horni hranice pomérné chyby mens3itele vzhledem
k joho stfedn{ aproximaci.

6. Nasobeni. P¥i ndsobeni za stfedni aproximaci soudinu
netplnych é&isel zvolime souédin stfednich aproximaci ¢éiniteld.
Jsou-li dédny dva é&initelé A =a+ «, B=0b 4 f, kde
a>0, §>0, jejich soudin 4B mé podle toho stiedni
aproximaci ab a prostd chyba souéinu je 4B — ab. Jeito je

AB—ab= (A —a)b + a(B—b) + (4 —a)(B—b),
jak se snadno pfesvédéime, provedeme-li naznaéend ndsobend,
je také

|AB—ab| < |4 —a| b+ a|B—b| +

+ |4 —a|.|B—b| < ab+ af + af.
Napsani nerovnost bude v3ak tim spife splnéna, pfiddme-li
na pravou stranu kladné éislo of, takZe lze psét

|AB — ab| < a(b + B) + (a4 «)B.
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Podle toho prostd chyba souinu je mendt nef soudet dvou &asel,
kterd vzniknou, ndsobime-li horni hranici prosté chyby jednoho
Cinitele horni aproximact druhého &initele. Proto budeme
takto utvoreny vyraz poklddati za horni hranici prosté chyby
soudinu.

Pfiklad. Potitdme-li vyraz V2.n ze zaokrouhlenych
hodnot V?i 1,4142, = 3,1416, vyjde stfednf aproximace
soudinu zaokrouhlend na pét desetinnych mist 4,44285,
Horni hranice prosté chyby je podle toho, co jsme prévé
uvedli, rovna vyrazu 5. 10—5. 3,14165 + 5. 10~5.1,41426=
=5.10-5.4,5559 = 23.10—5. Je tedy V2.7 = 4,44285 +
4+ 23.10-5.

V praxi ovSem poéitdme horn{ hranici prosté chyby ze za-
okrouhlenych hornich aproximaci é&initeld, jeZ viak jsou
zpravidla rovny jejich zaokrouhlenym stfednim aproxima-
cim, takZe za hornf hranici prosté chyby bereme nejéastéji

vyraz
ob + af,

ktery zaokrouhlime vzestupné. V nafem piipadd vyjde t42
hodnota 23 . 10—5.

Za horni aproximaci soudinu é&isel A = a 4+ x, B=b + §,
lze povaZovati vyraz (¢ 4+ «)(b + B), nebot je to nejvétsf
moZnd hodnota, jiZ miZe nabyt souéin dvou ¢&isel z intervald
[@a—&, a4+ o] a [b—p, b+ ). Jednoduchy vyraz dosta-
neme, budeme-li poditati pomé&rnou chybu soudinu vzhledem
k této hornf aproximaci. Vyjde

|AB — ab) B
G Th <atat s
Podle toho pomérnd chyba soué’mu vzhledem k horni aproximaci
je mendl nef soucet hornich hranic pomérnych chyb Siniteli
vzhledem k jejich hornim aproximacim a je také mendt neZ
soulet hornich hranic pomérnyjch chyb &initeli vzhledem k jejich
aproximacim stfednim. JeZto vSak v praxi poéitdme horni

<+'Z
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hranice pomérnych chyb jen ze zaokrouhlenych hodnot, 1ze
pii praktickych vypodtech nalezené ¢islo povaZovati za horn{
hranici pomérné chyby soudinu vzhledem k jeho stfednf
aproximaci a poéitati je jako soudet hornich hranic pomérné
chyby é&initeld vzhledem k jejich stfednim aproximacim.

V piikladé svrchu uvedeném hornf hranice pomérné chyby
disla V2 jes.10—5: V2 — 3,54 . 10—8ahorni hranice pomérné
chyby ¢isla # je 5.10~5:72=-1,59.10—5, takZe hornf
hranice pomé&rné chyby souéinu je 3,54 .10-5+1,59.105 =
= 5,13 .10—5. Odtud miZeme zjistit horni hranici prosté
chyby soudinu jako vyraz 5,13.10—5.)2 .7 = 23.10-%
v souhlase s vypodtem piedellym. Horni hranici prosté
chyby soudinu vypoéteme z hornich hranic pomérnych chyb
diniteld velice pohodlné, pouZijeme-li ke vem t&mto vypoé-
tim logaritmického pravitka. Jeho piesnost pfi viech vy-
pottech tohoto druhu zcela postadi, nebot vidy jde jen o hod-
noty zaokrouhlené na nékolik mélo cifer.

Nalezeny vysledek lze rozéifiti na souéin libovolného poétu
initeld podobné, jako jsme to udélali pfi soudtu.

(1) Pfedpoklédejme, Ze pro soudin S n ¢&isel 4 =a 1 «,
B=b+t+p ..., M=m4pu, jehoi sttedni aproximace
je8=ab ... mahorni aproximace je s, = (@ + «)(b + f) ...

.. (m 4 u), plati
S—s o  « B
IR <sz_a+o¢+b+ﬂ+ +m+p
a pfidejme k nému dalitho &initele 7 = ¢ + 7. Hornf hranice
pomérnéchybysoudinu S7 vzhledemk jeho horni aproximacije

|ST — st T P B
a,(t+1)< +t+1 a+a+b+ﬂ+"‘+
+m+,u+t+1

takZe nalezend véta plati i pro soudin » 4 1 &initeld.
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(2) PonivadZ véta plati pro dva &initele, plati podle bodu
(1) také pro tfi; protoZe plati pro tfi, plati i pro dty¥i atd.
bez omezeni.

Jestlie vsoud¢inun &initeld 4B ... MjeA = B=...= M,
dostivdme odtud ihned, Ze horni hranice pomérné chyby
n-té mocniny ¢isla A = a 4 « vzhledem k jeji horni aproxi-
maci je rovna n-ndsobné horni hranici pomérné chyby
mocnénce vzhledem k jeho horni aproximaci, t. j. nu«:
:(@a + «). Nésobime-li horni aproximaci této mocniny,
t.j. ¢islem (a 4 &)", shleddme, Ze pro prostou chybu mocniny
8 mocnitelem celym a kladnym platf

|4" —an| < nx(a + «)* 1.

Poznémka. Soudin dvou neidplnych &isel A =a + o, B=5b+ f§
Ize stanoviti také takto: Dolni aproximace tohoto soudinu je ¢; =
= (@ — &)(b — B), jeho horni aproximace je ¢, = (a + a)(b + B),
takZe soucin obou ¢&isel 1ze vyjadtiti intervalem [e,, ¢,]. Tu jsme volili
za stfedni aproximaci soudinu &islo ¢ = }(¢c; + ¢,) = ab + «f
a za horn{ hranici jeho prosté chyby &islo y = 4(c; —¢;) = ab + af.
Pak je horni hranice pom&rné chyby soudinu vzhledem k jeho stfedni
aproximaci

= — 4 =,
a

T ab+af =  ab b
Rovnost nastane, je-li jeden z &initeld dan piesnd.

Cvifeni. 9, Jestlize horni hranice prosté chyby kaZdého ze dvou
dinitel je men3f neZ ¢ jednotek stojicich na p-tém mistd toho &initele
(poditéno zleva) a je-li FAd nejvys3i &islice soudinu roven soudtu
Fadu nejvyasich &islic &initel\, je horni hranice prosté chyby soudinu
mensi nez &(a, + b, + 2) jednotek stojicich na p-tém mistd soudinu
(opdt potiténo zleva); je-li vlak Ff4d nejvysSi &islice soudinu vysii
neZ souéet fddii nejvysaiich &islic &initeld, je horni hranice prosté chyby
soudinu mensi nez 0,1. g(a, + b, + 2) jednotek stojicich na p-tém
mi{std soutinu; pfitom a,, b, jsou nejvyssi &fslice obou diniteli. DokaZte!
— [Jsou-li r, 8 f4dy nejvyasich é&islic &initelu, je a << €. 107 P+,
B < ¢.10*P*), i Semi lze predpoklédati, Ze & < (ay + 1) . 107
b << (b + 1).10%]

10. K tomu, aby hornf hranice prosté chyby souginu dvou Siniteld
nepfesdhla ¢ jednotek p-tého mista (poditdno zleva), statf, aby hornf
hranice prosté chyby ¢&initeld nebyla v3tdi neZ &:(ay + by + 2)
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jednotek p-tého mista (po&iténo zleva), je-li ¥4d nejvyss{ &fslice soudinu
roven soudtu fadu nejvyasich &islic &initell, a 10e: (a, + by, + 2)
jednotek p-tého mista, je-li f4d nejvy33{ &islice soudinu vétdf neZ
soudet F4da nejvysdich Zislic &initeld. Pritom a,, b, znadi nejvyssf
&fslice diniteld.

11. K tomu, aby soudin dvou zaokrouhlenych &fsel zaokrouhleny
na p cifer se v tdchto p cifrich shodoval s pfesnym vysledkem za-
okrouhlenym rovnéz na p cifer (nejvyse s vyjimkou, kdy prvnf vyne-
chané é&islice je étyrka nebo pdtka — viz cvié. 8), stadi soudin potitati
z éinitel zaokrouhlenych na p + 2 cifry, je-li f4d nejvyasi é&islice
soudinu roven souétu Fadu nejvyssich ¢&fslic &initeld, a na p + 1
cifru, je-li f4d nejvyssi &islice soudinu v&tsi neZ soudet Fadu nejvyssich
&fslic &initela.

7. Délenl. Také pfi déleni dvou neiplnych &isel budeme
za stfednf aproximaci podilu voliti podil stfedni aproximace
délence a stfedni aproximace délitele. Je-li délenec 4 =
=a 4o a délitel B=05b 4+ f, jejich podil mé stfedni

.. a a .
aproximaci - & prostou chybu BB Dale je

A a| |4b—aB| |(4—a)h—a(B—b)

B % B Bb )

Jezto|(A —a)h —a(B—b)| < |4 —alb+ a|B—b| < ab+
+afaB>b—p,je

4_a
B 5=

Nésobime-li pravou stranu d&initelem

ab+ af
b—pp’

? _l_ z, ktery mnenf
men& neZ 1, nezmendime ji, a proto bude platit tim spile

A o| . ab+af ab+af a + &«
B~ b= a ‘b—§

Podle toho horni hranice prosté chyby podilu neni v&tif ne
nalezeny vyraz. Rovnost miiZe nastati jen tehdy, je-li d&lenec
dén pfesnd a je-li pfesnd hodnota délitele rovna své dolni
aproximaci. Tento neobvykly pfipad miZeme ze svych tivah

vylouditi.
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Vysledek nabude na ptehlednosti, uvédomime-li si, Ze
(@ + «): (b —p) je nejvétsi moind hodnota, které miiZe
dosdhnouti podil, jehoZz dé&lenec je obsalen v intervalu
[@a — «, a + «] a délitel v intervalu [b — B, b 4 f]. Je totedy
horni aproximace podilu 4 : B. Odtud plyne, Ze

A af ata« /3
B 5'5—F a = t%
tak?e dostdvime vétu: Pomérnd chyba pod*llu vzhledem k jeho
horni aproximaci je mendt nef soudet hornich hranic pomérné
chyby délence i dElitele vzhledem k jejich stfednim aprozimacim.*)
V praxi, kde se poditaji horni hranice pomérné chyby za.-
okrouhlené jen na nZkolik malo &slic, se oviem pomérnd
chyba vzhledem k horni aproximaci opét nelidf od pomérné
chyby vzhledem k stfedni aproximaci.
Priklad. Poélte]me chybu podilu V2:% z hodnot V2=
= 1,4142, = = 3,1416. Stfedni aproximace podﬂu je 1,4142:
3 1416 = 0,450153. Pro horni hranici pomérné chyby vyjde
podle pfikladu v odst. 6 tyZ vyraz jako pfi ndsobeni, t. j.
5,13 . 10—5. Je tedy horni hranice prosté chyby podilu rovna

5,13.10—5. K2——2 ,3.105, takiev—z_ 0,450153 + 23 .10—5.

Je-li ve zvl. piipadé x =0, 4 = a =1, je
1 1 1 B
B zl b —F b’

j. pomérnd chyba pfevricené hodnoty nedplného &fsla
vzhledem k jeji horni aproximaci je mensi nez horni hranice
pomérné chyby piivodni hodnoty vzhledem k jeji stfedn{
aproximaci.

Chceme:-li vySetfit pomérnou chybu slozit&jitho vyrazu

A.B.C.
P—W kdeA—a:b“, —b:l':ﬂ,0=c:b'y,...,

" *) Na tuto formulaci vty o pomérné chybd podilu m& upozornil
p. prof. Dr. VI. Knichal, jemuz za to srdednd dékuji.
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P=p+mn, R=r49, S=s82o,..., stabi jej pfepsati
111

do tvaru soudinu 4 .B.C .. "PRE pak podle véty

o pomérné chybé soudinu vétiiho podtu ¢&initelii pomérnd
chyba daného vyrazu vzhledem k jeho horni aproximaci je
mensf neZ soudet

« fB .,y T e, 0
a+b+c+"'+ +o+ ot
Je.li konekné A =B=C=...=1,P=R=S=.

t. j. jde-li o vyraz 1: Pr= P—", dosté.vé.me odtud, Ze ]eho
pomérnd chyba vzhledem k horni aproximaci je mensf neZ
n7 : p. Ndsobime-li horni aproximaci vyrazu P—*, t. j. islem
(p — 7)™, vychdzi pro odhad absolutni hodnoty prosté
chyby moeniny se zépornym celym mocnitelem

|P——p—| < ";” (p— 7)™ < nar(p —m) 1.

Poznémke. Podil A :B dvou nedplnych &isel A =a + o, B=
= b + f lze stanoviti také takto: Dolnf aproximace tohoto podilu

* , takZe podil obou

a+

b b—

&fsel lze vyjadFiti intervalem [e,, ¢,]. Tu jsme volili za stfedni aproxi-
ab ! .

_+_¢%9 a za horni hranici jeho

prosté chyby. giglo ¥y = (e —¢,) = ib—+—‘-l£ Psak jo horn{ hrarice

pomdrné chyby podilu vzhledem k Jeho stfedni aproximaei

2:_='ab-+raﬂ<ab+aﬂ__o_¢+_/_3_
[ ab + af = ab

Rovnost nastane, je-li dslenec nebo dslitel ddn pFesns.

jee, = a,-:_a , jeho hornf aproximace je ¢, =

maci podilu &fslo ¢ = }(c, + ¢y) =

Cuilent 1‘2. Horn{ hranice pomémé chyby pfevrérené hodnoty
sla zaokrouhleného na p %slic je men3{ nez 5.10~ P : g, kde a,
je nejvyBssi &islice daného &fsla od nuly rizné. DokaZtel

18, Délime-li spolu dv& zaokrouhlené &fela, z nich? ménd pFesné
mé p tislic, & je-li F4d nejvy3si ¢islice podilu roven rozdilu f¥4du
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nejvyssf &islice ddlence a f&du nejvyssi &islice délitele, shoduje se
vznikly podil zaokrouhleny na p — 2 cifry s pfesnym vysledkem
zaokrouhlenym rovnéz na p — 2 cifry; je-li viak Fad nejvyssi &fslice
podilu men&f neZ rozdil f4du nejvyssi &fslice délence a fddu nejvyssf
¢éislice délitele, shoduje se vznikly podil zaokrouhleny na p — 3
cifry s pfesnym vysledkem zaokrouhlenym na p — 3 cifry. DokaZte!
Muize nastati vyjimka z tohoto pravidla?

14. Nésobime-li nebo dé&lime-li netplné 2Zislo é&islem pFesnym,
nemséni se hornf hranice pomé&rné chyby, naproti tomu horni hranice
prosté chyby vysledku je rovna horni hranici prosté chyby daného
netplného ¢&isla nésobené nebo délené danym piesnym ¢&islem.
DokaZte!

8. Odmocfiovanl. Za stfedni aproximaci n-té6 odmocniny
disla A =a + « budeme opét voliti =-tou odmocninu

n
stfedni aproximace odmocnénce, t. j. vyraz Va.*) Pak plati

n__ n IA_al
V4 —Va

VAn—1 4 Van—2g 4 VAr3a 4 ... + Va1

vzhledem k tomu, Ze

(V4 —Va)Vdar—1 + == + Va3 4 ...+ VF) =
=4 —a.

Jeito viak vidy 4 > a—o« a rovné: a >a —«, pokud

n
a >0, je jmenovatel vidy vétd neZ nl(@ — )1, takze
plati e

n n ‘ &

VZ—VZ| <

;V(a — )1

Podftdme-li pomérnou chybu vzhledem k dolni aproxi-
n

maci }/g—%, dostaneme pro ni vyraz mens{ neZ n-tinu

n
*) Znakem Va, kde a > 0, rozumime kladné &slo z, pro které plati

" = a.
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pomé&rné chyby odmocndnce vzhledem k jeho dolni aproxi-
maci, nebot jest

ia—Va| &
G e

PondévadZz v praxi zase poditdme pomérnou chybu vidy
z hodnot zaokrouhlenych, lze napsany vyraz s dostateénou
presnosti podftati z hornf hranice pomérné chyby vzhledem
k zaokrouhlené stfedni aproximaci.

Priklad 1. Poditejme Vx z hodnoty = = 3,1416. Stfedni
aproximace této edmocniny je 1,772456, pomérnd chyba
je mendi nez 5.10—%:2.3,14=-0,8.10-5 takie Vm=
= 1,772456 4+ 8 .10~8,

Pfiklad 2. Vypoé&teme jedté pfeponu C pravoihlého troj-
dhelnika, jsou-li ddny odvésny A4 = (32,56 + 0,02) cm,
B = (16,3 4 0,02) cm. Podle véty Pythagorovy je C =
=Vae + B?% stiednf aproximace tohoto vyrazu je ¢ =
= Va* 5 = V32,5 + 16,3*= //1321,94 — 36,36. Abychom
odhadli horn{ hranici prosté chyby, tteba si uvédomiti, Ze po-
dle odst. 6 je A2 déno s prostou chybou mensf nez 2x(a + «),
B? je dino s prostou chybou mensi nez 26(b 4 f), vyraz
A? 4 B2 lze tedy podle odst. 4 vypodisti 8 prostou chybou
mensf neZ 2«(a + «) + 28(b 4 f) a tedy C je podle pied-
chédzejiciho stanoveno s prostou chybou, jeZ je mensi nez

2x(a 4 «) 4 26(b+ B)
Na—aP+ 6—pF
JeZto tuto hranici prosté chyby zaokrouhlime na nékolik

mélo mist, lze pro jeji odhad s dostatednou piesnosti vziti
vyTaz

xa+ b 0,02.488
¢ 36,36 = 0,027,

coZ zaokrouhlime na 0,03. Je tedy C' = (36,36 &+ 0,03) cm.
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Pfiklad 3. Podobné lze pocitati odvésnu pravoiithlého
trojihelnika, je-li déna piepona C = (12,25 4 0,01) cm
a odvésna A = (10,40 + 0,01) cm. Obdobns jako v piikladé
piedchézejicim je B= /C?— 42, stfedni aproximace
b = Ve* — a* = 150,0625 — 108,16 = V41,0025 = 6,47.
Talké tu je C2ddno s chybou mensi nez 2y(c + ¥), A®s chybou

mendi neZ 2«(a 4+ «), C?* — 42 s chybou mensi ne%
2y(c + y) + 2x(a + «) a B vyjde s chybou mens{ ne%

2y(c 4 ) 4+ 2a(a 4 x)
de—yr—G@+ap’

co Ize vzhledem k pofadované pfesnosti nahraditi vyrazem
(yc + xa): b= 0,01.22,65:6,47=0,04. Je tedy celkem
= (6,47 4- 0,04) cm.

Poznémka. Vypoéet v piiklads 3 lze provésti také tak, Ze vyraz

B=Vor—a3 upravime na tvar B = V(O’ + A)(C — A), ale tu tieba
pfi odhadu chyby d4t nAleZity pozor. Je-li C dano s prostou chybou
mensi neZ ¥, A 8 prostou chybou mensf neZ o, je C + 4iC — A déno
s prostou chybou men3f neZ & + ¥, takie bychom mohli byt svedeni
k domnénce, Ze horni hranice prosté chyby vyrazu (C + A)(C — 4)
jela+ye—a+a+y)+(a+pc+a+ o+ 9)=2a+9y).
.{¢ + « + y), coz by mohlo byt podstatnd v&tsi nez vyraz 2y(c+y) +
+ 2x(a + «), ktery jsme obdrZ%eli pfi pfedchézejicim vypoétu,
zejména kdyby bylo ¢ zna&nd v&tsi nez a. Tfeba si uvédomit, %e prosté
chyby vyrazii C + A a C — A nejsou navzéjem nezivislé, nebot
v dvojélenu C + A se chyba &fsla 4 pfFiditd, kdefto v dvojélenu
C — A se té% chyba odeité. Nale vzorce pro odhed ghyby viak byly
odvozeny za predpokladu, Ze chyby &isel, s nimiZ se vypodet provadi,
jsou navzéjem nez4vislé, takZe jich k vypodtu uvedeného vyrazu
v tomto pfipadsé pouiit nelze. V dalsim bude odvozena obecné methoda
k vypottu horni hranice chyby, kter4d ukéZe, jak lze tuto nesné.z
obejiti.

Cvifent. 15. Horni hranice pom3rné chyby n-té6 odmocniny &isla
zaokrouhleného na p cifer je men&{ neZ 5 . 107 : na,, kde a, jenejvyssi
&islice daného &isla. Dokazte!

16. K tomu, aby druhé odmocnins &fsle, jeho% nejvysaf &islice a,
je Fadu r-tého, méla horni hranici prosté chyby menaf neZ e jednotek
p-tého mista (poéitdno odleva), stadi, aby odmocnénec byl aproxi-
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movén s hornf hranicf prosté chyby mensf nez 2¢ V;o jednotek stojicich

na p-tém mistd (poditdno odleva), je-li r sudé, a BeV;'n jednotek
(p + 1)ho mista (op&t po&itdno odleva), je-li 7 liché. Dokaite!

17. Pfi pokusu odkapévala kapalina ze silnost®nné kapilary v kap-
kéch. Bylo zvéfeno 200 kapek a zjisténo, Ze vaZi (6,72 4 0,01)g.
Hustota kapaliny je (0,845 + 0,001)g/cm?® 8 jakou piesnosti lze
z téchto idejl stanoviti priumér kapky ze pfedpokladu, Ze jsou viecky
kapky stejné? (= == 3,1418.) — [2r = (0,4235 + 0,0004) cm.]
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III. ZKRACENE POCITAN{

9. Chyba priméarni a sekunddrni. V této kapitole odvodime
pravidla t. zv. zkriceného politani. K tomuto zpisobu
potitéini jsme vedeni zkusenosti, Ze pii vypoditdvini vysledki
obvyklym zpisobem dostivdme znaény podet mist, jez
obsahuji &islice nezarudené, a proto zbyteéné. Ve vypodtu
Ize v8ak vymechati urdité elementdrni vykony a usporddati
jej tak, abychom nezaruéenych é&islic dostali co nejméné.
Takto uspofddané poletnf{ vykony 'se oznaluji ndzvem
zkrdcené poéitind.

Jak jsme jiz ukdzali v pfedchdzejici kapitole (a jak ukd-
Zeme i v ndsledujici) stfedni aproximaci r; sprdvného vy-
sledku R dostaneme, provedeme-li vypoéet tohoto vysledku
zestfednich aproximacidanych éisel obvyklym (nezkrécenym)
zplisobem poéditdn{, jak jsme se mu naudili ve 8kole. Pfi tom
vznikd chyba R — r,, kterou jsme v odst. 2 nazvali (prostd)
chyba stfedni aproximace a kterou budeme také nazyvati
chyba primdrni. Jestlize viak podetni operace upravime tak,
Ze misto zbytedné piesného ¢&isla r; dostaneme jinym podet-
nim postupem méné pfesné &islo r,, vznikd nové chyba, jez
je ddna rozdilem 7, —r, a pro niZ zavedeme nézev chyba
dyjpoltu éili chyba sekunddrni. Ndm oviem jde o to, od se &fslo
rq lidi od pfesného vysledku R, ¢ili o rozdil

R—ry= (B —r)+ (r,—ry).

Tento rozdil se jmenuje chyba dhrnnd (totdlni). Jak je vidno,
chyba uhrnnid je rovna soudtu chyby primérnf{ a chyby
sekundérni.

Je-li g, hornj hranice chyby primérni, t. j. je-li |[R —r)| <
< 0y, 2 je-li g, horni hranice chyby sekundérni, t. j. je-li
|1y — 75] £ 05, je horni hranice chyby dhrnné

|IB—ry| = |[(R—r) + (r,— )| £ IR—n]+|r—r| <
é 011+ 0
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V ptedchézejicf kapitole jsme vySetfili horn{ hranici chyby
primérni pfi nékterych jednoduchych podetnich vykonech;
v této kapitole podrobime rozboru chybu sekunddrni pii
tychZ poéetnich vykonech.

Pfedevsim vime, Ze chyba primdrn{ zévisi toliko na stied-
nich aproximacich danych é&isel a na jejich chybédch prostych;
jsou-li dand ¢isla aproximovédna s uritymi chybami, je tim
jiz uréena velikost primdrni chyby. Chceme-li ji zmensit,
musime uZiti pfesnéjSich aproximaci. Naproti tomu velikost
chyby sekunddrni z4dvisi na tom, jak uspofdddme poletni
vykon, t. j. kolik a jaké elementdrni vykony vynechdme
a do jaké miry se tak pfibliZime nezkrécenému podetnimu
vykonu. Proto lze velikost sekunddrni chyby zpravidla libo-
volné sni%iti tak, aby neméla pfili§ velky vliv na Ghrnnou
chybu vysledku.

Cvilent. 18. Nutné a dostalujici podminka pro to, aby absolutni
hodnota thrnné chyby nebyla v&tsi neZ absolutni hodnota primérn{
chyby, je, aby chyba primarni a sekundérni byly opaénych znamének
a aby absolutni hodnota sekundarn{ chyby nebyla vét&{ neZ dvoj-
nésobek absolutni hodnoty primérni chyby. DokaZte! — [Ozna&ime-li
primérnf chybu p, sekundérnf chybu s, mé platit |p + s| < |p|.
Vezméte v ivahu vlechny kombinece znamének, jichz mohou nabyti
tisla p + s 8 p.]

10, Zkrdcené stitani a odiitinl. JeZto budeme vySetfovati
pouze sekunddrni chybu, miiZeme pfedpokladati, Ze &fsla
A,B,C,..., s nimiZ providime vypoéty, jsou ddna pfesné.
Je-li déno &islo 4, Ize vidy najit takového mocnitele r, aby

10 < A < 107+,

Délime.li éfslo 4 &islem 107, vyjde podil a, a zbytek z;
a, je &islo celé, pro néz plati 1< a,< 9, a vedle toho
0 < z, < 10". Délime-li déle &islo 2 “&slem 1071, vyjde podil
a,—, a zbytek z,._,; pfitom a,_, je &islo celé, pro néz plati
0L a,,5£9,a0< 2, < 101, Tak lze pokradovati libo-
volné daleko. Provedeme-li takovych kroki celkem p, dosta-
neme nakonec é&isla a,_p, 1, zZ—p4,, jeZ maji obdobné vlast-
nosti jako &isla a,,, z,—,. Oznaéme struéné r — p+ 1 = k.

31



Pak lze cely postup vyjadtit fadou rovnic, jich% je p=
=r—k+1:

A =a .100 H2z ,

2y =ar .10 42,

Zp g =Gy . 1072 42z,

Seétenim viech t&chto rovnic vyjde
A=a,.100 +a,_, . 1014 a,_, . 10"~2 4 ... +

—|— ag . 10" —|— k.
Cisla a,,a,_,, Gr—gy ..., ay, jichZ je p=r—Fk -+ 1, jsou
Cislice, jimiZ je A vyjidifeno v desitkové soustavé &iselné.
O é&islici a, fikdme, Ze je f4du r-tého, a,_, je Fddu r — 1 atd.
Cislo z;, pro n&Z platf 0 < 2, < 10%, budeme nazyvati zbytek
éisla A po &slict Fadu k-tého. Oznaéme 4, &islo
Ay=a,.100 +a,_, .10~ + a, ,. 102+ ... + a; . 10~
Je to &islo, které vznikne, zaokrouhlime-li ¢islo A bez opravy
na p = r — k + 1 mist; jeho posledni &islice je F4du k-tého.
Vzhledem k vlastnostem &isla z; plati

A < A< Ap+10%t.j. 4= A+ 0,5.10F + 0,5. 10%
Je-li ddno n &isel 4, B, C, ... a méme-li utvofit soudet

A+ B4CH ...,
miZeme dand é&isla nahraditi &isly Ay, By, Cy, ..., jeZ vznik-
nou zaokrouhlenim bez oprav tak, aby posledni &slice byla
fddu k-tého. Utvorime-li z nich soudet N

Ay~ By + Cp 4+ ...,

Ize jej povaZovati za dolni aproximaci hledaného soudtu.
Stfedni aproximace je pak o n . 0,5 . 10% v&t&i a hornf hranice
prosté chyby nenf podle odst. 4 vétsi nez n . 0,5 . 10%. Je tedy

+n7.05.108 £+ n.0,5.10%
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Qdtud plyne pravidlo: Sedteme-li z n danyjch séitancii jen ty
dislice, jeZ jsou fddu k-tého a vysstho, dostaneme dolni aproxi-
mact soultu s chybou, jejiz horni hranice mepfesahuje &slo
n.0,5 . 10¥ (zkrdcené s&itdni bez brani oprav).

Priklad. NiZe napsand &fsla chceme sedisti podinajic jed-
notkami f4du — 1. Vynechdme tedy viecky é&islice, jez jsou
Fddu niZstho neZ — 1, t. j. ty, jeZ jsou napravo od svislé &iry,
a vznikly soudet zvétiime o 5.0,5.10—! = 0,25. Vypodet
je tento:

27,5] 268
3,2(8973
412,5 | 27
42,0 | 368
0,075

485,2 + 0,25 + 0,25,

coZ lze psiti ve tvaru 485,4 + 0,3 nebo také 485,5 4- 0,3.
Piesnd hodnota je 485,45533.

Poznamka. Abychom sniZili horni hranici chyby, lze postupovati
také tak, Ze seiteme jebtd &islice fddu o 1 niZsfho, tento soulet za-
okrouhlime (s opravou) na jednotky toho fidu, na které chceme
potitat, a takto vzniklé &islo, jeZ se nazyvé oprava, k soudtu pfitteme
(zkrdcené séitdni 8 opravou). Tim se dolni aproximace sou&tu stane
netipinym ¢&islem s prostou chybou, jejiz horni hranice je 0,5 . 10%,
f4d sekundérni chyby se tim sniZf o I, nebof, vlastnd zanedbAvame
jednotky teprve Fédu k& — 2. Provedeme-li takto ty% vypotet znovu,
dostaneme

27,6 | 268
3,2} 8973
412,5| 27
42,0 | 368
0,0|75

485,4 4+ 0,05 4 0,025 4 0,025,
co% zaokrouhleno dé 485,43 4- 0,08. Poditdme: 7 + 3 + 2 4+ 8 + 2 =
= 22,oprava2;2+ 0+ 0 + 5 + 2 + 5 = 14 atd. Je oviem otdzka,

neni-li vyhodndjdf poéitat pfi téZe préaci radsji soudet bez brani
oprav o jedno misto pfesndji; v nasem piipads vyjde 485,44 + 0,03.

8v. 52—3 33



Jde-li o rozdil dvou &sel 4 = A, + 0,5.10% 4+ 0,5. 10%,
B= B;+ 0,5.10F + 0,5. 10%, dostdvdme

A—B= (A;+0,5.10%) — (B; + 0,5 . 10%) +
+2.05.10¢= 4, — B; + 10,

Zcela obdobnd pro algebraicky soudet » é&lendt kladnych
A, B, ... am &leni zdpornych P, @, ... vyjde

A4B+ ... —P—Q—..—A3+ Byt ...— Po—Qu—.. .+
+ (n—m)0,6.10% £+ (m + ) 0,5. 10,

Cvifendi. 19, Provedeme-li zkrédcené stitdni nejvyie 20 sitanci
potinejic F4dem k — 2 a zaokrouhlime-li (s opravou) posledni dva
mista vysledku tak, aby posledni &fslice byla fadu k-tého, je vzniklé
&fslo rovno é&fslu, jez vznikne, zaokrouhlime-li (s opravou) pfesny
vysledek tak, aby posledni &islice byla fddu k-tého, nejvyse anad
8 jedinou vyjimkou, je-li prvnf &islice vynechané p#i zaokrouhlovéni
¢tyfka nebo pdtka. Dokaite! — [Viz cvig. 8.]

20, Jestlize pied s¢{ténim zaokrouhlime kaZdého stitance s opravou
tak, aby jeho nejni2si &islice byla #¥4du k-tého, a takto zaokrouhlené
séitance setteme, dostaneme vysledek s touz horni hranicf prosté
chyby, jako kdybychom dané ¢isla seétli zkrdcend bez oprav poéinajio
éislicerni #a4du k-tého. DokaZte!

[1. Zkracené nasobenl. Budte ddna dvé &isla

A=a, 100+ a,_, .10~ 4 a,_, . 102 4 ... 4
+ @yppy . 107PHL,

B=1b,.10°+ b,_, . 10*-1 + b,_, . 102 ... +
+ by_gyy - 1082,

z nich% prvé m4 p cifer a jeho nejvyssi éfslice je Fidu r-tého
a druhé m4 ¢ cifer a jeho nejvy3si &islice je Fddu s-tého.
Znatky a,,a,_,, ..., @r—piq,s bsy be—y; - -+ 5 Ds—g i Znadi &fslice
a indexy znadi F4dy t&chto &islic. Zndsobime-li spolu dand
dvé &isla, lze jejich soudin C = A B psit
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C = ab, . 10+ + a,_b, . 107+5—1 |
targhy . 10F2 4 Loag b, 10F |4 ..

+ asby_, . 107+51 -
+ af—1bn._1 J10t+e—2 4 L+ a’k—0+1b0—1 . 10% .
+ar beg 10+ 24 Loap gygby . 10F [

Y+ + 0+

—I—a, bb__,].ok —I—-
+ ...

kde jsou pod sebou psény souéiny cifer, jez uddvaji podet
jednotek téhoz fddu. V kaZdém f4dku napsaného schematu
je urdity ndsobek &isla A.

Zahrneme-li do ndsobeni pouze jednotky fddu k-tého
a vysiiho, t. j. ponechdme-li pouze &leny stojici vlevo od
svislé d4ry naznadené v nafem schematu, dostaneme ¢&fslo,
jez je mensi neZ soudin 4B, nebof pfi tom zanedbidvime
&leny F4di nizdich. Takto vzniklé éislo oznadime c, a budeme
je povaZovati za dolni aproximaci souéinu C.

Jezto déle plati pro kazdé m
10" >ap, . 10m1 + g, ,. 10" 2+ a, ,.10m3 4 ...,

kde a,—,, ap—,, ... jsou &islice ¥4du m — 1, m — 2, ..., Ize
tvrdit, Ze soudet &lend v jednotlivych fddcich vySe uvede-
deného schematu za svislou &arou je men&i ne b, . 10%,
by, - 10%, b, _, . 10%, ..., tak?e plati
C<ab,. 100+ 4 a, b, .107+5—1 |
+ a,_b, 107t 4 (ap—, + 1)by .10% 4
+ by . 10701 4
+ @rybpy  107H2 4 (@ gy + 1)Dp—; - 10F 4
+ay by 107F2 b (@ppn + 1)y . 10F +




pti demZ posledni &len vpravo je vét3i neZ soudet viech
ostatnich élenlt v daldich Fddeich. PovaZujme tento vyraz
za horni aproximaci ¢, soudinu C. Je tedy

€a—C = (by + by—y + by—s + ... + bp—p + 10) . 10,

Abychom snadno nalezli &islo ¢;, uspofdddme vypotet
takto: Napileme &lslice ndsobitele pod {islice ndsobence
v opaéném pofddku tak, aby nejvysst Elslice ndsobitele (b, Fddu
8-tého) prisla pod &islici ay—, fddku (k—s)tého. KaZdou &islict
ndsobitele ndsobime tu &islict ndsobence, jes stoji pFimo nad ni,
a viecky ostatni, jeZ od ni stoji vievo. Takto veniklé souéiny
napideme tak, aby prisly pod sebe posledni &islice na pravém
kraji (Fddu k-tého) a selleme. Vzniklé éislo je dolni aproximact
soubinu; pfitom horni hranice prosté chyby je mendt nes tolik
jednotek posledniho fadu, kolik &int polovina soudtu téch éislic
ndsobitele, jichZ jsme pFi ndsobeni ufili, zvétseného o 10, nebo
(vzhledem ke komutativnosti ndsobeni) horn{ hranice prosté
chyby je také mendt, nef tolik jednotek posledntho fddu, kolik
éinf polovina soultu téch ¢islic mdsobence, jichi jsme pfi
ndsobent pouZili, zvétseného o 10 (zkrdcené ndsobent bez oprav).

Priklad. Nisobme &isla /2 = 1,4142136, = = 3,1415927
tak, aby ve vysledku vysly é&islice fddu — 5 a vys8iho.
Tu je r=s=0, k= — 5. Napieme tedy nejvyssi &islici
ndsobitele pod tu é&islici ndsobence, jez je fddu — 5. Vypodet
vypadé takto:

729 51413

4 24263
14142
5656
141

70

9

4,44281 4 12.10—5 4+ 12.10—5.
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JeZto soudet ¥fslic nasobence, jichZ jsme pouZili k vypoétu
a jeZ jsou v ndsobenci podtrZeny, je mensi nez soudet ¢&islic
ndsobitele k vypodtu pouZitych, je horni hranice prosté
chyby mensi nez

Hl4+4+ 144424 1410).10~5==12.10-5,

Tuto hodnotu tfeba k nalezené dolnf aproximaci pFidfsti,
takZe je
V2. 7= 4,44293 4- 12.10-5.

Piitom jsme zanedbali (nepatrnou) chybu primdrnf, je%
je men3i nez 0,5.10—7.1440,5.10—7.3,1=2,3.10—".

Umisténi desetinné &irky ve vysledku lze provésti bud
podle pravidla, Ze fdd souéinu nejvy3Sich cifer &initeld je
roven soudtu fadh téchto nejvyssich cifer, nebo mechanicky,
uvédomime-li si, Ze f4d nejnizdi ¢&islice vysledku je rovemn
soudtu f4dd kterékoli &islice ndsobence a té &fslice nisobi-
tele, jeZ je pod ni v nasem schematu napséna.

Poznimke. Hornf hranici prosté chyby pfi zkrdceném nésobenf
lIze sniziti tim, %e se nésobi i &islice, kterd stoji o jedno misto déle
vpravo nad ¢&islici ndsobitele, kterou prédvé nésobime, a vznikly
soudin téchto dvou é&islic zaokrouhlime na &fslici jedinou, jiZ pfitteme
k soudinu &islic nad sebou stojicich (zkrdcené ndsobent s brantm oprav).
To je totéz, jako kdybychom zkrdcenym ndsobenim bez oprav poé&itali
o jedno misto vice & v kaidém Fddku posledni &fslici zapkrouhlili.
Tim se vypodtend dolni aproximace soudinu sama stane neuplnym
¢islem s hornf hranici chyby n . 0,5 . 10%, kden = s — (k—r—1)+
+ 1=r+4 88—k 4+ 2 je potet fddk1,*) nebot v kazdém Fadku miZe
vzniknout chyba aZ o polovinu jednotky posledniho mista; naproti
tomu hornf hranice (sekunddrni} chyby se tim snfZi, jetto jde vlastnd
o zanedbané jednotky Fidu k — 1. Provedeme-li podle toho vy&e
vypoéteny pfiklad znovu, dostaneme

*) Tim, Ze ndsobime ¢&islici stojicf o jedno misto dile vpravo,
zvétsi se podet Fddki o 1; v poslednim Fédku mutZe byt po zaokrouhleni
nula,
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1,4142136 x 3,1415927
729 51413
4 24264
14142
5657
141
70
13
4,44287 + 3,5.107% + 13.107% 1 13.107°8,

Pfitom poéftéme prvy fadek: 3.3 = 9, oprava l, 3.1 =3, 3+ 1=4
& zapiSeme 4 atd. JeZto n = 7, je horni hranice chyby vzniklé za-
okrouhlovénfm 7.0,5.1073 = 3,6.107°. Hornf hranice chyby
vzniklé zanedbanim &lend niZsitho fddu je (1 +4 + 1+ 4 + 2 +
+143+10).107%=13.10"° & musime ji k vypoStené dolni
aproximaci pritisti. Je tedy celkem

V2.7 = 4,44288 £ 5.1075.
I tu je otdzka, je-li tento zplisob ekonomicky a neni-li vyhodndjsi
potitat radéji bez oprav o jedno misto pfesndji. Vypolet neni o nic
delsf:

1,4142136 x 3,1415927
72 951413

4 242639
141421
56568
1414

705

126

2

4,442875 + 13.10 — %4+ 13.1079,

Presné hodnota je V2 . 7 — 4,44288294.

Cuvident. 21, Pokud pki zkréceném nésobeni nendsobime vice ne:
deseti ¢fslicemi od nuly riznymi, nepfekroéi horni hranice sekundérni
chyby soutinu a) 50 jednotek posledniho mista, poéitéme-li zkrécend
bez oprav, a b) 10 jednotek posledniho mista, poditdme-li s branim
oprav. DokaZte!

22, Soudin dvou &fsel, z nich% kazdé mé méns neZ 10 &islic, vypodte-
me zkrdcenym nésobenim bez brani oprav, ve vysledku vynechdme
dvé poslednf &fslice a posledni zbylou é&fslici zv8tdime o 1. Toto &islo
se li&f od stfedni aproximace soudinu o mén® neZ o polovinu jednotky
posledniho ponechaného mista. DokaZte!
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28. M&.li sekundérni chyba soudinu byt men3f ne% & jednotek
m-tého Fadu, stadi poditati tento soudin zkrdcenym nésobenim bez
bran{ oprav tak, aby nejniZ3f &islice soudinu byle k-tého fddu, kde

< 2¢e
k< m+ log T+ 10°
pfitom & je soudet ¢islic jednoho &initele. DokaZte!

12, Zkrdcené délenl. Nechf jsou dédna dvé &isla A4, B, o nichZ
budeme pfedpoklddati, Ze

1<B<10, BZL A<I10B.

Ponechdme-li v &isle A k desetinnych mist a ostatni vynech4-
me, dostaneme ¢&islo, jeZ oznadime A;; jeho nejniZi &slice je
fddu — k-tého. Podobny smysl bude mit znak B;. Je-li na p¥.
B=314159 ..., je B,= 3, B, = 3,1, B,= 3,14, B, — 3,141
atd.

Je vidno, Ze platf

B< B,X B,< ... Bi < By
znaménko rovnosti je pfipustno jen mezi takovymi dvéma
tisly, z nichZ druhé mé na poslednim misté nulu. Vedle toho je
B; £ B pro ka#dé i.

Znaménko rovnosti plati jen tehdy, m4-li &fslo B na viech
mistech f4du niz5tho ne% —¢ vesmés nuly. Podobnd je 4; < 4.
Dile plati

B,+12>2B,4+10'1>B,+ 102> ... >
> Bk—1 + 10—(k—1) > Bk + 10—"

znaménko rovnosti plati jen mezi takovymi dvéma &fsly,
z nichZ druhé méd na poslednim misté devitku. Vedle toho
je pro kazdé
B;+ 10— > B, &ili B; > B— 10— a také 4; > A4 — 10—

Podle pfedpokladu je B < A, pak musf také B; < A, pro
kadé 4. A; je totiZ nejvétsi &slo ma;im { desetinnych mist,

jez neni vétéi nez 4, podobné B; je nejvétsi &islo majici
1 desetinnych mist, jeZ nenf v&t3f nez B. Ale B; < B < A.
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Kdyby bylo B; > A;, nebylo by A4; nejvéts{ &islo majici ¢
desetinnych mist, jeZ je men3i nez A4, nybrz B; by bylo v&tai.

Naproti tomu z piredpokladu 4 < 10B nikterak neplyne,
Ze by také musilo 4; < 10B;; miiZe se stdt, e 4; > 10B;,
ale vidy je 4; < IOB¢ + 10—+1, nebot 4; < A4, B < B; +
-+ 10—* pro kazde 1.

Délime-li éislo Ay éislem By, dostaneme podil ¢, a zbytek z,,
t.j.

Ap = ¢,B; + 2, kde 0 2, < B;.

Podle toho, co bylo pravé fedeno, jo

Ak 4 10—k+1
< == 2 <1 —
IS =ctg <10+
Odedteme-li ode véech &lenti této nerovnosti &islo z,: By,
které je mensi ne 1, vidime, Ze
—k+41 —k+1
0< 1— < co < 10 + &——ig 104
B, B, = B,

Pi'edpokladéme-h, Ze k> 0 a Ze ¢, je celé, je ¢, Vazdno ne-
rovnosti

1< ¢, < 10.
Pritom nejniZsi &islice zbytku z, je fadu — k.

Utvofme nyni vyraz 10z, a délme jej &islem B;_,. JeZto
By, + 10D > B, + 10-%, je 0 < 10z, < 10B, <
S 10By,; + 10—++2 _10—k+1, Je.li podil ¢, a zbytek z,,
t. j. je-li

102y = ¢, By—1 + 23, kde 0 < 2, < By,

je také

0< ) 10zo 10—++2— 10—++1

= o+ p-<10+

By,

Odeéteme-li ode v3ech &lentl této nerovnosti é&islo z, : By,
které je mensi nez 1 vyjde
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2z 10—k+2—_10—*k+1 2

—l<— Leg<lo — <
B, ="1 T By, By, =
10—k+2__10—*+1
<10
- t By,
Je-lik > 1 a je-li také ¢, &islo celé, je
0 b i}

Pak je nejniZsi &islice zbytku 2, fddu — (k¥ — 1). Obdobné Ize
v délenf pokradovati dile. Nakonec dojdeme k déleni &islem
B,. Dostdvime tak k + 1 celych &isel ¢; a k + 1 zbytki z;,
pro néz plati k + 1 rovnic

Ay =co By -2z 1 g('o '<._10, ngo < By
1029 =¢; Bp_;1+2; 0 gcl §10, ngl <Bj,
10z, =c3 By _ot2 kde 0 _gcz élO, 0§22 <Bp_o

10z _p=c; 1By +2k— 064510, 0527 1<B;
102;_;=c¢; B, +z 0 éck §18,*) Oézk <B,

Nédsobime-li tyto rovnice postupné &isly 1= 10°, 101,
10-2,...,10—%—1, 10—* a sgefteme, zrudi se &sla z,,z,
Zgy -+ » 21 & vyjde rovnice

Ak = coBk + clBk—l . 101 + Gsz_z . 102 + ... + 1 (*)

+ ¢x—y By . 104D ¢, B, . 10—F + 2, . 10—*, |
pii éem? z; je jedna é&islice, pro niZ pla.i:l’ 0 < z; < B, Pak
také z; + 1 < By < B. Jeito déle
A—10*< A, Bi < B, B, ;< B,
B, 2<B,..,B<B, B,< B,

*) Je totiz B, + 10! < By + 1, takZe 7z < B, + 0,9; proto

—z
By + 2, = 10z, < 10B, + 9, ¢ilic, < 10 +?B t ProB,=1
[
je z = 0, takze ¢; < 19.
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plyne z rovnice (*)
A—10* < (cg+ ¢ .10+ ¢,. 1024 ...+
+ ciy . 10~¢—D 4 ¢, . 10~4)B 4 2, . 10~F,
&ili
A
B <+ e 107V 4¢,. 1024 ...+ ¢y . 10D 4
+ (e + 1) . 107,
nebof z; + 1 < B. Naproti tomu jesi;

A> Ay, By >B—10~+*, B,_, > B— 10—,
B, o >B—10—%-2, .., B, >B—10-!, B,>B—1,
z; 2> 0, takZe z rovnice (*) dostdvédme také

A>(p+¢ - 107"+ ¢,. 1024+ ...+ ¢y . 10—CG-D 1
e 104 B—(co+ e+ e+ -+ e+ ) . 107,
&ili
4 >cot¢ 1071+, 102, + gy . 10—D) |-

B
+(6k+1)'10_,,_(co+c1+cz+é..+ck_1+ck+1)_10_,,_

Lze tedy tvrdit, Ze vyraz
Cot+¢ .10 14¢, . 1024 ...+ ¢y . 10—F—D) | (c)}-1) .20

je horni aproximaci podilu A4 : B, pfi éemZ horni hranice
chyby je mensf nez

1}(co‘|""1"‘cz‘l‘---'|'ck—1‘i‘clc

.10*,
B + l) 0

Kdyby byla nejvyssi é&islice ¢isla B fddu s-tého, lze psit
B=B.10, kdi 1< B < 10, a pak lze poloZit A = 4 . 10

tak, aby B 4 < 10B. Pii tom r je ¥4d ne]vyééi Cislice
tisla 4 nebo je to F4d jeho druhé éislice zleva. Pak je
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A
B

Pro &islo 4 : B plati viecky vyS%e odvozené vysledky; platf
tedy i pro ¢slo 4 : B s tou zménou, Ze f4d kazdé &fslice tfeba
zvylitor —s.

Predchdzejici dvahy jsou podkladem zkriceného déleni.
Pii ném postupujeme takto: Z délitele B ponechdme uréity
podet &islic; z délence A jich ponechdme tolik, aby &islo, jeZ
vzniklo z B, bylo v ném obsaZeno asporn jednou a ne vice nef
desetkrdt, pfi &emé mebereme zfetel na desetinnou &rku.
Délime-li upravené &islo A upravenym &islem B, dostaneme
pront éislici podilu. Pak vynechdme v upraveném déliteli
poslednt &islici a takto upravenym délitelem délime zbytek
pfedchdzejictho délent. Tim vyjde druhd &islice podilu. Nato
vynechdme v délitelt daldi &islici a pokradujeme v délent tak
dlouho, pokud to lze, t. §. aZ zbude v déliteli jen jedind E&islice.
Zvétdtme-li poslednt &slici vysledkw o 1, dostaneme horni
aproximaci hledaného podilu s chybou, jejif horni hranice
je mendt neZ polovina ciferného soudtu podilu déleného délitelem
a zvétdeného o 1 (zkrdcené déleni bez oprav). BudiZ je5té
poznamendno, Ze pii zkrdceném déleni se muZe stdt, Ze
nékterd ,,&islice* podilu vyjde rovna deseti, coZ neni moZné
pii déleni obyéejném. Pak napifeme misto ni nulu a pfed-
chdzejici ¢&islici zvysime o jednotku. Posledni ,,é&islice‘
by mohla byt dokonce i rovna 18.

Priklad. Potitejme podil V272 aproximaci V2 —1,4142136,
7t = 3,1415927, pfi éemZ se v déliteli omezime na &fslice Fddu
— 5 a vyssiho. Dostaneme

. 107,

bull B

—1 0
1,4142136 : 3,14,159(27 =

157577 -1
502 = 0,450160 + 1. 10-8—3.10—% + 3.10-.
188
2
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Cislo 1414213 délime &islem 314159 (desetinné &irky si ne-
viimdme); vyjde prvd &islice podflu 4 a zbytek 157577,
ktery délime &islem 31415. Dostaneme dalsi &islici podilu 5
a zbytek 502. Ten délime é&islem 3141 atd. aZ posledni zby-
tek 2 délime &islem 3. Vyjde posledni &fslice podilu 0, kte-
rou zvySfme o 1. Vynechané ¢&islice v déliteli oznadujeme
zatrzenim. Horni hranice chyby je

44+54+04+14640
%(+ +3j4+++1)

= 3 jednotky po-
slednfho mista.

Drobné &islice nadepsané nad jednotkami &isel 4, B udévajf
Fady téchto cifer a slouZi k uréeni f4du nejvy3si &slice podilu.
Jezto — 1 — 0 = — 1, je nejvyss{ &islice vysledku fddu — 1.
Je tedy celkem

V2 ': 7 = 0,450158 + 3. 10—°.

Pfitom jsme zanedbali (nepatrnou) chybu primérnf, kterd
je mensi neZ

1,41 3,14

Poznémka: Podobné jako ostatni podetni vykony providi se nékdy
i zkrdcené d&leni s branim oprav, t. j. do vypoétu bereme o jednu
&islici vice a vysledky vykonu s tdmito pfidanymi &islicemi zaokrouhlu-
jeme na jedno misto a pfi¢itdme je jako opravu. To znamend, Ze
v rovnici (*) se zvysl indexy &isel Ay, Bg, Bx—1, Bk—2, ..., B, By
o jednu e v &islech Ag+1, ¢oBk+1, ¢,Bg.10—1, ¢,Br—1.10—2,...,
ck—1B, . 10—&—10), kB, . 10—%, jez tak vzniknou, se zaokrouhli po-
sledni &fslice, jeZ jo Fadu — (k — 1). Tim se ka2dé z t&chto &isel na-
hradi neupinym &islem s horni hranici chyby 0,5 . 10—*. Rovnice (*)
nabude tak tvaru

.10~ 107
(0,5 0 0,5.10 ),0,450: 2,3.10-8,

Ay £05.107% =By ) + 0,8, 107 4 ¢,B, . 1072 +
+ oty (B 100¢ D L oB 107F L 2 +1).0,5.107F 4
+ 2. lO_k,
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z ni% odvodime jednak

4< Co+6.107 46, 1072 e 107D

B
(k+2).0,5
B

nebot z, < By, z;, + 107! < B, < B, a jednak

+lep+1.107F ¢ .107F,

4
=>e+6.107 4. 10724 4 c107%D 4

B
\d Co+ €+ 6+ ... +¢ +c
-k [ 1 id k—1 k —k
+ (cp +1).10 ( 108 +1).10 +

(k+2).05
:}:——B .

107,

V poslednim &lenu &fslo k£ + 2 zne&i podet &islic podilu rtiznych od
nuly zvétleny o 1. Je tedy podil 4 : B vyjadien stfednf aproximact

[ 10-1 + . 10°2 + .o teg_q- 10— ¢=D +

4+l + 1. 107F—
1 c°+c,+c,+...+ck_1+ck
_'2'( 10B

pFi éemz hornf hranice chyby je men&i neZ
o+ ¢ +C+ ...4+¢ 4+ ¢
l(o 1 ] E—1 k+l+kzz).10_k.

+ 1) L107%,

2 10B

ZvyBeni plesnosti, jehoZ tim doséhneme, je celkem nepatrné, proto
je vyhodnéjsf raddji potitat bez oprav o jedno misto pfesndji. Pro
srovnéni uvddime oba zpiisoby vypod&tu:

1,414213(6 : 3,141:59(27 = 0,450158*)
157576
496
182
25
0

*) Znaménka == budeme uZivati pro pfibliZnou rovnost, nestarajice
8e o chybu, jeZ touto aproximaci vznika.
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1,4142136 : 3,141592|7 = 0,4501584
1575768
4973
1832
262
14
2

V prvém pifpadsd je
V2 :a = 0450159 —0,9 . 10~ + (0,9 + 1,0) . 10~% =
= 0.450158 + 2. 10~°,
kdeZto ve druhém po témér stejné ndmaze

J2:7 = 0,4501585 —5.10~7 + 5.10~7 = 0,4501680 + 5.10~"
s presnost{ daleko v&t&f.
Cvilent. 24. JestliZze pii zkradceném déleni bez oprav vyjde ndkterd
nifslice** podilu rovna 10, nésleduji za nf vesmé&s nuly nejvyse s vy-

jimkou posledni &islice podflu. Dokazte! — [Uvé&domte si, jaky zbytek
mufe vyjiti, je-li nékteré &fslice podilu rovna 10.]

25. Je-li délitel vatdi nez 4,6 a uréime-li zkrdcenym délenfm bez
oprav podil na n mist, je horni hranice sekundérn{ chyby mensf
nez n + 1 jednotek posledniho mista. DokaZte!

26. Jestlize pfi ddlenf stanovime nskolik prvmich é&islic podilu
délenim obyéejnym a teprve dalsi &islice délenim zkrécenym, lze
ve vyrazu pro odhad horni hranice chyby vynechat ty é&fslice, jeZ byly
stanoveny obylejnym délenim. DokaZte! — [Je-li obydejnym délenim
stanoveno % &fslic, je By =B, _, =B} _,=... = Bk—i+1 = B.]

m
I3, Zkricené odmociiovanl. Mdme-li vypoditat l/A, predpo-
klédejme, Ze jsme né&jak jif stanovili ndkolik prvnich &fslic
této odmocniny, pfi ¢emz posledni stanovend é&fslice bud fddu
k-tého. Oznadme takto nalezené &islo pismenem B. To znaéi

m m
/4 > B, ale }J4 < B+ 10t
&ili

m
JA=B+c, kde 0<c< 10k
m
Kdyby bylo ¢ = 0, bylo by pfesns ]/Z = B. Umocnénim
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a pouZitim binomické véty dostaneme z nalezené rovnice
A=Bm+m.Bm—lc+(g’)Bm—2c=+ (*)
+ (?)Bm—sci’—i— O
Na pravé strané ponechme pouze prvé dva ¢leny a ostatni,
jichz je m — 1, vynechme. Tim se zmensi hodnota pravé

strany, takZe je
A > Bm™ 4+ m . Bn—1c,

Odtud plyne
A—Bm

c < m——. BT’
Zavedeme-li oznaéeni

A—Bnm

m B o
dostdvidme

¢ < Cy.

Jestlize za druhé na pravé strané rovnice (*) nechdme prvé
dva &leny beze zmény a piSeme-li v ostatnich m — 1 &lenech
¢, misto ¢, ZzvE&tsi se prava strana rovnice, takze je

A< B"+m. B”’—lc—l—( )B”'—202 +

+ ( 3 )Bm—3023+ ...+ co™.
Odtud dostdviame

(i 53]+ ]

Tim jsme sevieli &islo ¢ mezi dvé meze, z nichZ jednu miZeme
povaZovati za horni a druhou za dolnf aproximaci &isla c.
Hornf aproximace ¢, vyjde, délime-li zbytek pfi odmocriovan{
A — Bm &islem m . Bm—1,
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Pro druhou odmocninu je m = 2. Podle toho méme

A _ Co
C<G="3p *°7 % 3p
takze
_ e X
¢=¢%—3g T 1F

Stanovime tedy u druhé odmocniny uréity podet mist (tfebas
podle tabulek nebo odmociiovdnim) a pak lze dalSi mista
ptiblizné urditi tak, Ze zbytek p¥i odmocnovini 4 — B*
délime dvojnisobnym dosud zndmym &éisteénym vysledkem.
Tim dostaneme horni aproximaci druhé odmocniny. Horni
hranice sekundérni chyby je men3i nez druhd mocnina nale-
zeného podilu délend &tyrndsobnym &isteénym vysledkem.

Priklad 1. Uréeme Vﬂ)— Odmocnénim nalezneme &tyfi
¢islice vysledku:
J/10 > 3,162, |/10 < 3,163, pii &em% 10 — 3,1622 = 0,001756:
Dalsi mista dostaneme délenim
¢, = 0,001756 : 6,324 = 0,000277672.
Pro horni hranici chyby dostaneme odhad

c2 _ (28.10-5)2 10
B d.3e — ol
Je tedy celkem

Vﬁ: 3,162277672 —62 . 1019 4 5.10-10 4-62. 1010 =
= 3,162277666 + 7 .10,

nebof vySe vypodteny podil je uréen s chybou 5.10-10,
Jestlize misto déleni oby&ejného uZijeme d&leni zkriceného
zvétsi se chyba vysledku o chybu tohoto zkridceného déleni.

Priklad 2. Poéitejme jedté VE, kde e = 2,71828 je zdklad
pfirozenych logaritmti. Odmocnénim dostaneme &étyfi mista
vysledku 1,648 se zbytkem 0,002376. Primarn{ chyba je podle
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odst. 8 mens( ne%
0,5.10-5
- — 6
557 1,65=—0,15.10-5.
Daldi mista vysledku dostaneme zkricenym délenfm bez
oprav

-4 0 -4
0,002376 : 3,296 ~ 0,000720 }

688 10
30
. 0
8 chybou, jez je mensi nez
1 /2410 . -
5 ( 33 +1).10 = 23.10—7,%)

takZe jest
¢, = 0,0007211 — 2,3 .10—7 4+ 2,3.10—".
Chyba vznikld tim, Ze jsme odmoctfiovani nahradili délenim,

je mens$f neZ c,2:4B=152.10"8:6,6-==8.10-8. Je tedy
celkem

Je= 16487211 —2,3.10—7—0,8.10~7 4+ 15.10—7 +
+23.10~7 4 0,8.10—7 = 1,648721 4 2.10-9.

Podobné pro tietf odmocninu je m = 3, takie

A—B? cq? cy
T °>°=—7(‘+3—B '
Pi'edpoklé.déme'-l.i, %e B mé aspon 3 é&islice, z nichZ posledni
je fddu k-tého, je B => 100 . 10%, ¢ < 10¥%, takZe

g  (B4cP—B ¢ c 0_2
_3_Bl+f+ 3 < 0,0034.

3B 9B®

*) Jeito zkridcené déleni zatind teprve stanovenim druhé &islice
podilu, nenf tieba p¥i odhadovéni horni hranice chyby brat zfetel
na prvni &fslici (viz evié. 26).
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JeZto chybu neuddvdme nikdy presnéji neZ na dvé mista,
Ize v dolni aproximaci &isla ¢ élen ¢, : 3B vynechat, takie
je s dostatednou piesnostf
_. cg? N e?
=973 T3

3 .
Pfiklad 3. Podle toho dostévame pro |/z, kde = = 3,14159,
3

z tabulky tfetich mocnin pfibliznou hodnotu 1,46 < l/3,l4l 59

—5
se zbytkem 0,029454. Primérni chyba je mensi ne# 0’2 - ‘liOl_ .
.1,5=—8.10—7, Vedle toho je 1,462 = 2,1316, takZe zkra-
cenym délenim dostaneme dali mista vysledku

-3 0 -3
¢; = 0,029454 : 6,3948 ~ 0,0046061
38748
384
6
0

, . 1 (6+4+6+41
8 chybou mensi nez o\ s

Tim, Ze jsme odmociiovdni nahradili délenim, vznik4d chyba
mendi net ¢2:2B=21.10-9:2,92--7,2,10~9%, takie
je celkem
3
VJ?= 1,4646062 — 1,5.10—7—172.10—7 £+ 8.10~7 +
+15.1077 4 72.10—7 = 1,464599 4- 9. 108,

Poznémka. I tu by bylo lze pti zkrdceném déleni bréti opravy,
ale zvyseni presnosti by bylo vétdinou bezvyznamné.

+1}.10-7=1,5.10—".

Cvifeni. 27. Prvni ,gislice*’, kterd vznikne, jestlie poditame dalsf
mfista v odmocniné (nezkrécenym) délenim, muzZe byt rovna 10.
Dokazte! — [Vyjddiete c, 8 pomoci B a c a uvédomte si, jakych hodnot
muZe B a ¢ nebyti.]

28, Jestlize pii hledani druhé odmocniny stanovime odmocriovanim
nmist vysledku (pfi éemZn > 2) a uréime-li dalsi mista (nezkrécenym)
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délenim, nadez vznikly podil zaokrouhlime na n — 1 misto (takZe
obdriime celkem 2n — 1 mist ve vysledku), je chyba vysledku men&i
nez 0,8 jednotky stojici na poslednim mistd. DokaZte!

29, Potitdme-li tymZ zpiisobem tfetf odmocninu, mohlo by se v kraj-

nim piipadd stéti, 2e horni hranice chyby pfekrodi zcela nepatrnd
jednu jednotku posledniho mista. DokaZtel
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IV.OBECNA METHODA K VYPOCTU HORNf HRANICE
CHYBY

14. Funkce jedné promdnné. V této kapitole budeme potiebo-
vat nékolik vét z diferencidlniho pottu. Uvedeme je vétiinou
bez ditkazu s odkazy, kde lze pfesny dikaz nalézti.

Je-li déna funkce y = f(z) jedné proménné z a dosadime-li
sem za z neuplné &islo A = a + «, bude také hodnota této
funkce nedplnym &fslem. Cheeme nalézti hornf hranici chyby
tohoto neiplného é&isla.

Omezime se jen na takové funkce f(z), jeZ jsou spojité
a maji derivaci f'(x) v celém intervalu [@a —o«, @+ o],
uréeném dolnf a horni aproximaci éisla 4, i na jeho hranicich.
Viechny funkce, s nimi% se v praxi setkdvdme, tomuto
piedpokladu vyhovuji.

Pro jednoduchost budeme jesté pfedpoklddati, Ze tfeba
a < A. Jeito interval [a, A] je cely obsaZen v intervalu
[@a — «, a + o], funkce f(z) je spojitd a m4 derivaci i ve viech
bodech intervalu [a, A]. Pak pro tuto funkei plati véta
o stfednt hodnoté, zndmé z diferencidlniho po&tu.*) Podle této
véty existuje aspori jedno &islo z,, pro néZ a < zy << A4,
které m4 tu vlastnost, %e

f(4) — fa) = (4 — a)f'(x,).

Znizornime-li si prabéh
funkce y = f(z) geometricky
v pravouhlé soustavé soufad-
nic z,y kfivkou (viz obr. 2),
na ni¥ argumentu a odpovidd
: bod P a argumentu 4 bod @,
=—9d—=  npeznamen4 véta o stiedni hod-
noté nic jiného, neZ to, Ze na

Obr. 2. kfivce existuje mezi body P,
@ aspoti jeden bod M té vlast-
nosti, ¥e teéna v n€m je rovnobéind s tétivou PQ.

*) Jeji dikez je v ka%dé udebnici diferencidlnfho poétu. Viz na pf.
Gech str. 110, véta II.
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Hodnot8 argumentu A4 odpovidd hodnota funkce f(A)
a hodnoté argumentu e odpovidd hodnota funkce f(a).
Jestlize misto pfesné hodnoty argumentu 4 dosadime stfedn{
aproximaci a a povaZujeme-li f(a) za stfedni aproximaci
hodnoty f(4), dostaneme hodnotu funkce s chybou f(4) —
— f(a), jez je podle pfedchézejiciho rovna vyrazu (4d—a)f'(z,),
kde z, je vhodné volené &islo z intervalu [a, 4]. Kdybychom
pledpokléddali, Ze @ > A, nic by se na nasi ivaze nezménilo,
a% na to, Ze by se na obr. 2 body P, @ navzdjem vyménily.

Ném jde o absolutni hodnotu nalezené chyby. Pro ni platf

[f(4) — f(@)] = |4 —a] . |f'(,)]-
Prvni dinitel na pravé strané je [4 — a| < «. Probihd-li =
rizné hodnoty z intervalu [@ —«, @ 4+ «], nabyvd vyraz
|f'(z)| urditych hodnot a pro jakési z,’ z tohoto intervalu
se stdvéd nejvétdim, takZe plati |[f'(z)| < |f'(x,')| pro viecka =
z intervalu [@ — o, a + «], a tedy také pro z, je |f'(zo)| <
< |f'(z)|. Dosadime-li do pravé strany & misto |4 —a
a |f'(z,)| misto |f'(,)|, nezmen&{ se tim prava strana, takZe
/(4) — f(@)] < a|f (=4)].

Tento vyraz lze povaZovati za horn{ hranici chyby, s niZ byla
aproximovina - hodnota f(4). Rovnost by mohla nastati,
kdyby A padlo prdvé na hranici intervalu [@ —«, a + «]
a kdyby zirovei |f'(z,)| bylo maximem, jehoZ |f'(z)| nabude
v [@ — &, a 4 «]. To viak je moZnd, jen kdyZz f(z) m4d tvar
kxz + ¢, kde k, g jsou konstanty.

Jeito |f'(z)| se stoupajicim z zpravidla v celém intervalu
[@a — &, @ + «] bud stoupd nebo klesé, byvd bud z," = a + «,
je-li absolutni hodnota derivace |f'(x)| funkei stoupajic,
nebo z,’ = a —«, je-li absolutni hodnota derivace |f'(z)|
funkei klesajici. Je-li v3ak ddle interval [@ —«, a 4 «]
dosti dzky a poditdme-li v praxi horni hranici chyby ze
zaokrouhlenych hodnot, 1ze za horn{ hranici prosté chyby po-
vaZovati s dostatednou pfesnosti vyraz

«|f'(a)].
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Priklad. Vygetfime podle toho horni hranici prosté chyby
funkce

f@)=2a, r+1,

kde r je libovolné &islo. Pro tuto funkei je f'(z) = rz™L.
Predpokldddme-li, Ze > 0, pak je také 2"—1 > 0 a absolutn{
hodnota derivace je |f'(x)|= |r|.2"—). Aproximujeme-li
piesnou hodnotu A’ stfedni aproximaci a', je podle pfed-
chézejiciho vykladu absolutni hodnota prosté chyby

|47 —ar| << alr| . zy'™ 1,
kde z,” je ta hodnota z intervalu [@a —«, a + «], pro niZ
je 271 co nejvétsi. Tfeba rozezndvati dva piipady:

a)Jelir>1,jer—1>0aa! je funkce stoupajici,

takze poloZime z)’ = a + «. Pak je

A" —a'| < ar(a + «)—1

v souhlase s tim, co bylo odvozeno jinou cestou na konci
odst. 6 pror = n > 1 celé. Pomé&rnd chyba vzhledem k horni
aproximaci je pak co do absolutni hodnoty mensi nez

o
Tt
b) Jelli r <1, je r—1 <0 a 21 je funkce klesajfci;
proto polozime 2, = a — «. Pak je

r

|A" —a'| < &fr)(@ — oy —1

opét v souhlase s tim, co bylo odvozeno pro r = — n, kde n
jo celé kladné, na konci odst. 7 a pro r = 1 : n, n celé kladné,
v odst. 8. Z nalezeného vyrazu plyne
47— o]
(@ —«)

e 4
<|r|-a_a,

coZ je pro r > 0 vyraz pro odhad pomérné chyby vzhledem
k dolnf aproximaci a pro r << 0 odhad pomérné chyby
vzhledem k horn{ aproximadci.
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1—e
14+ 2

1+ 2 J— —_—
proz > O;b)T—__—zpro:z: >0,z I;c)]/l + z? proz >0;d)Vl—:¢:'

Cvikeni. 80. Stanovte horni hranici prosté chyby funkef a)

prod <z < ;0) Vz’ — 1 pro x > 1, dosadime-li za z nedplné &islo

2x 200
A=a+4 x. — [a) M +a——o¢)’; b) T—a—ap proa+ a <1,

2 *(a + %) a(e + &)
- —— proa—a>le¢c ;d ;
O—atap P ) IT+@+a)p JT=@+ap

afa — x) ]
e) __—]/—(a—a)’— =

1
15. Logaritmus. Jestlife y = lgz,*) je y’ = Y funkce klesa-
jicf pro > 0, takze
o
llgA —lga| < a—__—a,
t. j. horni hranice prosté chyby pfirozeného logaritmu

je men3{ neZ horni hranice pomérné chyby logaritmovaného
tisla vzhledem k jeho dolni aproximaci.

Jde-li o dekadicky logaritmus y = logz, je y' = %, kde

u= 0,434 je t. zv. modul dekadickych logaritmi. Pak oviem
o

£ ()

a—ux

[log4 — loga| <

O hornt hranici prosté chyby logaritmu tedy rozhoduje horn{
hranice pomérné chyby logaritmovaného éisla vzhledem k dolnt
aprozimact, kterou lze viak s dostateénou pfesnosti nahraditi
horni hranici pomérné chyby vzhledem ke stfedni aproximadci.

Hleddme-li obrécené k danému logaritmu z ¢&islo y, bézi
u pfirozenych logaritmit o funkei y = €%, nebof z té plyne

*) Pfirozené logaritmy (t. j. logaritmy o zdkladu e - 2,71828)
oznadujeme symbolem lgz; dekadické logaritmy (o zdkladu 10)
oznadujeme logz. Mezi obéme plati logz = ulgr, kde u = 0,434.
Pro = = e plyne odtud g = loge a pro z = 10 je u = 1:1gl0 (Cech
str. 85).
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z = lgy. Pak je y’ = €2, coZ je funkce stoupajici, a proto

et —e
eata

le4 — €| < xeate, ¢&ili < a.

To znamend, Ze hornf hranice pomérné chyby logaritmova-

ného &isla vzhledem k jeho horni aproximaci je menii nez

hornf hranice prosté chyby jeho p¥irozeného logaritmu.
Jde-li o deka,dlcky logantmus jde o funkei y = 10* =

— e7lg10 — ep, takZe y' = _1_ el = l-lO” Pak je
U u

|104 — 109
'ﬁ < . (2)
104+ U

O hornt hranici pomérné chyby logaritmovaného &isla vzhledem
k jeho horni aproximaci, kterou oviem lze s dostatednou
pfesnosti nahraditi horni hranicf pomérné chyby vzhledem
ke stfedni aproximaci, rozhoduje horni hranice prosté chyby
logaritmu.

VySetiime nyni horni hranici chyby soudinu nebo podilu
dvou ¢&isel 4, B potitaného logaritmicky. Podle toho, co bylo
privé uvedeno, je

[logA B — logab| = |(log4 + logB) — (loga + logb)| <
< |log4 — loga| + [logB — logh| < a/fcx s

104 —10°) < = p X 100+, &li

5—p
A a
log -4 — log ?’ — |(logd — logB) — (loga — logh)| <
|
< |log4 — loga| + |logB _bluﬂﬂ'

Vyrazy na pravych strandch jsou v&tsi, nez je horni hranice
prosté chyby logaritmi soudinu a podilu. Témto logaritmim
odpovidaji &isla, jejichZz horni hranice pomérné chyby
vzhledem k hornf aproximaci jsou u-krite men3f nez hornf
hranice prostych chyb jejich logaritmi. Je tedy v obou
ptipadech horni hranice pomérné chyby vzhledem k horni
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aproximaci mensi nez
& B
a—o + b—p’

Potitdme-li souéin nebo podil dvou &isel logaritmicky, je hornt
hranice pomérné chyby vysledku vzhledem k jeho horni aproxi-
mact mendt nef soulet hornich hranic pomérngch chyb obou
danyjch é&sel vzhledem k jejich dolni aproximaci. Platnost této
véty lze bez obtiZi rozsifiti na sou&in nebo podil vétsiho
podtu &isel.

Porovndme-li tento vysledek s vysledkem dvah v odst. 6
a 7, lze Fici, Ze logaritmickym poditinim je nepfesnost
vysledku dotdena jen velmi nepatrné, takZe v praxi lze takto
vznikly rozdil bez obavy zanedbati, pokud oviem uZivime
k vypoltim dostateéné piesnych logaritmu. UZiti tabulek
ne dosti pfesnych miZe mitizna&ny vlivna pfesnost vysledku,
jak uvidime jesté v dalsich odstavcich.

Pii vypodtech v praxi zpravidla neuZivime vyse odvoze-
nych vzorei pro vypoéet chyby. Pokud se pohybujeme
v dosti dzkém rozmezi, miZeme predpoklddati, Ze piiristek
logaritmil je velmi pfiblizné iumérny pFirtistku argumentu.
Do jaké miry je tento prepoklad splnén, vySetfime po-
drobnéji v odst. 22.

Nalezneme-li dvé &isla p, ¢
takovd, aby p< a—a < a+
+ « < g a aby jejich rozdil
g — p byl dosti maly, a zni-
me-li hodnoty logp, logg, lze
v obr. 3 oblouk logaritmické
kfivky y = logx mezi body
P, Q, jez odpovidaji hodno-
tdm logp, logg, s dostatetnou
pfesnosti nahraditi dseckou.
Oznadime-li horni hranici prosté chyby logaritmu &isla A4
pismenem f, plati podle véty o podobnych trojihelnicich
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logg — logp
e
Rozdil logg — logp lze vyéisti z tabulky (je-li g=p 41,
je to t. zv. tabulkovd diference) a odtud snadno vypotteme f.

Pfiklad 1. Hleddme log(45,37 + 0,005) tfebas v pétimistné
tabulce; nalezneme log 45,37 == 1,65677; zv&t8i-li se argument
z 45,36 na 43,38 (mezi témito &isly jsou viecka &isla intervalu
[45,37 — 0,005, 45,37 + 0,005]), t. j. o 0,02, zvét3{ se loga-
ritmus o 19 jednotek posledniho desetinného mista. Hornf

hranici chyby 0,005 odpovidé tedy piirastek 0,005 . 0132 =5

jednotek poslednitho mista. Je tedy log(45,37 4 0,005) =
= 1,65677 + 5.10—5. Podle vzorce (1) uvedeného na po-
d4tku tohoto odstavce dostdvdme pro horni hranici chyby
0,434 . 0,005 10-5 ako
B4 !

B o = (logg—logp) : (g — p), takie =«

tohoto logaritmu hodnotu
pfedtim.

Priklad 2. Je-li logd = 2,51374 4 25 . 105, je a = 326,4;
&islim 326,2 a 326,6, jejichZ rozdil je 0,4 a mezi nimiZz oekd-
véme hledané ¢&islo, odpovidaji logaritmy 2,51348 a 2,51402,
jejichZ rozdil je 54 jednotek posledniho desetinného mista.
Horni hranici prosté chyby logaritmu, jeZ je rovna 25 jed-
notkdm posledniho desetinného mista, odpovidd pfirtstek
fsla 0 25. 2% = 0,2, takie 4 = 3264 & 0,2. Podle
vzorce (2) dostdvdme hornf hranici prosté chyby &isla 4 ve

toary 25 107
varl —0.434

chézejicim odhadem.*) ‘

. 326,4 = 0,2, coZ je opét v souhlasu s pfed-

Pozndmka. K rychlym vypoétim tohoto druhu lze s vyho-

*) V téchto prikladech jsme nebrali zietel na to, Ze logaritmy uve-
dené v tabulkéch jsou &isla zaokrouhlenéd. To vydetiime podrobné
v odst. 20.
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dou uZivati logaritmického pravitka, jehoZ pfesnost je zcela
postadujici.

Cuvifent. 81. Hornf hranici prosté chyby dekadického logaritmu lze
nahraditi méné pfesnym vyrazem % . %. pokud hornf hranice pomér-
né chyby logaritmovaného &isla vzhledem k jeho stfednf aproximaci
neni v&tai nez 0,13. DokaZte!

82. Horn{ hranici porndrné chyby logaritmovaného &fsla vzhledem
k jeho stfedni aproximaci lze nahraditi dislem 2,5.x, pokud horni
hranice prosté chyby dekadického logaritmu nenf v&tdf nez 0,035.
Dokaizte!

88. a) Je-li logaritmované &fslo zaokrouhleno na n cifer (kde n > 2),
je horni hranice prosté chyby jeho dekadického logeritmu mensf_
nez &tvrtina (n — l)ho desetinného mista. b) Je-li dekadicky loga-
ritmus zaokrouhlen na n desetinnych mist (kde n 2 2), je horni
hranice prosté chyby logaritmovaného &isla men8i net osmina jed-
notky stojici na n ~— 1 misté (potitdno zleva). DokaZte!

84. Jestlize poditdme soudin nebo podil dvou &isel logaritmicky
8 pouZitim dekadickych logaritmi, zv3tdi se horni hranice jeho prosté
chyby méné neZ v poméru 5:4 proti horni hranici prosté chyby,
kterés. by mohla vzniknouti, poéitdme-li pfimo bez pouZiti logaritmil.
Dokazte! — [UZijte vysledkd cviteni 81 a 32.]

16. Funkce goniometrické a cyklometrické. PFi vySetfovéni
funkei goniometrickych a cyklometrickych, jez budeme pro-
vadét v tomto odstavei, omezime se na dhly z intervalu
[0, $7).%) :

Je-li y = sinz, je ¥' = cosz, coZ je pro 0 < z < § funkce
klesajici. Proto podle odst. 14 pro horni hranici prosté chyby
sinu dhlu 4 4 a 4 « plati

|sind — sina| < & cos(a — ).

Délime-li obé strany této nerovnosti &fslem sin(a — &), coZ
jo nejmensi hodnota, jiZ dosdéhne sinz v intervalu [a — &,
a + «], dostaneme, Ze horni hranice pomérné chyby sinu
Ghlu vzhledem k jeho dolni aproximaci je

*) Uhly métime v t. zv. méfe obloukové, v nfZ je pravy tihel vyjédien

¢éislem }7z, pFimy thel &islem 7 a plny whel éislem 27. Jednotkou
je uhel zvany radidn, jehoZ velikost v mife stuphové je 57°17°45”.
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[sind — sina]

sin(a — &)

< acotg(a — «).

Jeli « stdlé, pak cos(a — ) a rovnéz tak i cotg(a — «)
se stoupajicim tdhlem a klesd, proto td chyba, se kierou
je naméfena velikost whlu, md tim v&t§i vliv na chybu jeho sinu,
m je méfeny) dhel mendt.

Jde-li o funkei y = cosz, je y’' = — sinz a funkce |y'| =
= sinz je pro 0 < z << §s funkce stoupajici, takZe pro horni
hranici prosté chyby kosinu dhlu 4 = @ 4+ « platf

|cosd — cosa| < « sin(a + «).

‘Jezto cos(a + &) je nejmendi hodnota, jiz miZe dosdhnouti
cosz v intervalu [@a — &, @ + «], je horni hranice pomérné
chyby kosinu tdhlu vzhledem k jeho dolni aproximaci vézdna
nerovnost{ )

|cos4 — cosal

cos(a 4 o)
Jeito sin(e 4+ «) a rovnéZ tak i tg(e + «) se stoupajicim

a stoupd, tdZ chyba, se kierou je urden dhel, md tim vétst vliv
na jeho kosinus, &m vEt3t je méfeny vhel.

< xtgla + «).

Obdobné pro y = tgz je y' =

5= ¢o% je funkece stou-
cos®x

pajici, pokud 0 < z < 4=, proto je pro 4 = a 4 & hornf
hranice prosté chyby
& D
e =t < oot T )
a hornf hranice pomérné chyby vzhledem k horni aproximaci

|tgd — tga] < o _ 2x

tgle + «) cos¥(a + &) tgl@a + &)  sin2(a+ o)

1 , 1
sin%x’ = sinz ’

coZ je funkce klesajfci, takZe hornf hranice prosté chyby je

Zcela stejné pro y = cotgzx je y'= —
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. &
|cotgd — cotga| < e rTP——

a hornf hranice pomérné chyby vzhledem k horn{ aproximaci
|cotgA — cotgal & _ 20
cotg(a — ) sin’(@ — x) cotg(e — )  sin2(a —a)’

nebot cotg(ea — x) je nejvétéi hodnota z intervalu [@ — «,
a4+ ol

Odtud je vidéti, Ze hornd hranice prosté chyby tangenty
dhlu je tim v&tsi, &m je dhel vét§; u kotangeniy je tomu
obrdcené. Proto stanovime sinus a tangentu pfesnéji u dhli
malych, naproti tomu kosinus a kotangentu stanovime
piesn&ji u 4hld blizkych dhlu pravému. Jeito vidy sinz < 1,
cosz < 1, plyne odtud, Ze horni hranice prosté chyby u sinu
nebo kosinu je vZdy mensi nez hornf hranice prosté chyby
tangenty a kotangenty. Proto k wypodtu rdznych velilin
8 pomoci gontometrickych funkct uZlvdme radéji sinu nebo
kosinu nef tangenty nebo kotangenty, a to sinu tehdy, jde-li
o uhly malé, kdeZto kosinu tehdy, jde-li o uhly blizké dhlu
pravému.

Jeito v praxi vidy é&isla zaokrouhlujeme, je pomérnd
chyba tangenty prakticky tdZ jako pomérnd chyba kotan-
genty. Odvozenych formuli se ovSem uZivd jen k dvahdm
theoretického rézu, pfi praktickém poéitdnf se horni hranice
chyb uréuji podle diferenci funkénich hodnot v tabulkéch
uvedenych obdobnd, jako to bylo vyloZeno v odst. 16 pfi
stanoveni hornf hranice chyby logaritmu.

Hledéme-li obrdcené k dané goniometrické funkeci ihel,
jde o funkce

. , 1
= arcsir, = =,
Y J1—=
tak¥e [arcsind — arcsina| < S S—
JT—(@+ap
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y — arccosz, ¥ = —

!
Tt

takie [arccosd — arccosa| < —_
=@+
= arctgz, ¥ = 1
y= gr, Y = TFr =
&
takZe |arctgd — arctga| < Tr@—ap’
= arccotgz,y’ = — 1
y= Y =" 1=
takie IEICCOtgA _ arccotga] <L W(;L—T)z .

Jde-li tedy o ihel B = b 4 B, pro ktery plati B — arcsind,
¢ili 4 = sinB, horni hranice jeho prosté chyby je podle
prvniho vzorce

o
B—bl < —upr—s.
B—b < T A
Je-li dihel B urden kosinem, t. j. je-li B = arccosd, ¢ili
A = cosB, je
B= < e —py

nebot hodnoté a 4 « odpowdé cos(b — PB), jeito arccosz
se stoupajicim z klesd. Je-li iihel B uréen tangentou, t. j. je-li
B = arctgA, ¢ili 4 = tgB, je hornf hranice jeho prosté chyby

|B—b| < o cos?(b — B).
Koneéné je-li B urdeno kotangentou, t. j. je-li B = arccotg4,
A = cotgB, je

|B — b| < & sin?(b + B),
jeZto arccotgz se stoupajicim z klesd. Jezto pak vidy sinz< 1,
cosz < 1, je vyraz pro horni hranici chyby dhlu B mensf
u tangenty a kotangenty ne# u sinu a kosinu, pokud hodnoty
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t&chto funkei jsou uréeny s touz horni hranici prosté chyby .
Proto dhel dostaneme pfesnéji, politime-li jej s pomoct
tangenty nebo kotangenty, neZ pocitdme-li jej s pomoct sinu nebo
kosinu.

Cuvilen{. B5. DokaZte spravnost vét: a) Je-li uhel urden s chybou,
které je mendi neZ 10”7, je jeho sinus nebo kosinus uren s chybou,
jeZ je mensi nez 0,5 jednotky &tvrtého desetinného mista. b) Je-li
tangenta nebo kotangenta tihlu déna s chybou, kterd je mensi nez 0,5
jednotky &tvrtého desetinného mista, je uhel uréen s chybou, jez
jo zpravidla mensi nez 10”.

86. Vysetite prostou chybu funkef a) y = log sinz, b) y = log cosz,
c¢) y = log tgz, d) log cotgz, kterd vznikne, dosadime-li za z netplné
gislo A = a + «.

2
[a) au cotg(a — o), b) aputg(e + ), c), d) sin_2(ai'u—_a)pma< in,
200
sinda + o) PO *”-]

87. Vysetiete prostou chybu funkef inversnich k funkeim uvedenym
v pfedchézejfcim cvidenf. — [Jsou-li logaritmy goniometrickych
funkef dény s chybou « a odpovidé-li jim dhel B = b 4 B, je hornf

hranice chyby tohoto ihlu mensf ne% a) %— tg(b + ). b) % cotg(b—p),
c),d)% sin2(b + f) pro b<inm a 2i”sm2(b—ﬂ) pro b > }x.)

88. Je-li logaritmus tangenty nebo kotangenty dén s chybou, kters
je men3f nez 0,6 jednotky &tvrtého desetinného mista, je jim uhel
uréen 8 chybou, jeZ je mensf neZ 12”. DokaZte!

7. Funkce vice proménnych. Je-li ddna funkce v = f(x, y)
dvou proménnych z,y a dosadime-li sem za z a y neiplnd
¢isla A=a + «, B=>b 4 f, je také hodnota této funkce
neuplnym &islem. Pfesnd hodnota funkce je f(4, B) a za jejf
stiedni aproximaci budeme povaZovati &islo f(a, b). Prosté
chyba pfi této aproximaci je dina rozdilem

f(Av B) —f(a’ b)'

Omezime se jen na takové funkce f(z, y) dvou proménnych
z,y, jeZ jsou spojité a maji spojité parcidlni derivace pro
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viecka z z intervalu [a — «, @ 4- «] a pro vEecka y z intervalu
Vyraz uddvajici chybu lze psiti ve tvaru
f(A’ B) _.f(ar B) + f(a’ B) '_/(ar b))

a proto

Rozdil f(4, B) — f(a, B) z4visi jenom na chybé, s niZ je ddno
‘8slo A = a 4 «, nebot B je v ném konstantni. Jde tedy
o chybu funkce jedné promé&nné, jez podle odst. 14 vyhovuje
nerovnosti

|f(4, B) — f(a, B)| < & max

of(z, B)
oz
nabyvd absolutni hodnota parcidlni derivace

df(z, B)
or |’

rozumime nejvétii hodnotu, jiz

3I(Z;B) pro

*) O funkei f(z, y) dvou proménnych z, y fkdme, Ze je spojitd pro
z = a,y = b, jestlize ke kaZdému kladnému &islu ¢ dovedeme nalézti
takové dvé kladna &isla 6,, d;, aby pro viecka z a pro viecka y, pro néz
plati |z —a| < §,, |y — b] < &, bylo |f(z, y) — f(a, b)| < e. Tento
vyrok lze vysloviti také takto: funkce f(x, y) je spojité pro x = a,
y = b, existuje-li limita limf(z, y) = f(a, b).
z—a
y—b

JestliZe ve funkei f(z, y) povaZujeme y za konstantn{ a utvofime-li
derivaci této funkce podle z, nazyvame tuto derivaci parcidini derivact
funkee f(z, y) podle z a oznatujeme ji symbolem

af(xvy) — lim /(z + hr y)—f(xr .’!).
h—0 h

kde znakem max

Podobné povatujeme-li z za konstantnf a utvofime-li derivaci podle y,
nazyvame tuto derivaci parcidlni derivaci funkce f(z,y) podle y
a oznalujeme ji symbolem
a/(z’ y) = lim /(:l:, Y + k) —,(zn y) .
k-0 k




nékteré vhodné zvolené x z intervalu [a — «, a 4 «]. JeZto
jde o derivaci podle z, pti ¢emZ y = B je konstantni, dost4-
vame skuteéné parcidlni derivaci funkee f(z, y).

Podobné rozdil f(a, B) — f(a, b) zdvisi pouze na chybé,
s niZ je ddno-¢islo B = b + f, nebot tentokrat je a konstantni.
To znaéi, Ze

of(a,
@, B)— fia, b) < p max| T2,
kde znak max 8]‘(;_?,/3/) znadéi nejvétdi hodnotu, jiZ nabyvé
‘af(g?,/y) pro nékteré vhodné zvolené y z intervalu [b— 8,
b+ 1.

ofx, y) of(z,y)
“ezx ' oy
funkce spojité. Proto také jejich absolutni hodnoty jsou
funkce spojité pro viecka z z intervalu [a — «, @ 4 «] a pro
viecka y z intervalu [ — B, b 4 ] a nabyvaji pro uréité
vhodné zvolené hodnoty z a y z téchto intervalt nejvys-
§ich hodnot. Tyto nejvysi hodnoty ozna&ime symboly

max @ 9| lof(z. y)

| & |7 | 3y
obé tyto funkce nabyvaly nejvy3sich hodnot sou¢asné pro
totéz z a y. Tak dostdvdme koneéné pro horni hraniei prosté
chyby funkce dvou proménnych odhad

Podle pfedpokladu jsou parcidlni derivace ———

. Pritom neni ovSem tfeba, aby

/A4, B) — f(a, b)| < « max aﬂ;y) + B max \"”—‘;y—y"
nebot
e Bl Jre, y)l,m | W m af(z Y|
ox |= | oz y |=

v

Platnost nalezenych vysledku lze snadno rozéifiti na funkce
o vice proménnych, ato dplnou indukef. O téchto funkcich
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budeme pfedpoklédati, Ze jsou spojité a maji spojité parci.
4lni derivace pro viecky hodnoty proménnych v téch
intervalech, ve kterych to budeme potiebovati.

(1) Predpoklddejme, Ze pro funkei f(x;,z,,...,%5) n
proménnych z,, z,, ..., ¥;, jejichZ hodnoty A4,,A4,,...,4
jsou ddny nedplnymi &isly 4, =a, + o), Ag=a, + a,, ...,
A, = an 4 o, plati

I/(Alv Ay, ..., Ag) —flay, ay, ... ,a,,)] <

cf f o
o, max o, + oy max + ...+ opmax ax,,
kde znakem max g; rozumime maximélni hodnotu, jiZ
i
miiZe aiz dosici. Jde-li o funkei f(xy, €5, ..., Zn, y) 4+ 1
i

proménnych z,, %,, ..., %, ¥, jejichz hodnoty 4,, 4,,...,
Ay, B jsou ddny neuplnymi éisly 4, = a; + &;, 4= a, +
4 &g, .00y Ap = ap + oy, B=b 1+ B, je absolutni hodnota
prosté chyby

lf(Al, A, ..., Ay, By—f(a,, a, ..., ay, b)[ =
= |f(4,, 4y, ..., An, B)—f(a), @3, ... , Gn, B) +

+ fl@a, gy oo s Oy BY —f(ay, Qgy - -+, Gny )| <
é |f(A11 Az» ety Am B) _f(ah Aoy -+ 5 Ap, B)]_+

+ |f(ay, ay, ..., an, B) — f(ay, @g, ... , @, B)|.

Ale prvy &len podle pi‘edpokladu neni veét3{
“f

’ 14

of of
ox, oz,
kde oviem maxima prostych hodnot parcidlnich derivaci
obsahuji misto ¥ hodnotu B, coZ je naznaéeno akcentem.
of |

—| , kd
Pl kde

01 Max + o, max |—

+ ...+ o0p max

Druhy élen podle odst. 14 nenf vitd neZ f max
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akcent upozorfiuje, Ze z; = @a,, T, =a,,...,%, = a,. Ale

of of o
N < max el —\ < max By
kde pravé strany znaéf maximum prosté hodnoty, které
dosdhne parcidlni derivace viibec, kdykoli je vyhovéno
nerovnostem @, — o, < 2, < @) + oy, @y — 0, < 2, < ag -+
gy Gn—0n < Ty Gnt g, b— < ySb—i—ﬁ
Je tedy také pro n 4 1 proménnych .

|1(4;, 4y, ..., Ap, B)—[f(ay, a4, ..., a5, B)| <

jistd je max

, max

< «, max ;:;:Il —|—<x,ma.x f +...+ a,max BZZ,. +
+ f max %—.

(2) Na podétku tohoto odstavece bylo dokézéno, Ze vita
plati pro n = 2, proto platf i pro » = 3. ProtoZe plati pro
n = 3, plati i pro n = 4 atd. bez jakéhokoli omezeni.

18. Diferencidl. V tomto odstavei osvétlime predchdzejict
tvahy s jiné strany.

Budiz déna funkce f(x) jedné nezdvisle proménné z, o ni%
budeme pfedpoklddati, Ze je spojitd pro z = z, a Ze md pro
tuto hodnotu derivaci. Zndzornime-li tuto funkei graficky,
t. j. nandsime-li hodnoty argumentu jako tdsetky a hodnoty
funkce jako pofadnice, dostaneme kfivku zndzornénou na
obr. 4. Argumentu x = z, nechf odpovid4 bod A. Vzhledem
k udinénym pfepokladim kiivka méd v bodé 4 teénu ¢, jejiz
smérnice je, jak zndmo, rovna derivaci f'(z,) funkee f(x)
Ppro z = x,. Zvét&i-li se argument z, o Az, dostaneme na te¢ns
bod B. Oznadime-li pfiristek pofadnice 4’B znakem df(z,),
je df(zy) : Az = f'(x,), &ili df(zy) = f'(z,) . Az. Tento pii-
ristek se v diferencidlnim po&tu oznatuje ndzvem diferencidl
funkce f(z) pro x = =z, Jest jej oviem odlidovati od pfi-
ristku funkce A'C, ktery se oznaduje znakem Af(z,) a jest
obecné rizny od privé zavedeného diferencidlu. Je-li f(z)=2,
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je df(z) = dz, ale podle prav& vyslovené definice je také
df(z) = 1. Az, nebot derivace funkce f(x) = z je rovna 1.
Proto lze piiristek Az také nazyvati diferencidlem ne-
zévisle proménné a oznadovati jej dz. Pak se rovnice, jiZ jest
definovan diferencidl, psiva obyéejné ve tvaru

df(zy) = f'(x,) . dz.

y
A ﬁ"f’
| i
|
fo—Ax— X
Obr. 4.%) Obr. 5.

Podobny postup lze zvoliti i pro funkei f(x, y) dvou nez4-
visle proménnych z,y, o niZ budeme pfedpoklddati, Ze je
spojitd pro z = z,, y = ¥y, a Ze ma pro tyto hodnoty obé
parcidlni derivace. Zndzornime-li tuto funkeci graficky
v prostoru, t. j. nandSime-li hodnoty nezévisle proménnych
jako soufadnice z, ¥ a jim odpovidajici hodnoty funkce jako
soufadnici z, dostaneme plochu. Argumentim =z = x,,
y = y, odpovidd bod A. Vzhledem k udinénych pfedpokla-
dim m4 plocha v bodé A teénou rovinu 7 (viz obr. 5, kde
v3ak neni zminénd plocha pro jednoduchost zakreslena).

*) V obr. 4 usedka A’B méa byti oznadena f'(z,).4z a usedka 4°C
mé byt oznatena Af(z,).
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Zvétsi-li se argument z, 0 Ax a argument y, o Ay, dostaneme

na teéné roviné bod B. Priristek A'B oznalime zcela ana-
logicky znakem df(zx,, y,) & nazveme jej totdlnim diferencidlem
funkee f(z,y) pro * = z,, y = y,. Jde o to, abychom jej
vyjadFili s pomoci pFiristkd Az, dy. Je-li Ay = 0, dostdvdme
funkci /(a:, %) jedné proménné z, nebof druhd proménnd
Yy = ¥, je konstantni. Tu je podle pfedchdzejiciho pFiristek

A,B, = Mo o) . 4z. Podobné pro Az =0, ¢ili z= gz,
o

jde o funkei f(zy, y) jedné proménné y, jejiz piiristek je
AgBy = of (x; %o) . Ay. AvSak vzhledem ke shodnosti troj-
thelnfkt A B,B'B =~ AAA,B,, kde B,B’ || 4,4’, je BB =
= A*B, Vedle toho A’B’ = A,B,, takie A'B= A’B’ +
+ B'B= A4,B, + A,B,. Potom je

of(z,, of(z,,
df(y, ¥o) = f(at;?/o) . Az + f( aoy.'/o)' ay.
Je-li f(z,y) = =, je jednak df(z, y) = dz, jednak df(z, y) =
= 1. 4z, ¢ilidz = Az. Podobné pro f(x, y) = y je df(z, y) =
= dy a také df(z,y) = 1. Ay, takie dy = Ay. Proto pii-
ristky Az, Ay nazyvdme diferencidly nezdvisle proménnych
a oznadujeme je dz, dy. Pak se totdlni diferencidl obydejné
vyjadiuje ve tvaru

dl(z‘)y yo) — af(z07 yO)dz + af(IOl yO) dy

oz oy
Zcela obdobnd lze zavésti pojem totdlniho diferencidlu
i u funkee f(z,y,2, ...) vice proménnych z,¥,2,.... Pro

T =24, Y = Yo 2 = 2, ... je totalni diferencidl této funkce

df(-"o, Yo: 29> -") = aﬂL’yao.;'M d.‘B+

0f(Zos Yo» Z0» - --) 0f(Zos Yor Zgs - - -)
4+ % dy + % dz 4 ....




Porovndme-li tento vysledek s vysledkem dvah v pied-
chdzejicim odstavci, lze uvésti obecny piedpis, jak stanoviti
horni hranici prosté chyby funkce nékolika proménnych:

Horni hranice prosté chyby funkce nékolika nezdvisle pro-
ménnych, jejichZ hodnoty jsou ddny nedplnymi ésly, nent vétsi
nes vyraz, klery vanikne, utvofime-li absolutni hodnotu totdiniho
diferencidlu této funkce, do niZ misto absolutnich hodnot di-
ferencidld, mezdvisle proménnyjch dusadime hornt hranice chyb
téchto proménnych a misto absolutnich hodnot parcidlnich
derivact funkce dosadime jejich maximdlni hodnoty, jichZ
nabudou v intervalech, jimiz jsou dand nevplnd éisla definovdna.

Ptiklad 1. Je-li flz,y) =z y, je df(z,y)=dz+ dy
o |dz+ dy| < |dzl + |dy|. Proz2=4d=ata«, y=B=
= b 4 f dostividme

(A+B)—@+b)| <o+

v souhlasu s odst. 4.
Pfiklad 2. Je znédmo, Ze d(zy) =ydz+ zdy, [ydz+
+ zdy| < |y| - |dz| + |2] . |dy], takze
|[AB—ab| <(b+ Bla+ (a 4 x)B
podobné jako v odst. 6.
Ptiklad 3 Jeito
yder —z dyl

l ( ¥ I— Fi
vychéz{ pro prostou chybu podilu vyraz
b+ fa
< o (a + &) _ & '
51S 57 T G—pr = G—FF
co? je vysledek jen nepatrnd vEtdf neZ vyraz odvozeny
v odst. 7.

Pozndmka. P¥i praktickém poditdni netieba itizkostlivé
hledati maximélni hodnoty, jichf dosihnou absolutnf
hodnoty parcidlnich derivaci, nybrz s dostagujici pfesnosti
1ze do absolutnich hodnot parcialnich derivaci pfimo dosaditi

ldyl
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stfednf aproximace danych velidin. Rozdily, jeZ tak vzniknou,
jsou bezvyznamné, nebot horni hranici prosté chyby odhadu-
jeme vidy jen na jednu nebo nejvyse dvé platné cifry a radéji
je zaokrouhlujeme vzestupné.

Pitklad 4. Urditi pfeponu pravoiihlého trojihelnfka jsou-li
dény odvésny A = a 4+ «, B= b 4 p. Jde o funkei f(z, y) =
= V::z + 2. Tu je
o=| T | < [t o | |t

J2+¢ [Tll@+y V=49
Pak horni hranice prosté chyby, s niZ je vypodtena piepona,
neni vétsf nez vyraz*)

(@+ o)x b+ BB
Va+tap+@—B2 Jia—aP+ (@+87
co% viak lze s dostatetnou pfesnosti nahraditi vyrazem
ax + bf
Vot o
jako v pfikladé 2. v odst. 8.

Priklad 5. V trojihelniku jsou diny strany a = (32,4 +
4 0,05) em, b= (46,5 £ 0,05) cm, ¢ = (24,8 4 0,05) cm.
Uréiti jeho thly a obsah.

Z kosinové véty

a® = b + ¢ — 2bc cosx
dostdvdme diferencovdnim
ada = bdb+ ¢ dc—ccosx db —b cosx dc + be sinx dox
a odtud
besinx dx = a da — (b — ¢ c0s3) db— (¢ — b cosa) de.

]
jo nejvatsf, kdyz (Z—) je co

*) Vyraz

|z __|— 1
Ve + 4 v)\?
1 ¥
1+ ()
nejmensf, t.j. pro ¥y = b — B,z = u 4 «. Podobné zjistime, %e druhy
vyraz je nejvéthi proz=a —a,y =b + f.
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JeZto vSak besina = 2P, kde P je obsah trojihelnika,
b — ¢ cosx = a cosy, ¢ — b cosn = a cosf, je

2P do = a{da — cosy db — cosf dc),
takZe vyraz

|do] < % (|da| + |cosy]| . |db] + |cosf]| . |de])

lze pfiblizné vziti za horni hranici chyby tdhlu «, méfenou
oviem v mife obloukové.*) Pfitom |da|, |db|, |d¢| znadf horni
hranice chyby danych stran. Podobné dva vyrazy, které
vzniknou cyklickou zédménou, lze povaZovati za horni
hranice chyby ostatnich @hla. Déle z rovnice 2P = be sinx
dostaneme diferencovanim
2 dP = ¢ sinx db + b sinx dc 4- b¢ cosx da,
a dosadime-li sem za dx podle ptedchdzejiciho, vyjde
4P dP = abc cosx da + ¢(2P sinoc — ab cosx cosy) db +
. + b(2P sinox — ac cosw cosff) de.
JeZto viak
2P sinx — ab cosx cosy = ab(sina siny — cosa cosy) =
= ab cosf,
2P sinx — ac cosx cosff=ac cosy,
je
4P dP = abc(cosx da 4 cosf db + cosy de).
Lze tedy vyraz

abe
|dP| < iP (|cosx| . |da| + |cosp| . |db| + |cosy]| . |de|)

vziti za horni hranici chyby, se kterou je uréen obsah.
Poéitime-li stfednf aproximaci dhli a obsahu ze stfednich
aproximaci stran, vyjde podle pravidel zndmych z trigono-
metrie: « &2 41°30°, f§ =~ 108°2', ¥ ~ 30°28’, P ~~ 382 cm?;
pfitom neni vzat zietel na sekunddrni chybu, kterd vznik4

*) Nasobime-li nalezeny vysledek &islem 180 . 80 : ;7 == 3438, dosta-
neme horn{ hranici chyby v uhlovych minutéch.

72



tim, Ze logaritmy, jichZ jsme pouZivali k vypoétim, jsou
&isla zaokrouhlend, a kterd pii uZiti étyrmistnych tabulek
je u v3ech uhli mensi nez 1’ a pfi uréeni obsahu mensi ne
0,14 cm?. Primérni chyba je pak podle odvozenych vzorci

ldo| £ 2P (|da| + |cosy| . |db| + |cosf]| . |de|) < 16,
[dg] < < (|cosy| |da| + |db] + |cosx| . |de]) < 28,
[dy| < <-<p [cosﬂ[ |da) + |coswx| . |db| + |de|) < 12,

|dP| é ZF (|cosa] . |da] 4 |cosB| . |db| + |cosy| . |de|) < 2.4.

Je tedy celkem « = 41°30" + 16, f = 108°2' + 28', y =
= 30°28" + 12, P = (382 4 2,4) cm?. Mohli jsme tedy
vskutku sekunddrni chybu vynechat.

Pfiklad 6. Dény dwé
koule s poloméry r, =
= (13 + 0,05) cm, r, =
= (11 & 0,05) cm, jejich
stfedy jsou navzijem
vzddleny om =(204-0,1)
cm. Jaky je objem télesa
dodkovitého tvaru obé-
ma koulim spoleé¢ného?

Obé Lkoule se proti-
naji v kruZnici o polo- Obr. 6.
méru p, jejiz rovina od-
tind od kouli kulové tsede o vyskach v,,v,. Pro né plati
(viz obr. 6)

= 1,(2r; —vy),
02 = 05(2r; — vy),
m=1tr,— v+ rg— v,
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Odtud tieba urditi g, v,, v, a dosaditi do vyrazu pro objem,
ktery je podle zndmych vzorcil ze stereometrie
V= 2'7"92(”1 + vg) + 37(v® + v°) =
= §7v,%(2r — v,) 4 v (2rs — v,) + dw(v,’+0,°) =
= 7'5("1'”12 + r03?) — da(v® + v)d).
Utvofime-li diferencidly, dostaneme
dV = n(v? dry+2r,v, dv, 4 v dry + 2rv, dv,) —
— a(v 2 do+v2do,) =
= at[v,® dry+v,? dry+-v,(2r; — vy) dvy+0,(2ry—0,) dvy]=
= 71(v? dry+v,? dryt0* dvy+*dvy).
Jeito dm = dr, — dv, 4 dr, — dv,, je dvy 4 dvy = dr, -
+ dr, — dm, takZe
dV = n(v2 dr;+v,2 dry+- o2 dry 2 dry — p* dm) =
= a(2r, dr; + 2ryv, dr, — g% dm).
Pro hornf hranici prosté chyby odtud dostaneme
[aV| < 7(2ryv, |dry| 4 2ry0, |dry| + 02 |dmm|).

Podftdme-li v,,v,, 0,V 2z danych stfednich aproximaci,
dostaneme stfedni aproximace v, ~ 1,8, v, &~ 2,2, p ~ 6,6,
V a~ 282, takZe
[dV|<n(26.1,8.0,054-22.2,2.0,05+6,62.0,1)=x.9,116<29.
Odtud vychdzi V = (282 4 29) cm3.

Cvideni. 89. Zorny ihel optického pklstroje (t. j. vhel sevieny

krajnimi paprsky, které vytvofuji jedtd ostry obrédzek) je 2x. Jakou
&dst oblohy piehlédneme piistrojem, jehoZ zorny thel byl stanoven

hodnotou 40° 4 1°? — [ d % £ sina|dx], % = 0,060 £ 0,008, t. j.
zhruba 69%,.]

40. Méfime-li nezndmy odpor X vodite methodou Wheatstoneova
mustku, dospivime k tuméfe X : R = a: (Il —a), kde R je zndmy
odpor, ! je délka mustku a a uriuje polohu posuvného kontaktu.
Povazujeme-li R a I za pfesné, urdete horni hranici pomérné chyby
méfeného odporu na zékladd horni hranice chyby |da|, 8 niZ byla
uréena poloha posuvného kontaktu. Kdy je pomérné chyba vysledku
X

X <a(t da[ nejmensf pro a y.]

nejmensf? — [

74



4]. Kémen byl volnd puitdn do propasti a jeho néraz na dno bylo
slySeti po ¢ 4 |d¢| vtefindch. Uréete horni hranici pom&rné chyby,
8 niZ lze vypodisti hloubku propasti. (Gravitaéni zrychleni g a rychlost
zvuku ¢ povaZujte za pfesné.) — [Je-li A hloubkae propasti, je doba

I /2h
pédu —g—; doba, jii potiebuje zvukovy signdl na cestu zp&t, je L.

lag
+ 2g¢ e

takZe platf |/ — + — = ¢, odtud —— 'dhl (1 +l/

<2 M

42. V prexi se pravy thel vytytuje tak, Ze se sestroji trojdhelnik
o strandch ¢ = 3m, b = 4m, ¢ = 5 m. Je-li horni hranice chyby
kazdé strany 0,1 m, stanovte hornf hranici chyby, jeZ odtud vyplyvé

alda| + b|db| + ¢|de] 8°
ab < ]

48. Soufadnice bodt A(z;; y,). B(zy: ¥,) byly zméFeny s chybami,
jejichz horni hranice jsou |dx,|, |dy,|, |dz,|, |dy,]. S jakou chybou lze
odtud vypotisti vzdélenost s = AB a tihel p, sevieny kladnym smys-
lem osy z a piimkou AB? — [([dz,| 4 [dz,|) lcosp| + (|dy,| +
+ Idyil) [sing], [(|dz,| + |dz,]) Ising| + (Idy,| + |dyal) icosel] : 5.]

44. Byly zméteny hrany kvéddru: a = (48,2 4 0,1)cm, b =
= (27,56 + 0,1)cm, ¢ = (16,3 £+ 0,1)ecm. TUrdete délku tdlesné
dhlopfitky! — [|dul £ cosx|da| + cosfl|db| + cosy|de|, kde «, f,y
jsou uhly, jeZ svird uhlopfitka s hranami; u = (57,8 + 0,2) cm.]

pro sestrojeny tGhel. — [

45. Na vodorovné rovind stoji stoZar, jeho: vrchol spatiujeme
od severu ve vydkovém thlu o = 30°10’ + 10°, pokroéime-li 0 a =
= (25,2 & 0,1) m na zdpad, uzifme jej ve vyskovém thlu f =

= 19°30' 4 10". Urdete vyiku stoZéru! — []dzlg% |da] +
23 [cosx cosf
= (m ldal + 257 ldﬂ[), z = (11,3 £ 0,3) m.]

46. Déna koule o polom&ru 7 = (20 4- 0.1) cm a svitici bod vzdéleny
od jejtho stfedu o m = (50 + 0,5) em. Jakd &ést povrchu koule

. P rldm| 4+ m|dr] P

47. V trojitheinfku byly zméfeny strany a = (23,4 + 0,05) m,

b = (46,8 + 0,05) m a tthel y = 73°26’ + 3°. Stanovte tfeti stranu,
zbyvajfci thly a obsah! — [¢ = (45,97 + 0,08) m, & = 29°12' + @',
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B = 177°22" + 8", P = (625 4+ 2) m3 |d¢| < |cosf||da| + |cosx||db] +
2P . d

+ 2 |dyl, lda] < sinfldal + sinalds| + aleosflidyl, 151 < 1%
|db

b
+ e + |°°t87“d7|~]

P

48. V trojuhelniku byla zmé&fena strana a = (46,2 + 0,05) m
auhly § = 68°64’ + 3',y = 78°18' + 3'. Urbete tieti dhel, zbyvajici
strany a obsah! — [« = 32°48’ + 6,5 = (79,6 4+ 0,4)m,c = (83,6 +
+ 0,4)m, P = (1800 + 10)m?% |da| < |dB| + |dy|, sinaldb] <

< sinfldal + oldf] + bleosa ldyl, 1P| <2 |daf + JeNaBl +
+ Bidy)]
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V. LINEARN{ INTERPOLACRE

19. Zbytek interpolace. Funkéni hodnoty mnohych funkei,
jichz uZivime k vypoétim, byvaji sestaveny v tabulky.
Tabulka obsahuje vidy jen takové hodnoty funkef, jeZ
0dp0v1da.j1 argumentim vybranym néjakym piesnd stano-
venym zplsobem, ale v praxi ¢asto potfebujeme funkéni
hodnoty argumentil, které v tabulce pi'lmo obsaZeny nejsou.
Tuto kapitolu vénujeme postupu, jimZ Ize takové funkdni
hodnoty stanoviti, a provedeme jeho rozbor. Argumenty
funkcf uvedenych v tabulce jsou zpravidla &isla pfesnd;
v dal3im je budeme oznadovati malymi pismeny.

Bud déna funkece f(z) spo-
jitd pro vSecka z z intervalu
[a,b], pfi éemZ pfedpokliddme,
ze a << b. Funkce f(z) necht
m4 pro viecka z z tohoto in-
tervalu prvnf i druhou deri-

aci. Jejim grafickym zné-
zornénim v pravodhlé sou-
stavé soufadnicové jest kiivka
y = f(z) (obr. 7). Jsou-li dény
dvé hodnoty f(a), f(b) této
funkce a chceme-li vyjddFiti
f(c), kdea < ¢ < b, ¢&asto si Obr. 7.
pomdhime tak, Ze oblouk
kiivky y = f(z) mezi body A4, B nahrazujeme ise¥kou
AB, a misto, abychom brali sprdvnou funkéni hodnotu

C = f(c), spokojime se s pfibliZnou hodnotou C,C*, kde
C* lezi na tsedce 4B. Tu plati, jak je zfejmo z obrdzku,

b
X

Tento postup, pfi ném? se oblouk kfivky nahrazuje &ist{
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pHmky, se nazyvd linedrni inferpolace. Jim se dopoustime
urdité chyby v uréeni hodnoty f(c), jeZ je zndzornéna tsetkou
C*C a kterou budemg nazyvati zbytek interpolace. Budeme
ji oznadovati znakem z(c). Pfitom plati

2(0) = Co0 — Gi0% = o) — fia) — (O =L@ )
Nahlizfme-li na zbytek interpolace jako na funkc1 z, je
by —
o) = fo) — fla) — =LA g,

Pro x=a dostdvdme 2(a)=0, pro z="> dostdvime
2(b) = 0, jak se lze dosazenim presvédélit. Proto je mozno
piedpokladat, Ze z(x) lze vyjddFiti ve tvaru

2(x) = (z —a)(@ — blv(=),

kde v(x) je jakdsi vhodné zvolend funkce z;*) pro z =—c je
z(c) = (¢ — a) (¢ — b)v(c). UtvoFime-li funkei

b
F@) = fte) — flo) — 0= o) (o) a—bpie,

je tato funkce rovna nule pro z = @, x = b, ¢ = ¢, pti demi
a < ¢ < b. Podle pfedpokladu, ktery jsme uéinili o f(z),
je také F(x) funkce spojitd pro viecka z z intervalu [a, b]
a mé4 pro vSecka x z tohoto intervalu prvou i druhou derivaci.

V diferencidlnim poétu se dokazuje véta zvand Rolleova:
Je-li F(a)= F(c)=0 a jeli F(z) funkce spojitd, kterd
mé pro viecka z z intervalu [a, c] derivaci, pak existuje
asponi jedna hodnota z,, pro nif a < z, < ¢, takovd, Ze
derivace F’'(z;) = 0.**) Pro na8i funkci F(z) jsou pfedpoklady
splnény, proto véta plati. Pfedpoklady jsou viak také splnény
pro viecka x z intervalu [c, b], proto také existuje takové x,,

z(r)
(z —a)(z — )
jichZ ostatnd potfebovati nebudeme, miZeme volit libovolns.

*+) Jeji dikaz je v kazdé udebnici diferenciélntho po&tu. Je to na pf.
véta I na str. 109 ptirugky E. Cecha.

*) Proz Fa,z % b je v(z) = ; hodnoty v(a), v(b),
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pro né% ¢ < z, < b, fe F'(z,) = 0. Derivace funkce F(z) je

6 —f@)
b—a

Jezto také F'(x) je funkce spojitd, a jak jsme pravé dok4zali,
existuji &isla z,, z, takovd, Ze F'(z,) = F'(x,) = 0, a jeito
déle funkce F'(x) m4 derivaci, kterd je rovna druhé derivaci
F"(z) pivodnf funkce F(z), plati véta Rolleova i pro funkei
F'(x). To znamens, Ze existuje aspoii jedno z, té vlastnosti,
te T, << Ty < T, pro néz F'(zy) = 0. Cislo z, ndleif také
do intervalu [, b]. Druh4 derivace funkce F(z) je

F'(z) = f"(x) — 2v(c).
Pro z = z,0dtud plyne f"(z,) — 2v(c) = 0, &ili v(c) = 3" (x,)-
Je tedy zbytek interpolace z(c) vyjddfen ve tvaru
z(c) = (¢ — a)(c — b)v(c) = }(c — a)(c — b)f"(x,).

Provedenou tvahu lze doslova opakovati i v tom pfipadé,
kdyZcneni uvnitf intervalu [a, b]. Jen je tfeba pfedpoklidati,
Ze f(x) je spojitd a md prvou i druhou derivaci pro viecka x
z takového intervalu [a;, b,], v némZ jsou obsaZena v3ecka

tii ¢isla a, b, c. Pak je z; vhodné vybrané &islo z intervalu
[a,, b,], které nemusi nutné ndleZeti do intervalu [a, b].

Mdéme tedy vysledek: Necht f(x) je funkce spojitd v intervalu
[a,, b] @ md pro viecka x z tohoto intervalu prvou i druhou
derivact. Jsou-lt a, b, ¢, tfi libovolnd étsla z daného intervalu,

je vidy
f(6) — f(a)
fle) = f@) + ——5—+ (c—a)+} *)

+ 4(c —a) (¢ — b)f"(z,),
kde x, je vhodné vybrané &islo z intervalu [a,, b,].

F(z)=f'(z) — (22 — a — b)v(e).

Tabulky byvaji zpravidla sestaveny pro argumenty, je
se postupné zvétduji o uréitou konstantu, zvanou krok
tabulky, kterd byvé pro celou tabulku nebo asporni proznaénou
jeji ¢ast stejnd. Krok tabulky oznalime pismenem k. Dva
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argumenty v tabulce po sobé jdouci jsou podle toho a, b =
= a + h a rozdil funkénich hodnot téchto dvou argumenti
se nazyvd fabulkovy rozdil (tabulkovd diference). Pro tabul-
kovy rozdil zavedeme struné oznadeni

fla + k) — f(a) = 4f(a).

Hleddme hodnotu funkce odpovidajici argumentu ¢ =
=a + Oh, kde 0 < @ < 1. Priristek funkce odpovidajicf
&4sti kroku @k dostaneme linedrni interpolaci jako Wmérnou
¢dst tabulkového rozdilu ve tvaru

B —

f““*‘—})bf(“), Oh = Af(a). 6.

Nahradime-li sprdvny ptirlistek funkce f(a + Oh) —f(a)

nalezenym pfibliZnym vyrazem Af(a). &, dopoustime se

urdité chyby, kterou jsme vySe nazvali zbytek interpolace.

PoloZime-li b = a + h, ¢ = a -+ Oh, je podle svrchu odvo-

zeného pravidla tento zbytek interpolace roven vyrazu
2(a + Oh) = — {61 — OWf’(x,),

kde z, je vhodné zvolené éislo z intervalu [a, a + k). Je tedy

celkem
fla + Oh) = f(@) + 4f(a). @ — $O(1 — OV’ (x,).

Ném pljde o absolutni hodnotu zbytku interpolace. Pro

tu platf
l2(a + Oh)| = $O(1 — OW|f"(=y)],

nebof vyraz ©(1 — @) nenf pro 0 < @ < 1 nikdy zédporny.

Maximélni hodnoty dosihne pro @ = 4, a to rovné 4.

Je tedy vidy ©(1 — @) < }. Druh4 derivace f"(z) nabyvd

pro riznd z z intervalu [a, @ + A] riznych hodnot; oznaéme

znakem z,’ takovy argument z tohoto intervalu, pro ktery

je |f"(x,")| maximélni, pak je |f"(zo)| < |f"(xy')|. Je tedy vidy

|z(a + OR)| < 1R (xy)- (**)

Tohoto vyrazu lze pouiiti pro odhad horni hranice chyby,

které se dopustime, jestliZe sprdvnou hodnotu funkce
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f(a 4+ ©h) nahradime hodnotou f(a) + Af(e). @ vzniklou
linedrni interpolaci.

Zpravidla Ziddme, aby absolutni hodnota zbytku inter-
polace nebyla vét3i nez jakési pevné zvolené &islo {, t. j. aby
|z(a + @h)| < {.To nastane zcela jisté, bude-li

W) < ¢
Toho 1ze doséhnouti vhodnou volbou kroku tabulky. Stadf
voliti h tak, aby
8
< |/ =
= I (o)

Chceme-li naopak k dané funkéni hodnoté y uréiti argu-
ment z, t. j. chceme-li rozfediti rovnici ¥ = f(x) podle =z,
uZivime zpravidla téie tabulky, jiZ uZivime k urdenf
hodnoty funkce. Je-li ¥ rovno nékteré funkénf hodnoté f(a)
uvedené v tabulce, je 2 = a a iuloha je rozie§ena. Neni-li
tomu tak, najdeme takovy argument a, aby platilo f(a) <
< y < f(a 4+ h), jde-li o funkei rostouci, nebo fla) >y >
> fla + k), jde-1i o funkei klesajici. Tu musi platit

y = f(@) + Af(a). O + 2(a + Ok).
Odtud vypoéteme
O—y—/(a) Z(G+QE.

af@) Af(a)
Polozime-li |z(a 4+ Oh)| < ¢, je
Af(@) | = |4f(@)]
To znamen4: (islo yz—l_/(i(a) je stfedni aproximaci’é&isla @
y — f(a)

a &slo a -|— ~df@) . k je stfedni aproximaci &isla =, které

Fedf rovnici y = f(x), pfi éemZ horni hranice prosté chyby
argumentu x nepiesahne (h:|Af(a)|. Odtud ddle plyne,

Sv.52—6 81



Ze argument funkce uréime tim pfesn&ji, &im vétsf je abso-
lutni hodnota tabulkového rozdilu, ¢&ili éim funkce rychleji
stoupd nebo klesa.

Pozndmka. Jezto zpravidla zaokrouhlujeme horni hranici
zbytku interpolace jen na jedno nebo nejvyse na d¥é mista,
lze v predchdzejicich vzorcich s dostatednou presnosti
poloZiti |f”(a)| misto |f"(z,’)|, nebot tyto hodnoty se navzdjem
li&i zcela nepatrné.

Cvident. 49. Naleznéte horni hranice pro zbytky linedrni interpolace

v intervalu [a, a + h], jakoZ i hornf hranice pomérnych chyb, s nimiz
jeo funkéni hodnota, v daném intervalu stanovena, u funkef: a.) z?,

b) z8, c) l/z, d) lx — [a) 1, — h o b) a + R)h?, l 1+ )

] 2 a
K h d) ht 13

3 7 36a?"
36)/a®

50. Druhou a tfeti odmocninu lze stanoviti také z tabulek druhych
a tfetich mocnin tak, e k dané hodnot® funkce y = 2%, resp. y = z°
hleddme ptisludny argument. Stanovte horni hranici pomérné chyby,
jiz se dopustime pouzitim linedrni interpolace a porovnejte ji s vyslpd-
kem predchézejiciho cvideni. — [Je zhruba a) &tyfikrat, b) devatkrét
vdtsi.]

20. Tabulkova chyba. Funkéni hodnoty, uvedené v tabulkdch
jsou zpravidla zaokrouhleny na urdity podet desetinnych
mist. Jsou-li zaokrouhleny na k desetinnych mist, mluvime
o k-mistné tabulce. Zaokrouhlovani se déje nejdastéji s opra-
vou podle zdsad vyloZenych v odst. 3. Podle toho ¢&isla uve-
dend v tabulce jsou &isla netdplnd s chybou, jejiz horni
hranice je polovina jednotky posledniho ponechaného mista,
t. j. 0,5.10—*. Tuto chybu budeme v dal3im oznalovati
ndzvem tabulkovd chyba. Jejivliv se projevuje jako sekun-
dédrni chyba vypodtu. S &isly vyétenymi z tabulek musime
proto zachdzeti jako s &isly netdplnymi a poditati s nimi podle
pravidel odvozenych v kapitole II. Musime si byt jasné
védomi toho, Ze vysledek nemiize byt pfesny, i kdyZ jsou
dand &fsla pfesnd.

) e B
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Tabulkovd chyba m4 oviem také vliv na vypodet tabulko-
vého rozdilu funkénich hodnot dvou argumentd v tabulce
po sobé jdoucich. Pfesnd hodnota f(a) bud zaokrouhlena
na f,(a) a pfesnd hodnota f(a + %) bud zaokrouhlena na
fi(a 4+ k). Tabulkovou chybu é&fsla f(a) oznad{me pismenem T,
a tabulkovou chybu &isla f(@ + k) pismenem 7,, t. j. poloZime

fla) —fi(@) = 7y, fla + k) —fia 4 k) = 7,
Tabulkovy rozdil, ktery vyéteme z tabulky, je f,(a + &) —
— f,(a) misto sprdvné hodnoty f(a + k) — f(a), pfi temz

iHa + k) — f@)] — [fula + B) — f1(@)]] < |7y + |74-
Jeito |7,/ £ 0,5.107%, |7, < 0,5.10~*%, lze z tabulky
stanoviti tabulkovy rozdil s chybou, jejiz horni hranice
je 10—*,

Tabulkovd chyba se také
projevuje, provadime-li v ta-
bulce linedrn{ interpolaci. Jest-
lize misto sprdvné hodnoty
A,A={(a) bereme A,A'=f,(a)
a misto sprdvné hodnoty
B,B=f(a+ b) bereme B, B'=
= f,(a + k), znamend to, Ze
misto podél pfimky A B inter-
polujeme podél piimky A’B’ :

(viz obr. 8). Pfirtstek funkce Obr. 8.
odpovidajici &4sti kroku Ok,

kde 0 < @ < 1, je podle odst. 19 roven [f(a + k) — f(a)] . O,
takZe C,C* = f(a) + [f(a + k) — f(a)] . ©. Dosadime-li sem
f@) = fi(@) + 71, fla+ k) = fi(@ + h) + 7p, dostaneme
CC*=CC 4+ 7.+ (tg— 1) - O, nebot C,C' = f,(a) +
+ [fi(a + k) — f,(a)] . ©. Je tedy chyba interpolované hod-
noty rovna vyrazu v = C,C* — C,0' = (1 — O)7; + O,

takZe
[t < (1 — O)|7y) + Oz £ 0,5.107%,
nebot, jak vime, |7,| < 0,5. 107F, |7,) < 0,5 . 10—+
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Poditdme-li pFirlistek funkce, vydteme z tabulky f,(a)
a f,{(a + k), utvofime tabulkovy rozdil a ndsobime jej
&islem @. Zpravidla v8ak nevyjde &islo obsahujici celistvy
potet jednotek posledniho (k-tého) desetinného mista. Proto
vypottenou opravu zaokrouhlujeme na jednotky k-tého
desetinného mista, &m% se dopoustime daldi chyby, jejiZ
horni hranice je opét 0,5 . 10—*; muZe se tedy stét, Ze celkové
chyba se znaé&né p¥ibliZi k hornf hranici, kterd jest 0,5 . 10—%-
+0,5. 10— = 10—*.

Abychom zbytedn& nezvysovali horni hranici chyby &sla
stanoveného linearni interpolaci z k-mistné tabulky, za-
okrouhlime opravu vzniklou p#i interpolaci radéji o jedno
desetinné misto pfesnéji, nez je poéet desetinnych mist
tabulky (tedy aZ na k + 1 desetinné misto). Takto vypoétend
funkéni hodnota nem4 horni hranici chyby zcela jisté vétaf
nez 0,55 jednotky k-tého desetinného mista. Pfitom neudé-
ldme piilis velkou: chybu, budeme-li pro zjednodusenf
ocefiovati tuto horni hranici jen polovinou jednotky posled-
niho desetinného mista. Nesmime se oviem nechat mést tim,
Ze funkén{ hodnota vy&tend podle toho pravidla mé o jedno
desetinné misto vice neZ hodnoty uvedené v tabulce. Proto
toto pfidané desetinné misto zpravidla’oznadujeme drobné&jsf
dislici.

Tabulky, v nichZ se &asto provddi linedrni interpolace,
mivaji pro urychleni vypo&tu ndsobky desetiny tabulkového
rozdilu (a u mér dhlovych nékdy i ndsobky Sedesatiny tabul-
kového rozdilu) jiz pfedem vypo&teny a sestaveny ve zvldstni
pomocné tabulce nadepsané P. P. (partes proportionales =
= &4sti imérné). Ve Valouchovych pétimistnych tabulkéch*)
jsou v této pomocné tabulce u logaritmid &isel uvedeny
presné hodnoty a u logaritmi goniometrickych funkef
hodnoty zaokrouhlené na jedno desetinné misto. Jejich
posledn{ é&islice (desetiny) pfedstavuji Sesté (pfidané) misto
desetinné. Naproti tomu tabulka &tyrmistnd (str. 2—3)

*) Valouch, Tabulky logaritmické 10.—12. vyd., str. 10—786.
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obsahuje tyto hodnoty zaokrouhlené na jednotky &tvrtého
desetinného mista tabulky, takZe tabulkovd chyba se uZi-
vanim pomocné tabulky zbytedné zvétiuje.

I pii opadném vykonu se projevuje vliv tabulkové chyby.
Nebudeme-li pfihlizet ke zbytku interpolace, jehoZ vliv jsme
vydetfili dfive, a ozna&ime-li f(e + Ok) —z(a + Ok) =y,
dostaneme vzorec pro linedrni interpolaci z odst. 19 ve tvaru

y = f(e) + 4f(a). O.
Odtud vypoéteme
y—fla)
©="a)

Ponechdme dfivéjsi oznaleni f(a) = f,(a) 4 ,, fla + k) =
= fi{a+ h) + t,, kde 7., T, jsou tabulkové chyby &isel
f(a), f(a 4+ ), a tabulkovy rozdil zaokrouhlenych hodnot
z tabulky vyétenych oznadime Af,(a) = f,(a + k) — f,(a).
Pak je Af(a)= Af,(a) + t,— 7,. Za stfedni aproximaci
¢isla @ budeme povaZovati podil [y — f,(a)] : 4f,(a), utvo-
feny z &isel vyétenych z tabulky. Chyba této aproximace
je rovna rozdilu

y—fa) _ y—hla) — nulfi(a + h) —yl + wly —fi(a)]
4f(a) Afy(a) [4fi(@) + s — 7] 4fi(a) '
jak zjistime snadnou tdpravou. Jezto obé lomené zdvorky
v ditateli jsou soudasné téhoz znaménka, je
|Tilfr(@+ B)—y1+ 1y — fi(a)] <
< (@ 4+ B)—fy(a)] - 0,5 . 10~ = | Af,(a)[. 0,5 . 10~E.
Vedle toho je |Af,(a)+ 7,— 73| = |4fi(a)] —10—% za
pfedpokladu, Ze | Af,(2)| > 10—%, takZe pro absolutni hod-
notu vy3e uvedeného rozdilu dostaneme vyraz
y—f@) y—h@|_ 05.10F
4f(a) 4hi@) | = [4h@)] —10-¥
Interpolujeme-li podle tabulek, klademe

y = fi(a) + 4f(a). 6,
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kde © je ddno s urditou chybou. To m4 oviem tyZ ndsledek,
jako kdyby &islo y bylo ddno s chybou |A4f,(a)| krit v&ta
nez vypodteny vyraz, t. j.

0,5.10—*

A @ —10-¢ - |4h@:

jeZ se li3f jen nepatrnd od &isla 0,5 . 10—, tak¥e vliv tabulkové
chyby na vysledek lze zhruba vystihnouti tim, Ze chybu,
s niZ je stanovena hodnota funkce, zvétiime jeité jednou
00,5.10-%,

Priklad 1. Poditejme logaritmicky soudin 11.13.18.19
8 pouZitim pétimistné tabulky. Dand é&isla jsou pfesnd.
Je logll + logl3 4 logl8 + logl9 = 1,04139 + 1,11394 4
+ 1,25527 4 1,27875 + 4.0,5.10—5 = 468935:]:2 10—5.
Vzhledem k moZné tabulkové chybé vysledku tfeba zvEtsiti
horni hranici chyby vysledku na 2,5 . 10—3, takZe vysledkem
je netplné &islo 48904 4 3, jeZ zjistime podle pravidla v odst.
15. Kdybychom poéitali pfimo, obdriime 48906, coZ je
opravdu v nalezenych mezich. Vznikld chyba mize mit
znalny vliv, zejména jde-li o logaritmicky vypoéet vyrazid
sloZenych z vétsiho poétu &isel.

Pfiklad 2. Ctyrmistnymi logaritmickymi tabulkami po¥f-
tejme vyraz

(326,6 4+ 0,05) sin(26°33" 4- 1) sin(48°25’ 4 1')
sin(32°41° + 1) sin(56°18" + 1') '

ponechdvajice paté desetinné misto nezaokrouhleno. Dosta-
neme

log(326,6 + 0,05)

log sin(26°33’ + 1’

log sin(48°25" 4 1’

2,5139 -+ 0,65 .10—440,5.10—*
9,6502s + 2,6 .10—440,5.10—%
9,8739% + 1,2 .10—41-0,5.10—%
2,03816 + 4,45 . 1041 1,5.10—4
—9,73240 £ 2,0 .10—440,5.10—*
—9,92012 4 0,9 .10-410,5.10—%
2,38564 & 7,35.10—4+2,5. 104

)
)

—log sin(32°41’ 4+ 1)
—log sin(56°18" + 1)
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Horni hranici chyby vysledku tfeba zvysiti na (7,35 4 2,5 4+
+ 0,5)10—¢ = 10,35 . 104, takZe hledand hodnota je 243,04+
+ 0,6. Pfitom jsme nebrali v ivahu vliv zbytku interpolace,
nebot ten je, jak v dal3im uvidime, tak nepatrny, Ze jej lze
zanedbat.

Cuvident. B1. Jestlife provddime nésobeni nebo délenf n pfesnych
&isel logaritmicky s pouZitim k-mistné tabulky (pfi éem% pFi linedrni
interpolaci ponechédvéime (k +- 1)ni desetinné misto nezaokrouhleno),
je absolutni hodnota prosté chyby vysledku mensi nez 1,25(n + 1)
jednotek stojicich na k-tém mistd vysledku (poditéno zleva). DokaZte!
— [Uzijte vysledku cvitenf $2.]

21. Druha diference. Pfedpokldddme, Ze funkece f(x) je spojitd
a mé prvou a druhou derivaci pro viechna z z intervalu
[a, @ + 2k]. Do vzorce (*) odvozeného v odst. 19 dosadme
b=a-t+k c=a-+ 2k Podminky tam uvedené jsou
splnény, takZe plati

fa + 2k) = f(a) + 2[f(a + k) — f(@)] + R*f"(x,),

kde z, je vhodné zvolené é&slo z intervalu [a a + 2h].
To lze pfepsat

[fla + 2h) — f(a + k)] — [f(a + h) — f(a)] = R*f"(x,).
Podle toho, co bylo difve Fedeno, je f(a + k) — f(a) = Af(a)
tabulkovy rozdil funk&nich hodnot dvou argumertia,a + A
po sobé ndsledujicich. Vyraz v druhé lomené zdvorce oznadime
fla + 2k) — f(a 4+ k) = Af(a + k). Je to tabulkovy rozdil
funkénich hodnot daliich dvou argumentd a 4 4, a 4 2k
po sobd nasledujicich.

Rozdil dvou bezprostfedné po sobé jdoucich tabulkovych
rozdild se oznaluje ndzvem druhd diference*) a zavedeme
pro ni oznadeni

Af(a + k) — Af(a) = A,f(a).
Podle toho tedy plati
Ayf(a) = k" (x,),
*) K vyvarovan{ omylu budeme dfive zavedeny tabulkovy rozdil
Af(a) nazyvati pront diference.
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kde z, je vhodné zvolené é&islo z intervalu [a,a + 2h].
Oznagme z," tu hodnotu, pro kterou plati |f"(z)| < |f"(x,")]
pro viecka z z intervalu [a,a + 2k]. Pak je absolutni
hodnota druhé diference

| 4:f(a)] S P17 (xy")-

Piipustme v nerovnosti (**), jiz jsme v odst. 19 omezili
absolutni hodnotu zbytku interpolace, za z," zde nalezenou
hodnotu z,”, pro kterou |f"(z)| < |f"(z,")] pro viecka z z celého
intervalu [a, @ + 2k] a ne jen z intervalu {a, @ + £], jak jsme
pfedpoklddali o z,. Tim pravou stranu této nerovnosti
nezmenSime, a proto bude tim spiSe platit

2@ + O”)| < §R7|f"(xo")-
Lze tedy tvrdit vzhledem k vysledku odst. 19:

Zéddme-li, aby absolutni hodnota zbytku interpolace
nebyla vétsi nef urdité pevné zvolené &islo {, dosihneme
toho, bude-li }A%f"(x,")| < ¢, ale pak bude také

| 4./(a)] < 8C,
t. j. absolutni hodnota druhé diference nebude vét¥{ neZ
osmindsobek tohoto dovoleného zbytku interpolace.

Toho lze s vyhodou pouZiti pfi zkoumdani, nepfekrodi-li
zbytek interpolace stanovenou hodnotu, nebof druhou
diferenci lze z tabulky pohodlné vyégist. AvSak vzhledem
k tomu, %e funkéni hodnoty v tabulce jsou zpravidla zatiZeny
urditou tabulkovou chybou, nevyéteme z tabulky ani druhou
diferenci zcela pfesné.

V ptedchézejicim odstavei jsme zjistili, Ze prvnf diferenci
1ze z tabulek vydist s chybou, jejiZ horn{ hranice je 10—,
proto druhou diferenci, jakoZto rozdil dvou po sobé jdoucich
prvnich diferenci, lze z tabulky vyé&ist s chybou, jejiz hornf
hranice je 2.10—* MuZe se tedy hodnota druhé diference
vydtend z tabulky liditi od své pfesné hodnoty aZ o 2 jednotky
posledniho desetinného mista.

Abychom mohli spolehlivéji zjistiti vliv zbytku interpolace,
stadi si vSimnout, e druhd diference zfistdvd b&hem dosti
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dlouhého tdseku tabulky témé&f konstantni, takZe lze s dosta-
tednou pfesnosti vziti v dvahu jeji hodnotu primérnou:
Utvofime-li souéet fady po sobé& jdoucich druhych diferenci,
t. j. vyraz
Af(@) + Af@+ B) + ...+ Agf(a+ (n— D)h) =
= df(a + h) — Af(a) + Af(a + 2h) — Af(a + k) + ... +
+ 4f(a + nk) — df(@a + (n — 1)k) = Af(a+nk)—4f(a),

je také stanoven s chybou, jejiz horni hranice je 2.10-%,
takZe pramérnd hodnota druhé diference je uréena s chybou,

jejiz absolutni hodnota neni vé&tsi nez % . 10~*, Vezmeme-lLi

tedy primér tfeba z deseti po sobé jdoucich druhych
diferenci, je stanoven s chybou co do absolutni hodnoty
ne vétdi nez 0,2 . 10~*, coZ je zcela postaditelné. Pak je hornf
hranice zbytku interpolace uréena s chybou, jejiz absolutni
hodnota neni vétsi ne% 0,025 . 10—%, t. j. &tvrtina jednotky
(k + 1)ho desetinného mista.

Zpravidla Zdddme, aby absolutni hodnota zbytku inter-
polace nepfesihla desetinu jednotky posledniho desetinného
mista, t. j. 0,1.10~% Tomu bude vyhovéno, nebude-li
absolutn{ hodnota druhé diference pfesahovati 0,8 jednotky
téhoZ mista. Zaokrouhlime-li pak na % desetinnych mist
funkéni hodnoty ziskané linedrni interpolaci (ovdem bez
tabulkové chyby, jejiZz hornf hranice je 0,5 . 10—%), obdrZime
totéZz &islo, které bychom obdrZeli, kdybychom zaokrouhlili
na k desetinnych mist pfesné funké&ni hodnoty, nejvyse snad
8 vyjimkami, je-li na (k¥ 4+ 1)nfm desetinném mistd pifesné
hodnoty &tyrka nebo pétka (viz cvié. 3).

Cviéent. 2. Kdyby byla v tabulce uvedena hodnota f(a) s potetni
chybou ¢, jaky vliv by to mélo na prvni a na druhé diference? Bylo
by lze podle druhych diferenci zjistiti chybu £? — [Je-li v tabulce
uvedeno f(a) + & misto f(a), vylteme misto spravnych prvnich
a druhych diferencf hodnoty Af(@ — k) + €, Af(a) — &, Ayf(a — 2h)+
+ &, Adif(a— h)— 2¢, A,f(a) + & vzhledem k tabulkové chybd
a k dovolenému zbytku interpolace musi se piitomnost chyby

projevit, jakmile || > 1,4.107%.]
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22. Tabulky nejjednodusdich funkcl. V tomto odstavei pro-
vedeme rozbor tabulek, jichZz se pfi numerickém pod&iténi
nejéastéji uziva.

1. Tabulka logaritmi. Je-li f(z)= logz, je f'(z) = £

z

(@) = — %, kde y == 0,434 je modul dekadickych loga-

ritmi. JeZto 1:22 s rostoucim argumentem klesd, volime
z, = z," = a, takZe pro zbytek interpolace a pro druhou
diferenci dostaneme

e 2
[ela+ OB < &=, |44f(a)] < 5.

a?

V logaritmickych tabulkdch je zpravidla k=1, t. j. jsou
tabeloviny logaritmy &isel vzristajicich o jednotku. Pak
je proa > 100

[2(a + Oh)| < g-m 104_54 10-¢,

L d

| 4,f(@)] < £ 104 = 43.10-°

a tyto hornf hranice se se vzristajicim a zmenSuji. Pro
a = 1000 je

J2( +@h)|<8 F==54.10,

7
| duf(a)| < 106_43 10—
atd. Ctyrmistné tabulky, v nich? jsou logaritmy zaokrouhleny
na &¢tyfi desetinng mista, obsahuji zpravidla logaritmy argu-
mentid od 100 do 1000 (nebo jesté také néco mélo pfes 1000);
zbytek interpolace v nich nepfekrodi 5,4 jednotky Sestého
desetinného mista, je tedy tak nepatrny, Ze jej lze v praxi
zanedbat. V pétimistnych tabulkdch byvaji tabelovdny
logaritmy argumentd od 1000 do 10 000; tam je zbytek
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interpolace men#i neZ 5,4 jednotky osmého desetinného mista,
takZe jej lze také zanedbat.

Zidéme-li, aby zbytek interpolace byl mendi nei 0,1
jednotky posledniho desetinného mista tabulky, je tomu
vyhovéno, je-li

ph? ~E / B 1or+1
82SOI 10 éﬂ1a>k-l/8.10 ,
kde & je podet desetinnych mist tabulky. Jde-li o tabulky
&tyrmistné (k = 4, h = 1), musi a > 74; volba argumentid
od 100 do 1000 tomu odpovid4. U tabulek pé&timistnych
(k= 5) je a =233, takZe lze tabelovat logaritmy &isel
vétdich ner 233. Pro k=7 dostaneme a > 2330; proto
se v sedmimistnych tabulkdch uv4déji zpravidla argumenty
od 10 000 do 100 000.

2. Tabulky goniometrickych funkci. Je-li f(z) = sinz, pfi
tem?Z se 1ze omeziti jen na takovd z, pro néZ plati 0 < =z << 4=,
je f'(z) = cosz, f"(x) = — sinz. Jeito sinz je funkce stoupa-
jici (pro 0 < z < =), volime 2z, = z," = a | 2h, takZe

|z(a + OR)| < {h?sin(a 4 2h) < 1A%,
| A:(a)| < B*sin(a 4 2h) < A2

v celém rozsahu tabulky, nebof sin(a 4+ 2h) < 1. Je-li
na pf. b = 10’ &ili v mife obloukové A = z : (180 . 6)=—0,003,
je |z(a 4+ OR)| < } 0,000009 = 10—¢. Jde-li tedy o tabulku
pétimistnou, zbytek interpolace nepiekrodi desetinu posled-
niho mista v celém rozsahu tabulky. Kdyby &lo o tabulku
étyrmistnou, stadi volit A tak, aby platilo }42 < 0,1. 104,
t. j. B <0,0089 = 30". Volime-li tedy krok &tyrmistné
tabilky sind rovny 30’ nebo mensf, zbytek interpolace ne-
pFevysi nikdy desetinu posledniho desetinného mista.

Jinak je tomu u funkce f(z) = tgz. Tu je Flz)=

cos?z ’

(= )— 0% Jeito funkee /" (z) je funkce rostouci, volime
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zy = z," = a + 2h, takZe
#3 sin(a -+ 2h) 212 sin(a + 2A)
4 cos®(a + 2h)’ |4uf(@)] < cosd(a + 2h) °

Zbytek interpolace i druh4 diference jsou pomérnd malé
u malych 1hlf, se vzriistajicim argumentem velmi rychle
stoupajf. Volime-li na p¥. & = 10’, lze vypoditati, Ze horni
hranice zbytku interpolace nepfekrodi &isla, jeZ jsou uvedena
v nasledujici tabulce (vesmés v jednotkdch §estého desetin-
ného mista):

[2(a + OR)] <

a 0° | 15° | 30° | 45° | 80° | 75° | 90°
la+om | o |06 | 16| 42| 147]| 118]

Jde-li o tabulku pétimistnou, je podminka, aby zbytek
intetpolace nepfekrodil 0,1 jednotky posledniho desetinného
mista, splnéna jen pro velmi malé hly nepfesahujic{ p#lis
15°; naproti tomu u tabulky étyrmistné je podminka splnéna
pii témZe kroku = 10’ o néco déle neZ pro 45°. Pro vétii
hodnoty hli viak nelze v tabulce spolehlivé interpolovat.

Pozndmka. Linedrni interpolaci lze zlepditi, uvédomime-li si,
%e zbytek interpolace z(a + Oh) = — 1O(1 — @)h?/"(z,), pfi &em2
h3/"(z,) je velmi pFibliZnd rovno druhé diferenci 4,/(a). Lze tedy psét
pFibliznou rovnost z(a + Oh) = — 1O(1 — @)4,f(a), takie lepisiho
souhlasu doséhneme, opravime-li linedrn{ interpolaci pfidénim tohoto
é&lenu. Pak bude

fla + Ok) = f(a) + O . Af(a) — 3O(1 — O)4,f(a).

Bylo by lze ukézat, Ze chyba tohoto pfibliZzen( je nepatrné.

Hledéme-li na pifklad v pstimistné tabulce o kroku 10’ hodno-
tu tg67°26’, nalezneme tg67°20’ = 2,39449, tg67°30" = 2,41421,
tg67°40” — 2,43422; pak je Atg67°20"=0,01972, Atg67°30’= 0,03001,
A;tg67°20° = 0,00029, tekle tg67°26" = 2,39449 | 0,6 .0,01972 —
—4.0,6.0,4.0,00029 = 2,406287 s chybou co do absolutnf hodnoty
men3i nez 0.5 . 105,

Hleddme-li naopak argument k dané funkéni hodnot8, vypodteme
z nalezené ptibliZné rovnosti

fla + Oh) —f(a) | 3O(1 — O)dsf(a)
Af(a) 4f(a) '

0=
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Lineérnf interpolaci dostaneme
fla + Oh) — Ka)

& ="k
e pak je velmi pFibliznd
o, 00 —0Myfe) _ o | $6,(1—6)4y(a)
0= 06, +T~@1+‘—A/(a)—',

nebof spravné hodnota @ a nalezend hodnota ©®, se navzéjem lis{
jen velmi nepatrna.

Podle toho hleddme-li iihel &« dany tangentou tgx = 3,38856 +
4 0,5. 105, nalezneme v pdtimistné tabulce tg73°30" = 3,37594,
1g73°40" = 3,41236, Atg73°30' = 0,03642 & odtud urdime @, =
= 0,01262: 0,03642 — 0,3465. Vedle toho je tg73°50’ —— 3,44951,
Atg73°40’ = 0,03715, A,tg73°30" = 0,00073, takie O = 0,3465 +
+ %.0,3465 . 0,6535 . 0,00073 : 0,03642 — 0,3465 + 0,0023=0,3488.
Je tedy « == 73°33,488’, &ili « = 73°33°29,3” + 0,27, kde chyba 0,2”
odpovidé chybs 0,6 . 105, a niZ byla déna hodnota tangenty, a chybs
0,5. 103, jez podle konce odst. 20 vystihuje tabulkovou chybu.

3. Tabulka logaritmi goniomelrickych funkei. Je-li f(x) =
_ s . ’ _ ” _ u v "
= log sinz, je f'(x) = u cotgz, f'(z) = — e takie |f"(z)|
je funkce klesajici. Proto poloiime z, = :co” = a, a pak

lela + Ok)| < g'osm, [ Af(a)] <smza

Zbytek interpolace i druhé. diference zmensuji svou absolutni
hodnotu se vzriistajicim argumentem a.

Zbytek interpolace nepfesdhne &islo 0,1 . 10—*, bude-li

10k+l’u
—k
Ssm2 ———< 0,1.107°%, t.j. sma>h1/ g

Pro k=5,h =1 =-2,9.10—4 v mffe obloukové je sina >
> 0,0678, t. j. @ > 4°. V pétimistné tabulce o kroku 1’ Ize
line4rnd mterpolova,t pro argumenty od 4°. Pro k=4,
h=10"==2,9.10-3 je sina > 0,214, t. j. a > 124°, proto
ve &tyrmistné tabulce o kroku 10’ lze interpolovat teprve
asi od 124°.
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B _ 2

Podobné pro f(x) = logtgz je f'(z) = Sz ooss = snoa’

” 4y cos2x
fe)=— sin?2z
zédpornd a pro z > 45° kladn4. Je-li v8ak % dostateéné malé,
lze ptibliZné poloZiti xy’ = z," = a; tim se vysledek zméni
jen nepatrné, takZe zhruba plati

. Funkce f’(z) je rostouci, pro z < 45°

wh?|cos2al

4uh?cos2al
2 sin?2a ’

[ota + O)] < @) < Fne

Zbytek interpolace nabyvd nejmensi absolutn{ hodnoty pro
a = 45°. Tato absolutni hodnota se zvé&t3uje, jestlife a
stoupd k 90° nebo klesd k 0°.

Zbytek interpolace nepfeséhne 0,1 . 10—, bude-li

uh?|cos2al
2 gin?2a

<0,1.10-%

Jeito sin?2a = 1 — |cos2a/?, plyne odtud
2|cos2a® + ph? . 10k+1|cos2a| — 2 <0,
|cos2a| < J(— uh? . 108+1 4 |/u2ht . 102+ 1 16),

nebof |cos2a| nemd¥e byt zdporné. Pro k=56, h=1" =
=2,9.10¢ je |cos2a| < 0,991, t. j. 4° < a < 86°, pro
kteréZto hodnoty lze linedrné interpolovat. Podobné pro
k=4, h=10' = 2,9.103 je |cos2a| < 0,912, takZe 12° <
< a < 78° kdy je pfipustnd linedrni interpolace v tabulce
¢tyrmistné.

Pozndmka. Pro malé ihly, pro nd% nenf linearn{ interpolace dosta-
tetnd spolehlivd, byvé &asto sestavena zvléitni tabulke o malém
kroku (viz na pf. Valouchovy tabulky str. 31, kde jsou uvedeny
hodnoty funkef log sina, log tga uhli mensich ne 5 pFi kroku 17).
Lze také uZit obratu, ktery byl popsén vyse pii tabulce tangent.
Nejtastdji se vSak postupuje takto: Je moZno poloiit sina = k,a,
tga = kqa; pokud je \ihel @ dosti maly, jsou &isla k,, k; (velmi pFibliZng)
nezdvisld na argumentu a. Ozneéime-li logk, = S, logk, = T, je
log sine = loga + S, log tga = loga + T. Hodnoty S a T, jez odpo-
vidaji argumentu g, zpravidla méfenému ve vtefindch, byvaji tabelo-
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vény ve zvladtni tabulce pfipojené k tabulce logaritmt (viz nae pf.
Valouchovy tabulky str. 4 a 5 dole a str. 8—29 dole).

Cuidend. 58. Ukaite, %o v tabulee, kterd obsahuje pétimistné logarit-
my &isel od 1000 vyie, lze pfi kroku & = 4 jestd linedrnd interpolovat.

54. Jak daleko lze v sedmimifstné tabulce sini s krokem A = 1’
jestd linedrns interpolovat? — [Asi do 71°.]

55. Jak daleko lze line4rns interpolovat v pdtimfstné tabulce tan-
gent pfi kroku a) 10°, b) 1’? — [Asi do a) 22°, b) 74°.]

56. S pomoci hodnoty T lze uréiti logaritmus tangenty malého
dhlu a. Jak stanovime log tg(inx —a)? — [log tg(dn — a) =
= —loga — T'.]

23. Potitanl s logaritmy. PFi logaritmickém poditani se vedle
primérn{ chyby, kterd byla systematicky vyZetfena v kapi-
tole IV., uplatiiuje chyba sekundédrni ptisobend jednak zbyt-
kem interpolace a jednak tabulkovou chybou. Jak jsme se-
znali v pfedchézejicim odstavci, byvaji tabulky uspotddény
tak, aby bylo lze zbytek interpolace zanedbat, proto se pfi
odhadu sekunddrni chyby omezime toliko na vysetfeni vlivu
tabulkové chyby. Nelze udati obecné pravidlo, podle néhoz
bychom mohli sekunddrni chybu vypodisti, nybrz je tieba
postupné sledovati jednotlivé podetni operace a vygetfovati
jejich vliv na sekunddrn{ chybu. Toto vy3etfovini byvi
nékdy dosti sloZité.

UkézZeme to na pfikladé a vydetfime A
sekundarn{ chybu v tloze z cvid. 47,
pfi ¢emzZ budeme povaZovati dané é&isla
za pfesnd. Podle nalezeného vysledku a .
podle primérni chyby pak posoudime, b v
jakych tabulek je tfebe pouziti pfi vypoé-
tu. Jde o tlohu:

V trojihelniku jsou dény strany a, b P4 D B
a thel y; stanoviti tfeti stranu a zbyvajici a
uhly.

Lze voliti rizné zptsoby vypodtu. Pro- Obr. 9.
bereme je postupns.

1. Vedeme-li v trojuhelniku ABC vysku AD = v, vzniknou dva
pravouhlé trojuhelniky ACD, ABD (obr. 9), z nichZ lze postupné
vypoéisti

c

8

v = bsiny, CD = bcosy, DB = a — b cosy,
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v
tgf = @b oosy’ a=180—8—y, ¢ =§i_ﬁﬁ_l'
Uiivame-li k-mistnych logaritmu, je é&islo logh stanoveno s chybou,

jejiz absolutnf hodnota je mensf nez 0,5 . lO—k, 8 touz horni hranicf
chyby je stanoveno i ¢islo log siny, takZe logv jestanoven se sekund4rnf

chybou co do absolutni hodnoty mensi nez 10~ k¥, Rovn#z tak absolutni

hodnota chyby é&isla logh cosy je menif nez 10~%, Pti hledéni &isla
b cosy se uplatiiuje jednak teto chyba, jednak chyba vznikajlci linedrni

interpolaci podle konce odst. 20, tedy celkem 1,5 . 10~¥, takZe hornf
hranice prosté chyby &isla b cosy je podle odst. 16 mensf nez
1,5.107%. |bcosy| : u

a 8 touZ chybou je uréeno i &islo @ — b cosy, nebot stfedni aproximaci
éisla a povaZujeme pro vypolet sekunddrni chyby za pfesnou.
Uré&ujeme-li log(a — b cosy), dostdvame pfi hleddni logaritmu jednak

tabulkovou chybu s horni hranicf menaf nez 0,5. 107 o jednak
chybu, ktera vzniké tim, Ze &islo a — b cosy je nepfesné. Tato chyba
je podle odst. 15 co do absolutni hodnoty mensi nez

|b cosy|

- —k pof
“Ta—beosy] 1,5.107% . [tgB cotgy|.

u.t.1,5.107F
I

Je tedy ¢islo log(a — b cosy) uréeno s chybou, jejiZ horni hranice je
men¥{ nez 0,6.10~% + 1,5.107%. |tgf cotgy|. Pak je log tgf urien
8 chybou o horni hranici mensi nez

107% 4+ 0,5.107% 4 1,5.107% , |tgpB cotgy]

a ff samo mé hornf hranici prosté chyby, kterd je podle cvié. 87 c)
mensi neZ vyraz

1
e (2 + 1,5 [tgB cotgy|) [sin2f| . 10~%,
nebof na tabulkovou chybu pfi zpdtném hledani uhlu 8 jest opdt

pricisti 0,5 . 10~%. Touz hornf hranici chyby mé i thel «.

Pokra¢ujeme déle a hledéme log sinf. Horni hranice jeho chyby

obsahuje op&t &len 0,5 . 10~k zpisobeny tabulkovou chybou a vedle
toho podle cvi¢. 86 a) élen

1
gy = (2 + 1,5 |tgf cotgy!) |sin2p) . [cotgh| . 10~% =

= (2 + 1,5 |[tgf cotgy]) cos?f . 107,
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Proto ¢islo loge mé hornf{ hrenici chyby mendf neZ
107% 4+ 0,5.107% + (2 + 1,5 |tgf cotgy|) cos?f .10~

a pak je ¢ urdeno s chybou, jeZ je co do absolutni hodnoty menai
ne% vyraz

1
S12 + (2+ 15 |tgf cotgy]) cosfle . 107k,
Dosadime-li sem &iselné hodnoty z cvié. 47: & = 29°12°, § = 77°22’,
y = 73°26°, a = 23,4, b = 46,8, ¢ = 45,97, vyjde, Ze sekundérnf
chyba uhla «, f je co do absolutni hodnoty men&i nez 1,96 . 10~%

v mife obloukové neboli 6740 . 10~* minut v mife Ghlové. Podobnd
sekundérni chyba strany ¢ je co do absolutni hodnoty men3i neZ
232.107%, Pouzijeme-li &tyrmistnych tabulek, t. j. poloZime-li
k = 4, jsou hornf hranice sekunddrnich chyb: u Ghli «, # menif ne:
0,7 a u strany ¢ mens{ net 0,03 m. Porovname-li tyto hodnoty
8 hornfmi hranicemi primérnich chyb, gstanovenymi ve cvid. 47,
vidime, %e &tyrmistné tabulky k FeSeni ulohy plné stedf.

Bylo by moZno také uifti vysky spusténé s vrcholu B; pak by zistal
vypodet ty%, jen by se strany a, b a uhly «, f navzdjem vymsnily.
Dostali bychom hornf hranici sekundérni chyby tdhlu & (a také )

ve tva.ru—21— (2 + 1,5 [tgo cotgy|) |sin2«]| . 107% — 2,21.107* & hornt
hranici sekunddrn{ chyby strany ¢ ve tvaru
%[2 + (2 + 1,5 Jtgo cotgy|) cos?a]c. 10~ % = 393 . 107,

tak#e pfi uzit étyrmistnych tabulek je chyba pfi urdeni dhld mensf
nez 0,8’ a pfi urdeni strany ¢ mensf nez 0,04 m.

2. Provedeme-li tyZ vypotet s pouiitim véty tangentové, dosté-

vame tgh(x — fB) = cotgly . %-%, x = (90 — 3y) + 3o — B)
B=(90—13p) — % (a—p) c=a:ii-—::£nebo ta.kéc:b:—i:%. Gislo

log tgd{x — f) lze stanovit s horni hranici chyby 1,5. 1075 od-
tud plyne (cvid. 87 c¢) s ohledem na tabulkovou chybu tohoto &fsla,
e dhel }(« — f) 1ze urditi s chybou, jejiZ absolutni hodnota je mensf

ne% vyraz 2L[l .2.107%F, |sin(ac — B)| a s touZ chybou pak lze urditi

o i f. Pak log sinx je stanoven s chybou co do absolutni hodnoty
1

menif nez 0,5. 10~% . e 10—%, |sin(x — f) cotga, loge s chybou

-
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men&f ne# (1,5 + |sin(x — B) cotga|).10~% a &fslo ¢ samo s chybou,
jejiz horni hranice je men3f neZ vyraz

% (2 + [sin(a—Pp) cotgn|) ¢ . 107E.

Potitame-li stranu ¢ s pomoci strany b a whlu 8, vyjde horni hranice
sekunddrni{ chyby mensi ne

% (2 + [sin(x — B) cotgB|)c . 10~

Dosadime-li sem dané &isla, dostaneme horni hranice sekundérnf
chyby: u dhli «, 8 mensi ne: 1,72. 10~* v mife obloukovs, &ili
5900 . 10~% minut v mffe thlové & u strany ¢, je-li poditéna ze strany
a, 353.107%, & je-li poditana ze strany b, 229 . 10—F. Horni hranice
sekundérnf chyby jsou zhruba stejné jako v piipads predeslém. Ctyr-
mistnymi tabulkami nalezmeme Ghly s chybou men&f nez 0,6, a stranu ¢
s chybou mensf nez 0,04 m, resp. 0,03 m.

3. Pii uZiti vity kosinové je vypodet tento:
c = Va’ + b* — 2ab cosy, sinx = siny.%, sinf = smy—f:—

a) Vyraz pro ¢ lze politat tek, #e vypolteme zvlait jednotlivé
¢tleny pod odmocnitkem. Hodnotu loga stanovime s chybou absolutnd

mensf nez 0,5 . 10_", loga? s chybou absolutn® mensf ne 10~* & odtud
vzhledem k tabulkové chybd urtime &islo a3 s chybou co do absolutni

hodnoty men3i nez 1,5 . 10°F g2 4. Obdobns stanovime b* 8 chybou

co do absolutni hodnoty men&fnez 1,5.10~% .53 ;: 4 a &islo 2ab cosy
s chybou, jeZ je co do absolutni hodnoty men&f nez

2,5.10~% . 2ab |cosy| : @,

nebot logaritmus kaidého z jeho &tyF &initeld [mé horni hranici

chyby mensf nez 0,5 . 107, Je tedy vyraz pod odmoonitkem urden
s chybou, jejiZ horni hranice nedosihne &isla

7‘1_ (1,6a% + 1,5b% + 5ab loosy|)10~E,
Jeho logaritmus mé chybu s hornf hranici men3i ne%
2 ]
05.107% 4 .~ Loa7 + LBV + Bab jcomy|
7 ¢

. 107k
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Horni hranice chyby &fsla loge je rovma polovind tohoto vyrazu
a ¢&fslo ¢, jez mu odpovid4, mid horni hranici chyby mensi ne%

—k 2 2
l[o,s 10—k 4 95 .210 (1 L 3at 4+ 3 :L’ 10ab !cosy|)] .

I
_ 3c? + 3a* + 3b2 + 10ab |cosy|
h 4uc

.107F, coz 1ze proy < Rpsitvtvaru

4a® 2__ .2 L DY B Y |
LM . lo_bapmy Z th,va,ruﬁa—b.
2uc = 2uc
Vyraz pro loge mé hornf hranici chyby
0,5.107% 3a% + 3b® + 10ab |cosy|
— {1+ ’
2 e
proto hornf hranice chyby &f{slglogsina je

0,5.10F (5 | 3ab 4 36+ 10ab |cosyl)

L107F,

2 c?
takZe « je urdeno s chybou mensf neZ

1 06.10°¢% ( 3a? + 3b2 + 10ab lvosy|
—. 7+
b 2 c?

) - |tgal,

dad + 40 4 o

coz lze pro y £ R vyjbdfit v tvaru . |tgx| . 10~k

2uc?
2__q9__pd

% . |tga] . 10—, Obdobns je thel f

urden 8 chybou co do absolutni hodnoty mensf neZ
4a? + 4b2 + c?

2uc?

a 8 chybou co do absolutnf hodnoty mensi neZ
6c2 — g — b? _
T.]tgﬂ[. 10 kpro'ng.

Pro naSe dané ¢&fsla je hornf hranice chyby pro stranu ¢ mensf nez

221 . 10—‘, pro thel « mensi nez 3,98 . 10~%* v mife obloukové &ili

13700 . 10~ minut v miFe Ghlové a pro tGhel § mensi nez 31,8 . 10~*

v mife obloukové &ili 109000 . 10~% minut v mffe thlové. Tento postup
stanovi stranu ¢ pfibliZnd s touZ piesnosti jako oba postupy pfed-
chézejiof, naproti tomu uhly jsou jim uréeny daleko ménd piesns.
To jsme molili predem odekdvat, nebot thly jsou sinem uréeny ménsd

a proy = R v tvaru

.Itgf| .10 ¥ proy < R
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pfesnd nef tangentou, zejména nelidi-li se piilis od wuhlu pravého.
K uréeni uhli étyrmistnéd tabulke nestadi.

b) Vyraz pod odmocnitkem lze upraviti takto:

¢ = (@ + b)? — 2ab(1 + cosy) = (a + b)*—4abcos?ly =
=(a+b+p)la+db—p)

kde p = 2VE cos}y. Cislo p poditéme logaritmicky, logp je urien

8 chybou o horni hranici 1,6 . 10~ k, kfslo p samo 8 chybou absolutnd

men&f pez 2.10~F . p: p. S touz chybou jsou pak urdena i &sla
a+b+p, a+b— p, ale tu tieba dét pozor, nebotf jednou se chyba &fs-
la p pFidits a po druhé od&ité (viz konec odst. 8). Cislolog(a + b + p) +
+ log(a + b — p) je déno s chybou o horni hranici

_k a
10;‘+,4.2'1° |7 = P l=(1+3’:—)10—"-
C

4 latb+p at+tbdb—p
Pitom prvy &len vzniké seftenim tabulkovych chyb obou logaritmi
a druhy é&len je pusoben chybou, jiZ je zatiZeno é&fslo p. Chyba &isla
loge je pak polovidni, takie ¢ samo mé chybu co do absolutnf hod-
1 2p?
noty mensf ne% 7 (l + c—’;-) ¢.10~% vzhledem k tomu, Ze i pii loge
se uplatiiuje tabulkovéd chyba. Dosadime-li dané hodnoty, je p =
== 53,05 a strana ¢ je urlena s chybou co do absolutni hodnoty

mensf ne 388 . 107%, tedy o néco v&tsf net v piipads a). Pak oviem
také chyby uhld «, § vyjdou v&taf.

c) Lze vak také poloZiti

P 2)/ab cosly .
at+b  a+b = sme,

¢c=(a+ b)Vl —sinlp = (a + b) cosp.
Sekundérni chyba vyrazu pro logsing je 2. 10‘”, pek je @ uréeno

s chybou mensf nez — . 2,5. 10°%, tgp. Horni hranice chyby &isla

L ]
1
logcosg je 0,5 . 107% 4+ B " 2,5.107F, tg3p. Cislo loge mé chybu
co do absolutnf hodnoty mensf ne% (1 ¢ 2,5 . tgip) . 10~% & konedns
tislo ¢ mé chybu, jejiZ horni hranice je %(1,5 + 2,5. tgip)c . 107%,

Dosadime-li sem dané &isla, vyjde @ = 49°5’ a podle toho horni
hranice chyby &isla ¢ jo 511 . 107k, tedy opét o néco vyssf.
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d) Upravime-li odmocninu na tvar
® = (a —b)? + 2ab(1 — cosy) = (@ — b)® + 4ab sin®}y
a poloZime-li

2)/ab sindy , la — b
W = tgy, vyjdec = cosp

Pak je logtgy uréen s chybou men3i nez 2. 10~%, odtud plyne pro y
horni hranice chyby 2,5. 10— %, sin2yp : 24 a pro logcosy je chyba
co do absolutni hodnoty menai neZ

2,6.10~F
S
takZe loge mé chybu co do absolutni hodnoty men&f ne%

05.10°% + p . 8in2p tgy = (0,6 + 2,5. sindy) . 1075,

(1 + 2,5.8in%p) . 10~%.

Horni hranice chyby &fsla ¢ je tedy % (1,5 + 2,6 . sinty) ¢ . 10~ F.

Dosadime-li dané éisla, vyjde y = 59°24' a chyba pro ¢ je co do
absolutni hodnoty mensf neZ 355 . 10—k, Odtud jest vidéti, Ze riz-
nym zpisobem vypoétu dostaneme riiznou sekundérni chybu.

Pii logaritmovani soudinu (nebo podilu) n éisel je tabul-
kovs chyba nejvySe rovna (n 4+ 1)z, kde 7 je horni hranice
tabulkové chyby ka¥dého logaritmu. Pomérnd chyba vy-

sledku pak nedoséhne %(n + 1)r. Predpokldddme-li, Ze

viechna éisla, 8 nimi% provéddime vypodet, maji (aspoi pfi-
blizné) touz pomérnou primérni chybu g, je pomérné chyba
vysledku ng. Nechceme-li, aby sekunddrni chyba vysledku
byla vét&i neZ pétina chyby primérni, t. j. mé-li byt

1 n
— <0.2. . — 1o.
o n4+1)1<02.n0,musi 70,20 P | 0 <0l

To znaédi, Ze k vypodtu tfeba volit takovou tabulku, aby ta-
bulkovd chyba byla mensi nez desetina primérné pomérné
chyby ¢&isel, s nimi% provddime vypodet. JeZto &sla, k nim%
vede praktické méfeni provddéné obyéejnymi prostfedky,
jsou zatiZena pomérnou chybou tak asi 103 (viz odst. 2),

101



plyne odtud, %e k vypoltim s takovymi ¢&sly plné staéi
tabulka &tyrmistnych logaritmi. P¥i trigonometrickych vy-
pottech je viak tfeba, abychom se pokud moZno vyhybali
urdeni Ghli (zejména blizkych k pravému) pomoci sinu
a uréeni Ghli (zejména hodné ostrych) pomoci kosinu.

Cruifent. 87. Jsou-li ddny odvésny a, b pravouhlého trojihelnika,
lze potitati pfeponu ¢ bud podle véty Pythagorovy nebo trigono-
metricky 8 pomoci nékterého uhlu trojuhelnika. Ktery vypoéet
poskytuje pii logaritmickém pocitdni mensi sekundarnf{ chybu? —

[Prvy, totiz c¢. 1,5. 107k, 4, pFi druhém vyjde (1 + cos?a)c.1,5.
L1107k, i, resp. (1 + cos?f)c.1,5. 107k, I’y

88. Uhel ¢ je dan vztahem sing = a:b. Odtud lze urditi ¢ bud
piimo nebo tak, Ze piSeme tgp = a: V(b + a)(b — a). Porovnejte
sekundédmi chyby, které vzniknou, uréujeme-li @ logaritmicky! —
[a.1,5.10~F: )20, o]/5 —ab.1,5.10~%: ub?%; druhy zpisob
je presné&jsi.]

24. Logaritmické pravitko. Pfi odhadech hornich hranic chyb
se vyskytuje Fada vypodtd, pfi nichZ stadf zjistit jen nékolik
mélo prvnich é&islic. K rychlému stanoveni téchto &fslic
uzfvime s vyhodou logaritmického pravitka, jak jiz difve
bylo podotéeno. Budu piedpoklddati, Ze ¢tensf znd zdsady,
podle nich% se na logaritmickém pravitku poéitd. V tomto
odstavei se budeme zabyvati pouze otdzkou, s jakou pfesnost{
lze na logaritmickém pravitku provédét vypodlty.

Na logaritmickém pravitku jsou naneseny logaritmické
stupnice, t. j. stupnice, které zndzoriuji funkei y = C logz,
kde C je vhodnéd konstanta. C4st logaritmické stupnice
je zobrazena na obr. 10. Bod logaritmické stupnice, oznadeny
dislem z, dostaneme, naneseme-li od poédtku dseéku délky y,
jeZ vyhovuje vztahu y = C logz. Jeito logl = 0, je poddtek
stupnice oznaden &islem 1; jeZto ddle logl0 = 1, je &islem 10
oznaden ten bod stupnice, jehoZ vzdédlenost od poédtku je C.
Vedle toho plati logl0® . x = n + logz, a proto se logarit-
mickd stupnice skldd4 z dseki o délee C, které vesmés jsou
shodné, a kaidy z nich zndzorfiuje éisla z intervalu [107,
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107+1], Usek logaritmické stupnice znizorn&ny na obr. 10
predstavuje &sla z intervalu [1, 10].

Logaritmické pravitko obsahuje zpravidla dvé zékladni
stupnice, jednu, kterd je na horni &4sti pravitka, struéné
nazveme horni, druhou, kterd je na dolni &4sti pravitka,
nazveme dolni. Ob&é maji touz délku, zpravidla 250 mm.
Horni stupnice obsahuje usek od 1 do 100; konstantu této
stupnice oznafme C,, je tedy 250 = C,logl00, takze
C, = 125. Dolni stupnice obsahuje tisek od 1 do 10 pii téze

X
1 3 4 5 6 2891

Y c
Obr. 10.

celkové délce; konstantu této stupnice oznaéme C,, proto
250 = C, logl0, takZe C, = 250. Stupnice nékterych kapes-
nich pravitek mivaji délku men&i, na pf. polovi¢ni, pak jsou
hodnoty téchto konstant také poloviéni.

Predpoklédejme, Ze lze bez optickych prostiedkid pouhym
okem odlisiti od sebe dva body, jejichZ vzdilenost je 0,1 mm,
t. j. Ze Ize délku y uréiti s chybou, jejiZ horni hranice je mensi
nez 0,1 mm. Ptdme se, jakou &isti délky C je tato horni

. . s )1 :
hranice chyby. U stupnice horni je to zlomek —OC— =0,8.10-3
1
1
a u stupnice dolni %’— = 0,4 .10—2 Délka C piedstavuje
2
vzrist logaritmu o jednotku, takie pfesnost dolni stupnice
odpovid4 zhruba pfesnosti trojmistnych logaritmu, pfesnost
horni stupnice je poloviéni. Toto é&islo, 0,8.10—3, resp.
0,4.10-3, je to, co se v logaritmickych tabulkich oznaduje
ndzvem tabulkovd chyba; u trojmistnych logaritmi je, jak
vime, mensi nez 0,5 . 10—3,
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PovaZujeme-li y za stfedni aproximaci pfesné hodnoty Y,
je |Y —y| < #, kde 5 << 0,1. Odpovidd-li délce ¥ &slo X
a délce y &islo z, je |Y —y| = |ClogX — Clogz|. Aviak
podle odst. 15 je

C
10 logX — C loge| < — .,
r—¢
kde £ je horni hranice prosté chyby é&isla X. Je-li déno 7
a volime-li £ tak, aby bylo

Cué
T—E ="
bude také |Y —y| <n. To ale znamens, %e £ vyhovuje
nerovnosti
¢

4

n n
Cutn ~Cu
Dovedeme-li tedy délku Y ur&iti s chybou, jejiz horni
hranice 7 < 0,1 mm, miZeme na stupnici urditi &islo X tak,
%e horni hranice jeho pomérné chyby vzhledem ke stiedni

I

aproximaci — vyhovuje napsané nerovnosti. Dosadime-li
z

za C, u,7 naSe hodnoty, shleddme, Ze tato horni hranice
pomérné chyby je u horni stupnice 1,84.10—3 a u dolnf
stupnice 0,92 . 10—3, &ili zhruba 2°/,, u stupnice horni a 19/,
u stupnice dolni.

Odhadujeme-li ¢4sti dilk& nanesenych na stupnici, délime
je (od oka) na stejné &4sti. JeZto dilky logaritmické stupnice
nejsou stejné velké, je otdzka, do jaké miry je to oprdvnéno.
Délime-li dilky stupnice na stejné &asti, provadime vlastné
line4rni interpolaci a vyslovime pro ni poZadavek, aby zbytek
interpolace nedosahl desetinu z 0,1 mm, t. j. z délky, kterou
jedté dovedeme rozlisit. JeZto jde o funkei y = Cloge,
je podle odst. 22 zbytek interpolace

Cuh?
[2(a + OB) < ~2-—.
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Nasemu pozadavku vyhovime, bude-li

Cuh? 0,08
,uh<001 t. j. h<al/0”,

dili & < 0,038 . @ u stupnice horni a & < 0,027 . ¢ u stupnice
dolni. To znadf, e na logaritmické stupnici musi byti na-
neseny tak velké dilky, aby jejich délka h, jez odpovidé
kroku tabulky, vyhovovala odvozenym nerovnostem. Zpra-
vidla byvd voleno na horni stupnici

h=002pro 1<a<?, h=02 pro 10 a < 20,
h=10,05 pro 2L a< 5, h=06 pro20<a< 50,
h=01 pro 5{a<10, h=1 pro60<a< 100
a na dolnf stupnici

h=0,01 pro 1 < a< 2,
ih=10,02 pro 2<a < ¢4,
h=0,05 pro 4< a < 10,
Tyto hodnoty nalezenym nerovnostem vyhovuji, takZe

na logaritmickém pravitku lze linedrné interpolovat bez
nesnézi.

Kazdé logaritmické pravitko obsahuje také chyby spodiva-
jici v nesprivném umisténi délicich ¢drek. MiZeme viak
od dobrého pravitka ofekdvati, e tyto chyby jsou proti
chybim vznikajfofm nepfesnym &tenfm &sel tak nepatmé,
Ze jejich vliv 1ze zanedbat,

Cvilent. 59, Hodnotu zlomku, jeho% &itatelem je soudin m Sinitelt
8 jmenovatelem soudin n &initell, podftdéme na logaritmické pravitku
tak, %e déleni o nAsobeni provadime stiidavé (pokud to lze). PFi
tomto postupu pomdrné chyba vysledku nepfesiéhne a) 2(m + )
jelim>mn, b) (2n+ 14 2p) 7, jelim < n, e) 2(n 4 p) 7, je-li Eita-
tel roven 1, kde 7 = 0,4.10—3; u, poditdme-.li na stupnici dolnf, a
7=208. 10‘4 : p» potitime-li na stupnici horni, a p udéva, kolikrdt
bylo tfeba pii vypodtu posunouti Soupdtko o celou jeho délku zleva
napravo nebo naopak. DokaZte!
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—_ e
60. Hodnotu vyrazu ¢ = Ja¥+ b =a 1+ —5 (kdea < b)ur-

&ujeme takto: Na dolni pevné stupnici nastavime &islo b:a (a na
dolni pohyblivé stupnici nastavime proti 1 ne dolni pevné, proti b
na dolnf pohyblivé leZ{ b : a na pevné), k ndmu vyéteme na horni
pevné stupnioi dfslo b¥:a?, vydtené &islo zvétiime o 1 a takto
vznililé 3fslo nastavime ne horni pevné stupnici; proti nému &teme
na dolni pohyblivé stupnici vysledek. Stanovte horni hranici po-
mérné chyby pfi tomto postupu! — [5tc, kde T = 0,4.10—3 : u.]
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CESTA K VEDENI

a zbyte&nych &islic vysledkd
bylo co nejméné.

Vyéislujeme- sloZité po-
Cetni vyrazy, t. J. hleddme-i
hodnoty funkci v plipadég,
kdy argumenty jsou ¢&isla
netiplnd, musime uréit chy-
bu, s kterou vysledek dosté-
véime, t. j. musime odhadnout
jeji horni hranici. Také tuto
tlohu autor feSi velmi po-
drobné.

A konein& pii numerie-
kém potitini pouZividme riz-
nych tabulek: tabulek hod-
not rfiznych funkei jako ta-
bulek mocnin a odmocnin,
tabulek hodnot goniometric-
kych funkci, logaritm &fsel
atd. Jist® mnohy &tendf ani
si neuvédomil, Ze uZivaje ta-
bulek pfi potitdni vnéSs do
poc¢tu uréité chyby. Proto au-
tor vénuje dostl mista otdz-
kim numerického politdn{
8 tabulkami, zvl4sté interpo-
lact v nich, logaritmickym
tabulkdm a logaritmickému
pravitku. V3im tim prohlu-
buje naSe v&dEéni a zArovel
ukazuje na mnohjych mis-
tech, jak je tifeba se divat
na skutelny svét a jak ma.
tematik tento svEt upravuje.
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