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CESTA K VEDENI

RNDr Vaclav Vodéiéka:

Determinanty a matice
v theorii i v praxi

C4ast prvni.

Rfiznd matematickd odvé&tvi
a technicka praxe pouZivaji de-
terminanti a matic, aby zkré-
tily vypoéty a aby si usnadnily
vyjadrovani svych logickych po-
stupl a Gvah. Dosahuji tim vét-
§i prehlednosti a zkracuji své
vypotty.

Aby se s té&mito dflezitymi
pojmy seznamil Siroky okruh
z4djemcth, podava autor nejdrive
v prvé C¢asti definici determi-
nantu, zevrubné s ni &tenare se-
znamuje a odvozuje 2zakladni
vlastnosti determinantu. Potom
na fadé specidlnich determinan-
td ukazuje jednak uZiti vét,
jednak tim ukazuje Ctenari dia-
leZité determinanty, které se
vyskytuji v rhznych tlohach
algebraickych, v analyse, v geo-
metrii a ve fysice.

Llatice, které dnes maji velké
pouzZiti v elektrotechnice a v
aerodynamice, zavadi autor ja-
ko schemata, pro néZz definuje
rovnost a zikladni pocdetni ope-
race. Potom jich pouZivd pfFi
linedrnich transformacich. JiZ
tim pozna ¢&tenaF vyhody po-
¢tu s maticemi a jejich souvis-
lost s vektorovym podtem.

KnizZka je theoretickou pfiruc-
kou, urlenou praktiikm, kteri
determinanty a matice budou
pouzivat anebo se s nimi setka-
vaji.

Broz. Kés 42—
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PREDMLUVA.

Spis, jehoz prvni — theoretickou — &¢ist timto predkldddm
nasi technické a fysikdlni vefejnosti, vznikd na popud mych
piatel, pind Ing. Dr J. Bohma a Ing. 4. Tomd$ka a to piimo
z potifeb technické praxe. Zde se uz ddvno pocituje nedosta-
tek spolehlivé a pfi tom pozadavkim a zpusobu myslen{
inzenyri a fysikti odpovidajici pfiru¢ky o determinantech
a maticich, jichz dulezitost (bud piimo, nebo v otazkich
8 touto naukou bezprostiedné souvisicich) pro zminéné
odborné pracovniky znd autor z nékolikaleté vlastni zkuSe-
nosti.

Je tedy kniZzka urdena predevSim potfebdm inZenyrt a
fysiki a teprve v druhé fadé méd na zfeteli matematiky
z povolani. Ti jiZ maji v nasi odborné literatufe znamenitou
theoretickou udebnici Ziklady teorie determinanth a matic
a jich uzit{ z pera mého vzdcného uditele, univ. prof. Dr B.
BydZovského; jeho kniha mi byla v mnohém ohledu spolehli-
vym rddcem a snaZzil jsem se poctivé, aby alespon stopy
nevSedniho pedagogického uméni autorova byly patrny
také v mé préci. Vedle zminéné udebnice jsem ovSem &erpal
i z mnoha jinych pramenti. VSechny budou uvedeny v se-
znamu literatury na konci celého dila; zde bych se jen vy-
slovné zminil o Kowalewskiho spisu Einfithrung in die
Determinantentheorie, Leipzig 1909, ktery mi vydatné po-
slouzil pifi sepsdni stati o nekonednych determinantech
a o Fredholmové theorii rovnic integralnich.

V dobé, kdy tento svazeéek vychazi, je mi jiz dobfe zndm
vynikajici pfinos moderni sovétské védy matematické
k otdzkdm, jimZ bude vénovina Fada Gvah v dalsich &dstech
spisu (mam tu na mysli na ptiklad problémy linearni algebry,
theorie integrdlnich rovnic atd.). Budu hojné &éerpat z téchto
vydatnych zdroji a budu &tasten, podafi-li se mi alespon
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trochu se pfibliZit opravdu mistrnému zptsobu podén{ so-
vétskych matematiki.

V souhlase s téelem své knizky jsem také provedl (v mnoha
piipadech s pomoci svych ptatel z kruhd technikd a fysiki)
vybér a rozvrzeni celé latky. Z vlastni zkuSenosti vim, Ze
inZenyrdm nejvice vyhovuje podani nikoli ve formé jediného
obsaZzného svazku, nybrZ spiSe rozdéleni celé discipliny do
mensich, ldtkové ucelenych &dsti (jak to vémi zdafile pro-
vedl ku pfikladu B. Baule ve svém dile Die Mathematik des
Naturforschers und Ingenieurs). Toto stanovisko vzal
jsem téz ja za zakladni a pFipravil rozdéleni probirané ladtky
celkem do Sesti samostatnych svazelkl, vesmés asi téhoz
eventudlné mdilo vétstho rozsahu, jako tato prvni ¢&ast
theoretick4.

Jako druhy svazek vyjde zdhy pojednani o aplikacich
determinanti a matic v algebfe, tfeti dil bude obsahovati
pouzZiti v geometrii (z&4sti i ve vice rozmérech) a v linedrn{
algebre, ¢tvrtd ¢dst mad za predmét svych tvvah vylozZiti
roli determinanti a matic v analyse (t. j. v poétu dife-
rencidlnim, integrdlnim a v diferencidlnich rownicich),
pity svazek bude vénovan determinantim a maticim s ne-
koneéné mnoha fadami a v souvislosti s tim bude vylozena
Fredholmova theorie integrdlnich rovnic a konedné bude
poslednf &4st obsahovati ukdzky aplikaci determinanti a
matic na praktické problémy, v prvé fadé technické a fysi-
kélnf.

Na konec si pokldddm za milou povinnost vysloviti sviij
upHmny dik panu Dr F. Vyéichlovi, profesoru Ceského vy-
sokého udenf technického v Praze, za mnoho cennych rad
a pokyni rdzu odborného i za jeho vzdcnou ochotu, se kterou
se ujal vyddni celého dila. Pracujicim v tiskdrn& Prometheus
pati{ md vdédnost za bezvadné provedeni obtizné sazby.

V Plzni dne 28. z4fi 1946. Vdclav Vodiéka.



UVOD.

Mluvit o vyznamu, jaky md theorie determinanti a matic
pro téméf vSechna odvétvi piirodnich véd, bylo by, myslim,
zbytedné. Dulezitost této nauky jest vSeobecné znama jak
v kruzich matematikt a fysikd, tak i mezi techniky, jejichZ
potfebdm je kniha na rozdil od jinych, vétSinou é&isté theo-
reticky zamérenych praci, v prvé fadé urdena.

V prvé &asti si odvodime Fadu theoretickych poznatki, na
nichZz celd nauka o determinantech spodivd, dalsi odstavce
pak budou vénovidny uZz vyhradné pouziti této discipliny
ve véddch matematickych a pfirodnich. Vzhledem k tomu,
ze jde pfi té€chto zdkladnich uvahich o fakta celkem v3e-
obecnd zndmd a snadno pochopitelnd, budeme se tu vy-
jadfovati velmi struéné a omezime se jen na véci vskutku
podstatné a pro vybudovéni dalsiho nutné.



1. PERMUTACE.

Definice 1. V fadé &isel

1,2,3,...,n—1,n (1)
zménme libovolnym zplisobem pofadi élenti. Nové fada
kl: kz: ka, ey kn—ll km (2)

kterou tim dostaneme, se jmenuje permutact &isel fady (1).

Véta 1. Z n navzdjem raznych prvkia 1,2,3,...,n—1,n
lze vytvofiti celkem

P,=1.2.3.....n—1).7n=n! (3)
rozliénych permutaci.

Driikaz. Predpokldadejme, Ze jsme si néjakym zptsobem (na
pf. piimym vypoétem) ovéfili sprdvnost vzorce (3) pro urdity
podet k elementl a ukaZme, Ze za tohoto pfedpokladu plati
onen vzoreci pro podet o 1 vétsi, tedy pro k 4 1 prvki. Vsechny
permutace z k 4 1 &isel 1,2,3,..., k, k + 1 lze rozdélit na
k 4 1 skupin: prvni obsahuje v8echny ty, v nichZ je element
k 4+ 1 na prvém misté, kdezto ostatni prvky se navzijem
premisfuji v8emi k! moZnymi zpiisoby; je tedy téchto per-
mutaci prvé. skupiny celkem k! Druhd skupina obsahuje
v3echny permutace, v nichZ je prvek k¥ 4 1 stdle na druhém
misté, kdeZto ostatni elementy se opét viSemi k! zpusoby
permutuji; je tedy také v této druhé skupiné k! permutaci.
Tak pokradujeme, az dojdeme ke (k 4+ 1)-mu souboru, ktery
m4a element k£ + 1 na poslednim misté a obsahuje zase k!
permutaci. V té€chto k£ + 1 skupindch po k! permutacich
jsou obsazeny zfejmé vSechny moZné permutace prvkii
1,2,3,...,k, k+ 1, takZe jich je celkem (k4 1).k! =
= (k + 1)!

Plati-li tedy véta 1. pro urlity podet k prvki, plati té



pro podet o jednotku vétsi. ProtoZe pak je zfejmé spravnd
pro jeden element, plati i pro prvky 2, proto i pro 3 atd.
Je tudiZ jeji platnost obecna.

Definice 2. Permutace (2) elementd (1) se nazyva sudou,
je-li vyraz
H(k) = (kz — k1)(k3 _ k1)(k3 - kz)(k4 - kl) vee
(kn - kl)(kn - k2) cee (kn - ku—-l) (4)

kladny; je-li zdporny, je permutace (2) lichou.

Véta 2. Pro n = 2 je polovina ze vSech n! permutac{ ele-
mentd 1,2,3,..., n — 1, n sudych, polovina lichych.

Diikaz. Z definice 2. snadno nahlédneme (v. také pozndmku
3. na konci tohoto paragrafu), Ze vzajemnou vymeénou libo-
volnych dvou prvki se lichd permutace stane sudou a na-
opak. Pfedstavme si nyni vSech »n! permutaci rozdéleno na
dvé skupiny: prvni obsahuje vSechny sudé — budiz jich
celkem s, druhd vSechny liché — téch budiZ I, takZe jest
8 +1=mn! Ve vSech téchto permutacich vyménme na-
vzajem tytéZ dva elementy. Tim prejde kazda z s permutaci
puvodné sudych v lichou a naopak, takZe je po této vyméné
lichych permutaci s a sudych I. ProtoZze se vSak jednd o tytéz
permutace danych n prvkid (pouze v jiném poradi), zistava
pomérné zastoupeni sudych i lichych stdle stejné. Je tedy
novy poclet s lichych permutaci stejny, jako byl plvodni [,
t. j. 8 = I; ze vztahu 8 + I = n! pak dostaneme opravdu s =
=l=nl=3.4.5.....(n—1)n.

Pozndmky. 1. Permutaci k,, k,, ..., k, elementd 1,2, ..., n
budeme nékdy oznalovati symbolem (k,, k,, ..., k,), nebo
struéné (k). Podobné budeme mluviti o permutacich (z), (r),
(8), ... téchto prvka.

2. O dvou danych permutacich stejnych prvkd fikdme,
Ze jsou téZze tridy, jsou-li obé sudé, nebo obé liché. Jinak
jsou tiid opaénych. i



3. Vyménime-li v libovolné permutaci é&isel 1,2,...,n
kterékoli dva ¢leny navzdjem, fikdme, Ze jsme provedli
transposici. Tim dostaneme z plvodni permutace novou,
jejiz ttida je ziejmé opaénd, neZ byla u prvé [dokaZte po-
drobné pomoci vyrazu II(k)]; jednoduchym dtsledkem je
skuteénost, Ze se tfida permutace sudym pod¢tem transposic
neméni, lichym naproti tomu prejde sudd permutace v li-
chou a lichd v sudou. Dédle je dobre pri této prilezitosti si
uvédomiti, Ze lze libovolnou permutaci (r) = (ry, 7y, ..., 7y)
elementa 1, 2, ..., n pfevésti transposicemi v kazdou jinou
pfedem danou (3) = (sy, 8y, ..., 8,). Prevedeni samo se
miZe diti nejrozmanitéjSim zpisobem, avS8ak polet trans-
posic, jichZ je k nému zapotfebi, je vidy bud sudy nebo
vidy lichy podle toho, jsou-li,obé permutace (r), (s) tfidy
stejné, &i tfid navzdjem opadnych.



2. DETERMINANT A JEHO ZAKLADNI
VLASTNOSTI.

Definice 3. Ctveretné schema

all’ Q95 -+ aln ' (5)

|| @n1s @nas - vy B ||
gestavené z n? prvkid a,,, a,, ..., @,, Nazyviame n-fadovou
(6tverednou) matict (matrix) téchto elementi. Nechceme-li
ji ob8irné vypisovati, uZivime pro ni znadky ||au|]; ¢, k =
=1 , 2, (2

Pozndmka. Protoze je celkem (n?)! riznych permutaci
prvki a,y, aq,, ..., 8,,, lze z nich sestaviti (n?)! riznych
n-fadovych matic. Tak na pt. miZeme ze &tyF prvki 1, 2, 3, 4
zbudovati celkem 4! = 24 dvoufadovych matic.

Definice 4. V soulinu a,,a,,0,... a,, permutujme pri ne-
zménénych posicich indexi prvych (t. zv. fadkovych) indexy
druhé (sloupcové) a kaZdy novy soulin

a1k, A2k,a3k, - - - a,,,,”
takto vznikly opatfeme znaménkem - resp. — podle toho, zda
je permutace
kl’ kz, ka, ey k”
sudd & lichd. Dostaneme tak celkem n! souéini, z nichf md
polovina znaménko + a polovina —; tyto souliny sloucime.
Cislo
A = Xognll(k) ayz,a0t,8st, - -+ Gk, (6)
takto vznikst se mazyvd determinaniem matice (5) a uzivdme
pro né vedle (6) také symboli



all’ Ay + oy a’ln
A = (121, a22’ T azn ’ A == Ia,-kl; 7:, k = l, 2, M | n. (7)

-

Pozndmky. 1. Cisla a;, se jmenuji prvky determinantu A,
jednotlivé soudiny, o nichz byla pravé feé, jak jeho ¢&leny.
Determinant mé » fa4dkd a » sloupcd (fikdme: determinant
n-fadovy), n»? prvki a n! &leni. Z konstrukce je zfejmo, Ze
kazdy ¢len obsahuje pravé po jednom prvku z kazdé fddky
a pravé po jednom z kazdého sloupce. Prvky a;; (+ =1,
2,...,mn) jsou t. zv. hlavni (tvofi hlavni vdhlopfi¢ku deter-
minantu), ¢len ay,a,, ... a,, se jmenuje ¢lenem hlavnim (je
zfejmé opatien znaménkem ).

2. Jsou-li (r), () dvé permutace prvkua 1,2, ..., n, jest
VYTaZ QygQry,, --- Qr,s,, Opatfeny vhodnym znaménkem,
olividné élenem determinantu A. Prislusné znaménko ur-
¢ime snadno touto dvahou: Pozménime pofadi faktoru tak,
aby onen souéin nabyl tvaru arag, ... Ak, 2 ného vidime

.ihned, Ze m4 ve smyslu definice 4. tento élen daného deter-
minantu znaménko sgnll(k), takZe je také soudin a,,a,,,...
...@r s, jakoZto Clen determinantu 4, opatfen timto zna-
ménkem. Nahlédneme nyni lehko, Ze jest sgnll(k) = +- 1,
maji-li obé permutace (r), (s) stejnou t¥idu a sgnll(k) = — 1
v piipadé opainém. Pii uvedeném pferovnavani é&initeld
svrchu zminéného soudinu pfesla totiz permutace (r) jistym
poétem ¢ transposic v permutaci 1, 2, ..., n a zdroven (timto
poltem ¢ transposic) permutace (8) v (k). Jsou-li (r), (s) obé
sudé (liché), jest ¢t nutné& é&islo sudé (liché) vzhledem k sudosti
permutace 1,2, ..., n a proto bude (k) permutaci sudou a
sgnll(k) = + 1, jak bylo dokdzati. Analogicky se pfesvéd-
éime o spravnosti druhé &isti tvrzeni vySe uvedeného a
vyslovime vysledek priavé provedené tvahy takto:

Soudin @, ,0a,,, ... Gy, md, jakoZto Elen determinantu
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matice (5), znaménko + v pi{padé, Ze jsou obé permutace
(r), (s) stejné tiidy; jinak md znaménko —.

3. Konstrukci determinantu 4 matice (5) jsme mohli
provésti také permutujice v soudinu a,,@,,as, ... a,, viemi
moZnymi zpisoby indexy fddkové pfi nezménéném porfadi
indext sloupcovych. Byli bychom (ve smyslu ivah pozndm-
ky 2.) dospéli k témuZ determinantu (8) resp. (7) jako dfive.
Z toho plyne, Ze se hodnota determinantu neméni, piseme-li
fadky jako sloupce a naopak a dile, Ze kaZdy vyrok, dok4-
zany o fadcich, plati také o sloupcich.

Véta 3. Vzdjemnou vyménou dvou sloupcii (nebo dvou radki )
zmént determinant pouze své znaménko.

Diikaz. V determinantu (6) spolu vyménme na pf. fddek
r-ty a s-ty. Vznikne determinant A, jehoi r-ty Fddek je
Ay, Ay, .., By, & s-ty Tadek an, a,, ..., as,; ostatni Fadky
maji stejné poradi, jako mély v 4. Obecny ¢len a determi-
nantu 4 (budiZ na pf. r < 8) jest

a = sgnll(k) axaz, ... Br—1,k,_ Qe By 1k, q -
v Mgk, Ar,Aa+1ky,q <+ Anky =

= sgnll(k) air,a2k, ... Gr—1,k,_1@re,Bri1,k,,q -

ree Qg1 ke, (Aak, Bgt 1k, g o Ank,,= sgnll(k) ._S;lﬁ(_k)_ )

kde a znaéi obecny ¢len plivodniho determinantu 4 a (k)
vyraz, ktery vznikne z [I(k) vzdjemnou vyménou veli¢in
k., k,. Je tedy sgnll(k) = — sgnll(k) a proto @ = —a,
takZe kazdy ¢&len nového determinantu je aZz na znaménko
také ¢lenem determinantu pdvodniho a naopak. Je tedy
opravdu 4 = — A, jak véta tvrdi.

Jednoduchym disledkem prévé dokdzaného je fakt, Ze
determinant, jehoZz dvé rovnobéiné fady jsou stejné, je
roven nule.
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Véta 4. Determinant je homogennt linedrnd funkci prvkd
kterékolr své rady.

Diikaz. Podle pozndmek k definici 4. obsahuje kazdy z n!
¢lentt determinantu 4 jeden a jen jeden prvek libovolné
fady. Mdme-li na mysli specidlné na pf. fadek r-ty, rozdéli
se vSech n! ¢éleni daného determinantu na » skupin po
(n — 1)! ¢&lenech: Prvni z nich zahrnuje vSechny &leny de-
terminantu A, které obsahuji prvek a,, drubd ty, které

maji za faktor element a,,, ..., aZ n-t4 ty, v nichz figuruje
ar,. Lze tedy psati
A =andr + argde + ... + arad;y; (8)

vyrazy A;, Ary, ..., Ay, jsou soulty soudinii po » —1 é&-
nitelich. ProtoZe pak %4dny z t&chto soudiné uz neobsahuje
jako faktor prvek fddku r-tého, je rovnmici (8) véta 4. do-
kédzéna.

Véta 5. Vyraz A4,, ve vztahu (8) je (— 1)"+* ndsobny de-
terminant stupné (» — 1)-ho, ktery vznikne z A vynech4-
nim téch fad, jez se kiizi v prvku a,, (t. j. r-tého Fddku
a s-tého sloupce). Oznaéime-li tento determinant znakem
M,,, méme tedy

Afs = (— 1)r+8-Mfa' 9)

Diikaz. Nejprve si objasnime vyznam vyrazu A,,. Slou-
¢enim vSech (n — 1)! &lenti determinantu A4, které obsahuji
faktor a,,, dostaneme podle véty 4. hodnotu a,,4,;, takze
je 4,;, souétem (n — 1)! séitanch tvaru

a’2k.“3k. e a"kn’

z nich? méd kaZdy znaménko urdené tiidou piisluiné per-
mutace 1, k,, k5, ..., k, &isel 1,2,3,...,n, tedy znaménko
dané permutaci k,, ks, ..., k, éisel 2,3, ..., n. Je tudiz 4,,
podle definice 4. rovno determinantu s hlavnim é&lenem
@gglgs ... Ay, b. J. determinantu M,,, jak o ném mluvi véta 5.
Pro r = 8 = 1 jsou tudiZ vztah (9) a tim i véta 5. dokdzédny.
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Pfi obecnych hodnotich indexi r, s zmé&nime tvar deter-
minantu 4 tak, aby se element a,, stal prvnim hlavnim
(t. j. preSel na to misto, kde diive stdl prvek a,,) pFi ne-
zménéném pofadi fad, které prvek a,, neobsahuji. Pro de-
terminant A takto vznikly najdeme podle véty 3. snadno
(doporuéuji provésti podrobné!)

A= (—1)y+4.
Rozvifime novy determinant 4 podle vzorce (8):
Z == 611211 _I" ..-;

nyni viak jest a,, = a,,, Ay, = M,,, takie méme
A= (—1+4 =a, My, + ...,
kdeZto ndsobenim rovnice (8) hodnotou (— 1)r+# dostdvame

(—1y+ 4 =... + (— 1y +aAde + ...

Porovnédnim obou vyrazi (rozmyslete si véc podrobné!) do-
staneme

M, = (— 1)r+4,,,
coZ je pouze jiny tvar vzorce (9).

Poznamky a dopliiky. 1. Vzorei (8) a (9) je determinant 4
,,rozveden podle elementid r-té fadky‘. Vyraz M,, je t. zv.
subdeterminant (minor) prvku a,, v determinantu A4, 4,,
pak t. zv. doplnék (komplement) onoho prvku v determi-
nantu 4. Determinant 4 lze oviem také rozvinout podle
elementi s-tého sloupce ve tvaru

4= @544 + a’2sA2s + ...+ a4, (10)

2. Ze skutelnosti, vyjddfenych vétami 4. a 5., nahlédneme
snadno sprdvnost tohoto tvrzeni: Nahradime-li ve vzorei (8),
jehoz A,, jsou dana relacemi (9), velidiny a,, ary, ..., Gry
novymi oy, &,, ..., &,, dostaneme vyraz rovny determinantu
A,, ktery se od 4 lisf jen tim, Ze jeho r-ty fddek zni «,,
Kgy +« .y &y, Misto pivodniho a,,, a,, ..., a,,.
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3. O radé &isel 1, I, ..., I, Fikdme, Ze jest linedrn{ kombi-
naci fad ayy, @y, ..., Q10 Qopy oy -ovy Bgps o e v) Bongy Bppgy - oy
e ooy By, €Xistuji-li velidiny ¢, ¢,, ..., ¢,, (mohou bytii vesmés
rovny nule) tak, Ze plati » rovnic

l,b=cay + €+ ... + Capmm v =1,2,....,0n. (11)

Opirajice se o tuto definici, dokdZeme si jednoduse, Ze se
hodnota determinantu meméni, kdyz k jeho libovolné fadé (na
pt. k r-tému fadku) pFidteme libovolnou linearni kombinact
jinych fad rovnobéZnych. Jsou-li to na pf. fady r,, r, ..., r,-t4,
ndsobené konstantami ¢, ¢,, ..., ¢,, zustanou vSech-
ny elementy determinantu A beze zmény, aZz na fddek r-ty,
jehoZ obecny element bude miti misto ptvodniho tvaru
@,, NOVY @,y + €187, + Colyy + ... + Collyys- Rozvedeme-li

tento novy determinant A podle elementi r-tého Fadku,
vyjde ndm podle vzorci (8) a (9) a ve smyslu predchozf
pozndmky:

A= Z(aﬂ + €110 + Coltry + ...+ ey, Apy =

= A+ cAd, + 4+ ... +c,4, = A4,

protoze ma kazdy z determinantd 4,, 4,, ..., 4, dvé fadky
stejné (4, na pf. r-tou a r;-tou) a tedy hodnotu nulovou.

4. Dokaite pomoci vét 3., 4. a 5., Ze dopliky 4,,, 4,, ...
...y 4,, vyhovuji témto n rovnicim:

a’rlArl + ar2Ar2 + ... + a/,.nA,.,, = A
A + G + ... + @pud,, = 0; (12)
e=12..,r—1r4+1,..,n

Pomoci Kroneckerova symbolu, definovaného vzorci
6ik=0 pI‘O i =*=k, 6“: l; T:,IC-: l, 2, ...,n,

lze relace (12) psiti ve tvaru

DAy =08,44; 0=1,2,...,n. (12,1)
r=1

14



Presvédéte se ddle o spravnosti analogickych vztahi

n
D0yeAy = 8sd; 6 =1,2,...,m. (12,2)
v=1
Priklady.
1. Jest urditi hodnotu (n 4 1)-fadového determinantu
1, 00,.. O O0a,
—z, 1,0,..., 0, O0,q
0, —=z, 1,..., 0, 0,a,
1€ I : (13)
o o0090,.. 1, O0a,,
o o060,..— Ila,,
0 069,.., 0 —=za,

PiSeme-li pro nd8 ddel misto f(x) na okamzik znak f,,
dostaneme rozvedenim podle prvki posledniho fddku ihned
rekurentni vzorec

fﬂ=x'fn—l+a’n

a z ného vysledek
") =f,=amx"+ a1t a2+ ...+ a, 2+ a, (13)

Vidime tedy, Ze lze kaZzdy polynom =n-tého stupné pro-
ménné z vyjadriti (n 4+ 1)-fadovym determinantem.

2. Jako péknou aplikaci vzorcd (12,1) a (12,2) si doka-
Zeme spravnost tohoto tvrzeni: Je-li determinant roven nule,
jsou dopliky prvki jeho libovolné fady umérny doplikim
prokd kterékoly jiné fady s prvou rovnobéiné.

Doplnék A,, piSme ve tvaru n-fadového determinantu,
ktery z A vznikne tim, Ze v ném nahradime elementy r-té
fadky po fadé ¢&isly 1,0, 0, ..., 0 a ndsobme pak k-ty sloupec
(k &= 1) tohoto doplhiku é&islem 4,, (t. j. komplementem
prvku a,;, v determinantu A4). Determinant, jejz tim dosta-
neme, md ziejmé hodnotu A4, 4,,; jeho tvar pozménime
nyni tak, Ze k jeho k-tému sloupci pfi¢teme prvy zndsobeny
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A,,, druhy ndsobeny A,,, ..., aZ kone¢né A4 ,,-ndsobny slou-
pec n-ty. Hodnota determinantu zistivd témito zménami
zfejmé nedotéena, jeho k-ty sloupec v8ak bude sloZen —
rozvaZte si véc podrobné, uzivajice vzorcu (12,1) a piedpo-
kladu, Ze je A = 0 — ze samych nul, jenom na jeho r-tém
misté stoji vyraz A4,;. Rozvedenim tohoto determinantu
o hodnoté 4,,4,; podle elementt k-tého sloupce dostaneme
A4, a proto
ArlAak = AalArk-

Klademe-li sem postupné k = 2, 3, ..., n, ziskdvdame rov-
nice vyjadiujici vzdjemnou imérnost doplikd prvka fadku
r-tého a s-tého, jak o ni mluvi vyse uvedend véta.
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3. VETA LAPLACEOVA.

Determinant sestaveny z 72 prvkia, v nichZz se kiiZi libo-
volnych r fddku s libovolnymi r sloupci daného determi-
nantu 4, nazyvdme r-fadovym subdeterminantem deter-
minantu 4. Subdeterminantem pfidruZzenym v determinan-
tu A k onomu prvému rozumime pak onen subdeterminant
(n — r)-fadovy, jehoZz (n — r)? prvki je vzato z téch fadkd
a sloupcii determinantu A, které se neulastnily pfi kon-
strukci subdeterminantu prvého. K hlavnimu subdetermi-
nantu (t. j. takovy, jehoz hlavni jihlopti¢ka je &asti hlavni
uhlopfiéky determinantu piivodniho) je pfidruZen zase
hlavni subdeterminant.

V dal$im se budeme zabyvati minorem M, vzniksim z prv-
ki spoleénych prvym r fddkdm a prvym 7 sloupcim de-
terminantu A a minorem M, jemu pfidruZzenym.

Véta 6. Zndsobenim obou subdeterminantd M,, M, do-
staneme r!(n — r)! riznych ¢lend pivodniho determinantu 4.

Diikaz. Podle definice 4. je obecny ¢&len m; minoru M,:

m, = sgnnl(k) A1k, A2k, - - - ark,;
Hl(k) = (kz - kl)(ka - kl)(ka - kz) (kr — kf_l)

a obecny ¢len m, minoru M,:

my = sgnlly(k) @riik,  (Griok, o - Gaky

I3(k) = (K43 — krs1)(Kkrss — ke oo (b — kn—y)-

Pfi ndsobeni minord M,, M, se tyto obecné &leny spolu n4-
sobi, takZe soudin M,M, je sloZen celkem (v. poznimky
k definici 4.) z rl(n — r)| riznych séitanct tvaru

Sv. b4 — 2 17



mymy = sgnll, (k) sgnll,(k) a1z ask, ... CriOr i1,y q - Bk, =
= sgnll, (k) I1,(k) aiz,ack, ... Qi Qr i1k, q - Bk =

= sgnll, (k) I1,(k) . ngi"[(-l_cT = a.sgn Hl(g(gz(k) :
Nyni v8ak je [I(k) ddno vzorcem (4), takze bude
I, (k) My(k) _
I (k)
1

rrs — g o Cbrps — k)opg— K)o
o ooy — Ty op g — By) oo (ki — k) ... (o — k)

protoZe pak znadf k,, ky ..., k, permutaci é&isel 1,2, ..., r,
kdeito kryy, Kris, ..., k, permutaci &iselr + 1,7 + 2,..., n,
jest ke >k(v=12,...,n—1r; 0=12,..,r), takie
IT, (k) ITy(k)

: d
TR znaménko + a plati tedy

mé vyraz

kde a je obecny ¢&len determinantu A. Tim jest véta 6. do-
kizéna.

Definice 5. BudiZz M, minor determinantu A vzaty ze
spoleénych prvki Fadkt o pofadovych é&islech ¢; <1, < ...
... <1, a sloupci s pofadovymi &isly &k, < ky, < ... < k,
a budiz M, minor pfidruZzeny k nému v determinantu A4.
Zavedeme-li oznadeni %, + 1, + ... + ¢, = S(3), k; + kg +
+ ...+ k, = S(k), nazyvime vyraz (—1)S®+5&) M, do-

pliikem minoru M, v determinantu A.

Véta 7. Nasobime-li libovolny subdeterminant r-fadovy de-
terminantu A4 jeho dopliikem v 4, dostaneme r!(» — r)! rtz-
nych ¢&leni daného determinantu A.

Diikaz. Subdeterminanty, o které zde bézi, budte na pr.
M,, M, z definice 5. Upravme dany determinant vzdjemnymi
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vyménami napfed Ffddku a pak sloupci tak, aby rddka
t,-t4 pFisla na misto p-té a sloupec k,-ty téZ na misto p-té
(e=12,...,r). Tim piejde determinant 4 v novy A,
o ném? snadno dokdzeme (v. vétu 3.)
A = (— 1)S@+S 4,
V tomto novém determinantu 4 vi3ak maji subdetermi-

nanty M,, M, (jejich vnit¥ni struktura se p¥i vyse uvedeném
premist'ové,m fad nezménila) zcela stejny charakter, jaky
mély minory M,, M, z véty 6. vidi svému puvodmmu de-

terminantu. Lze tedy na determinant 4 a minory M 1, M,
piimo aplikovati vétu 6. a konstatovati, %e soudin M, ]l_I
je roven pré,ve soudtu 7!(n — r)! ¢len& determinantu A, &li
Ye soudin M, . (— 1)SO+S® M, d4vd pravé ri(n — r)! riz-
nych é&lend determmantu A, jak tvrdi véta 7.

Véta 8. (Laplaceova): Ndsobime-li vdechny subdetermi-
nanty r-fadové utvorené z libovolnych r fadki (nebo sloupcii)
daného determinantu A jejich dopliky v A, je soulet vdech
souéinii takto vzniklych roven pivodnimu determinantu A.

Diikaz. Tato dilezitd véta je jednoduchym dtsledkem
véty 7. Z r rovnobéznych Fad lze vziti celkem (f) subdeter-

minantu r-fadovych a kazdy z nich dé, ndsoben svym do-
pliikem, vznik r!(n — r)! riznym é&lenim determinantu 4.

Postupujice podle véty 8. dostaneme tedy celkem (:") rl.

. (n — r)! = n! riznych élenti determinantu 4, t. j. pravé
vi8echny jeho ¢leny.

Pozndmka. Véta Laplaceova ndm ddvd moZnost rozvésti
determinant podle danych r fad. Srovnejte s timto vysled-
kem poznatky vyjédiené vétami 4. a b.

Véta 9. Soulin dvou n-rfadovyjch determinanti A = |a;l,
B = |by| je roven n-fadovému determinantu C = |c;|, kde
jest

g% 19



Cix = Bybyy + Apbys + ... 4 Aipbin;
k=12, ... n (14)

Diikaz. Podle véty Laplaceovy (rozvedenim podle prvych
n Fa4dkt) mdme

@1y Qg evs Gypy O
Ay1, gz -y Bzg, O,

— anl) an2: ce ey aum 0’ 0: ’ O
A B — 17 O: ey O’ blls bzls ’ bnl
O’ ly ce ey O’ b12) bzzs y “nl

O) 0’ RS 1’ blﬂ’ b2n) sty bnn

Tvar (nikoli v8ak hodnotu, v. véty 3., 4., 5. a pozndmky
k nim) tohoto determinantu pozménime tak, Ze od sloupce
(n 4+ v)-tého odedteme prvnich n sloupci ndsobenych po
fadé &sly b,,, by, ..., b,,. Tento sloupec (n + »)-ty tedy bude
miti misto pivodniho tvaru 0,0, ..., 0, b,,, b,,, ..., b,, tvar
NOVY: — Cyy, — Cayy -+-y — Cpy, 0,0, ..., 0; to uéinime po-
stupné proy = 1,2, ..., n a médme:

au, alz’ ce ey alﬂ’ —Gu, —-012, ey —-Cln
@9y, Qggy --- (Bgn, —Cg1, —Cggy ..y —Cgp

Rozvedenim podle poslednich 7 sloupci pak obdrzime (do-
poruduji provést podrobné pomoci vét 8., 3., 4. a 5.):

—611, _012, soey —clﬂ
A.B= —Cg1y —Cagy :+:y —Cgp . (__1),, y 1, 00 —
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€11 Cig2 -+ Cipn

cnl, cnzx ey cnn

Poznamky. 1. Je-li m < n, pievedeme determinant m-fa-
dovy snadno na n-fadovy podle vzorce:

@y, Qygy oevy Gymy 0,...,0

Gy, Qygy ovvy Ay Ay, Qggy -ovs Aoy 0, ...,0
.a.zf,. .‘le.zj ., az"‘ B Amyy Bmgs <5 Ymmo 0’ sy 0f.

Am1y Ama y @nm O’ O’ sy O, 1, .,O

0, 0,.., 00,..1

Tento poznatek ndém ddvéd moZnost ndsobiti spolu podle
véty 9. i determinanty rdznych stupnd, kdyZ je napied
uvedeme na stejny stuperi.

2. Stejné jako jsme vytvorili obecny prvek c;; soudinu
C dvou n-fadovych determinanti 4, B zndsobenim i-tého
fddku determinantu 4 a k-tého fadku determinantu B,
mohli jsme vyjadriti ¢;, také souéinem: bud :-tého Fadku
v A 8 k-tym sloupcem v B, nebo i-tého sloupce v 4 s k-tym
fadkem v B, anebo koneéné i:-tého sloupce A a k-tého
sloupce v B. Pozndme to snadno, kdyZ event. v jednom,
nebo v obou z danych determinantd pfed provddénim nd-
sobeni podle véty 9., vzorce (14), vyménime spolu Fddky
a sloupce navzdjem.

Definice 6. R4dkovym soudinem dvou matic

Qg5 Qs -y Qyn b1, bygy - s

aml, amm ey amn ’ bml: bm2, LS ] bmn

o stejném poétu (m) f4dkd a stejném poétu (n) sloupci
21



rozumime m-fadovy determinant, jehoZ obecny element c;,
je dan vzorcem

Cix = by + Aigbrg + .o + by
ik=12..,m. (14,1)
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4. HODNOST MATICE A DETERMINANTTU.

-

Z matice ||layl; 1 =1,2,...,m, k=1,2,...,n o m F4d-
cich a n sloupcich lze tvofiti determinanty tim zptsobem,
Ze je zbudujeme z prvki spoleénych libovolnym r fddkim a
libovolnym r sloupcim té matice. Takovych determinanti
r-fadovych lze v dané matici nalézti celkem (T) . (7:)
V souvislosti 8 nimi pak zavddime ¢&islo nejvys dilezité
v theorii matic i determinantd, t. zv. hodnost matice.

Definice 1. Matice md hodnost h, jsou-li viechny jeji deter-
minanty vice neZ h-fadové rovny nule, avdak alespori jeden
determinant h-fadovy od nuly rizny.

Pozndmka. Uplné stejnym zptisobem definujeme hodnost
determinantu pomoci jeho subdeterminanti.

Véta 10. Hodnost matice se neméni, pfiéteme-li k nékteré
jeji fadé c-nasobek jiné fady s prvou rovnobézné.

Diikaz. Necht se jednd v matici ||a,;)| 8 hodnosti b o fddek
r-ty a s-ty. Novd matice, vznikld uvedenou zménou, se lisi
od pivodni tim, Ze méd v r-tém fadku prvky a,, 4 ca,,
a,, + cag, ..., a,, + ca,, misto a,,, a,,, ..., a,,. Obé matice
maji{ spole¢né viechny (h 4 1)-fadové determinanty, které
neobsahuji prvky fddku r-tého; tyto jsou tedy nulové
i v matici nové. Ony (k + 1)-fadové determinanty, které
obsahuji prvky fddky r-té, se rozpadaji bud kazdy na soudet
dvou (k + 1)-fadovych (a tedy nulovych) determinanti ma-
tice pivodni, nebo na soudet (A 4+ 1)-Fadového determinantu
piuvodni matice (ten je proto nulovy), a determinantu
( + 1)-fadového, ktery m4 dva fddky stejné a je proto také
nulovy. Jsou tedy vSechny (h 4 1)-Fadové determinanty
pozménéné matice rovny nule a jeji hodnost neni vétsi, nez
h, t. j. nez hodnost matice pivodni.
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Protoze pak je a,, = (a,, + ca,,)—ca, (v =1,2,..., 1),
lze si plivodni matici pfedstaviti jako vzniksi z nové toutéZ
zménou, o jaké mluvi véta 10. a proto neni jeji hodnost
vétsf, neZ hodnost matice nové. Jsou tedy obé hodnosti
opravdu stejné, jak tvrdi véta 10.

Pozndamka. Platnost véty 10. lze ziejmé rozsifit v tom
smyslu, Ze 1ze k libovolné fadé matice bez vlivu na jeji hod-
nost pri¢ist kazdou linedrni kombinaci jinych fad rowvno-
béznych.

Véta 11. Zména podtu fad matice pfipojenim nebo vy-
nechdnim fady, kterd je linedrnf kombinacf jinych ¥ad rovno-
béZnych, nem4 vlivu na jejf hodnost.

Véta je témét samoziejmé pro piipad, Ze pfipojens fada
je nulovad (rozmyslete si véc podrobné!); pfipojime-li viak
k dané matici M Fadu, kterd je linedrni kombinaci jinych
rovnobéZnych fad, lze matici M, tak vzniklou zménit ve
smyslu poznamky k vété 10. tak, Ze novd matice M; ma
tutéZ hodnost jako M, a lisi se od M pouze tim, Ze obsahuje
o nulovou fadu vice. Je tedy hodnost matice M, rovna
hodnosti matice M a ziroven (jak uz povédéno) hodnosti
matice M,, takZe obé matice: ptivodni M a novd M, maji
vskutku stejnou hodnost, jak pravi véta 11.
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5. DERIVACE DETERMINANTU.

Véta 12. Jsou-li elementy a,, n-fadového determinantu A
funkcemi téZe proménné z, je i determinant funkcf této
proménné. Jeho derivace podle z je pak rovna soudtu n de-
terminantti, které dostaneme z puvodniho tak, Ze v ném
vidy jednu fddku nahradime jeji derivaci a ostatni nechdme
beze zmény.

Diikaz. Determinant 4 je funkei vSech svych prvki a
jejich prostfednictvim pak funkci proménné z. Je tedy
(podle znamé véty o derivovani sloZzenych funkef)

0A da,, , 04
Z aazk d:c %a’ik 30/,-1,’
pfi ¢emz 1, k problha]1 nezivisle &isla 1, 2, ..., n, takZe uve-

deny soudet md n? stitancl. Podle vztahu (8) vS8ak mame
o4

aa,,
ab.)

= A,,, takie muZeme ddle psiti (v. disledky vét 4.

dA n n
5 = zaik’Aik = Z (Zau'A.-k) =
dz % i=1k=1

a1, A3y -+ a1n
2 | %Ly B oo Gl
=>| ay, @y, ..., : (15)
=11a;11,1 @+13 -+ Ti+1n
anl) a’nz) ’ amn

¢imz je véta dokdzdna.
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6. VETA SYLVESTROVA.

K numerickému vypoétu hodnoty daného determinantu
se piimo nabfzi redukovati jej rozvedenim podle elementi
urdité fady (pfirozené k tomu zvolime tu, kterd obsahuje co
nejvice prvkia nulovych) nebo pomoci véty Laplaceovy na
determinanty jednodussi. Tento postup byva zpravidla dosti
zdlouhavy a je nutno divati velmi bedlivy pozor, aby se do
vypoétu nevloudila chyba. Uvedeme si proto jiny zptsob
redukce daného determinantu, mnohem vhodnéjsi pro prak-
tické pouziti a z néhoz lze &initi jesté jiné disledky znadéného
theoretického dosahu.

Budiz 4 dany determinant prvkd a,,( r,s=1,2,..., n)
a ndsobme v8echny jeho fddky mimo i-tou elementem a,,.

Vzniks{ determinant o hodnotd af; '4 bude miti obecny
prvek a;,a,,, jenom prvky i-té fddky zistaly beze zmény.
Odeéteme nyni od r-tého fddku tohoto zménéného deter-
minantu fddek ¢-ty ndsobeny a,, a to udinime pro r = 1,
2,..,t— 1,2+ 1,...,n. Hodnota determinantu ztstane
stdle rovna afy 4, jeho tvar se v8ak zméni tak, Ze obecny
element, diive a;;a,,, bude nyni a;.a,, — a,,a,;. Specidlnd
tedy budou v k-tém sloupci (s = k) stdti samé nuly, pouze
na jeho i-tém misté figuruje element a,,, ktery zistal uvede-
nymi zménami nedotéen. Rozvedeme-li determinant podle
prvki k-tého sloupce a zkritime prvkem a,,, dostaneme
vysledek

(—1)i+ka A = b, r=1,2,..,i— L i+1,...m,

Ak ais . (16)

s=1,2,..,k—1,k+1,...,mn b,= 0 a
rky “ra

Vyrazy b,, jsou t. zv. superdeterminanty elementu a,; v de-
terminantu A a vzorec (16) ukazuje, jak 1ze dany determinant
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A vyjadfiti (n — 1)-Fadovym determinantem, utvofenym
ze superdeterminanti jeho libovolného prvku. K praktickému
vypodétu hodnoty determinantu A4 pouzil vysledku (16) F.
Chio.

Véta 13. (Sylvesterova). Determinant vytvofeny ze v3ech
(B + 1)-fadovych superdeterminantii determinantu

a a I / /

_ 21» 22> > “Y2h

A, = - (17)
a’hl’ ah27 ceey App

je roven pivodnimu determinantu 4 = |a;|; ¢,k =1, 2,
..., n (jehoZ je 4, subdeterminantem) ndsobenému mocninou
A hn—h——l'

Drikaz. Budeme postupovati uZivajice obecné indukce (v.
dikaz véty 1.) tak, Ze pfedpokldddme platnost Sylvesterovy
véty prokdzdnu pro urédity index m a dokaZeme, Ze za tohoto
predpokladu plati i pro index m + 1.

Predpokladdme tedy spravnost vztahu

C=A4.A4,rm1, (a)
kde jest
C=|Cpl; 0y06=m+1,m+2,..,n, (b)
@115 -++y Cmy Q1o
or =S | ©
Qo1s - ooy Qoms g

Vedle relace (a) platf viak pro determinant C, ktery je
stupné (»n — m)-tého, podle vzorce (16) vztah

1. C=|Ty; r,s=m+2,m+3,..,n (d)
pfi demz jest

[1 . 0m+1.m+1’ 0m+La (e)
rs — C C .
r,mi-1 rs
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Rovnicemi a vzorci (a), (b), (¢), (d), (e) jsme si pouze vy-
jadiili disledky platnosti véty Sylvesterovy, predpoklddané
pro index m. Nyni teprve zapodneme s provddénim dikazu
jeil platnosti i pro determinant 4,,,, a jeho (m 4+ 2)-fadové
superdeterminanty — oznadme je symboly D,; je tedy

a4, ’ Q1 m) Ay, m+1s Ay

Dr: = Ay + ooy Tmm) A, m+1s Aps | s (f)
Am+1,15 * 9 Cm+1,my Cm+1,m+1 Fm41,s
Qryy ooy Qrm) Qrym+1, Qys

r,s=m-+2,m+3,...,n
Na tento (m + 2)-fadovy determinant aplikujme nyni
vzorec (a); vyjde
D, . A, =TI,;rs=m+2,m+3,...,n. (2)
Takto ziskany vysledek dosadime do vztahu (d):
mrimi1- 0 = |AnDy)| = A" . |D,,
¢ili za pomoci relace (a):
ID,,| = 4 . Coiimr1- (h)

Protoze vsak jest C,,1q,m+, Pravé 4,,., — viz vzorce (c) a
(17) — , najdeme koneéné

|Dpgl = 4 . A;::i—’i'_z- (k)

To viak je prdvé matematicky vyraz véty Sylvesterovy
pro index m + 1; byl odvozen za pfedpokladu sprdvnosti
té véty pro index m. Pro index 1 vSak véta plati, jak piimo
plyne ze vzorce (16), tudiZ také pro index 2, pro 3 atd. Je
tedy dokdzdna v plné obecnosti.
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7. VETA SYLVESTEROVA-FRANKEOVA.

Budiz ddn determinant A = |a;,|; ¢, k=1,2,...,n a
libovolné celé ¢&islo 1 <r < n. V determinantu A Ize

2
nalézti, jak vime, celkem N2 = :") subdeterminanti r-fa-
dovych a je z nich moZno vybudovati obecné (N2)! =

2
= [(?) ]! riznych determinantt N-fadovych. Pfi vhodném

zpusobu konstrukce je mozZno hodnotu determinantu 4,
takto vzniklého, vyjadFiti pomoci vychoziho determinantu 4.

Ozna¢me si &isly 1;2,..., N = (:z) jednotlivé kombinace

r-té tiidy tvofené z ¥ady 1, 2,...,n. Tak na pf. budeme
rozuméti znakem 1 kombinaci 1, 2, ..., r, znakem 2 kombi-
naci 1,2,...,r— 1,7 + 1, atd. Na pofadi, v jakém je be-
reme, pii tom ostatné nezdlezi — utvofime jich prosté vsech

moZnych N = (f , napiSeme v libovolném pofadi a ozna-

¢me znaky 1, 2, ..., N. Budte A, k dvé z nich; pak budeme
znakem M, oznalovati onen minor determinantu A, ktery
je utvoren z jeho elementt patficich fddkim uréenym kom-
binaci » a sloupcim danym kombinaci k. Tak je na pF.

A, Qs e Oy
Qg Qg9 vy gy

7 A
Ar—11 @r—1,2 -+ Ar—1r
Ar+1,10 Cr+1,2> -5 Cr+1,r

Budeme pak determinantem A, rozuméti determinant

.Ml].’ M12 oo MIN
Mu, Maz, ..-,MzN . (18)
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Nyni viak je (:") = (n 1"_ r)’ takze lze ke ka%dé kombinaci
r-té tf¥idy elementd 1, 2,..., n pfifaditi kombinaci tfidy
(n — r)-té téchto prvki. Je to na pi. ta, kterd se s onou
prvni dopliiuje na celou fadu 1,2, ..., n. Tyto ,,dophikové
kombinace* uréuji determinant

_‘M_-_-llt _j_l—lzy "'sglN
Aﬂ_r= Mﬂ, 'M22’ ey .M2N (19)

jehoZ obecny element M,, je (rn — r)-ftadovy minor pfi-
druZeny v determinantu A k minoru r-fadovému M,,.

Misto subdeterminanti M ,, pfidruZenych v 4 k minortim
M,, si zavedeme dopliky D,, téchto minorda M,,. Znadi-i
S(k), S(v) soutty &isel v kombinacich k, », plati podle de-
finice 5.

D, = (—1)S0+SO Yy, My, = (—1)50+SOD,,.  (a)

Tyto vyrazy vloZme do determinantu A4,,; vytkneme-li
z elementd prvniho f4dku (— 1)5(1), z prvkd druhého f4dku
(— 1)8®@), ... a% z posledniho fddku (— 1)5(¥) a taktéZ na-
loZzime se sloupci, dostaneme A4,_, ve tvaru

Dll’ Dlz, “oey DIN

A, —| D Da oo Dov | 20)

Znisobme si determinanty 4, a 4,, spolu po Fadcich.
Obecny ¢len

N
Kpr = le"hrl)kv (b)

soudinu je roven 4 pro k = k podle véty Laplaceovy. Pro
k + h jde o soudet souint r-fadovych subdeterminantd
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M,, se soustavou doplnkt D,, minorai M,,, stejnolehlych
8 prvymi (t. j. s M,,) co do sloupci, aviak vzatych z jinych
Ffddkd determinantu A, neZz ze kterych pochézely minory
M,,. Proto m4 kazdy subdeterminant M,, alesponi jeden
fddek spoledny s D,, a &, je podle Laplaceovy véty rovno
determinantu, jehoz alespori dva rowvmobéiné Fadky jsou
stejné. Je tedy o, = O pro k + » a mdme vysledek

(+)
A, . 4, = AN = A\r/, (21)
To je prvy poznatek, ktery jsme ziskali o determinantu A4,

n
a také 4, .. Kazdy z nich je délitelem vyrazu A(') . Pomocf
formule (21) dokdZeme uZ pomérné snadno vétu Sylvester-
Frankeovu:

Véta 14. Hodnota determinantu A4,, definovaného vzta-
hem (18), je uréena vzorcem

n—l)
A, = A\r-1), (22)

Diikaz. PouZijeme tiplné indukce predpoklddajice, Ze v&ta
je uz dokizana pro determinant sloZeny z minoru (n — 1)-
fadového determinantu.

Pokldddme-li v determinantu 4 prvek a,, za proménny
(2 oznadime jej v disledku toho znakem z), ostatni ele-
menty pak za konstanty, vidime ze vzorce (21), Ze také
determinanty A,, A, ., jsou funkcemi proménné z. Za-
vedeme-li &éislovéni 1, 2, ..., N kombinaci r-té t¥idy z prvka
1,2,...,,n tak, Ze napfed ddme ty, které obsahuji{ prvek

n — je jich celkem @ = (f:ll)—bude proménni z zastou-

pena pouze v Q% prvcich M,, (h, k=1,2,..., Q) determi-
nantu 4, a to v kgZdém jen v prvé mocniné, takze jest
M, = R, .z + S,x Nyni rozvedeme determinant 4, po-
dle prvych @ fadki:
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My, o.n Mg | | Mqir,9+1, - Mot
. T P +...=
Mg, ..., Mqq| [ Mny,g+1, » MnN
zRy; + Sy, ..., zRi1q + Sig
*Rq1 + Sq1, ..., TRgq + Sqq
Mqi1,9+1, -, Moi1,n
.................... + ... =
My g4, » MyN
Ry, ..., Riq | | Mo41rq+1, -+ Mot
A I O + ...;
-RQI’ ey RQQ MN Q+1 ) MNN
¢leny s niZ§imi mocninami proménné z, ne% je z9, jsme ne-
vypisovali.

Snadno v8ak nahlédneme, Ze jsou R,, minory (r — 1)-
fadové determinantu (n — 1)-Fadového

Ap—1.15 ++*y Tp—1,n—1

a M;; jeho minory r-fadové. ProtoZe pak pro (n — 1)-fadovy
determinant uZ pfedpokldddme platnost vzorce (22) doké-
zdnu a protoZe minory Ry, (b, k=1,2,...,Q) a M;; (¢,) =
=Q+1, @+ 2,...,N) jsou viechny (r — 1)-resp. r-fa-
dové, které je viilbec mozno z determinantu B utvofit, mdme
ddle

n—2
A_zQ Br—2) B( )+ _zQ Br—1)+
=2z9.B9 + ... (c)
Uvézime-li, Ze jest A = zB + C (C nezavisi na z), mame
podle vzorce (21)
Ay, = (B + C),

z &ehoZ je patrno, Ze kofeny raciondlni celistvé funkoe A,
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proménné z jsou viechny stejné a rovny &fslu — %; je tedy

n—1

Q
A,=BQ(1:+%) =(Bx+C)Q=AQ=A r—1/

¢imz je vzorec (22) a tedy i véta 14. dokdzdna pro determi-
nanty n-fadové za piedpokladu, Ze plati pro (n — 1)-fadové.
Protoze viak je pro dvoufadové determinanty samoziejm4,
je jeji platnost obecnd.

Pozndamka. Pro r = n — 1 dostdvdme ze vzorce (22) znA4-

mé pravidlo pro uréovéni hodnoty determinantu reciprokého
k danému nikoli nulovému (v § 8e).
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8. SPECIALNI DETERMINANTY.

V matematice i ve védidch uZitych se &asto setkdvdme
8 determinanty, jejichZz struktura jevi (obydejné na prvy
pohled) ziejmé zdkonitosti. Hodnoty takovych determinanti
lze pak vhodnymi obraty vyjadfiti zpravidla ve velmi
jednoduchém tvaru. V tomto paragrafu si uvedeme nej-
zndmeéjsi z téchto specidlnich determinanty; cesty, jichz tu
bude pii vypodtech uZito, nejsou ovSem jediné, jimiz lze
dospéti k cili. V mnoha z uvedenych pfipadi existuji jestd
jiné, &asto jednodussf obraty — zvolil jsem zde ty, které
pokliddm z vlastnich zkuSenosti za piistupné také poéi-
tajicim technikim, v jejichz fadiach by bylo dostateéné
zvlddnuti theorie i praxe determinantd svrchované Zddouci.

a) Determinant Vandermondeiv
mj tvar
1, z,, =2 ..., ;"1
2 n—1
v, = 1, z,, 28, ..., x, (23)

a jeho hodnota se potitd podle vzorce

Vp= (23— 2,)(x3 — 2,)(x3 — 7,)(2y — 1) ...
se (:17,, - xl)(xn - xa) oo (xn - xn—-l)' (23’)

Diikaz. Od kaidého sloupce determinantu V, odeéteme
sloupec pfedchozi ndasobeny z,; tim se hodnota ¥V, jak vime,
nezméni, determinant vSak bude miti prvou fadku 1, 0, O,
0,...,0, ostatni fddky pak budou 1, z, — =z, z,* — z,2,,
z,3—x 2,2 ..., 2, 1l —x 2,2 (v=2,3, ..., n). Rozvedeme-li
nyni determinant podle elementi prvniho fddku a vytkne-
me pak z jednotlivych fddek spoleéné faktory, dostaneme
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Va= (23— 2))(23 — 2})(xy — ) ... (T — ;) .
1, z,, =2 ..., 2" 2

2 —2
19 Ty, T3®y ooy xa"

Determinant zde vystupujici je zcela obdobny ptivodnimu,
pouze jeho stupen je n — 1 a zakladni prvky z,, z,, ..., z,.
Nalozime s nim stejné jako dfive s V, a dostaneme

Va= (23— 2)(x3 — 2,) (g — 2,) ...

e (T — Z9) (X3 — T3) (X — Tp) ... (T — 7).
1) T3, zazs vy xa”—a
1, 2z, 28 ..., 23

3 —3
1, z,, 2,3 ..., 2,"

Dalsf aplikaci postupu uz dvakrdt uzitého dospéjeme na-
konec k vyjddieni:

Vo= (23— 12)(x3 — ) ... (T, — 2;)(T3 — Z5) (2, — ) ...
coi (Zg — X)) (g — Z3) ... (X — Zg) ... (X — Tp—y)-

To viak je pouze jiny tvar vzorce (23’), jehoZ platnost je
tim dokdzéna.

Pozndmky. 1. Pokldddme-li Vandermondetv determinant
za funkci proménnych z,, z,, ..., z,, tedy V, = f(z,, z,, ...,
z,), pak tato funkce méni p#i libovolné permutaci svych
proménnych odividné nejvyse své znaménko. Funkefm této
vlastnosti se fikd alternujici.

2. Vandermondeiiv determinant m4 stéZejni roli v pojmu
diskriminantu algebraické rovnice.

3. Pro n = 3 byl determinant (23) po prvé studovin
Vandermondem (Résolution dés équations, 1770) a pro obec-
né n Cauchym.
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b) Determinant persymetricky (také orthosymetricky).

Je to determinant n-tého stupné, zbudovany z elementd

€os C15 Coy - +» Can—g tak, Ze jeho obecny prvek a;, = ¢;4j—a
(¢, k=1,2,...,n). Oznatime jej znakem P,, takze
co; C1) cz, C3y ] cn—l
C1n 029 Cs, Cs» <y Cn
Pﬂ = | Cyp €3, Cy) Cs» <0y Cpnty (24)
Csy Csr Cs Ce» » Cntg
Cn—1> Cns Cn+1> Cn+tay -+ Can—a| -

Zavedeme-li si postupné diference veli¢in ¢, podle sche-
matu

(0)
AO = Cp, €1, Cgy C3y Cqy + ..y C2¢n—06, C2n—5, C29p—4, C2n—3; Con—2

AP, AP, AP, AP, .., A% s, A _s, A%, A2
AP, AP, AP, ..., A, A% s, Am-z  (25)
AY, A‘3’ AD o AP o
A9, , A% 2

kde kazd4 z diferenci je rovna rozdilu veli¢iny stojici nad ni
vpravo minus velidina stojicf nad nf vlevo, lze dokdzati tuto
skuteénost:

Persymetricky determinant velifin ¢, €y, Cs, ..., Con—g 7j€
roven persymetrickému determinantu jejich diferenct 45,
AP, 42, ..., AZD.

Diikaz. Na determinant (24) aplikujeme serii tprav,
z nichz kazd4 ménf pouze jeho tvar (nikoli hodnotu, v. véty
4. a 5., jakoz i pozndmky k nim) a sklddd se vidy ze dvou
krokt. Prva vprava spoéivd v tom, Ze od kazdého sloupce

P, mimo prvni odedteme sloupec pfedchozi a v determinantu
tak vzniklém pak od kaidé fddky vyjma prvou odelteme

fadku predchozi. Dostaneme determinant P, ktery po-
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drobime druhé tpravé: Ode vSech sloupcit mimo prvé dva
odedteme vidy sloupec pfedchozi a potom ode vSech fadki
tfetim poéinaje odeditdme vidy fddek predchozi. Na deter-
minant PP takto vznikly aplikujeme dpravu treti: Kazdy
sloupec étvrtym poéinaje zmensime o elementy sloupce
predchoziho a pak naloZime obdobné s kazdym tddkem aZ
na prvé tfi. Vyjde ndm determinant

49", 4V, 43, 49, .., 4.2,
4P, 49, 45, 49, .., 47

o _ |42 4, 49 4D AR,
- (3 (4 (5 (3 (6
Aa )9 A )) A )r A ) RS A'H)-2

(3 (4 (b) (8) (]
A"ll, An )n An+1) An+2; sy A2n)—2

Takto postupujice dostaneme po » — 1 krocich ptuvodnf

determinant P, ve tvaru P{™Y, t. j. prévé v tom tvaru,
o ném% mluvi svrchu uvedend véta.

Doporuduji &tendfi provésti tuto dpravu obecné uZitim
obecné indukce podle vzoru dukazu véty 1.

Pozndmky. 1. Tvoii-li velidiny c¢,, ¢c,, ¢,, ..., Con—g aritme-
tickou fadu stupné (n — 1)-ho (takZe je fada n-tych dife-
renci nulovd), mé jejich persymetricky determinant hodnotu

= (— 1)intn—1)1 Aﬁ.":ll)]"; (26)

tvoii-li fadu stupné niz§itho, nez (n — 1)-ho, je P, = 0.
Tyto skutednosti jsou piimym dtsledkem Vy]édreni P po-
moci diferenci veliéin c,, ¢,, ¢,, ..., Can—s-

2. Persymetrické determinanty jsou dtlezité v theorii in-
varianth a rovnic algebraickych (Sturmtv theorém, diskri-
minant). Zvldsté podrobné se jimi zabyvali Sylvester (Philos.
Trans. 1853) a Hankel.
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c) Cyklicky determinant.

Je zvliStnim pipadem determinantu persymetrického,
¢z néhoZz jej dostaneme, plati-li ¢+, =c¢, (»=0,1,2,...,
n — 2). M4 tedy tvar
Co» L €9 +++» Cn—35 Cn—gy Cn—1
1 Cas €35 <+ Cn—3y Cn—1s Co
C“ — 02, 03, C‘, eosy Cﬂ_l, Go, Gl . (27)
Ca—1> €05 €15 +++» Cn—gy Cn—3s Cn—s

O determinantu C, plati véta:

Bud polynom f(x) = ¢y + ¢; 4 ¢cp2® + ... + €y}, de-
terminant C, lze vyjadfiti ve tvaru

Cp = (— DW=D0=D] f(m)) f(z,) ... f(za),  (28)

kde z,, z,, ..., x, znaél kofeny rovnice z" — 1 = 0.

Diikaz. Ukdzeme napied, Ze determinant C, je délitelny
vyrazem f(z), je-li jen 2» — 1 = 0. PouZivajice néjakého
kofene x této rovnice upravme C, tak, Ze k jeho prvému
sloupci pritteme =z-ndsobny druhy, z2-ndsobny treti, ...,
az z"l-ndsobny posledni. Ostatni sloupce nechame beze
zmény, takZe (v + 1)-vy fddek bude miti na prvém misté

vyraz
€y + Cop1® + Cpio?® + ... + Cp gt "2 ¢, a1 4

M e
+ Caa? 2 Cp 2" - 2" + 2t - Cp 2t =
= %, (62" + €412t + €, g2t 4 ...+
+ ettt g+ 7+ ...+ 7)) =

= _i_, f(x)’
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na ostatnich mistech pak stoji prvky c,+1, Cy+ay --+s Cn—y»
o> C1y -+ +» Cy—1q-

Obsahuji tedy vSechny elementy prvého sloupce v takto
tvarové pozménéném determinantu C, vyraz f(x), ktery lze
proto vytknouti jako ¢&initel pied determinant (v. vétu 4.),
takze je C, skuteéné délitelno hodnotou f(z), je-li jenom
z kofenem rovnice z» — 1 = 0. ProtoZze pak md tato rov-
nice n kofenu z,, ,, ..., z,, je C, délitelno kazdym z vyrazi
f(xy), f(xs), ..., [(x,) & d4 se tedy psdti ve tvaru

Cn = C. f(z)) f(=5) .. .[(n)-

Abychom ziskali uréity ndzor o veli¢iné C, pfedstavme si,
ze vBechny veli¢iny c,, ¢,, ¢y, ..., ¢,— jsou fysikdlni s touZe
dimensi ¢ (na pi. cm, sec a pod.); je tedy ¢, = ty,, 0 =0, 1,
2,...,n—1, kde y, je ¢&slo bez rozméru. Determinant C,
nabude tvaru ¢°I",, vyrazy f(x,) tvaru tp(z,), kde I, a ¢(z,)
jsou ¢isla snadno predstavitelného tvaru (proved podrobné!);
velidina C mé nezndmy rozmér ¢, takZe pfejde v novou
t'I". Posléze psané vyjadieni C, tedy nabude tvaru

t"-rn =tI. tﬂtp(xl) ¢(.’1§2) <. (p(xn)s
z &ehoZ vyplyva pro £ hodnota 0, takze C je bez rozméru; je
to tedy konstanta neobsahujici Zddny z prvka ¢, ¢, ¢,,
veuy Cp—qe

Abychom tuto konstantu uréili, uvaZujme o specidlnim
pripadé determinantu C,, kdy ¢y =¢; = ¢ = ... = €cp—y =
=0, ¢,— = 1. Pak je f(z,) = ¢,—z,* ! = z,"! a determi-
nant C, md vSechny prvky nulové, aZ na elementy vedlejsi
diagondly, které jsou vesmés rovny 1. Je tedy v tomto
zvldsStnim pripadé

C, = (— 1)ir(n+3),
tak¥e mdme pro hodnotu C vztah
(— )Hnc+3)] = C(zyz, ... z,)* .

Z theorie rovnic viak je zndmo, Ze v nafem pFipadé jest
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2%g... Ty = (—1Im".(—1)=(—1)»+! a proto vychdzi
(provésti podrobné!)

C = (— 1)ilrm+3)—(n—1)in+1) — (— ])(n—1)n—2)]
jak bylo dokdzati.

Pozndmka. Péknym zplsobem lze determinant C, vy-
polisti, ndsobime-li jej determinantem Vandermondeovym
(%, Z,, ..., z, znadf stdle kofeny rovnice z2» — 1 = 0)

] —_—
1, z,, =3, ..., z,"!
I — 1, z,, xd, ..., 2"

Doporuduji provésti podrobné!

d) Kontinuant
je determinant tvaru:
b, a5, 0, 0, O,...0,

1,5, a, 0, O,...0
0, —1,0b, a, O,...,

{0, 0, —1,15, as...,0,
Ka=1l0, 0 o =1, b,..0 (29)
o, o o O O..,b,, a,
o, o o0 O O,..,—1, b,
Vedle oznadenf K, uZijeme pro tento determinant také
ndzorného symbolu (b, b,, ..., b,) & rozvedeme jej (uZitim

Laplaceovy véty) podle prvych » sloupcil. Z t&chto » sloupci
je moZno vybrati celkem tyto nenulové »-fadové determi-
nanty:

Determinant obsahujici elementy fiddkd 1,2, ...,v-tého;
je to ziejmé (b, by, ..., b,) & patif k nému v K, doplnék
(b'+lv bv+2: cery bn)

Determinant ze Fddki o pofadovych é&islech 1,2, ...,
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v — 1, 4 1. M4 hodnotu — (b, b,, ..., b,—;) a pati{ k nému
doplnék —_— a,+1(b,+z, b,+3, voey b").

Determinant ze fddkd 2, 3, ...,» 4+ 1; neni tfeba jej brati
v tdvahu, protoZze k nému patif nulovy doplnék.
Méme tedy pro dany kontinuant redukéni vztah

(by, bgy ...y b)) = (by, by, ...y by) . (Bygqy ooy By) +
+ a'+1(b1) bm SRS ] bv—l)(bf+2) ey bn); (30)
v=12..,n.

Proy = n — 1 dostdvdme odtud pfimo rekurentni relaci pro
K, ve tvaru

K,=b,K, ,+a,K, 5 K,=1. (31)
Pozndmky. 1. Pro a3 = a3 = ... = a, = 1 médme t. zv.
jednoduchy kontinuant (Sylvester, Philos. Magazine, 1853).
Je-li mimoto také jesté b, = b, = ... = b, = 1, mdme p¥H-

pad zvl4sté jednoduchy. Vzorec (31) zni pak
K, = Kn—l + Kp—s, (31')

tak?e pro fadu K, K,, K,, ... dostdvdme

1,2,3,5,8,13,21, 34, ... (317)

Je to zndmé Fada Fibonacciova (Lionardo Pisanus, naroz.
1175).

2. BudiZ gy =a3=...=a,=b=by=...=b,=1a
n = 2y. Tu nabude vzorec (30) tvaru
sz = sz + Kr—l’- (30’)

Srovnej s tim vnitinf strukturu fady (317).
3. SbltZené hodnoty fetézového zlomku

a
b1+b_’+ﬂ a
: b3+b—‘+ +a.
4 » e s

ba
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jsou zlomky, jejichZ &itatele i jmenovatele lze vyjadriti ve
tvaru (29). Ovéite na pf. pro n = 5.

e) Determinant reciproky

k danému determinantu 4 = |a,l|, ¢,k =1,2,...,n je
determinant a, jehoZ obecny prvek «;, je roven dopliku
A, elementu a;, v determinantu 4. Je to tedy determinant

A11, Aw Alss vy Aln
a — Azl, Aza, Aza’ o0y Azn . (32)

Jeho hodnotu najdeme nejsndze tak, %e jej ndsobime pi-
vodnim determinantem A. Vysledkem bude determinant
leskl, 3, 8 =1,2,...,n takovy, Ze

Cix = Ay + izl e + ... + Gl s
t,k=12,...,n.
Podle vzorch (12) jest v8ak ¢;, = 0 pro viechna + =% a
pouze elementy hlavni ¢,; = A, takZie mi |c;| vSechny
prvky nulové, aZ na elementy hlavni dhlopficky. Ty jsou
navzdjem stejné a rovny 4, takZze mdme |c;;| =a.4 = 4"
a odtud v piipadé 4 =0

a=Ar1, (33)

Tento vzorec zlstdvd v platnosti i pro 4 = 0, jak ukdZeme
pozdéji.

Také pro vypodet minori determinantu a reciprokého
k A lze udati pomé&rné jednoduché pravidlo. Libovolny
minor m determinantu a budiZ sestaven z elementd fddki
8 pofadovymi &isly 1< 4, <1, <...< 1%, < n a sloupcd
1<kh<ky<..<k.<n a m budii jeho minor pfi-
druZeny v a. Ndsobme si po fddcich determinant A s tim,
ktery vznikne z a, kdyZz hlavni elementy subdeterminantu
m, nahradime vesmé&s &islem 1, ostatni pak prvky determi-
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nantu a stojici v Fddcich, z nichZ je vzat m,, nulami. Vy-
sledkem bude (v. v&ta Laplaceova) soudin (— 1)S(H+5¢mnd
ve tvaru determinantu |c,|; 0,0 =1,2,...,n, pro jehoZ
obecny element mdme

n
Cor = zlaov“ o (a)
zde je «,, obecny prvek determinantu, jimz 4 ndsobime a
jehoZ konstrukeci jsme prdvé popsali. Pokud je ¢ rovno né-
kterému z é&isel 1,4, ...1,, jest «,, = A,,, takie mdme

n
VZOorec C,, = zlao,A,, pro o = i3, 4, ..., 4, & ve smyslu
P=

vztaht (12) lze psati:

Coo = A, €oe = 0 pro p =+ o;
Q=1,2, ..-,n, O‘=i1’ia, .-.,i'. (b)

Jestlie je o rovno nékterému z &isel ¢, ¢y, ..., t,— 2zil-
stavlich v fadé 1,2,...,n po vySkrtdni é&isel 1, 1,, ..., ¢,
tedy na pf. ¢ =1, je pouze o« =1, jinak «,,, =0;
Xy, %oy +ooy Xq—y jSOu &isla zbyvsi v fadé 1,2,...,n po vy-
gkrténi k,, k,, ..., k,. Mdme tedy

Cog =083 0=1,2,..,m,4A=12,..,n—r (c)

Je tudiz dotéeny soulin vyjddfen determinantem n-fa-
dovym této vnitfni struktury: Ve sloupcich s pofadovymi
&isly 1, 5, ..., ¢, jsou viechny elementy rovny nule, aZz na
hlavni, majici vesmés hodnotu A. V ostatnich sloupcich
stoji elementy ptivodniho determinantu 4 v pofadi udaném
vzorci (c). Rozvedenim podle sloupcu i, t,, ..., ¢, pak na-
chizime vysledek

ah";’ al]”.’ R | a’l.nn_'

me ATl (—1)SO+S0 | B T o gy | oy

Bupgmrr Tip_preys ++ 2 Ty,
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ktery lze ziejmé vysloviti takto: A!~7-ndsobnd hodnota
r-fadového minoru m determinantu a reciprokého k A je
rovna dopliku v determinantu 4 onoho minoru, ktery je
v A s m stejnolehly.

Pozndmka. Determinanty tohoto druhu se zabyval uZ
Cauchy. S jejich aplikacemi se setkdvdme na pf. v analytic-
ké geometrii.

f) Determinant orthogondlni.

Determinant

a’ll’ alzs ey a’ln
A _ Aoy Aogy «.y az,,

An1y Angy +oy Aup
nazyvédme orthogondlnim, plati-li mezi jeho elementy vztahy
a,.la,l '+‘ arzasz + s + ama,n == O
pror=s8 r,s=12...,n
al+al+...+a,t=A42

pror=12...,n; (35)

A, A,, ..., A, jsou pfi tom urditd &isla (ve zvld§tnim pifpadsé
rovna 1).

Hodnotu takového determinantu uréime snadno tim, Ze

jej umocnime dvéma. V8echny elementy &tverce A% budou

podle vzorcti (35) nulové, az na prvky hlavni. Ty maji
hodnoty c¢;; = 4,2, takZe dostaneme

A= A32A4.2... A2
a tedy ddle
A=44,4,...4,. (36)

S orthogondlnfmi determinanty se zhusta setkdvdme
v analytické geometrii a v theorii kvadratickych forem.
Jejich podrobnéjsimi vlastnostmi se budeme zabyvati
pozdéji.
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g) Determinant Hermiteiv.

Jsou-li hlavni prvky a,,; éisla redlnd, kazdé dva sdruZené
prvky (t. j. @y, a;;) pak éisla komplexné sdruzend, nazyvame
determinant |a;|, ¢, k= 1,2, ...,n Hermiteovym. Ozna-
¢ime-li, jak jest obvyklé, znakem a,, ¢&islo komplexné sdru-
Zené 8 a,,, je tedy a,; = a,; a Hermiteliv determinant se
objevi ve tvaru

@15 Qypy Qygs -5 Qyy
@13y Tag, Qg3 .- -y Can
H, = Qy3, Qo3, A3y, ..y 3y | - (37)

Hermiteiv determinant md vidy redlnou hodnotu.

Diikaz. Nahradme v H, viechny elementy jejich hodno-
tami komplexné sdruZenymi. Tim piejde, jak zndmo z na-
uky o komplexnich é&fslech, veli¢ina H, (t. j. hodnota H_er-

miteova determinantu) ve svou komplexné sdruzenou H,.
Na druhé strané vznikne v8ak uvedenym nahrazenim deter-
minant novy, jehoZ »-ty sloupec je tentyz, jako byl diivey-ty
fddek puvodniho determinantu. Lze si tedy pfedstaviti, Ze
novy determinant H, vznikl z daného H, tim, Ze jsme v ném
zameénili FAdky za sloupce a naopak. Takové dva determi-
nanty maji v8ak stejnou hodnotu (v. pozn. k definici 4.),

takze dvé komplexné sdru%end ¢&isla H,, H, jsou si rovna.
To je v8ak moZno jenom tenkrite, jsou-li obé redlnd, ¢fmZ
je véta dokédzdna.

Doplitky dvou sdrufengch prvkd a,y, a,, v Hermiteov de-
terminantu jsou determinanty o hodnotdch komplexné sdruZe-
nych.

Diikaz. Uvazujme napfed o subdeterminantech M,, a
M,; v-ty fddek prvého jest: a,,, @4, ..., @y r—1s Br,k+1 -« o
a,, & -ty jeho sloupec: a,,, Gy, ..., Bi—y,q) Qit1,00 +++» Tpp-
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U determinantu M,; je pak p-ty fddek: a,, ay, ..., 25—,
@pi+1s -+ Bgn & v-ty  sloupec: a,,, g9y +2y Br—ivy
Qit1,9 -+ By Tato fakta plati pokud je »< i —1,
o< k— 1. Prov > 1, e= = k musime indexy », o nahraditi
o 1 vétsimi, takZe na pf. bude p-ty ¥ddek minoru M, pro
ek mit'l tvar:  @p41,1 Bo+1,3 -+ Fot1,i—1 Fotni+D -+
@g+1,n- Vyménime-li nyni v M,, fédky a sloupce navzé,jem,
zustane M., pokud jde o hodnotu, beze zmény, jeho »-ty
sloupec se vSak stane y-tym Fddkem a p-ty fddek p-tym
sloupcem. Bude tedy na pf. prov < @ — 1 fddeky-ty tvarové
zménéného minoru M, a,,, Qoey -y Cp—1,0) Ct1,9s - o5 Tipy-
ProtoZe pak byl pivodni detennma.nt podle pifedpokladu
Hermitedv, plati a;, = Gs), Gy = G4y, ... 8 lze tedy »-ty
Fadek subdeterminantu M, psiti ve tvaru: a,l, Qygy -« -5 By, g—1,
Gy, 1+1> - -5 Byp, takZe je ,, komplexné sdruZen‘‘ sy- tym i'é,dkem
subdeterminantu M,,. Stejné lze tuto skutefnost ukdzati
i o sloupcich, z &ehoZ je patrno, Ze M,, dostaneme z M,
jednodule tak, Ze vSechny prvky minoru M,, nahradime
komplexné sdruZenymi. Jsou tedy dva sdruZzené minory
My, My, &sla komplexné sdruZend a proto i dopliky
Ay, Ay, jeZ z nich vzniknou ndsobenim touZe hodnotou
(— 1)%+k, Tim je tvrzeni dokdzdno a plyne z ného na pf.
skutednost, Ze determinant reciproky k Hermiteovu je opét
typu Hermiteova.

Pozndmky. 1. Specidlnimi typy determinantu prdvé pro-
braného jsou determinant soumérny a polosoumérny, o nich%
se zminime bliZze ve zvlddtnich odstavecich.

2. Podrobnéji studoval determinant H, po prvé Hermite
(Journ. f. Math., 1854).

h) Determinant soumérny (symetricky).

Jsou-li v Hermiteové determinantu kaZdé dva sdrufené
elementy stejné, t. j. a,, = a,, tudiz redlné, jmenuje se
tento determinant symetricky. Dopliiky dvou sdruzenych
prvkll jsou tu stejné (dokaZ podrobnd pomoci vlastnostf
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obdobnych dopliikd v determinantu H,), tak¥e determinant
reciproky k soumérnému je opét soumérny.

Ctverec kaZdého determinantu je determinantem soumérnym.

Diikaz. Podle véty 9. vzorce (14) je obecny element c,,
determinantu vzniklého zdvojmocnénim |a,.|; 1,k =1, 2,
ceey M

Cik = @@y + Qgalpg + «oo + Cinpn; (38)

je tedy roven elementu sdruZenému c,; a véta je tim do-
kizéna.

Studiem soumérnych determinanti se zabyvali Cayley
(Journ. f. Math., 1846) a Frobenius (Journ. f. Math., 1877).
Jsou dulezité na pf. v analytické geometrii ploch a v ne-
beské mechanice.

k) Determinant polosoumérny.

Specialisujme Hermitetiv determinant (37) tim zptisobem,
Ze hlavni elementy a,, =0, r =1, 2, ..., n, kdeZto ostatni
a,, budou ryze imagindrni: a,, = ix,,, @5, = a,, = —ix,,;
vznikne tak determinant I,, z jehoZz viech elementi vyty-
kime faktor i a dostaneme

In = ian (39)
kdez determinant
0, Xygy O3y  +eey Xqn
—0y,, 0, Kogy  eo0y Kan
Qn = | =13y —Xg3y O) ceey Kgn (40)
—X1n» Kony ——Kgpy ey 0

se nazyvéd polosoumérnym determinantem redlnych prvkd
Kpge

"Z rovnice (39) plyne pro @, prvni zajimavy dusledek: I,
je é&islo redlné jakoZto hodnota Hermiteova determinantu,
Q,, je redlné jakoZto hodnota determinantu s redlnymi prvky.
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Je-li n liché, je v8ak i* ryze imagindrni, takZe vztah (39)
nutné 24d4, aby @, = 0. Je tedy polosoumérny determinant
lichého stupné roven nule.

O polosoumérnych determinantech sudého stupné si pozdéj
ukdfeme, %e jsou kladné a %e se dajt vyjddfits jako CEtverce
gistych celistvych raciondlnich funkct svych prvkid (t. zv.
Pfaffidnd, é&ili polodeterminanti).

Oznalme si subdeterminanty dvou sdruZenych prvki a,,,
a,, v determinantu I, symboly M,, M, a korespondujicf
minory polosoumérného determinantu @, znaky @,,, @Q,,.
Z theorie Hermiteovych determinantt vime, Ze &fsla M,, a

M, jsou sdruZend, t. j. M, = M,,; nyni viak je patrné
M, =i—1Q,, M, =i—1Q,. a privé uvedend rovnost se
dé psiti ve tvarui*—1Q,, = (—i)"Q,, = (— 1)*~"1"—1Q,,,
¢ili

Qur = (— 1)*1Q,. (41)

Z tohoto vzorce vyplyvd: Determinant reciproky k polo-
soumérnému determinantu lichého stupné je soumérny, reci-
proky k polosoumérnému determinantu stupné sudého je opét
polosoumérny.

Polosoumérnymi determinanty se zabyvali na pf. Cayley,
Mertens a Frobenius (Journ. f. Math., 1849, 1877). Jejich
nejznaméjsf pouZiti se tykd feSeni Pfaffova problému
v theorii diferencidlnich rovnic.

1) Determinant vroubeny.

Pfipojime-li k danému determinantu A4 = |a,|, %, k =
= 1,2, ..., n na pravé strané r sloupcii a dole r fadka tak,
%e pfipojené fady majf spole¢né elementy nulové, dostaneme
z n8ho determinant novy, ktery byl oznaden pfiléhavym
jménem ,,vroubeny*. Jde tedy o determinant
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Q115 ++ Uny Y110 Y19 - Yar

anl: ey anm ynl: ynzv veey ym'

R' = :'Cu, ceey xl'" 0, O, ceey O . (42)
Zoy, ooy Zgmy 0, 0, ..., 0
x;'ls ’ xrm 0) O) ’ 0

Pfi jeho vypoétu budeme rozezndvat tfi piipady:
«) r = m; rozvedeme-li. R, podle poslednich r fadkid (v.
véta 8.), dostaneme ihned vzorec
R,=(-—1r".X.7Y, (43)
kde znadf X, Y determinanty z prvki z,,, ¥,q-
f) r > n; véta 8. ukazuje ihned, provddime-li opét rozvoj
podle poslednich r fddka, Ze jest

R, =0. (44)
y) r < n; rozvddime opdt podle poslednich r fadkd.
Obecny ¢len tohoto rozvoje bude

31,1, 271,,., coey 271,'

(— l)nr+i[r(r+1)]+n+n+ ceetry T2e1 T2vy - 22> T2, .

xryl’ x"', co ey x"
alal, ala., ceey ala”_r, yll’ ceey ylr
Q2q,y 20, -y a2on_,’ Ya1s +++» Yar

N
andp aﬂd.) ceey amrﬂ__,l ynp ey ynr

kde », <v, < ... < % jsou libovolnd ¢&sla vybrand z fady
L2,.,na0,<0,<...<0,—, &isla, kterd v nf po tomto
vybrédni zbudou. Je ziejmo, Ze cely rozvoj determinantu R,

bude miti (?) s¢itanci privé uvedeného tvaru.

Druhy determinant, vystupujicf jako faktor v obecném
¢lenu rozvoje, rozvedme dédle podle poslednich r sloupeil.
Obecny ¢len tohoto druhého rozvoje bude miti tvar
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'yﬂll’ y012’ *cy y@l'
(— Drv=n)+ilrir+ DI+eatent ... +op Yeus You2s « s Yeur )

yo,-l’ yo,m te yc,r
a"xav’ afxﬂ.’ ey a‘l’;d'”_'
af.ﬂg’ af.ﬂ.’ *°* a‘l’.d”_'

ey _,010 A1y 0gy + 2y Oty von—y
kde g, < ps<...<p, 8 T, < T, < ... < Tp—yp jsOu &sla
stejnych vlastnosti, jako dfive systémy (») a (o). Takovych
¢lend bude celkem (:"), takZe se obecny élen plivodniho

rozvoje d4 psdti ve tvaru
zl'" xly., cony xl"
(— l)S('H‘S(O)—f Z2919 T2r 205 T2v,

Yoy Yoi2s <o+ Your Qz,a,) ey a’t.a”_,.
y@nll y0.2) AR yol’ at!ﬂl’ e at'd”—' (a)

Yo,1> Yo,2s <+ Yo,r Oty g0y - ) L .

kde S(») =v», +v,+ ... + 7, S(0) =0, + 05+ ... + 0O

Sloupce o pofadovych é&islech »,,,, ...,7, a Fadky s pofado-
vymi indexy o, 0, ..., 0, uréuji svymi spolednymi prvky
v determinantu A4 minor, jehoZ jest posledni faktor &lenu
(a) minorem pndruzenym — oznadime jej znakem M (o)
Vyraz (— 1)5"+S@M,,,, oznadme symbolem Agy,); je
to ve smyslu definice 5. doplnék minoru uréeného spoleénymi
prvky fad, z nichZ jsou vybrdny subdeterminanty Xg,,, Y,
ve vztahu (a).

Méme tedy v pHpadd r < n vysledek

Rf = (—' 1)'2X(V)Y(q) . A(')(G)' (45)
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Soulet zde vystupujicf mé podle ptedchozich dvah celkem
n\3
r) séitanci.

Péknym pfikladem aplikace poznatkd o vroubenych de-
terminantech je skuteény vypoéet souéinu dvou matie,
jehoZ vymér jsme podali v definici 6. Postupujeme pfi tom
zcela obdobné, jako pi dikazu véty 9. o ndsobenf dvou
determinantii, pouze misto determinantu tam uZitého vezme-
me v ivahu obecné&jsf:

allD al!) sy a'lm 0: 0’ * 0

a!l’ a”’ seey azm O: O» °y 0

C —_ aﬂIl’ amz: ’ amm O’ Os °y O
1= 11, o, 0, by, bagy ovey by
O) 1: ’ 0’ bm: bzza *y bm’
0’ O) ':-.: 11 blm bam °c bmn

Zplsobem naprosto stejnym, jaky byl volen ve vété 9.,
dochdzime k vysledku, Ze fddkovy soudin obou matic [la;,||,
l|bsll, t. j. determinant |c;|, §, k=1, 2, ..., m, jak byl de-
finovin vymérem 6., souvisi 8 hodnotou determinantu C,

vztahem
|eix] = (— Lymm+m(C,,

Upravme nyni determinant C, tak, Ze jeho (m 4 »)-ty
fddek pfemistime na misto »-té a to postupné pro» = 1, 2,
..., n. Determinant C,, ktery tim dostaneme, je pak vroubeny
typu (42) a mé v nasem pi{padé tvar jednoduchy:

l, O’ ey O, bll’ bn’ ey bml
O, 1’ oo 0y 0’ blz, bzz’ cooy bma

Cy = (—1)™Cy=
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Méme tedy f4dkovy soudin |c;,| matic ||2,,]|, !1bl| vyjddien
vroubenym determinantem C, takto:

leix] = (— 1)™C,. (46)

Podle vysledkli o vroubenych determinantech, vyjddre-
nych vzorci (43) a (44), miZeme Fici:

Souéin dvou matic |la;||, |[b:rll 8 podtem Fadklh stejnym
jako je podet sloupcli (m = n) je roven soudinu jejich de-
terminanti. Maji-li ob& matice vice ¥adkl nez sloupci
(m > n), je jejich soudin roven nule.

Pro m << » uZijeme vzorce (45); z doplikti A,y jsou ty,
kde systémy (v) a (g) jsou navzdjem ruzné, rovny nule,
kdezto ty, v nichZ (v) = (g), t. j. ¥, = 01, Y3 = 09y -+ Vi =
= Om, maji hodnotu 1. PiSeme-li misto X,), Y,y do vzorce
(45) priméfené k nasemu piipadu znaky A, B, méme
pro C, hodnotu Cy = (— 1)™ .24, B(,) a tedy pro souéin
|cix| obou matic ||a;,||, ||bix]| vztah:

leix] = Z A Boy), (47)
kde se stitani dé&je prese viech (:ln) kombinaci m-té tridy

z prvkd 1,2, ..., n. RozvdZime-li si pfesné vyznam vzorce
(47), nahlédneme, Ze se d4 vyjadriti slovy takto:

Souéin dvou matic o spoleéném poétu fadkd m a spoled-
ném podtu n sloupcti, kde m <n, uréime tak, Ze kazdy
m-fadovy determinant matice prvé ndsobime stejnolehlym
(t. j. vzatym ze stejné &islovanych sloupcii) determinantem
matice druhé a viech téchto (;) soudind setteme.

Pozndmky. 1. Determinant

Q115 Q19 -+ Q1ns Y1
— QAyyy Qggy --+5 Agny Y3
Ry=1|....ociiviiiiait. (48)
a‘nl’ a’nzx °*y a"nm yn
xl, xz: ;xm t

52



rozepiSeme takto:

all; ’ a’lm O all’ AR | alm y1
“R‘ I AL R R N R R R — At .R ; 49
1 anl: LS ] anm O + a’nl’ LS a’nm yn + 1 ( )
Zyy ooy Ty, Xy, o0y Xy O

R, nalezneme snadno ze vzorce (45).

2. Jsou-li spoleéné elementy vroubicich fddki a sloupci
nikoli nuly, nybrz tvofi matici o faddcich ¢,,, ¢;o, ..., b1y fa1,
lagy « ooy bary o ooy bpyy Bpay ooy bpry, mame piipad determinantu
ovroubeného obecné — oznaéime jej znakem R,. Takovyto
determinant muZeme vidycky pfevésti na tvar, kde vrou-
bici fddky tvo¥{ prvych r fadkd a vroubici sloupce prvych
r sloupctl, takze subdeterminant 7' = |t;;; ¢, k= 1,2, ..., r
stoji v tomto determinantu — oznalme jej @, — vlevo
nahofe. Na determinant @, lze aplikovati vétu Sylvesterovu
a mdme

O, .Tr1= 8 Av=12 ...m,

kde jest
tu, seey tln I1»
S R R AR . 50
A trl: seey trr’ Try ( )
Yaus <= Yar, Qpy

Proto¥e pak jest @, = R, (doki’e se snadno pomoci
véty 3.), davaji vztahy (50) pfimo vzorec pro vypodet obecné
vroubeného determinantu. Snadno lze tento vypodet provést
ovem jen pro malé hodnoty =, r.

Obecné pravidlo pro vypoéet determinantu obecn& vrou-
beného je znaédné slozité. Najdeme je, pouzivajice pravidel
o ndsobeni determinanti a o determinantech reciprokych
k danym, takto: Determinant obecné vroubeny
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Q119 A2y ++ W1y Y110 Y125 - Yar
Qg1y Qagy «-+y Agpy Y215 Y22 -« Yar

vl
-
l
Q
3
<
K
3
e

veey a'mu ynh ynm LR ) ynr (51)
Zyy, Tigy ++s Tinms b1y bigs oo Uy
Zgy, Taay ooy Tap, bag, lagy ooy lgy

ndsobme novym
Ay, Aygy ooy Ay, 0, 0, ..., 0
Agy, Aggy ooy Agny 0, 0, ..., 0
U— ‘.4.";’ .ji;” ..’.;4.”;.;.6;..6;.....: .O..
— (0, 0, w0, Ty, Ty Ty |’
0’ O) i ] 0! Tu’ 2% 4 ] Tar
0) 0, ’ O’ .é’.ﬂ.,. .1;1'2’ ’ 1:'"

kde A,,, T., zna¥{ dopliky prvki ay,, ¢,, v determinantech
A = |ai;|, T = |t:x|. Dostaneme

U.R, =
4, 0, veey 0, nTy), nTy), ..., 1, T,)
O) A: sy O). (szl)’ (ySTS)) seey (ler)

— O, O, ey A, (ynTl)’ (yaTt)a ety (yuTr)
(z,4,), (1, 4,), ..., (r,4,), T, 0, eery 0 ’

(ztAl)) (%Aa)’ teey (%An), 0, T’ vy 0

(erl)’ (xrAz)’ MRS (xrAn)’ Or 0’ SRS ] T

pfi demZ symbol (r,4,) je zkratka za vyraz: z,4., +
+ Zy3Aps + ... + Tpnd,, & analogicky (¥o75) = Y11 +
+ Yo2Tea + oo + YorT oy

Determinant U . R, rozvedeme podle prvych n fédkd.
Z fady ¢&fsel 1,2,...,n,n 4+ 1,...,n 4 r vezmeme libovol.
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nychn: 1 Sy <9< ...<tpuS20<n+1Sn40, <
<..<n+4+p,<n+r a zvolime je za pofadovd &isla
sloupci minoru determinantu U . R,, jehoz Fddky jsou
tvofeny z prvnich n fddek determinantu U . R,. Rozvede-
me-li tento minor podle prvych n — » sloupclt (rozmyslete
si véc ve smyslu tivah paragrafu 3. podrobné), nahlédneme
snadno, Ze jeho hodnota je vyjiddiena ¢&islem

@.Te), - s (5.Te,)
(—1)SOHm—am—xtD | LA™,

. To); -+ (9, T0,)

vy, Vs, sV jsou ¢&isla, kterd zbudou v fadd 1, 2, ..., n po vy-
Skrtdnf &isel vy, vy, ... Vp—u

Doplnék tohoto subdeterminantu v determinantu U . R,
je minor p¥idrufeny k nému v U . R, a nisobeny vyrazem
(— 1)intn+1)+S80)+xn+8(), Tento minor je obsaZen v posled-
nich r ¥édcich a ve sloupcich s pofadovymi &isly §2r v,,

vm n + 913 n + 02’ ceey M + Qr—m kde 91, Qz) MRS | Qr—n ]sou
¢isla zistavsi v fadé l 2, ..., r po vyskrtdn{ élsel 015 O35 -+

ox. Rozvedeme-li tento minor podle poslednich r — » sloup-
oll, poznéme, %e mé hodnotu (proved podrobné)

(— l)S(o)+ix(n+1) .

(zo,,An): ceey (xo,,Ar,,)

S¥)=v; +v3+ ... +¥—x S(@) =01+ 02+ .- + O

Po jednoduchém vypoltu dostaneme podle Laplaceovy
véty vyjddient

U.R, =X(— 1*A—Tr—~

(€o,45,)s ooy (e d7) | | (@7, T, -5 (95, ,T,_)
(b)

(¥, Te.)s -+ (w5, To,,)

(e 43,), oo (To, 45,) |
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Determinanty, které se v tomto soudinu vyskytuji, jsou
viak podle definice 6. a vzhledem ke stavbd svych prvki
kazdy soufinem dvou matic: prvy vznikd ndsobenim matic

43,4 A5.9 .. A5,

454, A58, .. 4v
a mé tedy podle vzorce (47) hodnotu
Aoy o A50

, (c)

kde se siftd pfese vSech (:) kombinaci ¢,, gy, ..., 0, &isel
1,2,...,n.

Podobné najdeme pro druhy z determinant vztahu (b)
vyTaz

, (d)

Yoo - Yo,

pfi em? se s¥itdn{ vztahuje na viechny (;) kombinace

Ay Agy ooy Ay x-té tiidy z elementd 1,2, ..., r.

UvaZme jest€, Ze jsou determinanty, vystupujici jako dru-
hé faktory ve vyrazech (c) a (d), reciproké k jistym minoriim
determinanti 4, 7' a %e se proto daji vyjddfiti ve tvaru

41, C.vn....;,‘ resp. T-1.D o\
(a,, . a,,) (ll. “ens 1“)

dophikem onoho subdeterminantu z 4,

Toter o Tot

pfi tom je C'(-'h_._ ;)

jehoZ prvky jsou vzaty z Fddki s pofadovymi éfsly »,, v,, ...,

¥, & ze sloupcl o pofadovych é&islech g, 0y, ..., 0.. Podobny

vyznam mé determinant D (ol e ) vidi determinantu z 7T'.
31, .oy l”
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Dosadime-li tyto viechny hodnoty a V}’rsledk_y do relace
(b), vychédzi ndm tento vzorec pro vypodet U . R,:

U.R,=Z(— A" 1T [ZCr | everennnnns
(a,, . : o:) Lo, 010 3o, 0,
Y2, - -,y;,;.,‘
.ID o O
(%) | e,

ProtoZe vSak je podle theorie determinantd reciprokych
U = A"~1T7-1, dostdvdme pro vypodet obecnd vroubeného

determinantu R, tento definitivni vzorec:
R, =X(—1)*.[ZC

(o
Ory-.0y) | To00 + ¢+ Toyo,,

L] ZD ...........
(o,. e,,)
Ay oo A | Yrds oo Yv

Rozuméti jest mu takto: Posledni soudet se provadi
pfes vSechny kombinace A;, 2,, ..., 4, z elementii 1, 2, ..., r,

takZze mé celkem (;) séitancl; prostfedni soulet jde pres

I (52)

viech (:) kombinaci a,, gy, ..., 0, Cisel 1,2, ..., n. M4 tedy

vyraz v lomené zdvorce celkem (;) (:) séitancli, z nichZ

kazdy m4a je3td volné indexy (t. j. takové, pfes néZz dosud
nebylo séitdno) »,,¥,,..., ¥, & gy, 0, ---, Ox, jeZ jsou resp.
libovolnd kombinace %-té tf¥idy z prvka 1, 2,,..., n a z prvkd
1,2, ..., r. Pfes viechny tyto kombinace jest pak nutno pro-
vadéti prvy soudet, ktery tedy mé pfi daném x celkem

2
[(:) (;)] ¢lenti. Na konec pak viechny tyto vysledky se-
éteme pro x =0,1,2, ...
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Obdirnd se zabyval theorii vroubenych determinantd
Arnalds (Giorn. di Battaglini, 1896).

m) Determinant

an + )'blli T2 + lbla) sy aln + lbln
D(l) — a’!l + lbzn Qgq + Abzz’ cery Qgq + )*bZn (53)

Ay + lbnh Cny + J'bna’ very Ban + )'bﬂﬂ
je polynomem n-tého stupné v 4 a piSeme jej tedy ve tvaru
D@) = Iy + LA + I2* + ... + In A% 4 1A% (54)

Koeficient I, dostaneme zfejmé tak, Ze v » sloupcich de-
terminantu D(A) ponechdéme jen druhé séitance, kdeito ve
zbyvajicich » —» sloupcich jen séitance prvni. To je moZno

provésti celkem (’:) zplsoby a dospivdme tim tedy k (7:) de-
terminantim, které seéteny daji pravé &len I,A". Tak je

napt. Ip=A4, I, = ZA,, I,=XA,,...,I, = B, pti dem?¥
=1

A, je determinant vznikly z 4 tak, Ze v ném nahradime

0- ty sloupec &isly by, byg, - . -, bpgs Ago je determinant vzmkly

z A nahrazenim elementti sloupcﬁ o-tého a o-tého t&€mi, jeZ

mé v téchto sloupcich determinant B atd. Ve vzorci (54) se

tedy vyskytuje celkem

§+() ()=

n-fadovych determinantl, odvozenych z prvkid determi-
nantd 4, B.

n) Determinant

(65)
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je linedrni funkei ¢, jak se snadno pfesvédéime odeétenim
prvého sloupce ode vSech nésledujicich. Je tedy

D(t) = x + ft.
Pro t = 0 médme ihned « = D(0) = 4; konstanta B je

dfi)(t) Podle véty 12., vzorce (15) vsak

méme a11+tb a’ll+ t’“" a'ln+t

dD(t) Lid Ti—p], + ¢, ‘;t—ln +¢..., Gi—1sn + ¢

dt =1 Ai+11 + ¢, Qi+1>3 +¢... Ci+15n +t

pak ziejmé f =

ai—hl’ a’t——pa’ seey ai—lsn

=‘Z 1, 1, veny 1 =Z(2Au) =zAtk

L @g1s1s Bit1s3s ooy Bgtpon | S=1k=1
Gat Gutr o Gan
Méime tudiz V)"Sledek
D(t)=A + 244 (65,1)
i, k

Pozndmky. 1. Determinant (55) miZeme poklddati za
specidlni pfipad D(A1) — t. j. determinantu (53) — a napsati
pak jeho hodnotu ihned podle vzorce (54). Utinite tak!

2. Pro a;, =0, s =k, je A =0a,,83...0,,, A;y =0,

|

A, = o takZe v tomto specidlnim pfipadé jest
“
D(t) = 81,0y, .. ( + Z1 - ) (55,2)
= i
Jsou-li zvlastd viechna a,; = @, mdme

D(t) = a*1(a + ni). (55,3)
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p) Determinant n-fadovy

D,(z; a,b) =

z,aa,..a a
b, z, a,...,a, a
b, b, z,...,a, a (56)
b, b, b, ...,2, a
b, b, b,..., b, x

upravime odedtenim kaZdého sloupce od nédsledujicfho na

tvar
z, a—z, 0, ey 0, 0
b x—b, a—=z,...,0, 0
Dz a,8) = | > ® z—b .0, 0 ;
b, 0, 0, w—0>b, a—=x
b, 0, 0, , 0, z—0b
rozvedenim podle prvki prvého Fddku dostaneme
x—D>b, a—=z, 0, , 0, 0
O’ z_ba a—z, )0’ 0
D”(x; a, b) — x . O, 0, 27 — b’ . Iy O, O +
0, 0, o0, ,x—b, a—=zx
O’ O, 0, o O, a:—b
l,a—=z, O, ey 0, 0
1, x_b, a—uzx,. ,O, 0
4 bz — a) 1, 0, x—»b,...0, 0 ,
1, 0, 0, ,—b, a—=zx
1, 0, 0, .., 0, x—0Db

kde oba determinanty jsou (n — 1)-Fadové. Prvni méd hod-
notu (z — b)*!, druhy pak oznadime znakem A,_, a od-
vodime pro néj rekurentni relaci. Rozvedenim podle prvni
Ffddky najdeme ihned
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dp = (x—b)™1 + (z —a) . Ay, (67)

z &ehoZ vypolteme

m—1
Ap = D (x — a)#(z — bym—s-1, (67,1)
u=0

Uzitim téchto vysledkid dostivime pak definitivni vyraz
pro hodnotu determinantu (56):

D, (z; a, b) = z(x — b)*! + b(xr —a).
n-—2

D (x—a) (x — byr—r-2, (56,1)
v=0

Casto byvaji uvddény specidlni pipady pravé feSeného
tikolu. Tak na pF. jest

D,(z; a, @) = [z + (»n — 1) a] (z — a)",

n—2
D,(0; a, b) = (— 1)n—1 a,bZa"b"-"“2 a pod.
=0
Poznamky. 1. Jistym zobecnénim pipadu (56) je deter-
minant

271, a’y a; ’ a’ a
b, z, a, .., a, a
D, (2, 74, ..., 2,; a, b) = b, b =0, @ (68)
br b’ bs ’ xn—lr a
b’ b: b9 ’ b: Ln

Zcela analogickym zpilisobem jako u (56) nachdzime vzorec

n—1 (1]
Dn(xl: Toy «oey Xy @y b) =-"71Bz + bzl‘40‘39+2; Ao = I—I(:vv —a),
0=

ya=]
n

B, =] [(z:—b), Byy; = 1. (58,1)

T=qg

61



2. Determinant

a, 4, a, a,...a, a, a
r, a a a,...,a, a, a
b, z, a, a,...,aq, a, a
En(xla Tgy cvey Tg—1; @, b) = b’ b’ 3 4, ..., q, a, a

(59)
rozvedeme podle elementl prvniho sloupce a dostaneme

E (z,, x4 ..., Tp—; a, b) =

= (a — 171) E”_l(x” ey x”—l; a, b), (59’1)
takZe bude
E (z,, 2,, ..., Zp—;; @, b) =
=a(a—uz,)(@—z,)...(a —z,—). (59,2)
3. Determinant
a, a, ey @, @, I,
a, a, cey @y, Zg, b
En(zh zlr ey Z.; ar b) = a’ G, B 33,, b’ b (60)
a: zn—l) ’ b) b’ b

vznikne z determinantu (58) takto: Nejprve vyménime
v (58) posledni sloupec postupné se viemi pfedchozimi, a%
se dostane na misto prvé, t. j. celkem n — 1 vymén. V de-
terminantu tak vzniklém vyménime opét posledni sloupec
se viemi pfedchozimi, aZ se stane sloupcem druhym; celkem
je to n — 2 vymén. Tak pokradujeme, aZ po celkovém poétu

m—1)+n—2)4+...424+1=inn—1)

vymén dostaneme z D,(z,, 7, ..., Za; 6, b)) pravé determi-
nant (60). Podle véty 3. tedy médme
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Dy(2y, 3, -, Tni @, b) = (— 1)inn=D),
. ‘Dn(xl) xﬁ! ey Ty @, b)’ (6011)

pfi ¢emZ je D,(x,, ,, ..., Z,; a, b) ddno vzorcem (58,1).
4. Hodnotu determinantu

1, 2,3 ..,n—1n
2, 3, 4,...,n 1
I = 3, 4, 5,...,1, 2 (61)

najdeme takto: pfi¢teme viechny sloupce k prvnimu; viechny
prvky tohoto prvniho sloupce budou pak miti tutéz hodnotu
4n(n 4+ 1), kterou z nich vytkneme. V determinantu takto
vzniklém odeéteme od kaZzdého fddku druhym podinajice

fadek predchoz{ a dostaneme determinant D, (1 —n,
l1—mn,...,1—mn;1,1), jehoz hodnota je podle (60,1) rovna
(— in=bn=2p (1 —mn,1—mn,...,1—mn;1,1). Ze vzor-
ce (58,1) viak nachdzime

D, ,1—mn,1—n,...,1—mn;1,1) = (— 1)1, an,
takZe koneéné bude
I = (—1)irt»=D }(n + 1) a2, (61,1)
q) Determinant Baltzeriv

G11, Gq9, G13y Q145 -

b
— Q9 Q1;, — Q14 g3y ooy — Qreny G191
azn azan 023’ aw ey a’z.zn—l» az.zn
Bn = | — Qgg, Qgqy, — Aoy, Qg3, ..., — Qg,4g, Qo,3n—1 | » (62)

a’nl: a’nz’ ana: aMs vy an.zn—ly an.zn
—Qpyy Qyyy — Qpyy Apzy <oy = Qg 99, Ap,2n—1

v némi jsou a,, Cisla redlnd, upravime tak, Ze sloupec
2v-ty ndsobeny imagindrni jednotkou i pfidteme k pfed-
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chozimu a pak od fd4dku 2y-tého odelteme i-ndsobny fddek
(2v— 1)-vy. To udinfme postupné proy =1, 2,...,n a do-
staneme

ay + iay,, ay,, a3 + iayy, a4,
0, ay — iay,, 0, A3 — iy, ...
Qg1 + 1Bgg, gy, Aoy 1 gy, Gy,

Qg — iagq, O,

B,

0,23 - la“, cee

rozvedenim podle f4dkd 2-ho, 4-ho, ..., 2n-ho vyjde

@y + 1845, @33 + 1844, ..., Gy oa— T 184,90
B Qg1 + 109, Qg3 + 10y, ..., Gy gn—) + 139,34
n
anl + lanzy ana + la’M’ cr ey an.zn—l + lan.zn
Ay — 1349, Q43 — 1Q4,,
Qg — 139, Qg3 — 10y,

a,,l - laﬂz, ans — laM, e e

takZe je B, soulinem dvou é&isel komplexné sdruZenych
M, + iN, (tak znalime hodnotu prvého determinantu) a
M, —iN,, tedy:

B,= M2+ N,
kde M, a N, jsou ddna vztahem

(62,1)

@y + 18y, @53 + iayy,
Qg1 1 1ayp, Qg 1 10y,

M, + iN, =

aﬂl + ia‘nz’ ana + iaM,

ceey @pon— 1 184 9q
AR | a2.2n—'1 + mz,zn

b ] a"ogﬂ—l + laﬂrzﬂ

(62,2)

Piiklad. Provedeme zde vypodet velmi dileZity v tech-
nické praxi. Ze ¢tyF danych funkef proménné z (sinhz, coshx
znaé¢f hyperbolické funkce)

Yy, = coshzx cosz, y, = coshz sinz,
ys = sinhz cosz, y, = sinhz sinx
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a z jejich derivaci vytvofme determinant tak, Ze jeho prvéd
fddka obsahuje tyto funkce v pofadf prdvé napsaném, ve
druhé fddce stoji prvni derivace onéch funkeci, t¥et{ fddka
obsahuje druhé derivace a posledn{ pak tfeti derivace danych
¢tyf funkef. Determinant takto sestaveny se jmenuje
Wronskiho determinantem funkef y,, y,, ¥5, ¥, & dostdvdme
pro néj

yl’ Ys» Ya» Ys
W=|"Y +Y% NtY% Y—Y Ys + ¥s
_2.7/4’ 23/31 _2?/2! 2?/1 ’

—2(Ys + ¥3) 201 —Yo)y —2(¥1 + Ya), 2(—Ys + ¥s)
t. j. po jednoduchych tpravich

Y1, Ya, Ys» Yu
wW=g8.|"Y% Yo Y Ys|
Yoo —Ys» Y2 — U
Yss Y Y Ya
Determinant, ktery tu figuruje, je jednoduchym pipadem
determinantu (62). Podle vzorcu (62,1) a (62,2) dostaneme
po malém a snadném vypoétu pro néj hodnotu 1, takze je
W =8.
Pozndmka. Determinanty typu (62) podital Baltzer (Gott.
Nachr., 1887).

r) Determinant
(}:’-{-1{,—1)’ (lc’-{—n)’ : lc+2ln—2)
(c-;—n)’ (c+7;+1)’ . ,(c+22n—1)
F(c,n) =
oLt (o4t fed It
( n—1 )’( n—1 )’ "( n—1 )
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. 1
upravime — uZ{vajice vzorce (7’:) + ( L f_ 1) — (n -,-L- ) —

tak, Ze od kaZdého sloupce (vyjma prvnf) odéitdme sloupec
pFedchédzejici. Dostdvame

1, 0, , 0

c+n—1

(179 1

(c—{—n) (c+n) (c+2n-—2)
F(c,n) = 2 1/ ’ 1

(c+2n—4) c+ 2n—4 c+3n—6

n—2 ) n—3 ""’( n—3

c+2n—3 (c—|—2n—3 c+ 3n—5

n—1 ’ n—2 ""’( n—2

Abychom se mohli déle pohodlnd vyjadfovati, oznaéime
znakem @,, subdeterminant pfidruZeny v determinantu
F(c, n) tomu jeho minoru, ktery je sloZen ze spoleénych
elementii poslednich v f4dk a prvych » sloupcii determinantu
F(c, n). Posledni rovnici lze pak psiti ve tvaru

Fc,n) =D

S minorem @,, naloZime stejné jako prve s determinantem
F(c,n) a najdeme D, = D,,, takie jest F(c,n) =D
Na @,, aplikujeme tentyZz postup a dostaneme P,3 = D,,;
nakonec pak nalezneme F(c,n) =@, , ., z éehoz plyne
koneény vysledek

F(c,n) = 1. (63,1)

Doporuduji &tendfi provésti naznadeny vypodet podrobné
pouzitim tplné indukce.

Pozndmka. Ve sbirkich riznych matematickych iloh se
¢asto vyskytuje specidlni piipad determinantu (63), totiZ
determinant F(2 — n, n). Vznikne otofenim Pascalova troj-
thelniku z kombinadnich &isel a mé oviem také hodnotu 1.
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8) Determinant

1 1
(m 4 )P (m +r—1)
1 1
m+r+ 1) (m+r)
1 1

m—+r+2) m+r+ 10

(m 4 2r— 1" (m + 2r—2)" °7°

1 1
(m+ 27" (m 4 2r—1)

7 (m )

(64)

kde m, r jsou ¢&isla celd nezdpornd, upravime tim, Ze prvy
fddek ndsobime vyrazem (m + r)!, druhy (m 4+ r + 1), ...,
aZ posledni hodnotou (m -+ 2r)! Determinant 4,, ktery tim
dostaneme, je tedy s U, vdzédn vztahem

A, =m+r)(m+r+ 1),

o(m+4 2 U,

a mi — piSeme-li misto m 4 r symbol x — tvar

1, o, “(a_ 1))
1, « + 1, (x + 1) &,
1, & + 2, (& + 2)(x + 1),

l’ & +1'——l, (a +r—l)(oc + r_2)’ coey Qp—y
1,(X+f, (oc—}-r)(oc—{-r—l), ceey Oy

a, =oa(ex—1)(x—2)
a, = (x+1)a(x—1)
g =(x+2)x+1a

(x—r+1)
vee(lx—r 4+ 2)
co(x—r <+ 3)

@ =(a+r—1)(ax+r—2)...a

a = (x+r)xc+r—1)




Odeéteme-li od kaidé Fddky, druhou polinajice, vidy
fddku pfedchozi, najdeme pro determinant 4, vztah 4, =
= rld,,, takZe lze psdti ihned

A, = 1213 ... (r— 1) rl

a pro determinant U, mdme hodnotu
0! 1! : rl

Ur = m+)l(m+r+ ... (m+ 2n) (64,1)
Pozndmka. Determinant Zeipeliv
P B
p)’ p+1) """ \p+r
(n + 1) n + 1) n + l)
Z(n, p; 1) = p P\p+1)"""\pt+r (65)

(n+r) n+r) (n+r)
? /s + 1) """ \p+r

se redukuje vytlenim n! z prvé, (n + 1)! ze druhsé, ..., aZ

(n 4+ r)! z posledni fd4dky a pak -z—l’-! z prvého, ﬁ
z druhého, ..., P _:_ Y z posledniho sloupce na tvar
nln+4 1) ...(n 4+ r)!
Z » Ps = .
B = e+ I (p )
1 1 1
n—p)  (—p—D]I' TTMm—p—r)
1 1 1
m—p+ 1" m—p) rtn—p—r 4 1)

m—p+n a—p+r—1)"""" (n—p)
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Determinant zde vystupujicf vSak dostaneme z determi-
nantu (64), klademe-li v ndm n — p — r misto m. Podle
vzorce (64,1) mdme tedy
4+ (n4+r—1)...n!
P+N@+r—Dl...p"

r! (r— 1) .. O
‘m—p+Nn—p+r—1...(n—p)\

Z(n: y f) =

(65,1)

Tomuto vyrazu pro hodnotu Zeipelova determinantu lze
déti jestd jiny, v jistém sméru pfehlednéjsi, tvar. Ndsobime-li
jej soudinem zlomkd

R—1Nn=2)...n—p+r+ 1
(p— D (p—2)... (r + 1)
p—MN(P—2)... (r + 1)!
m—DIn—=2)...n—p+r+ 1’

ktery je zfejmé roven 1, dostaneme

R+t r—1...m—p+r+ 1)
P+l +r—1... (+11

p— 1) (p—2)... 1! 0!
M=) nm—=2...—p+ 1) n—p)’
coZ 1ze pséti ve tvaru

(n-{-r)(n-{-r—l n+r—p+1
r+4+1 r41 r+1

CICETiTh)~ ()

Z(n, p; 1) =

Z(n, p;r) = L%m
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t) Determinant Sterniv

(66)

upravime tak, Ze tfeti fddek ndsobime é&islem 2!, &tvrty
¢islem 3! ..., aZ posledni hodnotou (n — 1)! Dostdvime tim
Sternuv determinant (66) vdzany vztahem

70

123 ... (n—1)8, =

1, 1, e 1
z,, x,, N
— 1151(171 - 1)’ xs(zz - 1)’ teey xn(xn - 1) ,
An—1,1» @ n—1,2 » An—1,n
a’nn Qna, » Ann
Cp—1,1 = (%, —1)(®, — 2) ... (£, —n + 3),
By = Ty(Ty —1)(2, —2) ... (£ —n + 3),
Ap—1,n = xn(zn - l)(xn - 2) cee (xn —n + 3)7
Qpy = (7, ——‘1)(x1—2)... (¢, —n + 2),
Qng = Ty(xy —1)(x,—2) ... (£, —n + 2),
Cnn = Z,(z, — 1)(x, — 2) (Zp —n + 2)



ProtozZe v8ak plati
(x—1)(x—2)...(x —m) =
= z™ + a,(Mz™—1 | g, (Mxm—2 4 .. + (a)
+ ap— ™z + an(™,

kdea,(™,a,(™),...,qm— (™), a,(™jsou t.zv.zdkladni symetrické
funkece é&isel 1, 2, ..., m — 1, m (na jejich pfesném tvaru pro
nafe ulely nezilezf), 1ze determinant pro 1! 2! 3! ... (n — 1)!8,,
psati ve tvaru

1 1 1
;;, x—” seny a_:’-.
1, 1, |
T1%g ... Ty fl(xl)! fl(xz)s cey ll(xn) ’ (b)
fn—a(xl)’ fn—a(xz), S fn—a(xn)
fn—a(®1), fr—a(®2); -+ -5 fa—a(@n)

ful@) = 2™ 4 a(mgm—1 4 4 g (m,

Nyni viak je mozno vyjadfiti f,,(z) jako soudet z mocniny
z™ a jisté linedrni kombinace polynomi f,_,(z), fm—a(Z),
.oy f1(z), 1 (pfesvédéte se o tom pro m = 1, 2, 3, 4 pomoci
methody neuréitych soudiniteld; obecn& bude tato vé&c pro-
vedena ve druhé &4sti tohoto spisu jako piiklad na FeSenf
soustavy linedrnich rovnic)

fm(®) = 2™ + €;f m—y(T) + Cof m—a(®) + ... +
+ cm—lfl(z) + Cm- (c)

Odetteme-li tedy od posledniho fddku determinantu po-
sléze napsaného vhodnou linedrnf kombinaci v8ech fddka
pfedchozich druhym poéinajice, nabude tento posledni fadek
tvaru z,"—2, z,"2, ..., z," 2. Podobnym zptisobem lze fddek
pfedposledni zméniti ve tvar z,"—3 z,"3,..., z,"® atd,,
takZze nakonec dostdvdme
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1 1 1
-"’1’ z; ’ z,
1, 1, , 1
T) Ty .- Ty | 2,, Z4, o Ty =
—_ —3 3
zln 3 “’a" ’ znn_z
zln—z x’n——a’ xnn—-
1, 1, , 1
xl’ %» ’ 2!,.
2 3 2
x5 Zq% veey Ty
— —_— V”’
zlﬂ—z’ x’ﬂ——” R x”ﬂ—z
xlﬂv—l’ zzﬂ—l’ cony x"ﬂ—l

kde je V, zndmy determinant Vandermondetiv, jehoZ hod-
nota je stanovena vzorcem (23').
Pro vypodet Sternova determinantu tak dostdvdme vztah
Va :
S"=1!2!3!...(n—1)!’ (66)
e s Va »
¢ili v jiném tvaru S, = [T, gn 8 3. (n— 1) (667)
Pozndmka. Determinant Zeipeliv (65) pfechdzi pro p = 0
piimo v determinant (66), jehoZ hodnota je v tomto
zvlaStnim p¥ipadé 1. TotéZ oviem vychdzi ze vzorce (65,1),
kdezto formule (65,2) se zde nedd bezprostfedné aplikovati
(nechceme-li se zvl4sté zminovati o jejim jmenovateli).

u) Determinant E. Pascala

alO’ _" O) ceey 0: 0
Geg, [ -, ..,0, 0
R. = @30, . 31, Q33 I A 0 (67)

Gpn—1,00 Cn—11y Bn—1,25 <+ Apn—1,n—2s —
auo’ anl’ a’nay ey a’n.n—z’ amn—l
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rozvedeme podle elementd posledniho sloupce a najdeme

Rn = an,n—an—-l + tAn—l(alm a’us ey au—z.n-s’ an.n—a)’
pfi &emZ je A,—(ayg, g1, -+ - Ta—sg,n—3:3n,n—s) determinant
analogického tvaru jako R,, pouze je stavén z jinych prvkid
(hlavnf dhlopiitka je pfipsdna v zdvorce). Rozvedeme jej
opét podle elementli poslednfho sloupce, ¢m% nachdzime

An—l(alo’ Baps -y Bn—z,n—3) Tn,n—3) =
= Gp,n—3Bn—3 + tAn—35(a10, B3y, - ) Bn—3,0—t) Tn,n—a)-
Takto pokradujice ziskdme pro determinant R, kone&né re-
kurentnf relaci
R, = apn By + tpnoaBy g + ayn 3By 5+
+ ... + t"3a, R, + t"%a,,R, + t"la,,. (67)

Pozndmky. Klademe-li ve vzorci (67’) a,, = (g;), r=1,

2,..,m,0=01,2,..,n—1 at=—1, dostaneme
2
St i PR Vo MR P
+ (— )" R,, (67%)

kde poloZime R, = 1. To vSak je rekurentni formule pro
vypotet Eulerovych &isel K, E,, E,, ..., jez se vyskytujf na
pE. pHi rozvoji funkce secz v potenéni fadu. Lze tedy Eule-
rova &sla vyjddfiti vzorcem

((2)) , 0, .0 0
@ e

B A AT
(5) (2) (2) - (o) len™ )
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Také ostatni zndmd ¢&isla analysy (na pf. Bernoulliova),
vystupujici hlavné jako souédinitelé pfi rozvojich funkef
goniometrickych a hyperbolickych v potenéni fady, lze vy-
jadfiti analogicky jako Eulerova pomoci determinanti Pasca-
lova typu.

Podrobné se t&mito determinanty zabyval E. Pascal
(Rend. Ist. Lomb., 1907).

v) Determinant Smithiv.

Jako poslednf pfiklad uvedeme determinant ponékud
zvldstniho charakteru, jehoZ elementy jsou konstruoviny,
smime-li se tak vy]é,dntl, ¢iselnd theoreticky. Je to symet-
ricky determinant

(L, 1), (1, 2), ..., (1, n)
2,1, 22),...,(2,n)
S,=13,1), 3,2),...,83,7n) |, (68)

(n, 1), (m,2),...,(n, n)
kde (k, I) znadi nejvétsi spoleény délitel (miru) &isel k, 1.

Abychom uréili hodnotu determinantu §,, musime uvésti
nékolik poznatkid charakteru ¢&iselné theoretického.

Eulerovu é&iselné theoretickou funkei definujeme tak, Ze
ke kaidému celému ¢&islu m > 1 pfifadime ]ako funkén
hodnotu @(m) podet &sel z fady 1,2, 3, . —1,m, jez
jsou s &islem m nesoudélnd. Je tedy na pf. <p(6) = 2, (p(p)
= p—1, je-li p prvodislem. Pro m < 0, nebo m mkoh celd
nenf{ Eulerova funkce definovéana. Hodnotu p(m) lze pii
danémm vypoéisti; to jest oviem tkol, ktery zde fesit nebude-
me, uZ z toho diéivodu, Ze toho v dalgich vyvodech nepotiebuje-
me (véc jest ostatné zcela jednoduchd).

Budiz nyni d libovolny délitel ¢&isla m; pak jsou v fadé
1,2,3,...,m—1,m ¢&sla d, 2d,3d, ..., d .d v poitu %n_
vesmés délitelna d, Z4dné z ostatnich &isel oné fady pak uz
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tuto vlastnost nemd. Jen mezi &isly d, 2d,3d, ..., _‘_i'"f .d
tedy najdeme ta, jeZ maji s m nejvétsi spoleény délitel pravé
d. Kolik jich jest? ProtoZe dvé ¢&isla ad, fd («, B celd kladnd)

majf nejvétdiho spoleéného délitele d, kdyZ a jen kdyZ jsou

~, 8 nesoudélnd, bude hledany podet roven é&islu q)(%)
MtZzeme tedy vysloviti vétu:
Je-li m > 1 celé &islo a d n&jaky jeho délitel, je v Fadd

1,2,3,....,m—1,m celkem q)(d) éisel, kterd maji s m

nejvétdiho spoleéného délitele pravé d.

Tak je na pf. v fadé 1,2, 3,4,5,6,7, 8,9, 10, 11, 12, 13,
14, 15 celkem ¢(5) = 4 &isla, kterd maji s &islem 15 nejvét-
§iho spoledného délitele pravé 3; jsou to &fsla 3, 6,9, 12.

Necht jsou d,, d,, ..., d, vBechny moZné délitele &isla m
(poditéme v né& také ¢&isla 1,m). Vybereme-li z fady 1, 2,

3,....,m— 1, m jakoito prvni skupinu vsSech téch (p(;n)
1
¢isel, kterd maji 8 m nejvétdi spoleénou miru d,, jakoZto

druhou skupinu @|— d &isel, z nichZ kazdé m4 s m nejvétsi-

ho spoleéného délitele d, atd., dostaneme celkem u skupin.
Protoze pak m4 kazdé z &isel 1,2,3,...,m — 1, m s &islem
m nejvétsi spoleénou miru bud d,, nebo d, ..., jsou v téchto
4 skupindch obsaZena viechna &isla oné fady, takZe jest

R

Cislo m = 15 m4 délitele: d;, = 1, d, = 3, d; = 5, d, = 15,
takZe je u rovno 4 a dostaneme 4 skupiny:
o) @(4') = @(15) = 8 &isel s 15 nesoudélnych: 1, 2, 4, 7,
8,11, 13, 14;
B) p('P) =¢@((5) =4 éisla majici 8 15 nejv. spol. mfru 3:
3,6,9,12;
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y) @(%) = @(3) = 2 &sla majici s 15 nejv. spol. miru 6:
5, 10;

8) p(}}) = @(1) = 1 &slo majicf s 15 nejv. spol. miru 15:
15

Vzorci (69) je moZno diti jestd jednodussi tvar. Je-li totiZ

d délitelem &isla m, je také &slo 12-

ze vztahu m = d . . Jsou tedy velidiny ﬁ, ﬁ, cee ™ rtzn
d d,’ d, d,

délitelé &isla m a jezto je jich u, jsou to prdvé vdichni déli-

telé &isla m, t. j. ony velidiny jsou jen jistou permutaci
délitelt d,, d,, ..., d,, takZe lze vztah (69) psiti pohodlnéji

@(d) + @(dy) + ... + pld,) = m. (69')

Nyni uz miZeme pfikroéditi k uréenf hodnoty determinantu

(68). Utvofme si determinant |a,,|, ¢,k =1, 2, ..., n, v ném%

je a;x = 0, kdyZ s nenf délitelno &islem k; v opainém pipadd
pak budiZ a,; = 1. Tento determinant m4 tedy tvar

311, Gygy --+y Gyp 1, o O ...,0
Gy, Ogqy -..y Ggq ay, 1, 0, ...,0

4= G31y Gy ---) Qg | = | gy, QGgy, l!

jeho délitelem, jak patrno

Gp1y Bugy oy Gun Qpyy Bpzy Bngy - - 1
a hodnotu zfejmé rovnou 1. Ndsobme jej po fddcich deter-

mInantemm o (1), Gp(2), ...y Gap(n)
an¢(l)) an'P(z), teey a2n¢(n)
P = | ay@(1), 3ap(2), ..., Gz4p(n)

(1), O, 0, ey 0
an@(l), 2), O, ey 0
ayp(2), 9(3), , 0

Gm@(1), 2psP(2), Bnsp(3), --., P(n)

I

Q
=
3
=
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0 hodnotd @ = ¢(1).¢(2).¢(3).....@(n). Dostaneme tak
determinant |c;;|, 3,k = 1, 2, ..., n, jehoZz obecny prvek c,,
bude

Cir = Q8 @P(1) + @ 8,5@(2) + ... + Gi84np(n) =
= D auap(»).

vl

Nyni vBak jest a,a,, rovno nule pro viechna », kterd
nejsou soudasné obsaZena jak v &isle ¢, tak i v &fsle k. Je-li
viak » spolenym délitelem &fsel 4, k, je a;a,, = 1, takZe

Cox =2fh.aw(") = 20,

pEi ¢emZ druhy soudet jde jen pfes tay, kterd jsou spoleénym
délitelem &sel 1, k, t. j. pfes ta», kterd jsou déliteli nejvétsi
spoleéné miry (¢, k) obou téch é&isel. Je tedy podle vzorce
(69’) ¢, = (4, k) a soudin obou determinanti 4, @ je priveé
determinant S,. Vychdz{ tedy pro hodnotu Smithova de-
terminantu vyraz

Sn = (1) . 9(2) ... p(n). (68")
Pozndmka. Vypodlet, ktery jsme tu naznadili, provedl po
prvé J. St. Smith (Coll. math. papers, 161).
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9. ZAKLADY POCITANI MATICEMI.

V pfedchozich vykladech jsme se uZ &astéji setkali s poj-
mem matice. Av3ak teprve v theorii forem, transformaci a
elementarnich déliteld se maticim dostdvé plného uplatnéni
a to dislednym pouzitim t. zv. maticového poétu, ktery se
opird o nékolik jednoduchych definic a pojmd. V tomto
paragrafu je struéné a pfehledné nastinime predpoklddajice,
Ye jde o matice n-fadové a vesmés ctvereéné. Ze neni tento
pfedpoklad na djmu obecnosti, nahlédneme snadno, kdyz
event. doplnime pfislusné matice fddky a sloupci nulovymi,
¢mz se ve smyslu véty 11. neméni hodnost matice — a ta
je pro viechny vypoéty smérodatnd. Ctveredné n-fadové
matice, které se pfi politani vyskytnou, budeme v tomto
paragrafu oznadovati plltuénymi pismeny (vétSinou vel-
kymi, ale podle potfeby i malymi), jejich determinanty pak
pHsludnymi kursivou tisténymi pismeny latinské abecedy.

a) Rovnost dvou matic.

Dvé matice A, B elementd resp. a,y, b,, pokldddme za stejné,
kdyZ a jen kdyZ platt n?® rovnic .

;= b, 1, k=1,2,..., 0. (70)

Jsou-li takové dvE& matice stejné, jsou oviem stejné i je-
jich determinanty. Opak vS8ak neplati. Determinant 4
matice A je roven determinantu matice, jeZ z ni vznikne
vzdjemnou vyménou fddek a sloupcld a pfece obé tyto
matice nejsou podle definice (70) sobé rovny.

Matici nazyvdme nulovou, jsou-li vSechny jeji elementy
rovny nule, jednotkovou (znadka I), jsou-li hlavni jeji prvky
rovny 1, ostatni pak viechny rovny nule. Nulovou matici
znadime znakem O.

b) Séitant matic.
Soudtem S dvou matic A, B jmenujeme matici, jejiZ elementy
8¢ Jsou ddny vzores
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8 =@y + by, 3, k=1,2,..., 0 (71)
PiSeme pak
S=A+8B. (72)
Pro toto séitdni ovéfime pomoci vzorcl (70) snadno plat-
nost zdkona komutativniho i asociativniho.
Piiklad. Resit rovnici
A+ X=0. (73)
Podle vzorci (70) jsou neznémé prvky z,, druhé matice
urdeny rovnicemi
ik + i = O, i,k = 1, 2, P
takZe jest
xik = —a‘k, i, k = l, 2, ceey n.
Takto ziskanou matici oznadujeme znakem — A a piSeme
tedy feSeni rovnice (73) ve tvaru
X=—A. - (74)
¢) Ndsobent matic.

Soudinem dvou matic A, B rozumime matici P, jejif proky
Py jSOU ddny vzorci

n
Dix = zat"b’k’ 1, k = L,2,..,n (75)
y=1]1
Znadime pak toto ndsobeni symbolicky rovnici
P = AB. (76)

Pozndmky. Nésobeni matic je tkon asociativni, nikoli
véak (obecnd) komutativni. Mimo to plati zde — dokaite
pomocf vzorch (70), (71), (75), (76) — zdkon distributivni:

(A+ B)C = AC + BC, A(B + C) = AB + AC. (17)

Pro determinant P, piisludny k soué¢inu dvou matic, plati
vztah
P—A4.B=B.A. (78)
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Je-li asponi jedna z obou spolu ndsobenych matic rovna
nule, je i jejich soudin matici nulovou.

Ndsobend matict jednotkovou je komutativni; vysledkem
takového ndsobeni je zase matice plivodni, takZe lze jed-
notkovou matici v soudinu vynechati.

Je-ls k libovolné &islo, pak ndsobime danou matics timto
éislem tak, Ze jim ndsobime vdechny jejt proky.

P#iklad. Resit rovnici
AX = 1. (79)

Podle definice jednotkové matice a podle vzorce (75)
musf pro nezndmé elementy z,, platit rovnice

Zairr'k = 6ik1 i’ k= l) 2) ceny M

=]
4, je tak Feleny Kroneckerliv symbol, definovany vztahy
8, =0pros 3=k, 8, = 1. Pfi pevném k zde mdme systém
rovnic pro nezndmé z,,, Z,y, ..., Tox 8 determinantem 4.
Resitelnost 24dé v disledku relace — v. (78) —

A.X=1,

aby A bylo rizné od nuly. Pak je ale podle Cramerova pra-
vidla (podrobnosti viz v II. dile tohoto spisu)

pfi dem2 A, je determinant, ktery vznikne z 4 tak, Ze prvky
v-tého sloupce nahradime é&isly 8,,, dx, - - - Opr. Rozvedenim
podle téchto prvkd najdeme 4, = A,,, takZe mé4 hledand

matice elementy

T, = ‘i—"', kv=12,...n (79)

Nazyvdme pak matici takto uréenou maticf reciprokou
k A a piSeme
X=A"1 (80)
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Ezxistuje tedy k reguldrni matici (tak nazyvéme tu, jejiZ
determinant je rizny od nuly) jedind matice reciprokd (také
inversni); jeji prvky se urlf ze vztahi (79'). Tato matice je
co do ndsobenf komutativni s maticf pivodnf.

Piiklad. Provésti ndsobeni matice A maticf

z, 0,...,0
x = || T2 0..0 (81)
Z, 0,...,,0

Pro elementy y,, vysledné matice y mdme obecnd [prvky
matice (81) zna¢me pro okamzik z,,] vzorce

n
y‘k = za.-'x'k, i, k = 1, 2, seey n.

rm=]

Je viak z,, =0 pro k = 2, 3, ..., n, takZe je také y,, =
n
pro k + 1 a y,, = D a,z,; méme tedy vysledek

=]

n
Yo =28uT, Y =0,i=1,2,..,0,k=23,..,n (82

ya=]

Lze tudfZ vysloviti tuto skutednost: Ndsobime-li matici A
matici (81), dostdvidme jako vysledek matici, kterd vznikne
z (81) tim, Ze prvy sloupec nahradime veli¢inami

n

Y = zaivzn +=12,..,n

ya=]
d) Podobnost dvou matic.

Matici C nazyvdme podobnou s matici A, existuje-li re-
guldrnf matice R tak, Ze jest

C = RAR, (83)
Tak je na pf. matice
—1,0, 1| 1, — 4, %
2, 3, 4| podobnd matici [|6, —4, 3||;
—1,10 6, —3,56
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matice R zde m4 tvar (ovéite si to)

2,0, O
R=|31 —1}{. (83')
0,2 1
Z rovnice (83) plyne
R—C = R—'RAR! = IAR-1 = AR
a déle
R—CR = AR—R = A; (83")

protoZe pak matice inversni k matici reciproké je rovna
matici pivodni (vhodné cvideni pro &tendfe), lze poznatek
(83") vyslovit vétou, Ze podobnost matice C s matici A mé
za disledek podobnost matice A s matici C.

Jsou-li matice A, C navzdjem podobné a k libovolné éislo,
tu jsou také matice k! — A a kIl — C navzdjem podobné.

Je totiz kIl matice, jejiz hlavni dhlopfi¢ka mé viechny
prvky rovny ¢islu k, ostatni pak elementy jsou rovny nule.
Takovato matice (Fikd se ji diagondlni) je (jak se snadno
zjist{) co do ndsobenf komutativni s kazdou jinou, takZe platf

R.kI.R-1=FkI.RR1=Fkl.I=kl
a miZeme pséti

kl — C = RkIR-! — RAR—! = (Rkl — RA) R =
— R(kl — A) R,

tato rovnice v3ak vyjadfuje podobnost obou matic ¥l — C
akl—A.

Snadno se d4 ukézati také fakt, Ze dvé matice, podobné
tieti, jsou téZ navzdjem podobné. Provedeni tohoto dikazu
je zcela jednoduché, dokdZeme-li si napfed pomocnou vétu,
¥e matice inversni k soudinu AB je rovna soudinu B—1A-1.
Predpoklddejme ov3em, Ze jsou oba faktory maticemi re-
guldrnimi; pak je také jejich soud¢in P = AB matici reguldr-
nf v. vzorec (78) — a proto k nému existuje matice inversnf
P—1. O té oviem plati P-1AB = | a proto také
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IB-1A-1 = B-1A—1 — P-1ABB—A-1 = P-1.

Je tedy opgavdu
(AB)—1 = B-1A-1, (84)

Budte nyni obé matice A, B podobny tfeti matici C.
Lze pak psiti

A = RCR—! = RSBS—R—! = TBT—},
coZz je prdvé matematicky vyraz podobnosti matic A a B.

e) Charakteristickd funkce dané matice.

V tomto odstavci se jen letmo a vétSsinou bez dikazid
dotkneme jistych fakt, kterd stoji na samém poddtku vlastnf
theorie matic a jejichz dalsim rozvedenim lze vybudovati
celou zajimavou nauku o elementdrnich délitelich. Aé&koli
tyto véci beze sporu patff do theorie determinantli, musime
zde od jejich podrobnéjsiho studia upustit, uz také proto,
aby tato kniha, urlend praktické potifebé technikli, nebyla
pretiZena a.bstraktniml tivahami. Ctenéft, ktery by chtel tyto
véci poznati bliZze, najde poudeni o nich v kazdé dobré
udebnici algebry.

Charakteristickou funkci ¢(p) dané matice A nazyvédme
determinant matice ol — A, takie

0—Qy;, — QG —Qg ..., — 0Oy
—Qg1y @—Qyp Qg3 +..; — Qgy
(o) = —Qg3, — A3, 0—Q03, ..., —QAgq |- (85)
— Ay, — Ay, —Qp3y ...y 0 — Ay

Tato funkce je zfejmé polynom proménné g stupné n-tého a
1ze ji tedy psdti ve tvaru

?'(0) <P”(0)

plo) =90 + H—e+ 5+ ... +
¢~ (0) o "(0)
o= (n — 1). ' +
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Nynf v8ak je @(0) = (— 1)"4; ¢'(0) je pak podle véty
o derivovadn{ determinantu (v. § 5) rovno souétu véech hlav-
nich minord (n — 1)-fadovych determinantu (85), takZe

‘P'(O) = (—=1""YA4y + Agg + ... + 4pg) = (— 1) ey
Derivujeme-li ¢’(p) déle podle g, dostaneme za vysledek
2!-ndsobny (rozvaite si tuto véc podrobn&) soudet viech
hlavnich minord (n — 2)-Fadovych determinantu ¢(p),
takZe jo

@"(0) = (— 1)» 3. 2lx, .
Dalsfm derivovdnim se objevi ¢'"(p) jako 3!-ndsobny soudet,
v8ech (n — 3)-Fadovych hlavnich subdeterminantd deter-
minantu ¢(p) a proto jest

@""(0) = (— 1)»3. 3lxpy—s.

Je jasno (a 1ze to dokdzati na pF. dplnou indukef), Ze obecnd

platf
¢®0) = (— 1)"Fklop—y, k=1,2,..,m,  (86)

pFi ¢emZ znadf «,, soudet viech (n — k)-fadovych hlavnich
minort determinantu 4. Je tedy moZno psiti charakteris-
tickou funkci matice A ve tvaru

@) = " — 0™ + g0t — ... 4+ (— 1), 90" +

+ (— )" Pope + (— 1)"4. (87)
Tak m4 ku pfkladu matice (83') charakteristickou funkei
0— 2’ 0, 0
ple)=| —3,¢—1,1 = p% — 4¢* 4 Tp — 6. (87')
0, —2 p—1

Je-li 3(p) mejvétst spoleény délitel viech (n — 1)-fadovych
subdeterminantd determinantu @(p), je funkce proménné o

Ao) = % (88)

celistva raciondlnt a fikd se j4 n-ty elementdrné délitel charak-
teristické funkce (o).
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Ditkaz provedeme snadno pomoci theorie determinantu
reciprokého k ¢(p). BudiZ tento oznaden znakem @P(g) a jeho
elementy [dopliky to prvki determinantu ¢(p)] symboly
Fulo). Je tedy

¢(Q) = ¢”_1(Q) = IFik(Q)l! k=12 ...n
a protoZe podle pfedpokladu platf

Fik(e) = 0(9)"k(9)! i! k = 1, 2: ey M
méme ddle

¢”_1(9) = Iﬂ(e) /ik(e)l = 0.(9) |/u(9)|- "-) k= L2..,n
takZe konednd

n—1
i) = [f,%ﬁ‘-’—;] = 0(0) fule)l, 6,k =1,2,...,m. (89)

Protoze viak jsou #(p) a /(o) polynomy proménne o, jo
Ar—1(p) té% polynom v této proménné a tedy i A(p) samo
(umocnénim raciondlni lomené funkce vznika totiz funkce
zase takov4).

Tak je na pf. pro funkci (87') #(o) = 1, takie je tato
funkce identickd se svym tfetim elementdrnim délitelem.

O vyrazu A(p) a matici A se pak dokazuje v algebfe tato
véta: Rovnice nejniZiiho stupn®, které hovi matice A, je
rovnice A(A) = 0 (mocniny matice se pfi tom ziskaji n4-
sobenim); Hkivd se ji fundamentdlni rovnice matice A.
Samozfejmé vyhovuje pak kaid4 matice ve smyslu relace
(88) také rovmici ¢(A) = 0, tedy své charakteristické rov-
nici [charakteristickou rovnici matice A nazyvdme rovnici
@(e) = 0.

Didkaz této véty, kterd je zdkladem pro celou vyssi theorii
matic, podal Frobentus — bohuZel vyboduje tato véc uz
zcela z rémce nadeho pojedndni. Ovéfime si jen jeji spravnost
pro matici (83'). Jeji druhd a tfet{ mocnina (provedte po-
drobné) jsou matice
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4, 0, 0 8, 0, O
9, —1, —2 15, —5, —1
6, 4, —1| |l24, 2 —5
coz dosazeno do ¢(p) — v. (87') — d4vé
8, 0, Ol 4, 0, O 2,0, 0
15, — 5, —1}||—4 9 —1, —2(|4+7||3, 1, —1
24, 2, —5 6, 4, —1 0,2 1
1,0,0l |8 o o] |16 0, O
0 1, 0 15, — 5, —1||—|[ 36, — 4, — 8| +
0, 0, 1, 4, 2, —5{| |24, 16, —4
14, 0 6, 0, 0 0,0, 0
+ || 21, 7, —7 0, 6,0 0,00
0, 14, 7 0, 0, 6 0, 0, O

takZe matice (83') vskutku spliiuje svou rovnici charakte-
ristickou, kterd je v tomto piipadé zdroven jeji rovnicf fun-
damentédlni. Podle véty Frobeniovy pak vime, Ze neexistuje
#4dnd rovnice stupnd prvého nebo druhého, kterou by tato
matice spliiovala.

P#iklady. Propoditdme nyni jako aplikace pfedchozich
vyvodi nékolik pfikladd, jejichz vysledkd pouZijeme v dal-
8ich ¢dstech tohoto spisu.

Priklad 1. Dokdzati, Ze hodnost soudinu dvou matio ne-
miiZe prekroditi hodnost Z4dné z nich.

Kazdy r-fadovy subdeterminant souéinu AB dvou matic
je — v. vzorce (75), (76) a pak vzorec (47) — Fddkovym
souinem dvou matic: prvd je tvofena jistymi r fiddky
matice A, druhd pak r fddky matice vzhledem k B trans-
ponované (to je matice, kterd vznikne, kdyz v B vyménime
Ffadky a sloupce navzijem; tim se ovSem hodnost matice
neméni). Je tedy kazdy takovy subdeterminant soudtem

(:") soudind po dvou faktorech: jeden je r-fadovym sub-

determinantem matice A, druhy r-fadovym subdeterminan-
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tem matice B. Je-li hodnost prvé matice A, jsou jeji deter-
minanty (b + 1)-Fadové rovny vSechny nule a tedy také
viechny (h 4 1)-fadové determinanty soudinu AB; proto
nema tento soudin hodnost vétsi nez h a véta je dokdzdna.

Jednoduchym jejim diisledkem je, Ze se hodnost matice
neméni, kdyz ji ndsobime matici reguldrnf.

Piiklad 2. Ndsobte spolu matice

a”l, ceoy aﬂﬂ I

Obecny element soudinu bude (4,, je zndmy Kroneckeriv
symbol)

n
Pir = ZguAk. = 054,

takZe m4 soudin obou matic tvar

4, 0,..,0 ’
0, 4,...,0
0’..0’... .’ A ||

Je-li hodnost prvé z nich » — 1, jsou obd nenulové, kdeZto
soudin je matice nulovd. MiZe tedy nulovd matice zcela
dobfe vzniknouti ndsobenfm dvou nenulovych.

Pfiklad 3. Budi? A matice regulirni, A—! matice k ni
inversni, A matice k A transponované (to je ta, jeZ vznikne
z A vzijemnou vyménou f4dkd a sloupcid) a (A)—! matice
k této inversni. Studovati rizné vlastnosti téchto matic.

Prvek stojici v ¢-tém fadku a k-tém sloupci je pro jednot-
livé matice

A A -
Qs —;1"—‘; Qi jﬁ (90)
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a) Cemu je rovmo (A—1)—!, t. j. matice reciprokd k in-
versn{ }

ProtoZe je obecny element y,, matice A—! roven AA"‘,

mé hledand matice obecnjr prvek ¢, = I——;?, kde jest
y. | 1

= |yl = ;i - 4ul = 4741 = 4 ° Iy

doplnék prvku y,, v determma.ntu I'. Ten je v8ak roven

[v. vzorec (34)] vyrazu 1.3 tak¥e médme ¢, = a,;, a lze

A ’
psati vztah
(A1 = A. (91)
Odtud a ze vzorcd (73), (74) plyne snadno relace
AA—l = AA= I (92)

b) Cemu je rovno (A=), t. j. matice transponovans k ma-
tici reciproké?

Obecny prvek ¢, hledané matice je zfejmé& roven ‘i"
tedy stejnolehlému prvku matice (A)~; proto plat{ vzorec
(A1) = (AL (93)
°) Cemu je rovna matice inversnf k (A—1), tedy matice
(A=)
Podle vzorci (93) a (91) médme ihned
(A7) = A (94)

d) Cemu je rovno (.f), t. j. matice transponovand k trans-
ponované?

ProtoZe obecny element y,, matice A je a,,, mé dotdens
matice obecny prvek g, = a,; a je

88



jak je ostatn® ihned patrno z prostého nédzoru.
Ptiklad 4. Potvrdte identitu
0119 Ty3y -y Dy

Aul + Alm Ana + Alm cery Ann + Au-
All’ Al” L] Al.

Anl! An!a LERY) Ann .
@y + Gy, gy + Ggyy ooy Oyp + Gy

Z rovnosti
A[(A) + A1 = (A + A)A)—
dostdvdme, ndsobice ji determinantem A, novou:
A[AA) + AA-1] = (A + A). A(A)L.

Napifeme rovnost mezi determinanty, kterd z této maticové
rovnice plyne ve smyslu vzorce (78) a dostaneme piimo
svrchu uvedenou identitu.
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