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PREDMLUVA

V nadf vefrejnosti je — snad vlivem zpiisobu, jimZ se aZ
dosud vétSinou vyklddala matematika ve 8koldch — zako-
Fen&n nédzor, fe matemat’ka je jen jakousi sniikou vzorcd
a pravidel a %e rozumét matematice znamend umét odhad-
nout, kterého z nich je tieba v dané situaci uZft. Tato kniZka
na rozdfl od v&tsiny malych piirudek diferencidlnfho a in-
tegrilniho podtu, jejichZ cilem je na mélo strdnkich podat
pokud mozno hodné latky, ukazuje, Ze je to ndzor nesprivny.
Cilem kni?ky neni sezndmit &tendfe s litkou diferencidlnfho
a integrdlniho podtu v plné jeji &ifi, nybrz ukdzat jen nejzé-
kladnéjs{ vybér pojmd a method, jichZ se v tomto oboru
matematiky uZivd, a dit Itendfi neskreslenou piedstavu
o tom, jak se v tomto useku pracuje.

Vétsina. matematickych vét je sprivnd jen za urditych
pfedpokladt a privé tdchto pfedpokladi si nae populari-
saéni matematickd literatura dosud pomémé madlo viimala.
V textu, ktery ndsleduje, je diislednd dbano toho, aby viecky
véty byly vyslovoviny s piesnym znénim vSech predpokladii,
které podmiriuji sprdvnost vét, i kdyZ se to ndkdy zdinlivé
d&je za cenu téZkopidnosti po strdnce formélni. Diraz je
kladen zejména na logickou strdnku postupu, ktery je vidy
vo'en tak, aby dikazy byly sprdvné a dplné. Veikerd tvr-
zeni v kniZce obsaZend jsou doprovézena pfesnymi diikazy;
jen v dvodu nenf podrobnd propracovéna theorie redlnych
disel, kterd je sice jednim z pilifd, na nichZ diferencidlnf
a integrdln{ podet spodivé, pfesto viak pati do jiného oboru
matematiky. Ctendf, ktery bude hledati bli%sf poudent
o téchto i jinych problémech, najde je v kaZdé ob3irn&jsf
udebnici diferencidlniho a integrdlniho po&tu:



Literatura je tu velmi bohatd; kaZzdy kulturni ndrod se
jisté maZe pochlubit ngkolike knihami ‘o diferencidlnfm
a integrilnim po&tu od obséhlych nékolikasvazkovych kom-
pendii s udely &isté védeckymi aZ po fadu tenkych pfirudek
urdenych zejména. pro praxi. Bylo by proto velmi obtiZné
chtit podat byt i kusy prehled této témé&F nepreberné litera-
tury. Na tomto mistd upozorfiuji toliko na dvé knihy prof.
V. Jarnika: Uvod do poé&tu diferencidlnfho a Uvod do podtu
‘integrélniho,*) které patéi mezi nejdokona.lejéi udebnice
téchto oborl v celé literatufe svdtové, jak svym plesnym
zpracovénim litky, tak i jasnosti, 8 niZ jsou v nich viecky
problémy vysvdtloviny a dokazovény. Jedind vada téchto
knih je jejich pom&rné znadny rozsah, ktery u &tenife ne
dosti zvyklého pfesnym matematickym dvahdim miiZe zpi-
sobit jakousi nechut k jejich soustavnému studiu. Je tedy
zfejmé, %e by bylo nemoudré psit piirudkudiferencidlntho
a integralnfho poétu a nedat vydatné na sebe plsobit uvede-
nymi knihami prof. Jarnfka. P¥i této pifleZitosti upozormiuji
jettd na knihu A. J. Chin¥ina: Bocemn Ieknuit mo matema-
THIEeCKOMY aHaumay,**) kterd na rozdil od knih Jarnikovych
neodvozuje tém&f #4dnd matematickd pravidla’ & vzorce,
nybri je téméF vyhradnd vénovina piehledu a rozboru
method a my3lenkovych postupd, jich? se v difezencislnim
a integrilnim podtu pouZiva. Cilem rozumné a ehonomlcky
studované matematiky musi byt spife studium téchto me-
thod ne? n&jaké samotidelné dienf vzorcl, &asto netiplnych,
ba dokonce nékdy i %cela nesprivnych,

Knf?ka nepfedpoklddé od &tendfe téméf nic jiného neZ
jakousi minimdlni znalost matematickych principii, které
tvoii l4tku matematiky na Skoldch III. stupns; klade viak
dosti znadny nirok na &tendfovu pozornost a na jeho schop-
nost &init logicky presné zdvéry, jeZ viak jsou nezbytnym
pfedpokladem veikerého matematického uvaZzovin{. Doufdm,

*) Praha 1946 a 1948, JOMF.
**) Tret{ vydéni, Moskva-Leningrad 1048, OI'A3.



Ze &tendf, ktery se pii &tenf kniZky ndéemu naudi, nebude se
muset pfi daldim svém studiu nic odnaudovat a pochopi,
k jaké dokonalosti dospélo matematické bédddni bshem svého
staletého vyvoje.

V Mnichové Hradisti 17. &ervna 1951.
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GvVoD

Pro struéné vyjadfovéni si zavedeme ndzev mnofina.
Timto slovem budeme ozna¥ovat soubor jakychkoli pfed-
méth, které nazyvame proky mnoziny; pfi tom vyslovime po-
#adavek, abychom o ka%dém pfedmé&tu dovedli rozhodnout,
je-li prvkem dané mnoZiny &i neni-li jejim prvkem.

Nés budou zajimat hlavné dva druhy ihnoZin. Jednim
z nich jsou mnoZiny, jejichZ prvky jsou &isla. Druhym z nich
jsou mnoZiny, jejichZ prvky jsou body urdité pfimky. Je @zi-
tedné poditat mezi mnoimy i takové, které neobsa.huqi viibec
Z4dny prvek; takovd mnoZina se nazyvd mnofina prdzdnrd.
Mnozina, kterd m4 aspofi jeden prvek, jmenuje se neprdzdnd.

Méme riizné druhy &isel. Nejjednodussi jsou é&isla pfirozend
(t. j. &sla 1,2, 3, 4, ...); vedle nich jsou jesdtd &isla celd (t. j.
dsla ..., —3,—-2,—1,0,1,2,3,. élala. pi‘irozené, mezi nd
pa.tri), déle Sisla raciondlni (na. pr 3,4, —4% atd,; &sla celd
mezi nd také patii, nebot na pf. 3 = £) a kone¥ns &sla redlnd
(mezi né% patif vBecka &fsla racloné].ni a jestd veliké mmoZstvi
dalsich &isel zvanych irraciondlnt, na pF. 12 7, logh atd.).
V této kniZce se buleme zabyvat vyludné é{sly redlnymi;
fekneme-li slovo ,,&islo’, budeme mit na mysli vidy jen &islo
realné. Budeme-li v3ak nékdy myslit jiny druh &isel, vyslovné
to vidy vytkneme.

S &sly provéddime t. zv. zdkladni poletnt vikony (t. j. s&i-
tdni, od&itdni, ndsobeni a déleni). Jejich theorii se zabyvat
nebudeme; ta spadd do jiného odvétvi matematiky, zvaného
aritmetika. Pravidla, jimiZ se ¥{di zdkladni pofetni vykony
s ¢isly redlnymi, budeme povaZovat za zndmé.

Pri této pi‘ﬂei:tostl si viak pfece fekneme nékolik slov
o déleni. Jeou-li ddna dvé &isla g, b, definujeme podil a : b
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(nékdy mu také Hkéme zlomek -Z- jako takové &islo 2, které

vyhovuje rovnici bz = a. Je-li b &= 0 ($teme b riizné od nuly),
m4 tato rovnice jediné fefeni z = %, které piSeme také ve

tvaru 2 = @ : b. Je-li vBak b = 0 a @ & 0, nem4 tato rovnice
fefeni,.nebot, at volime &islo z jakkoli, vidy je b= = 0.Proto
#4dné &islo z nembiZe vyhovovat rovnici 0 . z = a, v niZ
predpokliddme, %e a =& 0. Je-li tedy b = 0 a a 5 0, neni
mo#no utvofit podil a : b. Kone&nd je-li b = 0 a také a = 0,
pak rovnici bz = a vyhovuje kaZdé &islo z, nebot vidy je
0.z = 0. Proto za podil @ : b, kde a = 0, b = 0, mohli by-
chom poklidat kazdé &islo. Ndm v3ak jde o to, aby kaZdy
podetnf vykon mél vidy jen jeden vysledek. Abychom se
vyhnuli ‘'viem t&mto potiZim, budeme mluvit o podilu
a:bjen tehdy, kdyZ b 5 0. Podil, jehoZ délitelem je
nula, budeme vZdy ze svych ivah disledné vylu-
dovat.

Pozoruhodnid je tato skute¥nost: mnofina viech redlnych
disel a mnoZina vSech bodd na pfimece majf tu vlastnost, Ze
prvky téchto dvou mnoZin moZno navzdjem pfifadit tak, aby

: 8 A € )
-3 2 -1 0 1 2 3 4
Obr. 1

ka%dému redlnému &slu odpovidal urdity a jediny bod ptHm-
ky a také obricené aby kaZdému bodu pi{mky odpovidalo
urdité a jediné redlné &islo. Toto pfifazenf provddime zpra-
vidla tek, %e si zvolime urditou piimku, které ¥ikdme osa
&selnd, a zvolime na ni urdity bod O, ktery nazveme poldtek.
Ten bude zndzortiovat &islo 0. Dile zvolime uritou délkovou
jednotku (tfeba 1 cm) a jeden z obou smysl zvolené ptimky
prohlisime za kladny. Druhy smysl bude zdporny. Kazdé
dislo bude pfifazeno tomu bodu &iselné osy, jehoZ vzddlenost
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od poddtku &ini pravé tolik délkovych jednotek, kolik jedno-
tek m4 to &islo, a to v kladném smyslu, jde-li o éislo kladnsé,
a v zéporném smyslu, jde-li o &islo zéporné. Na obr. 1 jsou
tak zobrazena &isla —3, —2, —1,0,1,2, 3,4 a vedle toho
jsou tam jests body A, B, C, D, které zobrazuji &isla 0,5,
—4,|/2, ». Pondvadz ka?dému ¥slu je takto pFifazen jediny
bod &iselné osy a kaZdému bodu &iselné osy je pfifazeno je-
diné &islo, budeme &asto misto slova ,,8islo‘* uZivat ndzvu
»bod"., '

Osu &iselnou si nejlastdji pfedstavujeme v poloze vodo-
rovné a za jeji kladny smysl volime smér zleva doprava.
Jsou-li ddna dvé &fsla a, b, z nichZ a > b ($teme a jo v&t3{ neZ
b), pak bod, ktery zobrazuje é&islo a, leZ{ ddle vpravo neZ bod,
ktery zobrazuje &islo b. Je-li & << a (b mensi neZ a), leii bod b
vlevo od bodu a. )

Zgkladni pravidla o nerovnostech budeme poklidat za
zndm4. NejdileZitéjsi z nich jsou tato:

Je-lia>b, jetakéa+c>b-+ ¢, at je c jakékoli
dislo.

* Je-lia>bac>0,* jeac>bec; naproti tomu je-li
a>bac<0, je ac < be.

Vime-li, e je bud a > b, nebo a = b, pifeme to a > b
(8teme v&t3{ nebo rovno); vime-li, e bud @ < b, nebo a = b,
pifeme a < b (Steme mensi nebo rovno). Opakem tvrzeni
a > b je tvrzeni ¢ < b, podobnd opakem tvrzenf a < b je
tvrzeni a > b.

Ciselnou mnoZinu nazyvéme omezenou, kdy? existuji ta-
kova dvé dsla k, k, Ze pro kaZdy prvek z této mnoZiny plati
z > h a soudasnd x < k, co psivime zpravidla strudnsji
h < z < k. Neexistuje-li nékteré z &isel %, k, mluvime o inno-
zind neomezené. Na piiklad mnoZina viech zlomki s kladnym

*) Cislo a, pro nd% plati a > 0, nazjva se kladné; &islo a, pro nds
plati ¢ < 0, nazyvé se zdporné. Cislo Onepovaiujeme aniza klad-
né, ani za zA&porné.



titatelem i jmenovatelem, které maji tu vlastnost, Ze jejich-
titatel je menSi neZ jmenovatel, tvofi mnoZinu omezenou;
mnoZina v8ech pFirozenych &sel je neomezena.

JestliZe existuje &islo k& tak, %e pro ka%dy prvek x dané
mnoZiny plat z < k, i{kdme, Ze mnoZina je omezen4 shora.
Existuje-li takové &islo , Ze pro kaidy prvek x mnoZiny
plati z > A, fikdme, Ze mnoZina je omezend zdola. Je
zfejmé, Ze mnoZina je omezend tehdy a jen tehdy, kdyZ je
omezend shora i zdola.

Plati v8ta, kterou dokazovat nebudeme, ale pn]meme ji
za Spravnou:

Je-1i ddna jakdkoli shora omezens mnoZina,
existuje &islo M, které mé tyto vlastnosti

1. Zédny prvek r dané mnoZiny nenf v8tsf nez M,
t.j. vidy jex < M.

2. Zvolime-li libovolné é&islo M, < M, exlstu]e
vidy aspon ]eden prvek £ dané mnoilny, ktery ]a
vétsinez M,, t.j. § > M,.

Cislo M se nazjvé supremum dané mnofiny a je zcela
lThostejné, je-li prvkem dané mnoZiny &i neni-li jejim prvkem.

Podobnsé plati véta:

Je-li déna jakdkoli zdola omezend mnoZins,
existuje &{slom, které md tyto vlastnosti:

1. Zadny prvek z dané mnoZiny neni mensf nez m,
t. j. vidy jez = m.

2. Zvolime- 1i libovolné &islo m, >m, existuje
vidy aspoii jeden prvek £ dané mnoZiny, pro néj%
plati § < m,.

Cislo m se nazyvé infimum dané mnoZiny a je opdt zcela
lhostejné, je-li prvkem dané mnoZiny & neni-li jejim prvkem.

Jako ptiklad uvedeme mnoZinu sklddajici se z prvki .

1,1,4,.3. 4, ..., obecnd %
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Tato mnoZina je omezend shora i zdola a m4 supremum 1,
které k nf pati, a infimum-0, které k nf vSak nepati{, nebot

pro Zidné n neni—:'- = 0. Zvolime-li viak libovolné &slo

m,; > 0, existuji vidy prvky nadf mnoZiny, které jsou mensf

1 1
neZ zvolené &slo m,; jsou to ty zlomky -7 nich? jen > —
1

Nejdast&ji se budeme zabyvat mnoZinami, jejichZ prvky
jsou viecka &isla vyhovujici urditym nerovnostem. Takové
dselné mnoZiny nazyvime intervaly.

Ne ptiklad mno%ina tdch &isel z, kterd soudasnd vyhovujf
nerovnostem 0 << z << 1, tvoi{ interval, ktery budeme ozna-
&ovat (0, 1): Tento interval je na ose &iselné zndzornén sed-
kou, jejiZ krajni body jsou 0 a 1, jeZ se viak k této tisedce
nepoditaji. Takovy interval se jmenuje ofevieny.

Podobnd mnoZina &isel, kterd vyhovuji nerovnostem
0< 2< 1, tvoH interval, ktery budeme oznaovat (0, 1).
Také tento interval je na ose &iselné zndzornén tsetkou,
jejiz krajni body jsou.0 a 1; tyto body se viak tentokrit
k tseéce poditaji. Takovy interval nazyvime uzavreny.

Poditdme-li k intervalu jen jeden
krajni bod, nazyvéme jej polouzavte- 0 1
ny (polootevieny). Pplouzavienymi - —o———o— "))
jsou na piiklad intervaly, jeZ tvoii —— 0D
ta &isla x, kterd vyhovuji nerovno- |
stem 0< <] nebo 0 <z< 1.
Prvy z nich budeme oznagovat (0, 1) —o—e— (OP
a druhy (0, 1). Obr. 2

Na obrizku oviem nemiZeme
znézornit jediny bod, a proto budeme kreslit misto bodd
malé kotoufky. Bude-li takovy kotoudek vyplnén, bude
to znamenat, %e bod do dané mnoZiny patii; bude-li prézd-
ny, bude to znamenat, fe bod do dané mno¥iny nepati.
Podle toho jsou na obr. 2 zndzorndny &tyfi intervaly, o kte-
rych jsme pravé mluvili.

———oa— 01
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Také mnozina viech &isel vétsich nez —1 tvoii (otevieny)
interval, ktery znaéime (—1, 00).(éteme otevieny interval od
—1 do nekoneéna). Tvoif jej viechna z, kterd vyhovuji ne-
rovnosti £ > — 1. Podobnd mnoZina ¢&isel, kterd vyhovuji
vztahu z < 1, tvoi (polouzavieny) interval, ktery oznadime
(—o0, 1>. Tyto intervaly se zobrazuji na &selné ose jako
polopiimky (obr. 3). Budeme je déle nazyvat intervaly ne-

omezenymi. Intervaly, o nichZ

-1 0 jsme mluvili difve, nazyvime
C') 4 _ omezenyma.

Kone¥nd i mnofinu viech

Obr. 3 redlnych &isel viibec poditdme

také mezi intervaly a oznadu-
jeme ji symbolem (—o0, c0). Je to rovné% interval neome-
zeny & je zobrazen celou &selnou osou.

Symboly o0 a —o0, jich¥ jsme pravé uZili, neznaéf oviem
¥4dné &isla, nybrz znadi jen tolik, Ze pHsluiny interval je
v ndkterém sméru neomezeny (t. j. nikde nekondf). Se
symboly co a —co nikdy nebudeme politat, nebotf to
nejsou &isla.

KaZdy otevieny interval, jehoZ (vmti'ninn bodem je bod a,
budeme nazyvat okolim. hodu a (viz obr. 4). Ka.idy polo-
uzavieny interval, jehoZ levym krajnim bodem je bod a

a

Q)
g o :
Obr. 4 Obr. 5

(ktery do toho intervalu pat¥{), nazyvidme pravym okolim
bodu a (obr. 5a) a ka.idy polouzav¥eny interval, jehoZ
pravym krajnim bodem je bed a (ktery do toho intervalu
pat), nazyvame levym okolim bodu a (obr. 5b).

Prinikem dvou mnoZin nazyvime mno¥inu, kters obsa-
huje viecky prvky, je% patii soutasné do obou mnofin, a ¥4dny
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jiny. Priinik dvou intervali tedy obsahije viecka &isla spoleé-
n4 obdma intervalim. Je jasné, Ze prinikem dvou intervald
miiZe byt bud interval, nebo jediné &islo, nebo mnoZina prézd-
n4. Na ptklad prinikem intervalii {0, 2) a (—1, 1) jeinterval
0, 1), jak je vidno z obr. 6a. Podobnd prinikem intervald
(—1, 00) a (— o0, 1) je interval (—1, 1), jak vyplyvé ze znd-

zornéni na obr. 6b. Je zrej-

mé, %e prinikem dvou in-

a)—.Zg\Qv! 4 terva.lﬁ kterd ma.]i spoled.
~11) <0 . ny vnlti'ni bod, je vidy
.~ 0 1 interval.
—o——r——— . -
- = Sjednocenim dvou mno-
(oo ) €100) %¥in nazyvdme mnoZinu, kte-
Obr. 6 ré obsahuje viecky prvky

jedné mnoZiny i viecky
prvky mnoZiny druhé a Z4dny jiny. Sjednocenim dvou inter-
valli miZe tedy byt bud dvojice intervald, nebo jediny inter-,
val. Na piiklad sjednocenfm in-

tervald (0, 2) a (—1, 1) je in- - 0 1 2
terval (—1, 2), ktery obsahuje

vBecka &isla z intervalu (0, 2) 1 02

i vBecka ¢&isla z intervalu (—1, Obr. 7

13, jak je patrno z obr. 7. Sjed-
nocenim levého a pravého okoli bodu a je okoli tohoto bodu
(viz obr. 4 a 5).

Ke ka’dému redlnému &islu a prifazujeme é&islo, které
oznadujeme |a| a nazyvdme absolutni (prostd) hodnota &isla a.
Je definovéna takto:

Je-lia >0, je |a| = a; jelia < 0, je [a| = — a; |0] = 0.
Na ptiklad |3| = 3, |—1,8] = 1,8 atd. MiZeme také Hei:
Je-lia > 0, je |a] = a; je-lia < 0, je |a] = — a.*¥)

~ *) Podminka a > 0 zahrnuje viecka &isla kladn4 a jektd nulu. Tato
&isla, kteréd nejsou zdporné, oznatujeme soubornym nézvem &isla ne-
zdpornd. Podobnd &isla, kters vyhovuji podmince ¢ < 0, nazyvéme
nekladnd.
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Vidy je |a| = 0. Absclutni hodnota je vidy é&islo neza-
porné.

Jsou-li @, b jakdkoli &fsla, je vidy

llaf — 181l < [a 2 8] < la] + B, 0%
mm=wLm,§={%pmb¢a @)

Symbol @ t b v nerovnosti (1) zna& bud a + b, nebo
a — b. Dikaz uvedenych pravidel provedeme nejsnéze tak,
%e vezmeme y uvahu viecky moZné kombinace znamének,
jichZ mohou ¢&isla a, b nabyt, a ukiZeme, Ze napsané vztahy
jsou vZdy splnény. .

Je-lia libovolné &islo a > 0, pak mnoZina vSech
¢isel z, pro n&% plati

a—d8<z<atd, 3)

je totoZnd s mnoZinou v8ech &isel z, kterd spliuji

nerovnost
le — zj < 4. 3"

Dikaz: l.Jellia—d<z<a+tdje—8<z—a<d.
Bud jex —a >0, takie z —a= |z — al, a pak [z — a| <
< 8. Nebo je z — a < 0, tak¥e 2 — @ = — |z — a|, a pak
—d<—|z—a|,t.j [z—a| < é.

2. Obrécend: Je-li |z—a| < 8, je bud z—a >0, t. j.
[ — af =z — a, tak¥e z— a << J (a samozfejmé oviem
také —d<xz—a). Nebo je z—a <0, t. j. |xr—a|=
=—(x—a), takle —(z—a)<$é, t. j. —d<z—0a
(a samozfejmé oviem z — e < §). V obou pifpadech je tedy
—d<zrz—a<d tja—3d8<zr<<a+é

*) Vzorce, které tFeba si pamatovat, jsou oznageni 3fsly na okraji.
Formule, jichZ se v daliim textu dovolévéme, jeZ viak pamatovat
neni tieba, jsou oznadeny pismeny.
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I. POJEM FUNKCE

Budte? ddny dvé& &iselné mnoZiny M, N. Libovolny prvek
prvé mnoziny ozna¢ime pismenem z. JestliZe existuje predpis,
ktery kazdému prvku z mnoZiny M pFifazuje urdity a jediny
prvek y mnoZiny N, nazyvéme Iato pritazent funkct a ozna-
“Cujeine je zpravidla néjakym pismenem, tieba f. Prvek mno-
Ziny N, ptifazeny prvku z z mnoZiny M, oznadujeme pak
znakem f(z). Cislo z nazyvime proménnd; mnofinu M viech
@ryjﬂ&a%_—ymnm;rfinkce f. Cislu y = f(z), ptifazenému

isfu z, Fikdme hodnota funkce v boddé x. Misto pismen
z, y, f miZeme oviem volit kterdkoli jind.

Abychom ziskali pfehled o néjaké funkei, zndzorfiujeme si
ji geometricky. KaZdou z obou &iselnych mnoZin M, N zobra-
zime na zvlddtni diselné ose, které
zpravidla volime navzdjem kolmé
a o spoleném poé¢dtku O. Tu osu, Y= - —-—- P
na niZ zobrazujeme &isla z mnoZiny
M, nazyvidme osa z; tu osu, ng niZ
zobrazujeme &isla ¥y mnoZiny N, na-
zyvime osa y. Bodem z a jemu 3
pfifazenym bodem y = f(z) vedeme I
rovnobézky s druhou osou a jejich Obr. 8
priisedik P povazujeme za obraz hod-
noty funkce / v bodd z (obr. 8). Jde tedy vlastné o pravoihlé
soufadnice z, ¥ = f(z) bodu P v rovind. MnoZina viech bodii
P gestrojenych pro viecka z z oboru M fankce f podivi
jasny pfehled o pribshu funkce. MnoZinu bodé P budeme
oznafovat ndzvem graf neboli diagram funkce f. Nejdast&ji
8o stidvi, Ze timto grafem je jakdsi kiivka, atkoli to miZe
byt dtvar daleko sloZitdjsi.

Obé& mnoZiny M, N viak byvaj{ pfedem didny jen zfidka.
Casto je ddna pouze funkee /, t. j. pfedpis, podle néhoZ pfe-
jdeme od &fsel mnoziny M k &{slim mnoziny N, a jeji obor M;
tim je ovdem jiZ urdena mnoZina N viech hodnot f(z) dané

PO IR |
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funkece. Zpravidla vSak nebyva pfedem dédn ani obor M dané
funkce f. V tomto ptipadé budeme za M povaZovat co pej-
obsdhlej§i mnoZinu, kterd m4 tu vlastnost, Ze ke kazdému =
z této mnoZiny je moZno utvofit hodnotu f(z) dané funkce.

Uvedeme si nékolik piikladi, na nich% ukdZeme ndkteré
jednoduché funkce a jejich diagramy.

Piiklad 1. Oborem funkce f budiZ mnoZina viech pfiro-
zenych &sel a ke kaZdému z z této mnoZiny budiz ptifazeno
&islo 1, je-li z liché, a &islo —1,
je-li z sudé. Je tedy f(1) =1,
' e * * 1(2) = L,i f(3D).= 1, f(ﬂ;o

= — 1 atd. Diagram
1 ‘:’ 3 l: 5 f funkce (vlastné jef.rjeho ¢ast)
je zobrazen na'obr. 9. Je tedy
Obr. 9 mozné, aby totéZ y odpovida.lo

. vétéimu podtu &isel z.

P#iklad 2. Oborem funkca f ‘budiz mnoZina viech redl-
nych &isel a ke ka¥dému  této mnoziny budi pni-a.zeno dislo

y=kz, kde k& 5 0.

MiZeme tedy psit f(zr) = kxr. Sestrojime-li mno%inu tdch
bodii P, jejichZ soufadnice x, y jsou vézdny vztahem y = kz,
lei{ tyto body, jak zndmo, na

pfimce p prochézejici positkem b
a bodem o soufadnicich 1, & (obr.

10). Rikéme tedy, Ze funkee y —

= kz je zobrazena pfimkou pro- k
chizejici poldtkem. Smér této

piimky je urden &islem k, proto /Io 1 x
mu dévime nédzev smérnice. Je-li

k kladné, svird piimka p s klad- Obr. 10

né orientovanou osou z ihel ostry

(méfeno v kladném smyslu otdéenf), jako je tomu na obr. 10;
je-li k zdporné, svirs piimka p s kladnym smyslem osy z dhel
tupy. Funkei f(z) = kz,kde k 50, nazyvdme pfima wmérnost.
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Piiklad 3. Jako daldi pkklad si uvedeme funkci danou

rovnici

y=-§, kde k 4= 0.

Viimnéme si nejprve jejiho oboru. Vyra.z£ m4 smysl pro

viecka z =+ 0; oborem nasf
funkce miie tedy byt obor
‘viech redlnych &fsel s vyjim-
kou ¢&isla 0. Danou rovmici
nenf &slu 0 pfifazeno Z4dné y;
Fikdme, %e funkce neni pro
z =0 definovdna. KaZdé-
mu z (8 vyjimkou nuly) od-
Povids jediné y. Souhrn viech
bodt o soufadnicich z, y, kde

k
y=;-, le?i na rovmoosé hy-

perbole. Tato hyperbola tedy ™

zobrazuje funkei y=—’;— (obr..

Obr, 11

11). Funkeci y = .E, kde k 3 0, oznafujeme zpravidla ni-

zvem nepiimd Uumérnost.

Piiklad 4. Funkce y = k, kde k je dané &slo, definovand
v intervalu (— o0, 00), pfifazuje kaz-

Y| dému z tohoto intervalu uréitou
hodnotu, toti¥ hodnotu k. Takova
funkce, kterd pro viecka z z urdi-
tého oboru nabyvé stdle téZe hod-
0 %  noty, se_nazyvé funkce konstanini
v tomto oboru nebo kritce korstanta.

Obr. 12 Je-li jejim oborem interval (—oo,
), je jejim geometrickym zndzor-
nénim pimka rovnobdind s osou z ve vzddlenosti k

od této osy (obr. 12).
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Ptiklad 5. M&jme funkei definovanou pro viecka redlnd z

rovnici

y= ||

a) Je-li >0, je || = =z, takie v intervalu (0, o) je

y==z

b) Je-liz < 0, je |z2| =

y=—=o.

— z, takZe v intervalu (— o0, 0) je

Nagi funkei miéZeme tedy definovat také takto:

4

~

0 X
Obr, 13

_{ z pro >0,
y= '—z pro z < 0.

Jeji zndzornéni se sklddd ze dvou
&sti: pro z > 0 je to st pHmky
Yy =2 a pro z < 0 jeo to d4st pHm-
ky y = — z (viz obr. 13).

Pfiklaa 6. Fu.n.kce

i

je definovdna pouze v mt.ervalu (=L D, t. j pro —1L
< z< 1, nebot pro z > 1 nebo pro z < — 1 dostaneme pod

odmocnitkem zdporné &slo, jehoZ
odmocnina neni redlnd. Hned na
potitku jsme se vSak umluvili, Ze
budeme hovofit jen o redlnych &s-
lech. Proto oborem dané funkce
miife byt jen. interval (—1, 1). Je-
jim geometrickym zndzornénim je
pilkruZnice opsand z poditku polo-
mérem rovaym 1, nebof z nasi rov-
nice plyne 2% + y? =1, tak¥e vzdi-
lenost libovolného bodu o soufadni-

Obr, 14

cich z,y, ktery lezi-na grafu nadf funkce, od poddtku je
rovna jedné. Pon¥dvadz y > 0, jde o pilkruZnici nad osou z.
PilkruZnice o témie stfedu a poloméru, ale le#ici pod osou z,

je obrazem funkce y = —Vl — 22 (obr. 14).
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Ptiklad 7. Funkce f(x) necht je definovina v oboru {0, 2}
takto: T pro 0 z< 1,
f(2) = l—zprol<a2<2,
kde%to pro jind z neni vibec definovéna. Tato funkce je zné-

zornéna na obr. 15. Pro z = 1 nabyv4 funkce hodnoty 1, coz
je na obrézku zndzornéno népadnou

teSkou, abychom nebyli na rozpa- y '
cich, neni-li snad f(1) = 0. !
Piiklad 8. Funkce f budiZ defi- 0 ) X

novéna v intervalu (0, 1) takto: \ |

1 pro z raciondlni,
fe) =) 1 pro z irracionalni.

Mezi kazdymi dvéma réznymi &isly leZ{ nekoneéné mnoho

&isel raciondlnich, a proto 0. mnoZing &sel raciondlnich ¥ka-

Obr. 156

e, ie je husté. Toui ‘vlastnost mé i mnoZina &isel irraciondl.
‘nich. Proto v ka%dém sebemensfm
yl “okoll ka¥dého é&isla leZi nekoneénd
A IB mnoho d&isel raciondlnich i irracio-
| nélnich, které viak na obrizku neni
l mo%no od sebe odlifit. Grafické zn4-
0 :1 x  zornéni se tedy sklddd z téch bodid
|

tselky . AB, jejichz vzdalenost od
c——b bodu 4 je déna d&islem raciondlnim,
a z téch bodid tselky CD, jejichz
vzdilenost od bodu C je ddna &islem
irraciondlnim (obr. 16).

Casto se setkdvame s funkcemi, jejich? oborem je mnoZina
Pprirozenych &sel. Tak na pi-ikla,d funkce uvedené. v pi'l’.kla.dé 1

méla tuto vlastnost. Funkei, jejim¥ ob a pfiro-
zenych &isel, oznaéujeme zpravidla ndzvem posloupnost.

F—uEEce z prﬂdadﬁ 1 je tedy p poslouphostl

Prirozens &isla maji “tuto vlastnost, kieré budeme Sasto
pouZivat:

Obr, 16
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je-li n pfirozensé &slo, je » 4 1 také pfirozensé &islo.
Méme-li tedy &iselnou mnoZinu, kterd mé tyto vlastnosti:

(1) obsahuje pFirozené &islo &, a

(2) obsahuje-li néjaké &fslo n, obs‘ahu1e také &slo n 4 1,
pak tato mnoZina obsahuje viecka ptirozend &isla n> k. To
snadno nahlédneme. Kdyby naSe mnoZina neobsahovala
v3ecka ptirozend &sla n > k, existovalo by nejmens{ pfiro-
zené &islo # > k, které by neobsahovala. Nenf moZné, aby
r==F, to by y odporovalo bodu 1. Je tedy r > k. Ptirozené
&slo r — 1 je men&f neZ r; to tedy naSe mnozina obsahuje,
protoZe r je nejmensi pfirozensé &islo, které neobsahuje. Podle
bodu 2 viak obsahuje &slo r — 1 4 1 = 7, coZ odporuje na-
Semu pfedpokladu. Nenf tedy moZné, aby nade mnoZina ne-
obsahovala nékteré pfirozens &slo r > k.

Na pfdvd vyloZené vlastnosti pfirozenych é&isel spoéivd
t. zv. uplnd indukce, jiZ Sasto uzivdme k dikazu takovych
vét, v m'éﬁmastnostl prirozenych &isel. DokdZeme-li
tyto dvé véci:

(1) n&jaky vyrok plati pro pfirozené &slo k, a

(2) pla.ti-li vyrok pro &islo n, plati také pron 4 1,
dokdzali jsme tim, Ze uvedeny vyrok plati pro kaZdé pfiro-
zené &islo n > k. To je pravda, nebot podle toho, co bylo
pravé vylofeno, mnoZina téch ¥fsel, pro kterd vyrok plati,
obsahuje viechna ptirozend &isla n > k.

Pfiklad 9. DokiZeme, Ze
1+2+3+ +n_§n(n (a)
pro kadé pFirozené &slo n.

(1) Pro n = 1 vzorec (a) plati, nebot na levé strand je je-
diny &¢len 1 a na pravé strandje 3 .1.(1 4 1) = 1.

(2) Pfedpokldddme, %6 14+2+34 ...+ n= }n(n+
+1). Pak 14-2+3+ ...+ 2+ 0+ 1)=dan+ 1)+
+ (n+ 1) = §(n + 1)(n + 2), ale to je ty% vysledek jako
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vzorec (a), kde je viak misto #» psdno » + 1. Tim je dikaz
proveden.

Uplné indukce uzivime ¥asto zejména pfi vysettovini po-
sloupnosti, nebot jejich oborem je privé mnoZina pfiroze-
nych &isel. Jde-li o posloupnost, uzivime radéji misto sym-
bolu f(n) zna.ku a,, kde index n znaéi, Ze jde o hodnotu po-
sloupnosti ptifazenou k &slu n. Cisla a,, a,, as, ..., obecn? a,,
nazyvime Eleny posloupnosti a mluvime o prvnim, druhém,
tietim &lenu atd., obecné pak o n-tém &lenu. Chceme-li sta-
novit posloupnost, miZeme to podle principu dplné indukce
udinit takto:

(1) Definujeme jej{ prvni &len «, a

(2) (= + 1)-ni &len a,, ., definujeme pomoci n-tého &lenu a,,.
Pak je definovéno a, pro viechna pnrozené. &isla n. Vzorec,
kterym se stanovi &len Gnyy pomoc1 (‘Slenu a,, se nazjrva.
vzorec rekurentni ~ e

Ptiklad 10. Budli a libovolné &fslo a méjme posloupnost
definovanou rekurentn& takto:

1) ay=uga, (2) a,,, = a,.a.
Rozepidme nékolik pi-ynich dlent této posloupnosti
a,=a, '
aG=a,.0=0a .a=ad?
a;=ay,.a=a®.a=ad
G,=a3.a=ad.a=at
atd. Zd4 se, Ze obecn® je
a, = ar. (b)
DokéZeme, e tomu vskutku tak je. -
(1) Vime, %e a, = a = a!, t. j. vzorec (b) plati pro n = 1.
(2) Je-li a,=a", pak Onyy = ay.a=a".a= a1 To

vBak je vzorec (b), v ném¥ je pséno » 4 1 misto n. Tim je do-
kézédna platnost vzorce (b) pro ka¥dé ptirozené &islo n. Nade
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posloupnost je tedy posloupnosti mocnin o zdkladu a, jejichZ
mocnitelé jsou p¥irozens &isla.

Vedle mocnin, jejichZz mocnitelé jsou pfirozend &isla, je
idelné zavést i mocniny s mocnitelem 0 a s mocnitelem
celym zdpornym. Definujeme

a®=1 pro kaZdé a (tedy i 00 = 1), 4)
5)

1
a® —=
a—

— - N

(a tedy —n celé kla.dné). Mocnint a®, kde n je celé zdporné
4slo, nedefinujeme pro a = 0, nebot déleni nulou nem4
smysl, jak jsme jiZ uvedli na str. 10. Pravidla pro poditinf
s mocninami, jejichZ moenitelé jsou &isla celd (kladnd, zi-
pornd i nula), povaZujeme za znadm4i. Pii jejich aplikaci je
tieba dévat pozor, aby mély napsané symboly smysl. Na
piiklad zndmy vzorec
ar.a®=art*

plati pfi nezdpornych celych r, s pro kaZzdé a, naproti tomu
jeo-li n8které z ¢&isel r, ¢ (nebo obé) ziporné, plati jen pro
a £ 0.

Piiklad 11. Je-li » cel$, jo funkce

@) = )

pfi » 2> 0 definovéna pro kaZdé z, pfi n < 0 je definovéina
jen pro z = 0. Pfi zdporném = se tedy obor této funkce
skldd4 ze dvou intervalii: (— oo, 0), (0, 00); proz = 0 funkce
definovéna neni. Prib8h funkce f(r) = z® je pro n =2, 3,
—1, —2 zachycen na obr. 17—20. Funkce tvaru f(z) = 2",
kde n je celé, se nazyva mocnina 8 celym mocnitelem.

Odvodime si dvé véty 0 mocninach s celym mocnitelem:

Véa 1. Jo-li n celé kladné a 0 Sy <z,jedl o<
< T

Diikaz povedeme tplnou indukei.
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(1) Vé&ta platf pro n = 1, nebot podle pfedpokladu 0«
Sz, <%y 6. §. 05 21 < w1

(2) Je-li pro ngkterd » splnén vztah 0 < z,* < z,* a je-li
zéroveti 0 < z, < z,, pak také 0 < 2% . 2, < 7,0 . 7, &ili
0 < z 1 < Z M1,

b 4
y y-x?
0 x
y-x?
0 X
Obr. 17 Obr. 18
// y
//
Y
t _____
-1
t
| 0
————— -¢
[0} X
Obr. 19 _Qbr. 20 .-

Véta 2. Je-li n celé zéporne a 0< zl< Ty je z,0 >
> z* > 0.

Diikaz. Je- hncelezé.pome,]e—-ncelekladne a pak podle
vity 1 je 0 < z," P << x,7". Cisla z,, z, jsou kladné. Je tedy
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talé kladné &islo z,"z,". Ndsobime-li vzniklou nerovnost timto
¢slem, dostaneme nerovmost 0 << z,® < ¥, mezi kladnymi
&isly.

Piiklad 12. Abychom mé&li rozmanit8jdf vyb&r piikladi,
promluvime si jedté o funkecich sinz a cosz zndémych z geo-
metrie. Nafe iivahy vSak v tomto pfikladé nebudou zcela
pfesné, nebot se budeme opfrat o ndzor vydteny z obrizku;
teprve v kapitole X je postavime na pfesny zdklad.

V celé této kni¥ce budeme méfit dhly t. zv. mérou oblou-
kovou, v niZ plny thel (360°) je vy-
jidfen &islem 27, piimy dhel (180°)
dislem 7, pravy thel (90°) &fslem ix X
atd. Tato &isla volime proto, Ze délka
kruZnice o poloméru 1 je privé 2x. Je
tedy velikost z hlu v mife obloukové
rovna délce kruhového oblouku, ktery Obr. 21
le?{ uvnité daného Ghlu, mé stied
v jeho vrcholu a polom&r rovny 1 (viz obr. 21). Je-li tento
thel probihdn v kladném smyslu (t. j. proti sméru pohybu
hodinovych ruditek), mé hodnotu kladnou; je-li probihdn
v zéporném smyslu (t. j. ve
sméru pohybu hodinovych ru-
idek), m4 hodnotu zédpornou.

Sestrojme kruZnici o polo-
méru 1 (viz obr. 22, ktery je
narysovin 've zvétieném mé-
Htku) a o stfedu O v poditku
soufadnic. Pismeno z bude
znadit velikost dhlu (v mife
obloukové), t. j. délku oblouku,
ktery nand&ime na kruZnici od
bodu 4; druhy krajni bod to-

Obr. 22 hoto oblouku oznadime B. Je-li

z > 0, nand&ime oblouk vklad-

ném smysly, a je-li # < 0, nandiime jej v zdéporném smyslu.
Soufadnice bodu B jsou urdeny velikosti ihlu z. Ka?dému
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# odpovidd jediny bod B, ktery m4d urdité soufadnice. Tyto
soufadnice jsou tedy funkcemi dhlu x. Soufadnici OB, na-
zyvame sinus z (znatka sinz), soufadnici OB, nazyvime
kosinus z (znadka cosz).

Z tohoto vytvoreni je vidét, Ze sin0 = 0, cos0 = 1 (bod 4).
Roste-li x od 0 do 4=, roste sinz od 0 do 1 a cosz klesd od 1
do 0; sinm = 1, cos}w = 0 (bod C). Roste-li x ddle od }x
do n, klesd sinz od 1 do ®a cosx rovndZ klesd od 0 do —1;
sinzt = 0, cosm = — 1 (bod D). Roste-li # od = do 3, klesd
sinz od 0 do —1 a coaz roste od —1 do 0; sinfn = — 1,
cosdn = 0 (bod E). Konelnd roste-li z od 3z do 2, roste
sinz od —1 do 0 a cosz rovné% roste od 0 do 1. Déle je z obréz-
ku vidét, Ze pro kaZdé z je

sin(z 4 27) = sinz, cos(z 4 27x) = cosz,

-§7|0 i?cos; x n 2:7' s

Obr, 23

nebot z 4 2x znadi, Ze je tfeba nejprve prob8hhout oblouk =
a pak jedtd celou kruZnici o délee 27, &imZ se dostaneme do
tého% bodu B, jako kdybychom opsali pouze oblouk z.
Rikéme, e funkce sinz a cosz jsou periodické s periodou
27. To znamend, e se hodnota téchto funkei neméni, kdyz
prom&nnou zvétiime o 27z. Qbecnsji plati

sin(z + 2kn) = sinz, cos(x + 2kmw) = cosx, k celé. (6)

Z toho vieho je zfejmé, Ze funkce sinz a cosz jsou definovény
pro kaZdé z a Ze vidy je

~1<sinz< 1, —1< ooz < 1
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il
|sinz| < 1, |cosz| < 1. (7)

Pribdh funkef sinz a cosz je zndzorndn na obr. 23.
Déle je z obr. 22 vid&t, Z%e
sin(— z) = — sinz, cos(— z) = cosz, (8)
nebot bod F, ktery je druhym krajgim bodem oblouku o délce
—z, dostaneme jako bod soum&rny k bodu B podle osy OA.
Pozdéji dokdZeme, Ze
sin(zy + ,) = sinz, cosz, + cosz, sinz,, 9)
cos(z, + x,) = cosz, cosT, — sinz, sinz,.
Dosadime-li sem z;, = 2, = z, dostdvime
sin2z = 2 sinzx cosz,
€082z = cos®*z — sinz.¥)
Nahradfme-li v rovnicich (9) &islo z, ¢islem — =, & uZijeme-li
vzorc (8), obdrzime

(10)

sin(z, — z,) = ginz, cosr, — cosz, sinz,,
cos(r; — T,) = cosz, cosT, | sinz, sinr,.

(11)

Polozime-li ve druhé z tSchto formulf z, = 2, = z, vyjde
vztah

. sin®z 4 cos?z = 1. (12)
Z rovnic (9) a (11) déle vyplyvaji vztahy
sin(} + ) =  cosz, cos(}n + z) = — sinz, (13)
sin(3}z — ) =  cosz, cos(}wx — )=  sinz, (14).
sin(x 4 £} = — sinz, cos(w+ z) = — cosz, (15)
gin(z — ) =  sinz, cos(wx — 2) = — cosx. (16)
Z druhé rovnice (10) a z rovnice (12) dostdvime
co82z = 2 cos?z — 1 = 1 — 2 sin?z. (17

") sin’z znadl toté% jako (sinz)?, podobnd cos’:z: zZnadi toté: jako
(cosz)®.
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Konedné sedtenim a odedtenim revnic (9) a (11) vyjde

sin(z, + x,) + sin(x;, — &) = 2 sinx, cosz,,
sin(z, + %) — sin(®; — #,) = 2 cosz, sinz,,
cos(x, + Z,) + cos(z, — x,) = 2 cosx, cO8T,,
cos(x; + x,) — cos(z, — z,) = — 2 sinz, sinr,.

Polozime-li sem z; + 2, = 2,, 7, — 2, = 2, 8ili £, = §(2; +
+ 2,), z, = #(z, — z;), dostaneme

smz1 + smzz = 2 sind(z + z,) cos}(z; — 2,), .
sing; — sinzy = 2 cos}(z, + 2z,) sind(z; — z,), (18)
cosz; | cosz, = 2 cos(z; + 2,) cosg(z; — 2,),
cosz; — €08z, = — 2 sing(z, + 2,) sind(z, — 2,).
y-tgx i L
'
. l
? |
! I
0 n 12n
y=cofgx ! :
! |
: !
Obr. 24

Pi{klad 13. Na zikladd funkci sinz a cosz definujeme
dalsi dvé funkce

sinz COBT
tgr = ——,- = 19
8% COST cotge sinx ° (19)

Prvaf z nich éteme tangens z a je definovina pro viecka z,
pPro ndZ je cosz + 0, t. j. T & %(21:—{- 1) =, kde k je celé.
Druhou z nich Teme kotangen.s z a je definovana pro viecka
z, pro néZ sinz =+ 0, t. j. z & kn, kde k je &slo celé. Pr&béh
fun.kci tgz a cotgz je zndzorndn na obr. 24.



C’viJeni.//

I. Graficky vyjédfete funkce: a)y = z + |z|, b)y = || "—{—‘
+le—1, 0 y=2e+ 1| — 3z — 1.

z 243 22 — 1
2. Je fi —
Je funkee 8) 52 B) 3, Vom a1
definovéna pro ka?dé z?
. . T 2z 4+ 3
3. V %em se navzdjem lidi funkce a) - 1,b) Py
a 1 1 tgz?
x—l’c)@- a cotgr?
4. Vyjédfete pomoci konstant a &sla n n-ty &len posloup-
nosti q:mé rekurentné: a) ¢, =1, a4y = —a,, b) ¢;,=1,
n
Gppy=1—a, c)a,=14a,.,= m.an.

5. Uplnou indukef dokaZte t. zv. Bernoulliho nerovnosty
T e
(14 z* 2> 1+ nz, kde £ > — 1, n celé kladné.
Kdy miiZe nastat rovnost?

6. Pomoci Bernoulliho nerovnosti dokaZte, %e pro n celé

ladné a) (144} < (14— b (141}
kla a)(+-;")<(+m) , )(+;’) >

1 \n+2

S

7. Pro kterd a, b a pro kterd celd r, s plati vzorce: a) ar:
i@t =a'"% b) (a7)=ar, c¢) (ab)y = ol’, d) (%)'= Z—:,
o) Ir=1, £f) 0r= 012

8. a) Vyjddfete velikost y thlu v mife obloukové jako
funkei jeho velikosti z v mife stupfiové. b) Jak velky je v mffe

30



stupfiové thel, jehoZ velikost v mife obloukové je déna
¢islem 1? (Tento ihel se jmenuje radidn.)

9. Vysetiete vlastnosti nédsledujicich funkei’'a vyjddfete
tyto funkce graficky: a) sin(z + a), b) sinaz, kde a ¥ 0,

1
c) sinz?, d) sin o e)

sinz

10. a) Vyjddiete tg(— , tg(dn + =), tg(dw — x), tg(x +
+ z), tg(r — z) pomoci tgz b) Doka,zte Ze tg(z; + z,) =

tg:t:1 + tgz, _ sinz
T 1 — tgz, tgx,’ TEIC tgzz urtede 1 4 cosz’
1 — cosx .
tgir = ez Ve viech piipadech udejte ta z, pro

néZ napsané vztahy plati.

II. LIMITA

Abychom si dvahy zbytetnd nekomplikovali, budeme se
vétdinou zabyvat jen takovymi funkcemi, jejichZ obor se
skldid4d vesmés z intervald.

Mgjme funkei f definovanou pro viecka x z néjakého inter-
valu, jehoZ vnitinim bodem je bod a. BliZi-li se promé&nnd z
k élslu a a bliZi-li se pfi tom hodnota f(z) k n&jakému &shu b,.
tkaiie, %o funkce f m4 v bod a limitu b, a piSeme to krétce
takto
' slimf(z) = b

T—>a

(¢teme: limita funkce f pro z bliZici se k a je b). Pojem limity
bude tsttednim pojmem nadich tivah, prcto mu vénujeme
zvySenou pozornost. Slova ,,bliZi-li se*, jichZ jsme privé
uZili, je viak tfeba nejprve preloZit do pfesné fedi, abychom si
pod nimi pfedstavovali ndco urditého a abychom je mohli
vyjadiit matematicky. Uki%eme to nejprve na jednoduchém
ptiklads, a teprve potom budeme definiei limity pfesné for-
mulovat.
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Pitiklad 14. M&jme funkci
-1
/(I) = 2-— 1 *

Tato funkce je definovdna pro viecka z s vyjimkou x =1,
nebotf pro z = 1 m4 n4s zlomek ve jmenovateli nulu. V bodé1
hodnota funkce f definovdna neni. Ve viech ostatnich bodech
je definovdna a jeji hodnota je
z + 1, nebof pro z &1 lze dany
zlomek kratit vyrazem z — 1.
Nade funkce je tedy zndzornéna
piimkou y = z 4+ 1, z niZ je
vSak vyloufen bod M o soufad-
nicich 1, 2 (obr. 25). BliZ{-li se
z libovolnd blizko s kterékoli
strany k &islu 1, bli% se y libovol-
né blizko k &islu 2; tento fakt vy-
jadfujeme slovy, Ze limita dané
Obr. 25 funkce v bod8 1 je rovna é&islu 2,
a zapisujeme

z2—1
limf(z) = 2 nebo lim
s—1 z—»1 T —
Na tom, %e hodnota f(1) neni definovina, nezile?i. Nafe
,,bliZeni*, o kterém jsme dosud mluvili, pfesnd vyjaddiime
takto: Na ose y zvolime zoela libovolny otevieny interval
J,, ktery obsahuje bod 2 jako vnitini. Takovy interval jsme
na str. 14 nazvali okolim bodu 2. Pak dovedeme na ose z
nalézt takovy interval J ., ktery je okolim bodu 1, Ze pro v8e-
chnazz mbervaluJ (ovSem s vyjimkou bodu 1, pro néjZ neni
f(1) definovéno) prisluéné, hodnota f(z) padne do intervaluJ .
Vyslovime tedy tuto definici:
Funkce f mé v bod& a limitu b, kdyZ% ke kaZdému
okoli J, bodu b dovedeme uréit*) takové okoli J,

*) Slove ,dovedenfe urdit* znamenaji, #0 ke kaidému okolf Jy
existuje okoli J, bodu a, které mé Z4dané viastnosti.

= 2.
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bodu a, fe pro katdé z +=a z J, hodnota f(z) patii
do J, (obr. 26).

Znovu si pfipomenme, %e funkce f je definovdna ve viech
bodech néjakého okoli J, bodu a. Hodnota f(a) mtZe pfi
tombytjakdkolinebonemusibytviibecdefinovéna.

Y]
4 f S |
4 |
— JU ~ ] E X
0 o_______ 2 4
Obr, 26 Obr. 27

Nenf ovéem nutné, aby mé&la kazdd funkce v ka%dém bodé
svého oboru limitu. Uvedeme pifklad funkce, kterd limitu
nems4.

Piiklad 15. Funkce f budiZ definovdna takto:

(3= pro 0 z< 2,
f(z)_{«}(x—2)’ pro 2 < z<X 4.

Tato funkce je definovéna v intervalu (0, 4), jejf priibéh zn4-
zorfiuje obr. 27. Pedle jeji definice je f(2) = 1, ale tato hod-
nota nenf limitou funkce f v bodé 2, nebot je moZné vymezit
takové okoli J, bodu 1, %e k ndmu neexistuje Zddné okolf J,
bodu 2 tak, aby pro vSecka z & 2 z J_ hodnota f(z) padla do
J,. Sta&f volit J, tak, aby neobsahovalo bod 0, jak je vidét
z obr. 27. Z4dn4 jind hodnota b = 1 nenf viak také limitou
funkce f v bod& 2, nebot pak lze vidy vymezit takové okoli J,,
bodu b, Ze neobsahuje bod 1. K tomuto okoli J; pak zase
nelze r.alézt 24dné okoli J, bodu 2 tak, aby pro viecka x & 2
z J, hodnota f(z) padla do J;.

.
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Ptfiklad 16. DokdZeme, Ze funkce

fz) = kz + ¢, .
definovand pro kaidé z, mé v bodé a limitu b = ka 4 gq.
‘UkédZeme, Ze ke kaZdému okoli (y,, ¥,), kde ¥, << b < y,,
dovedeme nalézt takové okoli (z,, z;), kde z, < « < z,, %o
pro viecka z z (z,, =,) hodnota f(x) padne do (y,, ¥,).
Zvolme tedy libovolné okoli (y,, y,) bodu b, t. j. zvolme dvé
tisla y,, y, tak, aby y, << b < y,. ProtoZe b= ka + ¢, musi
byt ‘

- <kt g<y. (2)
(1) Je-li 2 > 0, dostdvdme odtud
Y1r—14 Y2— 41
TF OSSR
Volime-li z tak, aby ‘% ; 1 ¥ k— | plyne odtud

n—q<kr<y,—¢ tj p<k+qg<y, Jo tedy
interval ( Hh—9 Y — q) hledanym okolim bodu a.

k k
(2) Je-li k < 0, dostdvdme z podminky (a)

Nh—4q Ya—q . Y2—14 Y1— ¢
k—>a> % &l A <a<-—k—.

Volime-li z tak, aby Y k— g <z< L Ic_ 1 , plyne odtud

Yp—9>ke>y —q &l y<kz4g<y, Je tedy
(-"2 - 7 5 R 9) hledanym okolim bodu a.

(3) Je-li k=0, je f(x) = q pro kaZdé z; miZeme tedy in-
terval (z,, z,) volit jakkoli a pro kaZdé z z (z,, z,) je ¥, <

<qg<y, -
K definici, kterd byla vySe vyslovéna, poznamenejme jedté
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toto: Podafi-li se ndm k néjakému okoli J, bodu b nalézt ta-
Liové okoli J, bodu a, %e pro viecka z 4 a z J, hodnota f(x)
padne do J,, padnou viecky tyto hodnoty f(:c) také do kaz-
dého &irsiho okoli J; bodu b,
do ng&hoZ  patii vsecky body
okoli J,. Nalezneme-li tedy
okoli J, bodu a pfisluiné ke
zvolenému okoli J, bodu b, é(: -====

A

nalezli jsme tim zéroven také S
okoli J , bodu a ptisludné k Eir- |
8imu okoli J, bodu b. Toho N gy ey
%asto uZivéme ke zjednoduseni b-c I '
‘pottu a okoli J, bodu b volime X
tak, aby mé&lo bod b prévé =
uprostied (obr. 28). Zvolime Obr. 28

ng¢jaké &slo- ¢ >0 a do J,

vezmeme takovd f(z), pro nd% b — e < f(x) < b+ ¢ ¢&ili
podle (3) (str. 16) |f(z) — b| << . Definici limity pak ¢asto
vyslovujeme takto:

Funkce f m4 v bod® a limitu b, kdy% ke kaZdému
dislu ¢ > 0 dovedeme nalézt takové okoli J, bodu a,
Zeprovieckaz azJ, platf [fiz) — bl < &.

Podobné miZeme vySetiovat, co se d&je, kdyi I neomezeng
vzristd nebo neomezend klessd. BliZi-li se pfi tom hodnota
f(z) néjakému é&islu, nazyvime toto &islo limitou funkce f
v nevlastnim hodé oo nebo — oo, K tomu je ovéem tfeba pFed-
pom'fe"fu'ﬁkce fje definovéna v neomezeném intervalu.
Ka%dy neomezeny interval (k; c0) miZeme nazyvat okolim
nevlastntho bodu oo a kaZdy interval (— oo, k) okolim nevlast-
ntho bodu —oo0. Znovu viak podotkneme, Ze symboly oo
a — oo neznadi Z4dné &islo a %e jim neodpovidaji Zddné body
na ose &iselné. Ndzvih ,,bod o0 a ,,bod —o0* uZivime jen
proto, abychom se vyjadfovali struénéji. Abychom tyto dva
»,body* zfetelnd odlifili od ostatnich bodd éiselné osy, mlu-
vime o nevlastnich bodech. Analogicky podle pfedchoziho
vyslovime definici: :
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Funkce f m4 vnevlastnim bodé o nebo — o limity
b, kdyZ ke kaZdému okol{ J, bodu b dovedeme sta-
novit takové okolf J, tohoto nevlastniho bodu, e
proka?déz z J, hodnota f(z) padne do J,,.

Pro takto definované limity budeme uZivat symbold
limf(z), limf(z).

Fmd Z—>—o

P#iklad 17. DokéZeme, Ze funkce
1
flz) = —

mé v nevlastnim bod$ co i v nevlastnim bod$ — co za limitu
nulu. Za J, zvolime okoli (—e&, €) bodu 0, pfi emZ £ > 0;
pak hodnoty f(z) spadajicf do tohoto intervalu vyhovuji ne-
rovnostem

1
—e< —< &
X
Odtud plyne bud z > -i—, nebo z < — % . Pro ka#dé z z in-
tervalu (-'1—5-, oo) je hodnota f(z) = %deﬁnovéna a padne do

J,. Jo tedy lim - — 0. Podobnd pro kasdé z z intervalu

Z—r@

(— o, — -1_—) hodnota f(x) =% padne rovn&% do J,. Je tedy

také hm% = 0 (viz obr. 19).

—+» —m

Obdobnou definici zavedeme i tehdy, kdy% misto funkce
definované na néjakém neomezeném intervalu méme po-
sloupnost, t. j. funkei, jejim% oborem je mnoZina pfirozenych
¢isel. Také tu se miZe stdt, Zo se hodnota a, bliZi urditému
tslu, kdyZ n roste nade viecky meze. Definujeme:
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Posloupnost, jejiZ n-ty 8len }e a,, mé limitu b,
kdyfkeka’dému okoliJ, bodubdovedemestanovit
takové &islo k, aby pro viecka ptirozend &isla n >k
pattila hodnota a, do J,.

To, e &islo b je limitou posloupnosti, jejiZ obecny &len je a,,
zapisujeme b = lima,,.

Ao

PFklad 18. Posloupnost, jejfZ n-ty &len je

n

= aFT

m4 za limitu &slo 1. Dokéd¥eme to. Za J, zvolime interval
(1 — ¢ 1+ ¢), kde € > 0 je libovolné &fslo kladné. Je-li =

pkirozené &islo, je # <1 pro ka?dé n, a tedy také

a, <1+ e pro kazdé =. Zbyv4 nalézt takové n, pro ndi

l—-eg<a, &li 1—e<$. Odtud viak plyne n >

> —1—— 1. Je-li tedy n libovolné piirozené &islo z intervalu

(15_/1'00 ,pak pro kaZdé takovénjel — e < a, <1+ ¢,
t. j. hodnota a, patf doJ o takde vekutku lime, = 1.

A=
.N&kdy se stavd, e hodnota f(z) padne do intervalu JJ, jen
pro takovi z, kterd jsou v&t3i nez a, t. j. kterd leZi v pravém
okoli tohoto bodu (viz str. 14). Pak fikdme, Ze funkce f md
v-bed¥ g limitu zprava rovnou &slu b. V obdobném smyslu
mluvime o limit zleva: Definujeme:

Funkce f mé vboddalimitu?PT®V®rovnou &islubd,
zleva

kdy% ke ka¥dému okoli J, bodu b dovedeme nalézt
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é Fer:’zé okoliJ bodu a,%e pro véecka z+azd,

hodnota f(z) pattido J,.

To, Ze &islo b je limitou zprava funkce f v bodé a, zapisu-
jeme b = limf(z) a to, %e &islo b je limitou zleva funkce f

z—a+
v bodé a, zapisujeme b = limf(z).
r—a—

takov

Ptiklad 19. Funkce

: pro 0K 2 < 2,
f=) = {i(az—2)2 pro 2 < z < 4,

kterou jsme jiz vySetfovali v piikladu 14, md limf(z) =0
z—>24
a limf(z) = 1, nebot ke kaZdému okoli J, bodu 0 dovedeme

22—
nalézt takové pravé okoli J, bodu 2, Ze pro vieckaz' 2z J,
hodnota f(a:) padne do J,, a ke kaZdému okoli J, bodu 1
dovedeme nalezt takové

levé okoli J, bodu 2, Ze

__________ pro viecka z z J, hod-

J . _nota f(x) padne do J,
(4 Ip—— ' " (obr. 29).

S P S, Nyni si dokiZeme né-

J, . = kolik dileZitych vét o li-

______ NN 4 mit4ch.
Obr. 20 - Véta 3. Funkce { m4

v bod¥ @ limitu b
tehdy a jen tehdy, kdyZ mi v tomto bodd limitu

zprava i hmltu zleva a obé tyto llmlty ]sou rovny
eslu'd. —

iRt
Dikaz. 1. To, %e funkce f m4: v bodd a limitu b,. znamena,
Ze ke ka?dému okoliJ, bodu b dovedeme nalézt okoliJ , bodu
a tak, Ze pro viecka = + a z J, hodnota f(z) padne do Jy.
Plati-li nafe tvrzeni pro véecka, z $azJ,, plati za.]lste
i pro ta z z J ,, kterd lef vpravo od @, t. j. pro viecka z & a
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z néjakého pravého okoli bodu a. Na hodnoté f(a) pfi tom
nezaleZi. Proto limf(z) = b. Z téhoZ diivodu viak nade tvrze-

z—a+

ni plati i pro ta z z J , kterd leZf vlevo od g, t. j. pro vSecka
z %+ a z néjakého levého okoli bodu a. Na hodnoté f(a) pfi
tom op&t nezdleZi. Proto limf(x) = b.

zZ—a—

2. Obréceng to, %e funkce f md v bod$ a limitu zprava
ilimitu zleva a Ze jsou obé& rovny &islu b, znamen4, Ze ke kaz-
dému okoli J, bodu b dovedeme nalézt takové pravé okoli J,
bodu a a takové levé okoli J, bodu a, Ze pro viecka
z == 'a z t&chto dvou okoli hodnota f(x) padne do J,. Sjedno-
cenim obou okoli J, a J, dostaneme jakési okolf J, bodu a.
Plati-li nae tvrzeni pro viecka x +a z J, iz J, plati pro
viecka x &+ a z okoli J,. To viak znamen4, %e limf(z) = b.

z—a
Aby nemohl nastat omyl, budeme n&kdy pro zfetelnost
pfidédvat ke slovu ,,limita‘“ jestd slovo ,,oboustrannd‘‘, aby-
chom jasng naznadili, e tim neminime limitu zprava ani li-
mitu zleva.

Véta 4. Necht dvé funkce f a g pro viecka z +a_
z jistého okolf J, bodu a spliiuji rovnost f(z) = g(z).
Pokplati: M4-1li funkce flimitubvbodéa, mé funkce
gvtém% bodd touz hmltu ' . ’ o

Dikaz. To, Ze h.mf(a:) = b, y '6@
znamend, Ze ke kaidemu okoliJ, J( D | I

bodu b existuje okoli J; bodu a
tak, Ze hodnota f(xr) pro viecka == : |
z $a z J, patii do J, (viz obr. :
30). Sestro;me prinik J, obou
okoli J a J Pak pro k&idé T+ Obr. 30
+az J - pla,ti

a) f(z) = g(z), nebot z patii do J, a
b) f(z) pat¥i do J,, nebot x patii do J,.

(@]
S
<

>
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Proto také g(z) patéi do J,. Tim je ke kaZdému okoli J, bodu
b nalezeno okoli J, bodu a tak, %e hodnota g(z) pro ka¥dé
z %= a z J, patii do J,. To viak znamen4, %e limg(z) = b.

' s—a

JestliZe limf(x) = 0, i{kdme, Ze funkece f je nekoneéné mald
—a
v okoli bodzua Podobné je-li hm/(z) =0 nebo je-li limf(z) =
Z>—a0

= 0, ¥kdme, Ze funkce f je nekoneéné mali v okoll nevlast-
nfho bodu o0 nebo —ao, a konednd je-li hm/(z) = 0 nebo

limf(x) = 0, fikdme, Ze funkce f je nekoneéné mald zprava
;;la)t—) zleva v okoli bodu a.

Vzhledem k pozndmce uvedené na str. 35 miiZeme definici
funkce nekonednd malé v okoli bodu a vyslovit také takto:
Funkce | je nekone&nd mald v okoli bodu a, kdy? lze ke ka¥-
dému ¢ > 0 nalézt takové okoli J, bodu a, ¥e pro viecka
z+azJ,je |fz)] < e

Vé&a 5. Vyrok: hmf(z) =b plati tehdy a jen tehdy,

kdy% funkce /(z)—b je nekonedns malé v okoli
bodu a.

Dikaz. To, %e limf(x) = b, zna¥{, %e ke kaZdému £ > 0
dovedeme nalézt takové okoll J, bodu a, Ze pro viecka
z+azd;je|f(x)— b < e To viak je totéZ, jako kdyby-
chom fekli, Ze funkce f(z) — b je nekone#nd mald v okoli bodu
a. Obrécend: To, Ze funkce f(z) — b je nekoneénd mald v okoli
bodu a, znamend, %e ke kaidému & > 0 dovedeme nalézt
takové okoli J_ bodu a, e pro viecka z 3= a z J,; je |f(z) —
— bl < e. To viak je totéZ, jako kdybychom fekli, Ze
limf(z) = b.

z—a

Z dok4zané vdty plyne, Ze je-li limf(z) = b, je f(z) =

— b+ p(z), kde p(x) = f(z) — b jo funkce nekonetnd malé
v okoli bodu a.

/
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Véta 6. Necht funkce f a g jsou nekonednd malé

v okoli bW—Eﬁ % - flzy + k. g(z), kde kb
jsou dand &isla, j je nekone&nd malé. vokoli bodua.

Diikaz. Jelik= h =0, pak v kaZdém okoli J . bodu a je
E.f(z)+ k.g(x)=0, proto [k.f(z)+ h.g(z)] <e kde
€ je zcela libovolné &islo kladné. MiZeme tedy v dalsfm pFed-
pokladat, Ze aspoii jedno z &isel k, & je riizné od nuly.

Nade pfedpoklady znadf, e ke kaZdému ¢’ > 0 lze najit
takové okoli J, bodu a, %e pro viecke = & a2z J_je |f(z)| < &'
Podobns Ize ke kaZdému £” > 0 najit takové okoli J; bodu a,
Ze pro viecka z &= a z J, je |g(x)| < &". Mdme dokézat, Ze
také ke kaZdému & > 0 lze najit takové okoli J, bodu a, Ze
provieckaz FazJ je k. f(z) + k. g(z)| < e. BudiZ tedy
déno libovolné & > 0 a zvolme &’ a £” tak, aby

€ . £
e — < —
T = |k A = k| + |A|

K témto zvolenym &fsliim ¢’ a &” naleznéme pHsluﬁné okoli
J, & J,. Ob3 nerovnosti |f(z)| < &, |g(z)] < €" jgou splndny
pro viecka z = a z primiku J, intervald J, a J;. Pro kaZdé
takové z je podle vztahii (1) a (2)

k. f(z) + b .g(@)| < [k] . 1f(@)] + [4] . l9(2)] < |Kle"+

Bl < |kl ——— 1+ |h .
o+ IMe” < Ve g M =
Pongvadi J, je okoli bodu a, je Lim[k . @)+ h.glx)]=0,

jak jsme mé&li dok4zat.

Odtud plyne jako diisledek, Ze kaZfdé funkce miiZe mit
vkaZdém bodésvéhooborunejvysejednulimitu.To,
¥e nemus{ mit Zddnou limitu, vyplynulo z ptikladu 15. To, Ze
nemfiZe mit dvé, dokdZeme takto:

Dejme tomu, Ze by funkce f méla v bods a dv8 limity b a ¢
a %e by bylo’d + ¢. ProtoZe b je limita funkce f v bod$ a, je
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funkce f(x) — b nekonedné mala v okoli bodu a. ProtoZe c je
rovnéZ limita funkce f v bodé a, je také funkce f(z) — ¢ ne-’
kone&nd mald v okolf bodu a. Podle pravé dokizané véty 6 je
i funkee @(z) = {f(x) — b] — [f(z) — ¢] = ¢ — b nekonené
mald v okolf bodu a. To znamend: zvolime-li libovolné ¢ > 0,
je moZno nalézt takové okoli J, bodu a, e pro viecka z & a
z J; je |p(x)| < € ¢&ili |c — b| < &. Zvolime-li vBak £ < |c —
— b|, dostdviame |¢c — b| << |c — b], ale to neni pravda. Neni
tedy moZné, aby funkce f méla v bodé @ dvé réizné limity
bac. '

Je oviem moiné, aby méla funkee f v bods a limitu zprava
rovnou b a limitu zleva rovnou ¢ a aby b & ¢ (viz pFiklad 19);
limita zprava ani limita zleva viak nenf limita.

Funkece g, kterd mé tu vlastnost, Ze pro viecka z z jistého
intervalu J ; je b < g(z) < k, kde k a h jsou vhodn4 &isla, se
jmenuje omezend v tomto intervalu. Oznadime-li vétsi z &isel
|k|, |k| pismenem m, lze nasi podminku zapsat ve tvaru
lgix)| < m, kde m > 0.

Za interval J, budeme Sasto volit njaké okoli bodu a.
O funkeci g budeme Fkati, Ze je omezend v okoli J; bodu a,
i kdyZ hodnota g(a) nebude definovéna, ale pro viecka z & a
z J, bude platit |[g(z)| << m, kde m > 0.

Véta 7. Necht je funkce f nekone&nd mald v okoli
bodu ¢ a Tunkcegtev jistém okoli bodu ¢ omezend.
Pak—je-funkce f(r).g(z) nekone¥nd mald v okoli
boduwa—" oo '

Diikaz. Podle danych pfedpokladi 1ze ke kaZdému &' > 0
nalézt takové okoli J;, bodu a, %e pro viecka z + a z J, je
|f(z)] < &'. Dile existuje takové okolf J, bodu a, Ze pro vie-
ckax +azd,je|g(z)| < m, kde m > 0 je vhodné éislo. Pak
pro kaZdé z =+ a z priniku J7 intervali J a J_ je

If(x) . g(2)| = |{(z)] . |g(z)| < me'.
Volime-li tedy zcela libovolné & > 0, stadi volit & tak, aby
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me' < g, b s'é—%. Pak pro keidé z +a 2z J, je

If(z) . g(z)] < e. Pondvadi J, je okoli bodu @, proto
lim[f(z) . g(z)] = 0.

IT—a

Véta plati samoziejmé i tehdy, kdyZ je funkce g nekoneéné
malé v okoli bodu a, nebot takové funkce g je rovnéz omeze-
na v jistém okoli bodu @, jak plyne z nerovnosti |g(z)| < ¢
platné pro kazdé z = a ve vhodném okoli J, bodu a.

omezena

Véta 8. Je-li llmg(z)= c :iz.O,jefunkce 1
z0 9(2)
v jistént oot bodu g, oo e o
“Dikaz. Ponévad: limg(z) = c, existuje ke kaZdému

I—a
€ > 0 takové okoli J, bodu a, %e pro viecka x +a z J £ je
|g(x) — ¢| < e. Proto

lel — l9(2)| < llg(@) — lel| < lg(2) — el < &

podle (1), takZe |g(z)| > |c| — &. Volime-li e < ||, a to lze,
nebot ¢ £ 0, je [c]— € > 0, takde pro kaZdé zfa z J,
plati

gl@)| " lel—¢
Véta 9. Necht limf(z) = b, limg(z) = c. Potom
T—a T—a
a) im[k . f(z) + k. g(x)] = kb 4 ke, kdekah]sou danéd
éisla: ‘
» b) lim[f(z) . g(x)] = be,
zr—>a
flx) b :
c hm—_ —, kud ¢ &= 0.
) g o poknd e ¥
Dakaz. Je-li lunf(z) = b, limg(z) = c, pak podie véty 5
z—>a
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jef(z) = b + p(z), g(z) = ¢ + (=), kde p a p jsou funkce ne-,
kone¥n® malé v okolf bodu a. Potom

8) k. f(2) + b . g(2) = kb + ()] + hle + pla)] =
=kb+ ke + k.p(z) + b .yplz).

Aviak k. p(z) + % . yp(z) je podle v&ty 6 funkce nekonetnd
malé v okoli bodu a. Proto podle véty 5 je im[k . f(z) +
z—a

+ k. g(x)] = kb + ke.

b) f(2) . 9(z) = [b 4 p(@)][c + p(z)] =
=be+ c.g(z) + b . pla) + p(z) . p(z).

Aviak ¢.@(z) 1- b . yp(z) = o(z) je podle véty 6 funkce ne-
konednd mald v okoli bodu a a @(z) . y(z) = a(z) je podle
v&ty 7 rovndZ funkce nekone®nd mal4 v okoli bodu a. Proto
také o(z) + o(z) je podle vdty 6 funkce nekonené maléd
v okoli bodu a, takZe podle vdty 5 je lim[/(:v) . g(z)] = be.

f=) b ?+‘P(-’5) £—£-+
(2) ¢ c+1p(:1:) c ¢

c.plz) —b.y(z) b

¥ (z)

Aviak ‘%;) jo podle v8ty 8 omezend v jistém okoli bodu o
a @(z) — -g— . 9(z) je pro ¢ & 0 podle véty 6 nekonednd mald
v okoli bodu a. Proto je pddle véty 7 i funkce — ( /@) [p@) =

- —b— y(z)] nekone¥nd mal4 v okoli bodu a, takZe podle vty

b.
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Véa 10. Je-li limf(z) = b & 0, existuje takové okoli

z—a
J, bodu a, Ze pro viecka z s=a 2 J, hodnota f(z) mé
totéZznaménko jako &{slobd.

Dikaz. Je-li limf(z) = b, znamené to, Ze ke kaZdému

£—+a
e > 0 existuje takové okolf J, bodu a, Ze pro viecka £ + a
zJje |f(z) — ] < ¢, &ili podle (3) platib— & < f(z) < b+
-+ &. Je-li b > 0, volme £ = b. Pak pro viecka z ¥ a z J; jo
0 < f(z). Je-li vBak b < 0, volme ¢ = — b. Pak rovnéZ pro
viecka z +a z J; je f(z) < 0.

Véa 1. Je-li hmf(z) > hmg(z), existuje takové-okoli
J.bodua, Ze pro véecka z =|= azJgje f(z) > g(z).

Dikaz. Vezmeme-li v tvahu funkei f(z) — g(=), je
hm[/(a:) —g(=)] = hmf(:r:) hmg(:c) >0 (véta 9);, proto

pod.le véty 10 exxstu;e t&kové okoli J ¢ bodu a, %e pro viecka
z+azJ,je f(z) — g(x) > 0 &ili /(x) > g(z).
Je-li g(z) = k, zni nade véta takto: Je-li limf(z) > k, kde

a3
k je konstanta, existuje takové okoli J, bodu a, Ze
provieckaz +azJ,je f(z) > k.

Véta 12. JestliZe exlstu1i11m1tyhmf(a:) =b, hmg(a:) =

= ca pro viecka z Fazjistého okoli J. bodu a plati
f(@) < glz), pak b< e
Diikaz. Kdyby bylo b > ¢, muselo by podle v&ty 11 exis-
tovat takové okoli J, bodu a, Ze pro viecka z f=a z J, by
bylo f(z) > g(z), ale to nen{ moZné, nebot nale vita Zid4,
aby pro viecka z z jistého okol bodu a bylo prdvé naopak
f@) < g().
Je-li g(z) = k, znf nade vita takto: JestliZe existuje
limita limf(z) = b a jestlize pro viecka z 3 a z jistého
30

h

45



okoli J, bodu ¢ plati /(x)g k, kde k je konstanta,
pak b < k.

Je tfeba vyslovné uponmlt na to, Ze i kdyZ je hodnota
f(x) mensi nez g(x) pro viecka z == a z jistého okoli J, bodu
a, mife se stdt, Ze si piisludné limity v bode a mohou byt
rovny, jak uka.zu]e tento piiklad: Je-li f(z)=1— 2% a

g(x) = 1 4 22, je pro kazdé x ¥ 0 f(z) << g(x); pFesto vsak
hmf(a:) = llmg(x) = 1.

Véta 13. Jestlize pro kazdé z 4= a z jistého okoli J,
bodu a plati f(z)< g(z) < Mzx) a existuji-li llmlty
hmf(:c) limk(z), existuje také limita limg(x) a -je

z—>a zr—a
rovna. obéma limitdm ptedchdzejicim.

Dikaz. Oznaéme b spoleénou hodnotu limit limf(z) =
. z—a
= limh(x). Pak ke kazdému okolf J, bodu b existuje okoli J

I—a

bodu a tak, Ze pro viecka z <+ a z J, hodnota f(z) padne do
Jy. Volime-li za J, interval-
,(c, d), kde ¢ << b < d, zna-
‘mend to, Ze pro kaidé z 3-a
z J, je ¢ < f(z) < d. Déle
k okoli J, existuje okolf J7,
bodu a tak, %e pro viecka
z f=a z J, hodnota h(r)
padne do J, t. j. plati ¢ <
< h(z) < d. Utvorme prii-
nik J, okoli J,, J. a J.
Pak pro kaZdé z +a z J,
plati

a) f(z) < g(z) < k(z), nebot z patii do J,,
b) ¢ < f(x) < d, nebot z pati{ do J,
¢) ¢ < h(z) < d, nebot z patii do J7..

<
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Proto je celkem ¢ < f(z) < g(z) < Mx) < d &ili ¢ < g(z) <
< d, takZe g(z) patfi rovndz do J . Tim je ke kaZdému okoli
J, bodu b nalezeno okoli J, bodu a tak, e pro ka%dé = *a
hodnota g(x) padne do J,. To v8ak znamend, Ze limg(x) = b
(viz obr. 31). o8

Vé&ty obdobné vétdm 4—13 dostaneme kdyZ misto obou-
strannych limit vezmeme pouze limitu zprava (po piipadé
limitu zleva). A&koli téchto v&t pro jednostrannou limitu
nkolikrat jeitd pouZijeme, nebudeme je pro tisporu mfsta
dokazovat. Ostatn® tyto dikazy by byly jen opakovinim
diikazi pravé uvedenych.

JestliZe v definicich limity uvedenych na poitku této ka-
pitoly nahradime bod b nevlastnim bodem oo nebo —oo,
destaneme definici t. zv. nevlastni limity. To, Ze funkece f m4d
v bod$ & nevlastni limitu oo, pideme hm/(:c) = 0. Zna.mena

to, Ze ke ka%dému okolf (k o0) nevla,stmho bodu oo existuje
takové okoli J, bodu a, Ze pro viecka = = a z J , padne hod-
nota f(z) do interva.lu (k, c0). Podobny vyznam maji i ostatni
piipady.

Funkce miZe mit nevlastni limitu i v nevlastnim bodé.
Mé-li na piklad funkece / v nevlastnim bod® oo nevlastni
limitu oo, pi$eme to limf(z) = o0 a znamen4 to: Ke ka%dému

o
okolf (k, 00) nevlastniho bodu oo existuje okoli (%, c0) ne-
vlasthiho bodu oo tak, Ze pro viecka z z intervalu (k, o0)
hodnota f(z) padne do intervalu (k, co).

PHiklad 20. Dokéome, Zo lim — = oo, lim —= — <o,
z»0+ T z0— T
t. j. Ze funkce— mé v bodé 0 nevlastni limitu zprava co

a nevla.stnf hmltu zleva —00. Volime-li libovolné okoli (k, o0)
nevlastntho bodu 0o, dovedeme udat takové pravé okoli J,

bodu 0, Ze pro viecka z # 0z J, hodnota f(z) padne do inter.
valu (k, c0). Sta&i se omezit jen na kladnd k. Ptime se tedy,
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1
E”
t. j. dand nerovnost je splndna pro kafdé z z intervalu

( l) Jo tedy vskutku lim —1—=vco Podobnd do okoli
z—+0+ T

(—o0, k'), kde k' < 0, nevlastmho bodu —oo padnou ty

hodnoty f(z), pro nd% j jo — < k'. Odtud plyne ’:, <z<0,

t. ] dand nerovmnost je splnéna. pro kaidé =z z intervalu

pro kterd z je f(z) > k &ili —i— > k. Dostdvame 0 << 2 <

(k” ) ktery tvofi levé okolf bodu 0. Jetedyhm—-: — 0.
z—+0—- T
Cuifend. .
1. Doka.ite iehmz’ 1 =2, limu—
z->1| l_l z*—llzl_l
12. Doksite, %o a) lim = — 0, lim — — 0, b) lim ~ = co.
Zz—® z? z-»—mz z—0
13. DokaZte, %e a) lim 22 = 00, limz® = oo, b) limz® = o0,
z— —— @ Eaad
lima? = — o0, ® : )
Zz2—+—m
az+ b a
14, Doka’te, Ze a) pfi ¢+ 0 je lim — =—,
)RR eF0 de M wtd
az+b a az+b
,_lil_nmca:——{-d_? b)pnc:l:Oa.bc>adJehm+ ard =
T—>——
ar 4 b
e wtd

15. DokaZ%te, Ze a) lunf(a: + a) znamen4 totéZ jako hmf(a:)
b) lim{(z + a) znamené. totéZ jako hm/(x), c) hmlf(a:)[ =

b 2]

znamend toté ]a,ko lim —— = 0.
— f( z)
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16. Jsou-li funkce f a g omezené v intervalu J,, pek i
funkee f(z) + g(z), f(x) — g(x), [(z) . g(x) jsou omezené v in-
tervalu J,. DokaZte.

17, Je-lilimf(z) = b, je hm[f(a:)| [b]- DokaZte. Plati véta
také obrécens?

18, Je-l ].lmf(z) = 0 a jestliZe pro kaidé z 7 a z ndjakého
okoli J, bodu a plati |g(x)| < |f(z)|, pak také hmg(x) = 0.
DokaZte.

19. Je-li funkce f omezend v ndjakém okoli bodu a, neni
lim 1 = 0. Dokaite. .

z»a f(2)

20. Véty 4—13 doka¥te pro limitu zprava a pro limitu
zleva.

II1. SPOJITOST

Je déna funkce f definovand ve viech bodech n&jakého
okoli J, bodu a nejvyse s vyjimkou tohoto bodu e. Zndzor-

y y|
M M
fa) I
]
o

0| a X 0
Obr. 32 ) Obr, 33

nime-lj si tuto funkei grafickv, bude v obvyklych piipadech
timto zndzorndnim jakasi kiivka. Mysleme si, Ze tuto kfivka
probfhdme bod po bodu tak, Ze se blizime k bodu M, jehoZ
vzdélenost od osy y je a.
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a) Jestlife hodnotd ¢ prom¥nné z odpovidé hodnota f(a) .
funkce f tak, e bod M o soufadnicich a, f(a) leZf na nasf
kiivce, m&Zeme ve svém pohybu pokradovat ,spojitd‘ déle
za bod M na druhou stranu. Rikdme, Ze funkce f je v bpdé a
spojitd (obr. 32). To viak neznamend nic jiného neZ to, Ze
limita funkce f v bod3 a je prdvé rovna hodnotd f(a), t. i.
lim/_(=v) = f(a).

b) Miife se viak také stit, o bod M k na¥ kiivce nepatf,
a to bud proto, %e funkce f
neni viibec v bodd a defino-
véna (obr. 33), nebo proto, Ze
hodnota f(a) je definovéna ji-
nak a je zndzorndna bodem P,
ktery je rizny od bodu M
(obr. 34). V Z4dném z tdchto
piipadd nemiZeme v pohybu
po kiivee déle pokradovat,
nebot kiivka je v bodé M
prerufena. Také neplati rovnice hm/(z) = f(a); v prvém

piipadé proto, Ze f(a) neni viibec deflnové,no, a ve druhém
piipad$ proto, Ze f(a) zna¥{ jinou hodnotu neZ hmf(z)

Obr. 34

c) Konefnd se miiZe stét, Ze rovnice hm/(a:) = /(a) neplati
proto, Ze limita funkce f

v bodé a neexistuje (obr. 35). M
Ani v tomto pipadé nelze kiiv- _/
ku v bodé M probihat spojitd. My
Vyslovime tedy tuto definici: 0‘ T X
Funkce f je vbod& a spo-
jith, kdy limf(z) = f(a). Obr. 35

z—a

. Zce.la,'a.na.logicky vyslovime také definici jednostranné spo-
jitosti v bodé a, t. j. spojitosti zprava nebo spojitosti zleva:
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zprava limf(z) =

Funkce fje vbodéa spc;jité, , kdyZz—at
= f(a). zleva limf(z) =
z-ra—
= fa).

Funkce znizornéné na obr. 35 je podle této definice v bodé
a spojitd zprava, neni viak v ném spojitd zleva.
O spojitych funkeich vyslovime vétu:

Véta 14. Funkce f je spojitd v bodé a tehdy a jen
tehdy, kdyZ je vném spojitd zprava i spojitd zleva.

Dikaz. Véta je piimym disledkem véty 3, podle niZ
lim/(z) = f(a) znadi presnd totéZ jako limf(z) = limf(z) =
z—>a z—>a+ z—>a—
= f(a).

Definici spojitosti mti%eme formulovat i jinak, uZijeme-li
k tomu definice limity uvedené na str. 32, v niZ misto b pi-
Seme f(a). Pak oviem hodnota f(a)
padne do intervalu J,. MiiZeme
tedy ¥ei:

Funkce f je spojitd v bodé& a,
kdyZ ke katdému okolf J, bodu
f(@) dovedeme urédit takové
okol{ J, bodu a, fe pro kaZdéz
z J, (bez jakékoli vyjimky) hod-
nota f(z) padne do J, (obr. 36),

Diilezity disledek odvodime z vé- Obr. 36
ty 9:

Véta 15. Necht funkce f a g jsou spojité v bodé& a.
Pak jsou vbod& a spojitéifunkece:
a) k.f(z)+ h.g(z), kde k a h jsou dans &isla,
" b) f(z) . g(=), '
(=)
c) ——
) 9@

, pokud g(a) & 0.
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Dikaz. Funkce f a g jsou spojité v bodé a, t. j. hmf(z)
= f(a), llmy(a:) = g(a). Pak podle vity 9:
) limlk . f(e) + b g(e)] = & . limf(z) + b . limg(z) =

z—+a z-+a

=k.fa)+ k.g(a),
b) fﬂ’a[f(‘”) .g(=)] = lzin;f(z) .lin:g(z) = f(a) . g(a),

limf(z)
im f@ e f@
lim = — : _ -
? z—+a 9(2) limg(z) g(@)’ je-li i’_—':g(x) gla) +£0

Tato véta ndm umoini stanovit, e mnohé diileZité funkoe
jsou spopté

Vé&a'l6. a) Funkce 2* pro n=>0 celé je spojitd
vkaidém bod8. b) Funkce z" pron < 0 celé je spojitd
vkazdémbod&svyjimkouboduo.

Dikaz. a) Dikaz pryé ¥isti provedeme tiplnou indukei.

(1) V ptikladd 16 jsme dokazali, Ze lim(kz + q) = ka + ¢.
To znad, Ze funkee kz + g jo spojité v kazdém bods. Polo-
#ime-li k= 0, ¢ = 1, plyne odtud, Ze funkce ¢(z) = 2 =1
je spojitd v kazdém bodé&. PoloZfme-li £ = 1, ¢ = 0, dostdvi-
me, %e i funkce p(z) = z je spojitd v kazdém bodd. Véta tedy
plati pro n = 1 (i pro n = 0).

(2) Je-li funkce /() = 2" spojitd v kazdém bods, je podle
véty 15b i funkce f(z) . p(z) = z" . z = z"+! spojitd v kai-
dém bods§. Véta a) tedy plati pro kaZdé pfirozens &islo n.

b) Je-li » <0 celé, polofme n= — m, kde m > 0.
Funkce z™ je podle a) spojitd v kaZdém bod$ a hodnoty 0 na-
byva pouze pro x = 0. Funkce ¢(z) = 1 je rovnéi spojitd
podle a) v ka?dém bods. Proto podle v8ty 15¢ je i funkece

F = z~™ = 2" gpojitd v kaZdém bod$ s v¥jimkou bodu 0.
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Funkce
f(®) = ay+ ayz + ayx* + ... + a,2",

kile a,, ay, a,, ..., a, jsou konstanty, se jmenuje raciondini
funkce celistvd &ili mnohoélen. Je-li a, == 0, fikdime, Ze mnoho-
&len jo n-tého stupng. Funkce

ay+ ax + a2+ ...+ a,z"
by + bz 4 by + ... + bpa™’
kde ag, a,,a,, ..., a, by, b, by, ..., b, jsou konstanty, se

jmenuje raciondlni funkce lomend. Aby mél vyraz pro g(z)
smysl, musf byt aspoti jedna z konstant b, riizné od nuly.

glx) =

Véta 17. Raciondlni funkce celistvd je spojitd
vkaZdém bodé; raciondlni funkce lomend je spojitd
v kaZdém bodé s vyjimkou t&ch bod#, v nichZ je
jmenovatel roven nule.

Dukaz. a) Dikaz prvé &isti provedeme uplnou indukef.

(1) Funkee f,(x) = a4+ a,z je spojitd v kaZdém bods,
nebot podle piikladu 16 je limf,(z) = a, + a,a pro kaZdé a.
r—a

(2) Je-li funkee /,(z) = a, + a,x + a2+ ... 4 a,z" kde
n je ¥slo pfirozené, spojitd v ka%dém bodd, je i funkce
Ia+1(®) = fu(2) + @,4,2™+1 spojitd v kaZdém bods podle véty
15a a 16a..

Tim je dokédzdno, Ze kaZdy mnohodlen je funkce spojitd
v ka¥dém bodé.

b) Jeou-li funkce f(z)= a,+ @,z + az®+ ... + a,z",
hz) = by + bz + bx® + ... 4 b,z™ spojité v kaZdém bods,
P YemZ aspoil jedna z konstant b, je riizné od nuly, je podle
véty 15¢ i funkee g(z) = f,% spojité v kaZdém bods s vyjim-
kou t¥ch bodii, v nich¥ je jmenovatel A(z) roven nule.
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Chceme-li stanovit limitu néjaké funkce v bodé a, leckdy se
ném to poda¥i podle véty 4. Mdme-li toti% dvé funkee f a g,
které pro viecka z 4 a z jistého okoli J, bodu a spliuji
rovnost f(x) = g(z), a je-li funkce f v bodd a spojitd, je
limf(z) = f(a). Pak podle v&ty 4 je také limg(x) = f(a). Uké-

z—a z—a

Zeme si to na piiklads.
2 __
P#iklad 21. Méme stanovit lim ’—11 Proka¥dé z = 1 je

z+1 T —
221

z—1

funkce celistvd, o niZ podle v&ty 17 vime, Ze je spojitd v kaZ-
dém bods. Proto limf(z) = f(1) = 2. Podle v&ty 4 je tedy také
z—>1

=z 4 1, avdak funkce f(z) = z 4 1 je raciondlni

lim ¥ 11 = 2. To je v souhlasu s vysledkem pfikladu 14.

z>1 T —

3z 2 . z—D=x—2)
Ptiklad 22. ],J_I;——x”—x—2 = 11_13:; T 1)(3_2) =
z— 1 3z + 2
‘]:J_rgz + = }, nebof pro kazdé x =|=2pla,1:i———_—2
_r—

—1
— 1.
T 1 a funkee — z T 1 je spojitd pro kaZzdé z +

Jindy mtiZeme stanovit limitu s pouZitim vty 12 takto:
Jsou-li f a g funkce, kterd pro viecka z == a z ndjakého okoli
J ; bodu a spliiuji nerovnost f(z) < g(x), a jestlize funkee f m4
v bodé a limitu a funkceg je v tomto bod& spojitd, jé limf(z) <

z—>a
< g(a). JestliZe naopak funkece g m4 v bod$ a limitu a funkce
fie v ndm spopté. pak f(a) < limg(z). Ke stanoveni hm1ty

uzivame Zasto také véty 13. =
Ptiklad 23. Podle véty 13 stanovime hm—z— kterou

z—0

budeme d4l poti'ebova.t. Z obr. 37 je ]a,sné Ze
A OAB < vysel OAB << A OAC.
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Trojihelnik 0AB m4 viak stranu 04 = 1, pfisluSnou vysku
DB = sinz, kde z je délka oblouku AB. Je tedy obsah troj-
Ghelnfka OAB roven } smnz. Trojihelnik OAC je pravouhly;
jeho odvésny jsou 0OA, AC, pH

tem? OA=1, AC:DB= 0A:0D, c

DB o4 smz

obsah je tedy % . %Z— .Koneén& ob- X

sah vysele OAB je 4z, nebot oblouk sinx
AB mé délku z a polomér je 1. cosx |D
Méme tedy nerovnosti 0 1 A

Obr, 37

hO — B

Psinz<jr< §. @— (a)

2 nich pro 0 < z < §x plyne
08T < S%“ <L (b)

Podle vzorce (17) na str. 28 je cosz = 1 — 2 sin*}x. Podle
(a) je vBak sinz < z. Proto také sin}zr < }z, sin®jz < 12%,
takfe cosr = 1 — 2 sin’}z > 1 — 423 Spojime-li tento vy-
sledek s nerovnostmi (b), dostaneme pro 0 < z < 37

- <2< 1. (c)
Nerovnosti (c) viak plat{ i pro — in < z < 0, nebot
(— z)? = 22, sin(— )= — sinz (vzorec (8)), takZe _méx_z) =

= s_u;i:_ Platf-li nerovnosti (c) pro n8jaksé z, plat{ i pro —z,

a proto plat{ v celém’ intervalu (— i, %n) (ne]vyée 8 vypm-
kou bodu 0).
Protofe hm(l — 42%) = 1 a rovné% liml = 1, profo podle

z—0
véty 13 talkh
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lim 5% _ 1, (20)
z0 T
Atkoli jsme si s dikazem pohrili, nenf zcela ngorosni
Vyili jsme toti% z ndzoru a na zéklad® jakéhosi obrdzku jsme
sestavili jakési nerovnosti mezi obsahy jakychsi ploch. Dosud
viak nemdme vilbec definovino, co je to obsah plochy, a
proto zatim jeStd nemiZeme uZivat obsahu k Z4dnym dika-
zlim. Prozatim viak budeme povaZovat vzorec (20) za spriv-
ny; jeho pfesny dikaz poddme v kapitole X.

Véta 18. Funkce sinx a cosz jsou spojité v kaZdém
bods.

Dikaz. Je tfeba dokdzat, Ze lim sinx = sina &ili lim sin(a 4
h—0
+ k) =.sina pro ka%dé a. To j ]e t.otéz jako lim sin(a + &) —

k0
— sing = 0 &jli

lim[sin(a + &) — sing] = 0.

h-+0
Abychom to dok4zali, vimndme si, Ze podle vzorci (18) na

str. 29 je
sin(a@ + k) — sing = 2 cos(a + #h) sinh.

Podle (20) ]ehm——-_ 1, protol.l.msm:c ]Jm(EE )=

z—0 z

—hm—- .limz=1.0=0 a oviem také limsin}h = 0.
z+0 T 250 A0

Je tedy sin}h funkce nekone&nd mali v okolf bodu 0. Vedle
toho |cos(a + k)| < 1, takZe funkce cos(a + }h) je omezens.
Proto podle véty 7 je l.un[sm(a + k) — sina] = 0 a funkce

sinz je spojitd v ka.idém bodé a. Funkce cosz = sin(}7 + z)’
(vzorec (13)) je viak potom rovné? spojitd v kadém bods.

Zavedeme tuto definioi: _
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Funkce | je spojitd v intervalu J,, ma-li tyto vlast-
nosti:

1. v kafdém vnitfnim bod& intervalu J, je spo-
jit4,

2. pat¥i-li poddtedni bod k intervalu J,, je v ném
spojitd zprava,

3. pat#i-li koncovy bod k intervalu J,, je v ném
spojitd zleva.

Pojem funkce spojité v intervalu musime odliovat od
pojmu funkce spojité v bod&. Je-li funkce spojitd v urditém
bodé, jde tu pouze o vlastnost okoli tohoto bodu; je-li vBak
spojitd v intervalu, jde tu o vlastnost celého intervalu.

O funkcich spojitych v uzavieném intervalu plati néko-
lik dilezitych vét, které nyni vyslovime a dokdZeme.

Véta 19. Je-li funkce f spojitd v uzavieném inter-
valu (e, bdamaji-lihodnoty f(a)a f(b) opa¥nd znamén-
ka, existuje takovy vnitfni bod ¢ z intervalu (a, b,
%e f(c)=0.

Dikaz. Pfedpoklddejme, Ze tfeba f(a) >0, f(b) < 0.
Budi% {a, d) takovy interval, ¥e pro viecka z z (a, d) je
f(z) > 0. MnoZinu vsech &fsel d, kterd maji tuto vlastnost,
oznadme M.

Tato mno¥ina neni prézdnéd. Funkee f je totiZ v bod$ a
spojitd zprava, jinymi slovy hmf(.'c) = f{a) > 0. Proto podle

vity 10 existuje takové (pra.vé)
okoli J. bodu a, %e pro viecka z
z3J, hodnota. {(x) mé totéZ znamén-
ko jako f(a), t. j. je f(z) > 0. Inter-
val J, je tedy jednfm z intervalt
{a,d). Oznafme ¢ supremum mno-
Ziny M (viz str. 12). Podle toho, co
bylo prév® fefeno, je uréité ¢ >a
a oviem ¢ < b (obr. 38).
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Pro vSecka z z {a, ¢) musi byt f(z) > 0. Kdyby totiZ existo-
valo takové z, z {a, ¢), Ze f(x,) << 0, existovalo by podle vlast-
nost{ suprema aspon jedno &fslo d; > z,, které patii do M.
Pak by v intervalu {a, d,) existoval bod z,, pro né&jZ by bylo
J(z;) < 0, ale to neni mozné vzhledem k definici mnoZiny M.

Dejme tomu, Ze f(c) > 0. Pak oviem nemuZe byt ¢ = b,
nebot f(b) << 0. Musi tedy ¢ << b. AvSak f(c) = limf(2) (viz

z—c+

vétu 14), a proto podle véty 10 existuje takové (pravé) okoli
{c, d;) bodu ¢, %e pro viecka z z (¢, d,), pro néz tedy plati
¢ < z < dy, mé f(z) totéZ znaménko jako f(c), t. j. je f(z) > 0.
Avsak potom f(z) > 0 pro viecka z z {a, d,) a cnenf supre-
mem mnoZiny M. Proto nemiize byt f(c) > 0.

Musi tedy f(c) < 0, ale pro kaZdé 2 < ¢ je f(z)y > 0. Proto
podle véty 12 je limf(a:) =0, ale limf(a:) = f(c), takZe f(c) =

= 0. Obo;imu souéa.sné Ize vyhovét jen tak, Ze je f(c) = 0,
pti dem? ¢ & b. Kdyby totiZ bylo ¢ = b, bylo by f(c) << O ato
neni.

Jeli f(ag) <0, f(b) >0, vezmeme funkci g(z) = — (),
kterd m4 tu vlastnost, Ze g(a) > 0, g(b) << 0 a je spojitd v in-
tervalu {a, b). Podle privé provedeného diikazu existuje
vnitini bod ¢ intervalu (a, b) té vlastnosti, Ze g(c) = 0. Tedy
iftey=0.

Dokdzans véta se zdd podle ndzoru zcela samozfejm4.
Kazd4 spojitd funkece (t. j. funkce, jejiz graf lze narysovat
jednim tahem), kterd v bodech a, b nabyvé hodnot, jeZ maji
riznd znaménka, m4é tu vlastnost, Ze jeji graf protind osu z
aspoii v jednom bodé mezi body a, b (obr. 38). Presto viak je
tfeba vétu dokézat nezdvisle na ndzoru, abychom snad ne-
byli ndzorem svedeni ke klamnym zdvérdm. .

Véta 20. Je-li funkce f spojitd v uzavieném inter-
valu (a, b, je v tomto intervalu omezen4.

Dikaz. Nafe véta tvrdi, Ze existuji &sla k, b takovi, Ze
h < f(z) < k pro viecka z z (a, b). Doké,zeme piedevaim
existenci ¢fsla k.
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1. Zvolme libovolné &islo k, tak, aby &k, > f(a). Funkce { je
v bodé a spojitd zprava, t. j. limf(z) = f(a) << k,. Proto podle

z~>a+
véty 11 existuje takové (pravé) okoli J, bodu a &ili interval
{a, c), %e pro viechna r z J, je f(z) < k,. Zfejmé jea < ¢ <
< b.

" Dokézali jsme tedy, Ze existuje jakési &slo ¢ takovs, Ze
a<c<b, akndmu existuje &islo &, tak, Ze pro viecka z
z {a, ¢) je f(z) < k, (obr. 39).

2. Predpoklidejme, Ze ¢ < b
a Ze neexistuje jiZ Z4dné d > ¢
z intervalu (g, b), k ndmui by
bylo moZno nalézi takové &islo k,
aby pro viecka z z (a,d) bylo
fl@) < k.

Zvolme libovolné é&islo %, >
> f(c). Funkce f je v bodé ¢ spo-
jitd, t. j. lil_g/(z) = fle) < k,.
Proto podle véty 11 existuje takové okoli J,, bodu ¢, Ze pro
viecka z z J, je f(z) < k,. Okolf J,, je interval (¢, d), kde
¢, < ¢, d >c; proto s;ednocenim intervald (a,c) a J,
vznikne interval (a, d). Oznadime-li k, v8t3{ z obou &isel k
a k,, plati vztah f(z) < k, pro kazdé z z (a, ¢) a také pro
kazdé z z J_, tedy také pro kaidé z z (a,d).

To viak je ve sporu s pfedpokladem udinényni na potitku
bodu 2. Proto neni mo#né, aby bylo ¢ < b, a je tedy ¢ = b.
Tim jsme dokdzali, e existuje ¢islo k, tak, e pro vSecka z

z {a, b) jo f(z) < ky.

3. Zvolme libovolné &islo k; > f(b). Oznadime.li k vétsi
z obou &isel k, a k,, plati vztah f(z) < k pro ka¥dé z z (a, b)
a také pro b, tedy pro kaZdé z z (g, b). Existuje tedy takové
&islo k, %e nerovnost f(z) < k plati pro ka¥dé = z {a, b)>.

Abychom dokézali existenci &¢isla h, vezméme funkei
g(z) = — J(x), které je také spojitd v (a, b). Proto podle pra-

39



vé provedeného dikazu existuje takové &islo &', Ze pro viecka
x z (a, b) plati g(x) < &'. Polozime-li h = — k’ je — flz) <
— b &l f(z) > h.

Véta plati pouze pro funkce spojité v uzavieném inter-
valu. Pro funkce spojité v otevieném intervalu nemusf platit.

1
Na pifklad funkce f(z) = = je spojitd v otevieném intervalu

(0, 00), ale neni v ném omezen4, jak plyne z ptikladu 20, kde
bylo ukézéno, Ze, at volime &fslo k jakkoli, vzdy existuje ta-

kové z z intervalu (0, c0), pro néZ je f(z) = % > k.

Véta 21. Je-lifunkce fspojitd vuzavienéminterva-
lu {a,d) a je-li M supremum a m infimurh hodnot,
jich% funkce v tomto intervalu nabyvi, pak ke kaz-
dému &islu d, které mé tu vlastnost, Zem < d< M,
existuje v intervalu (a, b) takové &islo ¢, Ze f(c) = d.

Diikaz. Nejprve dokdZeme, %e v intervalu {a, b) existuje
takové &islo ¢,, Ze f(c,) = M. Kdyby é&islo ¢; neexistovalo,
bylo by f(z) < M pro ka?dé = z {a, b). Pak M — f(z) >0

pro ka?dé z z (a,b) a tedy ta.ké lf( ] > 0. Funkce

T —Fa f @ je vBak podle véty 15 spojitd v mterva.lu (a, b;

proto podle véty 20 existuje takové &islo k > 0, ie — f @ )

< k pro ka#dé x z {a, b). Odtud plyne f(z) < M — 7. To

viak znamen4, ¥¢ M nenf supremem hodnot f(z), nebot mé-li
M byt supremem, mus{ podle vlastnosti 2 na str. 12 existovat

aspoii jedno &slo & z (a, b, pro nd% f(£) > M — —Il;, at zvo-
lime &islo k > 0 jakkoli. Neni tedy moZné, aby neexistovalo
Zédné &slo ¢, z {a, b), pro nd% f(¢,) =
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Vezmeme-li funkci g(z) = — f(z), pak z podminky m <
< f(z) plyne g(z) < — m, takie —m je supremem vSech
-hodnot g(z). Protoze g(x) je funkce spojitd v (a, b), musf
podle toho, co bylo prévé dokédzéno, existovat takové &islo c,
z (a, b), %e g(c,) = — m &ili f(c,) = m.

Je-li nyni d takové libovolné &slo, e m < d < M, pak
M—d>0 m—d<0. Funkee k(z) = f(x) — d je rovn&Z
spojitd v (a, b), pti femi h(c,) = f(c;) —d=M —d >0,
h{c,) = f(cy) ~ d = m — d < 0. Proto podle véty 19 musi
existovat takové &slo ¢, které leZ{ mezi &isly ¢, a ¢,, tedy
v intervalu {a, b), Ze k(c) = f(c) — d = 0 ¢&ili f(c) = d.

Také v8ta 21 plati pouze pro funkce spojité v uzavieném
intervalu. Na piikladu ukédZeme, e nemusi platit pro funkce
spojité v otevieném intervald.

Pi{klad 24. M8jme funkei f(z) = 2z definovanou pro
viecka z z otevieného intervalu (—1, 1). Probihd-li z viecky
hodnoty z intervalu (—1, 1), nabyvd f(z) viech hodnot z in-
tervalu (—2, 2), takie M = 2, m = — 2. Ke ka?dému d, pro
které plati — 2 << d < 2, existuje &fslo ¢ tak, Ze f(c) = d.
Toto ¢ je zfejmé dédno podminkou ¢ = }d. Neexistuje viak
'%4dné ¢,, pro néZ by bylo f(c;) = 2, nebot pro z = 1 nenf jiZ
hodnota f(z) definovina. Rovné% tak neexistuje Z4dné ¢,, pro
né% by bylo f(c,) = — 2, nebot hodnota f(z) pro z = —1
rovnéz nenf definovdna.

Véta 22. Je-li funkce f spojitd v uzavieném inter-
valu {a, b), pak ke kaZdému &islu ¢ > 0 existuje ta-
kové &islo 6 > 0, Ze pro kafd4d dvd &isla =), z, z (a, b),
kterd vyhovuji nerovnosti |z, — x,| < 6, je |f(z,) —
— fzg)| < &

Dikaz. Zvolme libovolné &slo & > 0.

1. Funkce f je v bodd a spojitd zprava. To znamend, Ze
"k ¥slu ¢ existuje takové (pravé) okoli J, bodu a, e pro
viecka z z J,; je |[f(z) — f(a)l < }e (obr. 40). Jsou-liz,, x, dva
body z J,, je podle (1)
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f()) — f(2))] = |[f(=r) — f(@)] — [f(me) — @] <

< @) — f@)] + |flz,) — f@)] < de + Re=.
Oznadime-li 8ffku okoli J, pismenem §,, je |z, — z,| < 6,.
Tim je véta dokdzdna pro viecka
Z,, T, z jakéhosi intervalu (a,a +
s

2. Podle bodu 1 v&ta platf pro

viecka z,,z, z jakéhosi inter-
valu {a, ¢), kde @ < ¢ < b. Pfed-
poklddejme, Ze ¢ << b a Ze pro
viecka z,,z, z {a,c), pro néZ
plati |z, — z,| < &, kde 6, >0
je vhodné &islo, je |f(2;) — f(xs)| <
< ¢, kdeZto

pro ¥4dné &islo z, > ¢ nebo z, > ¢ z (a, b)> takovi
' véta neplati. *

Funkee f je spojit v bods ¢. To znamend, Ze k &islu }¢ existu-
je takové okoli J, bodu ¢, Ze pro viecka z z J, je |f(z) —
— fe)| < %e. Jsou-li z,, z, dva libovolné body z J,, pak opét

[f(21) — H=a)| = |[fzy) — f(O)] — [Hza) — N £

< @) — o)l + |f(m) — flO)| < e+ fe=e.
Okoli J_ je interval (c,, d), kde ¢, < ¢, d > ¢. Ozna&ime-li
d — ¢, = 8,, pak pro kaZdé dva body z,, z, z J, plati
|£; — 2, < 8;. Oznatme déle 8, men3f z obou &isel 8, a &,;
pak pro ka¥dé z,, z, ze sjednoceni intervali (g, c) a J_, t. j.
z intervalu (a, d), pro néZ plati |z; — z,| < 8,, je|f(z,) —
— [(x,)] < €. To je ale ve sporu s pfedpokladem (*), podle
ndhoZ takova véta nemd platit pro z, > ¢ nebo pro z, > c.
Neni tedy moZné, aby ¢ << b, a proto musfc = b.

3. Jeitd je tfeba dokdzat, e &islo 2; nebo z, miife byt
rovno b. Funkce f je v bodd b spojitd zleva, t. j. existuje ta-
kové (levé) okoli J] bodu b, Ze pro viechna z z J7 je |f(z) —
— f(d)| < 3e. Jsou-li opét x,, x, dvd &isla z J, je .
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|f(zy) — f(ze)l = 1[H(21) — f(B)] — [flzy) — fB)]] <

< If@) — fO) + 1f(ze) — fB)] < de+ Re=e.
Ozna&ime-li §ffku okoli J7 pismenem §,, plati |z, — z,| < &,
Oznadime-li koneéné pfsmenem & mensi z obou &fsel 8, a J,,
pak pro kazdé z,, x, z celého intervalu {a, b), pro néZ platf
oy — 5| <4, jo |f(xy) — f(®:)] << & tim je vita dokédzdna.
Ani tato véta neplati pro funkce spojité v otevieném in-

bervg.lu. Vezméme tfeba funkei f(x) = % spojitou v intervalu

1
(0,0). Je-i 0 < 2y < 7, & 73— 2, < 4, je 6>Oa.x——
1

1l _m—a < 8 < —65-. Volime-li tedy libovolné &>
z, z,z, T, T,
> 0 a mé-li byt :1:- — % < &, vyhovime tomu tak, %e voli-
1 2

me% < g dili 6 < ex,2, coz md byt splnéno pro kaZdé,
(i seb:a mensf) z,. Musi tedy byt 6 = 0, ale my chceme, aby
6>0. - 7
Cuident.
21. Je funkce
fz) = 2¢ pro 0L 2L1
3—zprol<zL2
spojitd v kaZdém bodd intervalu <0, 2)?
22. DokaZte, Ze funkce
sin 1 pro z =0
f(z) = T
k pro z=0

neni spojit4 v bod3 0, at volime hodnotu ¥ jakkoli.
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23. Jak tfeba volit hodnotu %, aby funkce

: :tr:sinl 0 0
fa) = z ¥

k proz=0
byla spojité v bods 0°? !

24. Pro které 2 nenf spojité funkee a) Bi;”x , b) :(:s’«’_”’f) ?

25. V kterych intervalech je spojitd funkce a) etgz,
b) cotgz?

. 7?4 2z . at—2—2
26. Nalezné&te: a)gmm, b) l.l_{l; P
8 4qd '
o) i 3z 428+ 1

z—+1 '(:t - 1)2
sm5z, b) umtg_a:' ¢) lim 1 — sinz
z g0 T

27. Urlete a) lim .
zoin M — T

z—0

28. DokaZte, Ze a) lim (

z—1

z—>4n ]'_t'gx
1 2 3 n
0)"];1'1:(;3'%-?4";;-{‘ --+;§ =3

29. Je-li funkee f(z) spojitéd v bodsé a, je i funkce |f(z)| spo-
jitd v bodé a. DokaZte.

30. Funkce f(z) a g(x) nejsou spojité v bodd a. MiZe se
stdt, Ze funkce f(z) + g(z) je spojitd v bodé a?

IV. DERIVACE

Nejddlezit8jsf misto mezi vlemi limitami zaujim4 limita,
kterou oznafujeme nézvem derivace. Definujeme ji takto:
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Derivaci funkce f v bodé a nazyvdme (vlastni)
limitu .
L f@ ) — f@)

h—0 k N

S pojmem derivace se setkivédme p¥i riznych tvahich fysi-
kilnich i geometrickych. UkéZeme si dva typické pitklady
takovych dvah. ‘

Piiklad 25. Mysleme si bod M, ktery se pohybuje f§o
pifmce. Jeho polohu uddvdme soufadnici # méfenou od uréi-
tého poddtku O. Tato soutfadnice se méni s dasem. KaZdému
dasovému vdaji ¢t odpovidd jedind a urditd poloha bodu M.
Soutadnice z je tedy funkei dasu ¢, t. j. x = f(f). Vezm&me si
dva &asové udaje, jejichZ rozdil je A. Prvni z nich oznaéme
a, druhy pak bude a + h. Je-li & > 0, znadi a + & okam#ik
pozd&jsi a a okamZik diivéjsi; je-li & < 0, je tomu naopalk.
Poditejme drahu, kterou bod M uraz{ za dobu k. V oka-
mZiku ¢ mé bod M soufadnici f(a), v okamZiku @ + » mé
soutadnici f(a + %); za dobu h tedy urazi dréhu f(a + h) —
— f(a). Podil

fa + B — f(a)
h

uddvd primérnou rychlost bodu M od okamZiku a do
okam?iku g - A, nebot je to drdha, kterou bod primérnd
uraz{ za jednotku &asu. Zkracuje-li se rozdil 2 obou &asovych
udajti a bliZi-li se pfi tom primdrnd rychlost limité

li;n fla + k) — f(a) ,
h—>0 h

nazyvame tuto limitu okam#itd rychlost bodu M v oka-
m¥iku ¢. Okamzit4 rychlost je tedy derivace funkce f vbods a.

Ptiklad 26.-Mé_jme‘funkci f spojitou v ur&itém intervalu.
Grafickym zndzorndnim této funkce je jakdsi kiivka y = f(z)
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(obr. 41). Soufadnice 2, ¥ libovolného bodu této kfivky jsou
vézdny rovnicl ¥y = f(z). Vezméme na kfivce libovolnd zvo-
leny pevny bod M; jeho soufadnice jsou a, f(a). Déle vytknd-
me na kiivce je§tdé dalsi bod P rizny od M; jeho soufadnice
oznadime a + &, f(a + k). Je-li bod P vpravo od bodu M,
je k> 0, je-li vlevo, je 2 << 0. Pfejdeme-li od bodu M do
bodu P, zv&tsl se soufadnice a
o piiriistek MN — h a soufad-
nice f(a) o ptiristek NP = f(a 4+
+ &) — f(a). Podil

NP  fa+ k) — f(a)

MN h
0 ;_'—a;h‘ uddvd smérnici pHmky MP.
BliZi-li se piiristek 2 k nule

Obr. 41 a bliZi-li se pfi tom uvedeny po-
dil limitd
( i @+ 1) — fl&)
h—0 h

nazyvime tuto limitu smérnice teény kiivky y = f(:c) v bods
M. Ptimku ¢ prochazejici bodem M, jejiZ smérnice je rovna
uvedené limité, nazyvime tenou kiivky y = f(z) v bodé M.
Smérnice tedny je tedy rovna derivaci funkce f v bodsé a.

Z toho je patrné, %e pojem derivace hraje zdkladni tdlohu
v mnohych problémech matematiky a fysiky.

. P¥iklad 27. Jako pifklad vypoéteme derivaci funkce
f(z) = 2 v bodd a. Plat{

h—»O h—»O h h—0
Nen{ viak nutno, aby kaZd4 funkce méla v kaZdém bods,

v ném? je definovdna, derivaci, nebof uveden4 limita nemus{
existovat.
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Véta 23. M4-li funkce f v bod& a derivaci, je v tom
bodé& spojité.
Dikaz. M4-li funkee f v bod& a derivaci, existuje (vlastnf)
limita
i fet P —f@ _
A0 h
Pak je
. . a4 k) — fla
lim [f(a + B) — f@)] = lin ["—i—,iil . h] =

— 1m0+ D 1@ oy p oo
k=0 h—0

Odtud plyne limf(a + k) = f(a) &ili limf(z) = f(a) a to znadi,
A0 =
%o funkee f jo v bod® @ spojitd.

Pozndmka. Tuto v&tu 1ze také vyslovit ve tvaru: Neni-li
funkcefvbod8aspojitd, nemd vndmderivaci. Vétase
vSak ned4 obratit: je-li funkce f v bodd, a spojitd, nemus{ mit
v tomto bodé derivaci.

PFiklad 28. Funkee f(z) = |z|, kterd je spojitd v bods 0
(viz ptklad 5), nems v tomto bodé derivaci, nebot

a) pro :¢:>O]ef(:1:)—a:ahm"—(-)—f—(o-2 limi—l;

h—0+ h h—>04 h
b) pro < 0 je f(z) = — z a lim Zﬂ;ﬂ)_
A—+0—

PongvadZ limita zprava neni rovna lmnté zleva, neexistuje
limita v bod® 0 (véta 3). To, Ze funkce f(z) = |z| nem4 v bod3
0 derivaci, jevi se také na jejim grafu: k¥ivka se sklédéd ze
dvou &4stf, kterd se stykaji v bodd 0, v ném¥ viak kiivka
ndhle méni sviij smér (obr. 13).
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Derivace funkce f v bodé z je limita ]im—/ =+ h}i — f=) ,
h—+0 -

kterd m4 jistou hodnotu; tato hodnota zdvisi na volbd &isla x.
Ke kaZdému &islu z, pro né% existuje derivace funkee f, je tak
piifazeno uréité &islo, toti% hodnota derivace funkce f v bod$
z. Je tedy derivace funkce f v bodé x opét funkef proménné z.
Je zvykem oznadovat derivaci funkce f znakem f’, takZe deri-
vaci funkce f v bodd z oznadujeme nejdastdji f'(x). Znadime-li
hodnotu funkece f v bodé z jedinym pismenem, tteba y, ozna-
¢ujeme derivaci znakem y'.

ProtoZe budeme Zasto poditat derivace, nebylo by vhodné
postupovat po kazdé tak, jak jsme to udinili v pifkladé 27.
Proto si odvodime ngkolik vét, jimi% se podftdni derivaci
usnadni. '

Véta 24. Derivace konstanty je v kaZdém bodé
rovna nule.

Dikaz. Jeli Hz) = k kde k je konstanta, je také f(x 4

+ k)= k. Pak
i [ET M =@ F— k0 kmo—o..

h—>0 h o B ho b h—0

Véta 25. Derivace funkce f(r) = z je v kaZdém bod&
rovna jedné.

Dikaz. Je-li f(x) = z, je f(x + h) = = 4 &, takZe
i fEEN =@ zthoe R mie
a0 h B0 2 a0 b aoo

Véta 26. Necht funkce f a g majiderivace f ag’. Pak

a) funkce k, f(z) + k, g(z), kde k, a k;, jsou dané &isla,
m4d v bodé x derivaci k, f'(z) + %, ¢'(x);

b) funkece f(z) . g(z) m4 vbod& x derivaci f(z) . g(z) +
+ f(@) . ¢'(=);
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c) funkce g(t:) mé v bodé x, pro n&jZ g(z) + 0, deri-
. _ g=)
vaci — ———.
g(x)

Dikaz. Platf

i 1@+ B — 1@ i J@ B — 9@

f(@) = Lim % » §'(2) = Lim 7
Potom
a) lim ky f(x + k) + ky g(x 4 b) — Ky f(z) — Ky g() —
h—0 . b »
—im [ fEER =@ gt B —gl) ]=
h—0 h h
h—-o h->0

—k,/(z)+k,g(z

b) Ponévadi f(z + k). g(x + k) — f(z) . g(x) = f(x 4 &) .
-g9(x + k) — f(2) . g(x + k) + f(2) . g(x + k) — f(z) . g(x),
proto
lim J&E 1R - glz+ k) — f(x) . g(&)

h—0 h

[f(r+ h) — 1(2)

g+ B + ). L2 """]

h-»o
== lim lﬁ:—h——ﬂi) . Hﬁg(z + k) +
A—0 . A-0
. B) —
+ f) 1m LTE DI i) g 4 f2) . '@,
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nebot podle véty 23 je limg(z 4 k) = g(z), jeZto funkce g
A0
je spojitd v bodé =. .
c) Je-li g(z) & 0, existuje okoli J, bodu x tak, %e pro
viecka z 4 k z J, je g(z + k) & O (v&ta 11). Proto
1 1
lim 9@ +h 9@ . 9@ —gleth)
B0 B 3vo - 9(@) - 9@ T )
. —1 9@+ k) — g(=)
= lim - . — =
o [ 0@ 9@+ B )
-1 . 1 . g(z+ h) — g(x) g'x) .
= .lim . lim = — .
9@) a0 9@ B hmo B (@)
Z odvozenych vét plyne ndkolik disledki, které si musime
pamatovat.

Oznadime-li f(z) = u, g(z) = v, lze vétu 26a zapsat ve
tvaru

)

(kyu + kov)’ = kyu' + kyv'; (21)
specidlnd prok;, = la %y = 1nebo k= — 1
(utv) =9 +¢, (u—v)=u —1. (22)
Odtud pro v = k, kde k je konstanta, podle véty 24
(w4 k) =o', (23)

co¥ se fasto vyslovuje slovy: aditivni konstanta (t. j.
konstanta, kterd se pfiéitd) pfiderivovdni odpads.

Podobné lze vétu 26b zapsat ve tvaru

(wv) = w'v + w'. (24)
Odtud pro v = k dostdvame
(ku) = k', (25)

*) g%z) znadf totés jako [g(z)]%.
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coZ vyjadiujeme slovy: multiplikativni{ konstanta (t. j.
konstanta, kterou se ndsobf) zﬁstévé. _pti derivovéni
beze zmény.

Konetné podle véty 26b a 26¢ je (1:—) = (u %) =

, 1 1\ w'  wv—uw .
—u.-;-i—u.(—v—) —T— P o2 ,t&kze
(ﬂ-) = u , pokud v £ 0. (26)
v v?
Déle dokdZeme vzorec
(™)’ = nan-1 (27)

platny pii celém n.> 0 pro kazdé z a pfi celém n << 0 pro
ka%dé z 4 0. Dikaz pro n > 0 celé provedeme tuplnou in-
dukei.

(1) ’ =1=1. 2° pro kazdé z podle véty 25 (viz vzorec
(4) na str. 24). Vzorec (27) tedy plati pro » = 1.

(2) Plati-li vzorec (27) pro néjaké =, t. j. je-li (z) =
= nz"~1, je podle vzorce (24)

(et =(z" .2y = (") .2+ 2.2’ =na"" 1.2+
N +2t.1=(n+1)a",

takZe vzorec (27) plati i pro » 4 1. Vzorec (27) tedy plati
pro ka?dé p¥irozené &islo n.

Je-lin < 0 celé, poloime n = — m, takZe m je celé kladné.
Dok4zali jeme, %e (z™)' == mz™-1, proto podle véty 26c pro
z %= 0 plati

(@) = (z-m) = (

1\ mam-1
F) =S = — mx~ ™" 1= par-1,

CEE
Vzorec (27) tedy plat{ i pron < 0 celé a proz + 0.
Vzorec (27) plati dokonce i pro n = 0 a pro z == 0, nebot
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tu je 2° = 1 pro kaZdé z, a pak podle véty 24 je (z%)' = 1' =
= 0=0.z"1; to je spravné, pokud z = 0.
Pro derivace funkef sinz a cosz plati
(sinr)’ = cosz, (cosz)’ = — sinz, (28)
jak si nyni dokiZeme. Podle vzorci (18) je

lim sin(x + k) — sinz 2 cos(x + ;h) sin ‘}h

= lim
h—0 h A0
. . sinth
= limcos(x + k) . lim = coszx;
20 a0 3R :

lim cos(z + h) — cosz — Yim = 2 sin(z + -}h)_. éinih _
h—0 h A0 h
= _limsin(@+ 3) . lm S2E g
h—0 h—0 %h
sin}h
nebot cosz a sinx jsou funkce spojité (véta 18) a lim Y =1
h-0
(vzorec (20)).
Na zéklads odvozenych vztahii ukiZeme, Ze plati
' 1 P 1
(tgz) = oz’ (cotgz) = — grac (29)

pro viecka z, pro né% se jmenovatel nerovna nule. Podle vzor-
cli (26) a (28) méme '

(bga) = (sin:v) . cos?z 4 sin’z 1

cosT cos?z ~ cos’z
pro z «}(210 + 1), % celé,
(cotgz) — (cos:z _= sin?xr — cos?z _ _1—
sinz sin%x sin%z

pro z = kn, k celé.
Na pfkladech ukédZeme, jak se uZivd odvozenych vzorei.
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Piiklad 29. (222 — L2+ x — 4)' = 62 — 1z + 1 podle
vzorel (21) a (27). '

axr + b)' alex + d) — (ax + b) ¢

cx + d = =

Priklad 30. ( s T dF

= (%%I:;—z pro z = — %— ac=*0 po&le vzorce (26).
Piiklad 31. (z cosz)’ = cosz — x sinz podle (24) a (28).
1 \V —cosz .
Priklad 32. | = iz pro z = kx, kde k je

celé, podle (26) a (28).

V pifkladech fohoto druhu je tfeba stanovit podminky, za
nichZ jsou uvedené vypodty spravmné (viz piiklad 30 a 32).
Neni-li uvedeno Z4dné omezenf, zna¥i to, Ze vypodet plati
pro kaZdé z (pfiklad 29 a 31).

N8kdy se mife stdt, e funkce nemd derivaci, nebot pii-
sludnd limita neexistuje, existuje vSak limita zprava nebo
limita zleva (viz piiklad 28). Pak fkdme, %e funkce md
v bod® z derivaci zprava (znalka f/ (z)) nebo derivaci zleva
(znadka f_(z)). Tak na prikla.d pro funkei f(z) = |z| je
fL0)=1, [ (0)= '

Je-li n8kterd z limit
i [EEN 1@ o fet B — )
h—+0 h v A0+ h
i [@+ B — f@)
S h

nevlastni, Hikdme, %e funkce f m4 v bodd z neviasini derivaci,
pHp. neviastnd derivaci zprava nebo nevlasini derivaci zleva.
Zpravidla viak slovem derivace rozumime derivaci, kterd
neni nevlastni a kterou ndkdy k zamezeni nedorozumém
oznadujeme nizvem derivace viasind.
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Nyni zavedeme novou definici:

rostouct
klesajict
kaZd4d dvd &isla z,, z, z tohoto intervalu, kterd
spliuji podminliu z, < x5, plati nerovnost

f(zy) < f(zy).
f(zy) > f(=z,5)

Piejdeme-li tedy od mensiho z, k vétsimu z,, hodnota
f(z) se u funkee rostouci zv¥taf, kdeto u funkce klesajici se

Funkeci f nazyvédme v tntervalu J,, kdyZ pro

zmen§{ (viz obr. 42 a 43). Funkes rostouci a funkee klesajicf
v intervalu nazyvime ndkdy spolenym jmémem funkce
monotonni.

Vedle pojmu funkce rostouci nebo funkce klesajicl v in-
tervalu zavedeme jest& pojem funkce rostouci a funkce kle-
sajici v bodé, a to touto definicf:
rostouct
klesajici
kové okoli J, bodu a, e pro viechna z<<a z J, je
(=) < f(a) f(=) > f(@).

{(z) > f(a) f=) < Ha).

Funkce zobrazens na obr. 44 je podle toho rostouci v bod¥

Funkce / se nazyvé v bod¥ a, 1ze-li udat ta-

aprovéechnaz >azd je
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a, nebot existuje takové okolf J ;. bodu a, Ze pro viecka 2z J ,,
_ktera jsou vlevo od g, je }(z) < f(a), kdeZto pro vBecka zz J ,
kterd jsou vpravood a, je f(x) > f(a). Podobnd je tato funkce
klesajici v bodd b a v bods ¢ je
opét rostouct, jak plynez vlast-
nostf okolf J3, pfes to, Ze neni
v bod3d ¢ spojité.
Oba pojmy musime od sebe
ndleZitd odliSovat: Je-li funkce
‘rostoucf v bods, je to pouze
vlastnost okoli tohoto bodu;
je-li funkce rostouci v inter-
valu, jde o vlastnost celého in-
tervalu. Souvislost mezi obéma pojmy osvétluje nédsledu-
jlci véta. '

V&a 27. Funkcefje

rostouci
klesajici
rostouci

kM®sajici

vintervalu (g, b) tehdy

a jen tehdy, je-li v ka¥dém bodd tohoto

intervalu.

Diikaz. Diikaz provedeme nejprve pro funkei rostouci.

1. Je-li funkece f rostouci v intervalu (a, b) a je-li ¢ libovol-
ny bod tohoto intervalu, pak pro ka¥dé z < ¢ z (a, b) je
f(x) << f(¢c) a pro ka%dé z > ¢ z (a, b) je f(z) > f(c); jo tedy f
rostoucf v bodd ¢. Funkee f je tedy rostouci v kaZdém bodd
intervalu (g, b).

2. Predpoklidejme, Ze f je rostouci v ka¥dém bod$ inter-
valu (@, b), ale neni rostouci v intervalu (a, b). Pak existujf
dva body ¢ < d v (a, b) tak, Ze f(¢) = f(d). PonévadZ funkce f
je rostouci v bods ¢, existuje v intervalu (¢, d) bod ¢, tak, e
f(e;) > f(c). Proto také f(c,) > f(d). Oznadme M mnoZinu
téch z z intervalu (¢,, d), pro n&% plati f(z) = f(c,). MnoZina
M neni prizdné, nebot bod ¢, do nf patii. Jeji supremum
oznatme y. Zfejmé je ¢; < y < d.

/
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Necht je y = d. To znamend, Ze v kaZdém levém okoli
bodu d existuje bod z tak, Zef(z) = f(c,) > f(d). Pak funkce}
neni rostoucf v bodé d, ale to nesouhlasf s pfedpokladem.
Nen{ tedy mo¥né, aby y = d. '

Je proto jistd y << d. Pak pro ka¥dé =, z (y, d) je f(z,) <
< [(¢,), nebot Zidné toto x, nepatii do M. Mezi body x,
z (y, d) viak existuji takové, ze f(x,) > f(y), nebot f je ros-
touci v bod& y podle predpokladu. Proto f(y) < f(c,).

Kdyby bylo y = ¢,, bylo by f(c,) < f(c,), ale to jisté neni.
Jo tedy urlité ¥ > c,. Aviak potom existuje levé okolf J,
bodu y tak, Ze pro viecka z z J, je f(z) < f(y), nebot f je
v bodé y rostouei. Mezi body x z J, je viak aspoii jeden ta-
kovy, ktery patii do M a pro ndjz je tedy f(z) = f(c,), nebot
¥ je supremum mnoZiny M a v kaZzdém levém okoli suprema
lezi aspofi jeden bod z mnoZiny M (viz str.12). Proto f(y) >
= f(cy), ale to také neni moZné, nebot jsme vyse dokézali, Ze
vidy musf f(y) < f(cy).

Viecky moZné polohy bodu y vedpu tedy ke sporu. Proto
neni moZné, aby v intervalu (a,b) existovaly dva body
¢ < d tak, aby f(c) = f(d), nybrZ pro ka%dé dvé hodnoty
¢, d z (a, b), které spliuji nerovnost ¢ << d, musf platit f(c) <
< f(d). Funkece f je tedy rostouci v intervalu (a, b).

Je-li funkece f klesajicf, vezmeme misto funkce f funkei g,
pro niZ plati g(x) = — f(z). Pak z nerovnosti f(z,) > f(z,)
plyne — f(z;) < — f(x,) &ili g(z,) < g(z,). Je-li tedy funkce f
klesajici (v intervalu nebo v bodd), je funkce g rostouci. Pro-
toZe v&ta plat{ pro funkce rostouci, plati i pro funkce klesa-
jlet.

O tom, je-li funkce v n8kterém svém bod® rostouci nebo
klesajici, Ize pohodlné rozhodnout na zdkladd derivace.

Véta 28. M4-li funkce f v bod® a derivaci kladnou,
jo v tom bodd rostouci, mé-1i v bod¥ a.derivaci z4-
pornou, je vtom bodé& klesajiei.
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Dtkaz. Polofme ¢ + kh = z &ili h = x — a. Pak
) 1im f@ & h) > @) _ i J@® — Ha)
fla)= .
h—rO z2—+a r—a
a) Je-li f'(a) > 0, zna,(‘.i to podle v&ty 10, Ze existuje ta-
kové okoll J . bodu a, %e pro viecka z = az J, je — f(x) / (a)>

> 0. Je-li z > a, je také f(z) > [(a), a je-li z < a, je /(:c) <
< f(a). Funkce f je v bod$ @ vskutku rostouci.

b) Je-li f'(a) < 0, znadi to podle téze véty, %o existuje ta-
fz ) f( )

kové okoliJ_bodu a, %e pro véecka z +a z J . je —————

< 0. Je-li tedy = > a, je f(z) < f(a), a je-liz < a, je f(z) >
> f(a) a funkce f je v bodé a klesajici.

Budeme se zabyvati t. zv. lokdlnimi extrémy, které definu-
jeme takto:

Funkce f nabyvé v bods a lokélniho ™ >4

Ize-li

udat takové okoli J, bodu a, ze pro véecka z+azd,

;o @) < fla)

/(=) > f(a).

Tak na piiklad funkce zobrazend na obr. 45, je% je defino-
véna v uzavieném intervalu (g, b), nabyvé v bodech d, e
lokdlntho maxima a v bodech
¢, g lokdlniho minima p¥es to,
%e neni v bodech ¢ a g spojitd.
V bod® f nelze mluvit o mi-
nimu podle na3{ definice, nebot
nelze udat takové okoliJ, bodu
f, aby platila napsan4 nerov-
nost. RovnéZz tak nelze mlu- gc de f g b
Vit 0 maximu v bod¥ b, po- Obr. 45

névad? tu nelze udat %4dné

okoli tohoto bodu, nejvySe jen levé okoli.
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Hleddme-li lokdln{ extrémy dané funkce, miZeme je hledat
jen v t&ch bodech, v nich% funkce bud nem4d derivaci, nebo
v nichZ je derivace rovna nule, nebot v t&ch bodech, v nich%
mé funkce derivaci kladnou, je rostouci & v téch bodech,
v nichZ mé derivaci zdpornou, je klesajici, jak pravi vita 28.
Nemize tam tedy nastat extrém. Hleddn{ lokélnich extrémi .
ndm usnadnf tato vita:

Véta 29. Je-li funkce f vbodéa spdjité alze-liudat
takové okoli J, bodu a, Ze / je v kaZdém bodé z < a

z J, funkof T°%°U%! o o asdém bods z>az J,
~ klesajicf .
funkciklesa]id’naby’vé funkce f vbodda lokélniho
rostouci, }
maxima.
minima.

Dikaz. Dikaz provedeme nejprve pro maximum. Pfed-
poklidejme, %e funkce f nem4 v bodé @ lokdlni maximum,
tedy Ze existuje v J, aspon jeden bod b = a tak, Ze f(b) =
2 f(a), aviak pro kaZdé z < a z J, je f funkce rostouci a pro
ka¥dé z > a z J, je klesajici. Jsou dv® moZnosti: bud je b < a,
nebo je b > a.

a) Necht je b << a. PonévadZ funkce f je rostouci v ka¥dém
bodd z << a z J,, je podle véty 27 rostouci v celé &isti okoli
J , kterd leZi vlevo od bodu a. Zvolme n&jaksé &islo b, tak, aby
b < b; < a. Potom f(b,) > f(b) a také oviem

(b)) > f(a). (a)

Vedle toho pro kaZdé =z, které vyhovuje podminkdm b, <<
< z < a, plati f(z) > }(b,).

Funkee £ je spojitd v bod¥ a, a proto limf(z) = limf(z) =

— f(a) (v8ta 3). ProtoZe viak f(z) > f(b,) pro ka?dé z 7 (b, @),
je podie véty 12 limf(z) > f(b,) &ili f(a) = f(b,), ale to odpo-

S0 —

ruje nerovnosti (a). Nenf tedy moZné, aby b < a.
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b) Musi tedy b > a. PonsvadZ funkece f je klesajici v kaz-
dém bod® z > a z J, je podle véty 27 klesajicf v celé &4sti
okoli J ., kterd leZi vpravo od bodu a. Zvolme néjaké b, tak
aby @ < b; < b. Potom f(b,) > f(b) & oviem opét

1(by) > f(a). (a)
Vedle toho pro ka%?dé z, které vyhovuje podminkim a <<

<2< by, plath f(z) > f(by). .
Funkce f je spojitd v bodé a, a proto limf(z) = limf(z) =

T—a z—a+

= f(a). ProtoZe v8ak f(z) > f(b,) pro kaZdé z z (a, b,), je

podle véty 12 limf(z) = f(b,) &ili f(a) = f(b,), ale to op&t od-
z—>a+

poruje nerovnosti (a). Proto nen{ moZné, aby & > a.

Z toho plyne, Ze pro Zidné b z J, nemiiZe byt f( f b) = fa);
proto v bod® ¢ musi nastdvat maximum.

Jde-li 0 minimum, vezmeme funlkeci g(z) = — f(z), kterd
jo v ka¥dém bodé z << a z J, rostouci a v kaZdém bodé
z > az J  klesajici. O této funkci jsme pravé dokdzali, Ze mé
v bod$ @ maximum, t. j. pro ka?dé z &= a z J, je g(z) < g(a).
Proto — f(z) << — f(a) &ili f(z) > f(a), taki funkce f m4
v bodd a lokdlni minimum.

Piiklad 33. Vysetime prﬁbéh funkce

flo) = -
Tato funkce je definovéna pro kaZdé z, nebot vyraz f(z) m4
smysl pro ka#dé z, a je spojitd v celém intervalu (— oo, 00).
Utvotme derivaci
) 1— 22

) = o

to opdt plati pro ka?dé z. Je-li 1 — 23 > 0, je f'(z) >0,
ajelil — 2%2< 0, je f'(x) < 0. Funkce f je tedy rostouci ve
vSech bodech, pro ndZ plati 1 — 2% > 0, t. j. [2| < 1, a klesa-
jici ve v3ech bodech, pro n&Z plati 1 — 22 < 0, t. j. || > 1.
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Podle znaménka derivace viak nemiZeme rozhodnout o pri-
bshu funkce f v bodech z = 4 1, nebot tam je f'(z) = 0.
Funkce f je viak v téchto bodech spojitd a v kaZdém bod¥
z + 1 jistého levého okoli bodu 1 je f(z) > 0 a v ka¥dém
bodd = 3= 1 jistého pravého okoli bodu 1 je f'(x) < 0, proto

Y
fba<0 -1 0 h X
: )Io>o T o
Obr, 46

v bods 1 podle véty 29 nast4vé lokélni maximum. Podobns
ukdZeme, %e v bod® —1 nastivd lokilni minimum (viz
obr. 46).

Pifklad 34. Podobng vydetfime funkeci
{(z) = [sinz].
Funkce je definovéna opdt pro kaZdé z, ale vzhledem k perio-
dicité funkce sinus se miiZeme omeziti pouze na interval

{(—a,n).Pro0 < z< n je |sinz| = sinzapro— 7z <2< 0
je [sinz| = — sinz. Proto

f(z) = cosx pro 0<z<m,
—cosTz pro — <<z <<0.

V bods 0 derivace neexistuje, nebot f, (0) =1, / (0) = — 1;
rovné? neexistuje derivace v bodech zx a — . Vedle toho je
f'(3x) = f'(— n) = 0. Ve viech ostatnich bodech derivace
existuje a neni rovna nule. Pro ka#dé 2 z intervali (0, 4x) a
(—m, — §7) je f'(x) > O, proto je tam funkce rostouci. Pro
ka%dé z z intervall (— }x, 0) a (3=, 7) je f'(x) < 0, proto je
tam funkce klesajici. Vzhledem k tomu, Ze funkce f je ve
vBech bodech spojit4, nastdvd maximum v bodech }»a — 4n
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a minimum v bodech », 0, — 7. Pritb8h se oviem periodicky
opakuje (obr. 47).
Tuto kapitolu ukondime ditkkazem dvou dileZitych vét.

a0 f0 10 fie0 fe0 ™

Obr. 47

Véta 30 (véta Rolleova). Mé-1i funkce f derivaci ve
viech bodech (otevieného) intervalu (a, b), je-1i ddle
spojitéd zprava v bod& e a spojitd zleva v bod& b
aje-lif(a) = f(b) = 0, pak existuje (aspori jeden) vnit¥ni
bod ¢ intervalu (a, b), pro ndjz f'(c) = 0.

Diikaz. Funkee f jo spojitd ve viech vnitinich bodech in-
tervalu (a, b), nebof v nich mrd podle pfedpokladu derivaci
(véta 23); v bodd a je spojitd zprava a v bodé b je spojitd
zleva, je tedy spojitd v uzavieném intervalu {a, b>. Nutno
rozeznivat nékolik piipadi:

a) Existuje asponi jeden bod z z intervalu (g, b), pro n&j#
f(z) > 0. Pon¥vad% funkce f je spojitd v (a,b), existuje
podle véty 21 bod ¢, v ndm¥ funkce f nabyva své nejvétsi
hodnoty M. Hodnota M musi byt kladné, nebot pfedpokldd4-
me %e existuje bod z, pro n&jZ f(z) > 0 a zcela jistd M >
= f(x). P¥itom ¢ 4 a a ¢ = b, nebot f(a) = f(b) = 0. Funkce
fnemiize byt v bod$ ¢ rostouci; kdyby byla v bodé ¢ rostouci,
musel by existovat aspori jeden bod z; > ¢ tak, Ze by f(z,) >
> f(c) = M, coZ neni mo¥né. Proto také funkce f nemiZe
mit v bodd ¢ kladnou derivaci podle véty 28. *) Musi tedy
f'(¢) < 0. Kdyby bylo f'(c) < 0, byla by funkce f v bod3 ¢

*) V&tu 28 moZno vyslovit ve tvaru: Neni-li funkce f v bodd a
rostoucf, nemé v ném kladnou derivaei.
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klesajici podle v&ty 28, ale to také neni moZné, nebof pak
by musel existovat takovy bod z, << ¢, pro ndjZ by bylo
Hzs) > f(c) = M. Musi tedy f'(c) = 0.

b) Druh4 moZnost je ta, Ze pro %4dné z z (a, b) nenf f(x) >
> 0. '

1. Je-li f(z) = 0 pro ka%dé z z (a, b), pak podle vdty 24 je
f(x) = 0 pro ka%dé z z (a, b) a véta je tedy spravnd.

2. Je-li pro nékteré z z (a, b)
C, hodnota f(z) < 0, pak — f(=) >0
! a pro funkei g(z) = — f(z) jsou
' G o splndny podminky odstavece a).
a ¢ \1./ Proto existuje ¢ tak, Ze g'(c) = 0.
I G Aviak g'(c) = — f'(¢) podle vzorce
Obr. 48 (25). Proto také f'(c) = 0. Tim je
. ) véta zcela dokizdna.

Geometricky vyznam v&ty Rolleovy je tento: JestliZe
funkce f spliiluje podminky uvedené ve vétd, existuje na
grafu funkce f mezi body a, b aspoii jeden takovy bod C, Ze
teéna v ném je rovnob&Znd s osou z (viz obr. 48, v ndm? jsou
takové body dva).

Véta 31 (véta o pfiristhu funkee ¥ili véia o stfedni hodnoté).
M4-li funkce f ve vBech bodech intervalu (a, b) deri-
vaciaje-livbod8aspojitdzpravaavbodd b spojitd
zleva, existuje (aspoi jeden) vnit¥ni bod ¢ intervalu
(@, b), pro n&jz plati f(b) — f(a) = (b — a) . f(¢).

Dikaz. Vezméme v ivahu funkei

F(z) = (b — a)[f(z) — f(@)] — (z — a)[}(b) — f(a)].
Tato funkce m4 derivaci
F'(z) = (b — a) . f'(x) — [/(b) — f(a)]
ve viech bodech intervalu (a, b), v bod8 a je spojitd zprava,
v bod® b je spojitd zleva a F(a) = F(b) = 0, jak se snadno
pFesvdddime. Funkce F tedy splfiuje podminky véty Rolleo-
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vy; proto existuje vnitfni bod ¢ intervalu (a, b) tak, Ze F'(c)=
=0, t. j. (b—a).f(c) — [f(b) — f(@)] = 0.

Také véta o piirlistku funkce m4 jednoduchy geometricky
vyznam. ProtoZe je b — a == 0, lze nalezenou rovnost psit

ve tvaru f (b) — Ha) .
—a

f'e)y=

Pravi strana je smérnice primky AB (obr. 49), leva strana je
smérnice tefny v bodd o soutadnicich ¢, f(c). Splituje-li funkce
f podminky v&ty o piristku funkce, existuje na oblouku
kfivky mezi body 4, B aspon jeden bod C tak, Ze teéna v ném
je rovnobéZnd s iimkou AB.

Z véty o ptiristku funkce plyne tento disledek:

Diisledek. M4-li funkce f pro viecka z z ndjakého
intervalu J, derivaci rovnou nule, pak pro kaZdé z
z J,plati f(z) = k, kde k je konstanta.

Ponévadz funkce f m4 pro viecka
x z J . derivaci, je spojitd ve viech
bodech intervalu J,. Jsou-li a, b
dva (vnitini) body z J, takové, Ze
a < b, je funkce f v bod$ a spojitéd
zprava a v bodd b zleva, MiZeme A
tedy na interval {a, b) aplikovat .
vétu o piiriistku funkce, podle niZ
existuje vnitfni bod c¢ intervalu
(a, b) tak, %e f(b) — f(a) = (b— a) . Obr, 49

- f(c). Av¥ak f'(c) = 0, nebof c je
vnitini bod intervalu J,, proto f(b) — f(a) =0 ¢&ili f(b)=
= f(a). To plati pro kterékoli dva body z, z;, z J,. Polo-
Zme-li f(z,)=k, je H(z)=k pro kaidé z z J,.

Cuidend.
31. Stanovte derivace funkei: a) 8z — 2z + 1, b) 1z 4

122~z + 2, ¢) (@ + 22— 3)(&* — z + 4), d)’”’b5

83



a2+a: — 1)z — 2) _ 1 N
°) ad — a3 a+0, f) z—3 » 8) (x + a)z 4 b)’
| .
a=+0, b+0, h)(1+ )2, i) tgz — =z, ])-(Ez—, k) z?sinz,
. sin tgz 4 1
1) sinZz, m)l—sinz’n) tgz— 1"~
32. Jakou derivaci md funkce a)%, b) |z+ 1| + |=|,
z+1
c)‘z—l? .

33. T¥leso vrZené svisle vzhiru rychlosti ¢ se pohybuje
podle rovnice s = ct — }g1% pfi demZ s je dréha, ¢ &as, g
(konstantnf) zrychlen{ gravitadni. a) Stanovte okamZitou
rychlost télesa v okamziku ¢. b) V které vyii a v kterém oka-
mZiku je jeho okamZit4 rychlost rovna nule? c) S jakou oka-
mZitou rychlost{ dopadne téleso zpét do mista, z n&hoZ bylo
vrZeno?

34. V kterych bodech a pod kterym tdhlem protinaji osuz
kfivky: a) y = sinz, b) y = tgz, ¢) y = 2° — z?
35. Uplnou indukef doka¥te, %e
(Ryuy + Fgus + ... + kou,)' = kyu) + kguy + ... + ko,

kde ki, k,, ..., k, jsou konstanty a u,, u,, ..., 4, jsou funkce
prom&nné z.

36. Uplnou indukef dokaZte, %e pro n > 0 cel je
(@] = nfr-22) . f'(2),
kde f je funkece, kterd md v bodé z derivaci f'(z). b) Platf

vzorec i pro n < 0 cel€? ¢) Derivujte podle toho sin’z,

cosiz
(1 4 2z)%.
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37. Uplnou indukef dokaZte, %e
(ul.uz...u,.)'__ uy u,
Up Uy U + + AR
pokud jsou jmenovatelé rﬁzni od nuly Odvodte odtud znovu
vzorec ze cvié. 36.
sudé§,
38. Funkce f se nazyvé lichs, '
definovéna v bodd z, je definovdna také v bodé —z a

f(—2) = f(=z)- . .
Na p¥. 2" pro n sudé nebo cosz jsou funkce
f—2) = — f@). N2 PR P ]
sudé, z" pro n liché nebo sinz jsou funkce liché.)
lichd
1 h' ® funkee j jo .da funkce
39. Stanovte body, v kterych je dand funkce rostouci
nebo klesajici, a body, ve kterych nabyv4d maxima nebo mi-

nima, v pfipadech: a) 23 — z, b) (22 — 1)?, c) d)

mé-li tuto vlastnost: Je-li

Dokazte vétu: Deriva.ce

+ I
(l )2, z+1, e) |[z+ 1+ |z—1], f) 24 sinz, g)
|sinz| + |cosz|.

40. Pomoci véty o piirlistku funkce dokaZte, %e pro 0 <
< z < {7 je a) sinx < 7, b) tgz > =

V. URCITY INTEGRAL

Budi¥ dédna funkce f definoveans pro viechna z z jakéhosi
intervalu (a, b) a v tomto intervalu omezend. Zvolme libo-
volnich n— 1é&isel 2, ,, ..., 2,_;, tak, abye < 7, < 7, <
<...< Ty < b, a pro uplnost jestd doplnime oznadeni
a= a:o, b = z,. Tim jsme rozdélili interval (a, b) na n dilgich
intervald (z,, -’"1)» {Zy, @), ...y {Tp_y, T,y (0br. 50, v n8mMY je
n=17). Délky téchto intervali oznaime Az, = z, — z,,
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Az = 29 — %4, ..., A2, = T, — Z,_,. Obecnd k-ty intepval
jo (Zy—;, Zyy & jeho délka Ax, =z, — x,_;. Vidy je
Az, >0a

Az, + Az, + ...+ Az, = b —a.

MnoZinu d8licich bodt =z,, z,, #,,..., 2,_,, ¥n nazveme
rozdélentm intervalu (a, b). Abychom se mohli jasnd vyjadfo-
vat, oznadme toto rozdéleni néjakym pismenem, tieba D.

Protoze funkce f je omezend v intervalu (a, b), je omezens
i v ka¥dém dfl$im intervalu (z;_,, z,>. Proto mé v ka¥dém
dfl¥im intervalu urdité supremum a ur&ité infimum. Toto
supremum v k-tém diléim intervalu oznadme M, infimum
v témZ¥ intervalu ozname m,. Je oviem vidy M, m,.
Utvofme nyni soudty ' -

S(D)=M1-A21+M’-Azz‘+ -..+.M“.Ax,"
8(D)=my.Adz; + my, . Az, + ... + m, . Az,
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Je-li f(x) = 0 pro kaZdé z z {a, b), je geometricky vyznam
soudtii S(D) a 8(D) zndzorndn vydirkovanou plochou na
obr. 50 a 51. Jejich hodnota z4visi jednak na pribshu
funkee { v intervalu {g, b), jednak na tom, jak zvolime roz-
déleni D. Jeito M, > m,, je S(D)= s(D). Proto soudet
8(D) nazveme hornim souétem a soudet s(D) dolnim sou-
&tem pifslusnym k rozd&lenf D. '

Ponechéme nyni funkci f beze zmény a budeme zkoumat,
jak zdvisi hodnoty S(D) a s(D) na rozdgleni D.

JestliZe v urditém rozdéleni ponechdme viecky delict body
Zg, Ty, %y ..., T, beze zmény a zavedeme tam jeStd dalsi
délicf body, vznikne nové rozddleni D,, které nazveme
zjemnénim rozdéleni D, '

Pomocnd véa. Je-li D, zjemnénim fozdsleni D, pak
8(D) = 8(D,) = 8(D,) > s(D); jsou-li D a D' dvé libo-
volnidrozddleniintervalu (g, b), je vidy S(D) = s(D).

Dilkaz prvé &sti provedeme tak, Ze si budeme myslit, Ze
rozddleni D, vznikne z rozddleni D tak, Ze k d&licim bodiim
rozdéleni D ptiddvdme dalki dilici body rozdéleni D, postup-
ng jeden po druhém. V&imn&me si nejprve jen dfliho inter-
valu {xy_,, z;.), ktery do soustu S(D) ptispivd pfispévkem
M, . Az, a do soudtu s(D) piispévkem m, . Az;. Piiddme-li
sem dalsf délicf bod ¢ tak, %e x,., < £ < z;, dostaneme
z intervalu (z,_,,z,> dva intervaly (zx_,, &), (&, x)-
V intervalu (z_,, £) m4 funkce f supremum M; a infimum
m, & v intervalu (£, z,> mé supremum M} a infimum m;.
Tyto dva intervaly pfispivaji do soustu S(D,) hodnotou

ME — 2y + Mz, — 5K Myl — 235) +
+ Mk(x‘, _— £)= Mk(xk -— xk_l) = 'Mk . Azk,

nebof M je supremum v celém k-tém dilé{m intervalu, takze
M, < M,, M; < M,. Podobnd oba intervaly ptispivajf
k soudtu s(D,) hodnotou

My(€ — Tp_q) + mi(zp — ) = malE — Zpy) +
+ mk(zk - 5) = mk(x,, - 1,;_1) = Mg . Azk,
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nebof. m; je milmum v celém k-tém dfl8im intervalu, takZe
my, > my, m" > m,. Totés plati, pFiddme-li kterykoli daléf
déhci bod, t&kie 8(D,) < 8(D) a s(D,) = s(D). Jeito ddle
vidy S(Dyg) > &(D,), méme celkem S(D) = S(D,) > s(Dy) >
= 8(D).

Méme-li déle dvé libovolns rézné rozdslent D a D’ inter-
valu (@, b), existuje vidy takové rozdéleni D,, které je sou-
dasnd zjemndnim obou. Stadf totiZ zahrnout do rozd&leni D,
viecky délici body rozdéleni D i viecky délici body rozdéleni
D’ (viz obr. 52). Takto vzniklé rozdéleni D, obsahuje viecky

a 4 2 oo Xnqg b

LI 7R A Yo

i K; flf} XJ' ‘.‘2‘4 « Xng m-1b D,
Obr, 52

dglici body rozdéleni D a je tedy jeho zjemnénim. Rozdélenf
D, viak také obsahuje viecky dé&licf body rozdé&leni D’ a je
tedy talké ]eho zjemnénim. Proto podle toho, co bylo vyse
dokézdno, je S(D)=> S(D,) a zdroveil s(Dl) = 8(D) ¢&ili
8(D) > &(D’), nebot S(D,)> .s(Dl), t. j. 24dny hornf
soudet neni nikdy mensi ne% kterykoli dolni soudet.

Nejjednodussi rozdslenf D, vzniké pro n =1, t. j. pro
Ty = @, Ty = b, tedy kdyZ neché.me interval {a, b> nerozdéle
ny. Pak hornf soudet S(D,) mé pouze jediny &len M(b — a),
kde M je supremum funkce f v celém intervalu {(a, b), & také
dolni soudet 8(D,) mé pouze jediny &len m(b — a), kde m je
infimum funkce f v intervalu {(a, ). PonévadZ kaZdé rozdsé-
leni D moZno povaZovat za zjemnéni rozdéleni D, je vidy

M® — a) > S(D) = s(D) 2 m(b — a).

MnoZina viech hornfch soustli i mnofina viech dolnich
soudth jsou tedy mnoZiny omezené, které pedle vét na str. 12
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majf urdité supremum & infimum. Infimum mnoZiny hor-
nich soust oznadujeme ndzvem hornt tnlegrdl funkce f od a
do b a uZivime pro né znaku

)
f f(:c)r dx

a podobnd supremum mnoZiny dolnich sou¥th oznadujeme
nédzvem dolnt integrdl funkce f od a do b a uZivime pro né
znaku

b .
[f(=) dz.
Jestlize se ob® takto definovand &sla sobd rovnaji, uZivime
pro né spoledného nézvu integrdl funkce f od a do b (nékdy
tkdme také urdity integrdl funkce f od a do b) a zna&ime

. b
[f(z) dz.

Funkoee f se jmenuje funkce infegrovand, &slo a se jmenuje
dolnt mez, &islo b se jmenuje horni mez, pismeno z se nazyvd
tntegradni proménnd.

Pozndmka. Aby mély vyslovené definice smysl, je jasné,
%e funkce f musi byt v intervalu {a, b) omezen4; kdyby totiZ
omezend nebyla, nemély by jeji hodnoty v intervalu {a, b)
suprema nebo, infima a nemélo by smysl hovofit o hornich
nebo o dolnich soudtech (nebo o o.bojim).

Vé&a 32. Je-li funkce f omezend vintervalu {a, b), je
) b
ff@) &> [f(z) dx.
a a

Dikaz. Je-li funkce f omezend vintervalu (e, b>, pak podle
predchézejici pozndmky oba integrdly existuji. Je zfejmé, Ze
horni integrdl nemiZe byt mensi neZ dolni integrél, nebof
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b b .
kdyby bylo ff(a:) dz < [f(z) dz, znamenalo by to, %e existuje
a a ‘
éislo K, které mi tu vlastnost, Ze

Jb'f(z) dz< K < }f(x) dzx.

Cislo K je prednd v&tsf ne¥ infimum mnoZiny hornich

soudti, a proto podle véty na str. 12 existuje takové rozd&leni
D, %e S(D) < K. Cislo K je za druhé

»  men3i nef supremum mnoZiny dol-
nich soudtd, a proto podle véty na
str. 12 existuje takové rozdéleni D’,
%e 8(D') > K ¢&ili S(D) < 8(D"). To
vBak nenf moZné, nebof to odporuje
vyse dokdzané pomocné véte.

Pfiklad 35. Vypo&teme horni
R b a dolnf integrdl funkce f(z) = z od
Obr. 53 a do b, kde a < b. Tato funkce je

v intervalu <@, b) omezend, a proto

oba integrily existujf. Abychom si zjednodusili podet,
volime rozd¥leni D, tak, %o interval (a, b) rozdélime na n
stejnych dild. Dél.ku ka¥dého dilétho intervalu ozna&ime

6,=b—a

Ysla k od 1 do . Supremum funkce f v k-tém diléim in-
tervalu joe M, — @ 4 k6 e infimum v tém¥e intervalu je
my= a + (k — 1) & (obr. 53). Pak je

SD,)=(@+8)d+@+20)8+(a+38)8+...4+ (a+
+n8)d=nad+ (1+2+4+34 ...+ n)d*=nad+
+ n(n 4 1) &,

8(D)—a¢5+(a+5)6+(a+ 6)6+ t+ e+ (n—
—1)8]d=mad+ 14+ 24 . +(n—1)]0’=
= nad + 4n(n — 1) 82,

Ve

N\

; to zna8i, ¥e Az, = & pro viecka pfirozens
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nebot podle piikladu9jel + 24 34 ... + n = §n(n+ 1),
14+24 .. —|—(n—l)_4}(n—l)n Protoie nd = b — a,
proto

S(Dy) = a(b — a) + }(b — ) + §(b — @) = (b* — a?) +

+3. u,

8(D,) = a(b— a)+ 4(b — a)® — (b — a) 6 = §(b®* — a®) —
(b — a)?
—h

Pro riiznd n dostdvime riizné hodnoty S(D,) a s(D,). Ném
jde o infimum mnoZiny hornich soudtd pro viecka moZnd
rozdéleni & o supremum mnofiny dolnich soudti opét pro
viecka moiné, rozdéleni. Urditd je

f f(z) dz < limS(D,), f f(x) dz > Lims(D,),

n—->wo

nebof zvétSovinim » vybirdme z mnoZiny viech rozdéleni
urditou posloupnost. ProtoZe viak limS(D,) = lims(D,)=

n—+o -

= }(b*— a?) a doln{ integral nemiiZe byt podle véty 32 v&tai
neZ horni integrdl, mus{ se oba integrily sobd rovnat. Pak
také existuje integrdl funkce f(z) = « od a do b. Dostdvdme
tedy

0} b b :

frdr= fzdz= [zdz= }(b*— a?).

a a

V dalsi kapitole v8ak odvodime mnohem jednodus¥i methodu
pro vypodet urditych integrald.

Ptiklad 36. Funkde f budi¥ definovéna takto:

f(x) — 1, je-].i x racionﬁlni,
0, je-li z irraciondlni.
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Hleddme opét horni a doln{ integrél této funkce od a do b
(@ < b). Interval (a, b) rozdélime rozdélenim D na = dil¢ich
intervali o &ffkdch Az,, Ax,, ..., Az, pti demZ Az, + Az, +
+ ...4 4z, = b — a. V ka¥dém dfléim intervalu je M, =
= 1, m; = 0, nebot kaZdy diléi interval obsahuje jak hodno-
ty raciondlni, tak i irraciondlni. Proto
SD)y=1.4z,+ 1.4z, + ...+ 1.4z, = b —q,
8D)y=0.4z,4+0 . A4z, + ...+ 0.4z, = 0.
Pongvadz #4dny z tdchto soudti neni zdvisly na rozdéleni D,
je
0 b
f/(a:)dz: b—a, f/(:v)da:: 0.
a a

V tomto piiklad® je tedy horni integrdl rizny od dolnfho in-
tegrélu.

Véta 33. Je-li funkce f spojitd v intervalu {a, b},
b
existuje integrdl f/(a:) dz.

Dikaz. Ponévadf f je funkce spojitd v (a, b>, je podle
véty 20 v tomto intervalu omezend. Proto podle pozndmky
na str. 89 existuje horni i dolni integral od a do b. Abychom
ukdzali, e existuje integrdl, musime dokézat, e horni in-
tegril je roven dolnimu. Zvolme libovolné &slo ¥ > 0 a po-

loZme & = b_y?' Pak podle véty 22 existuje takové &slo
8 > 0, %e pro ka%d4 dvé &sla z,, z, z {a, b), kterd vyhovuji
nerovnosti |z; — z,| << 4, plati [f(z;) — f(xs)| < e. Sestrojme
nynf takové rozdéleni D intervalu {a, b), aby Az, < § pro
kaZdé k. To je zfejmé moZné, jen je tieba wvolit dlici body
rozdélenf D dosti hustd. ProtoZe

L b

SD) > [f=z) dz > [f(z) dz > a(D),
a a
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proto
[1@) dz — [f(s) dz < S(D) — (D) =

= (M, — m,) Z“’l‘f‘ (My; — mg) Az, + ... +
+ (Mu_ mn) Axm

pki gemZ M, m; je supremum a infimum funkce f v k-tém
dil¥im intervalu (z,_,, ;). Téchto hodnot dosdhne funkce f
ve dvou bodech &.,7; tohoto intervalu. ProtoZe je ffka
k-tého dil&iho intervalu mensi ne? §, je |£, — 7| << 6. Proto
také M, —m; < e= 5 L4 2 (absolutni hodnota je zby-
tetnd, nebot vime, Ze M, => m,). Je tedy

b b
f/(z)dz— f/(:z:) dz < b%a (4z, 4 Az, + ... 4+

+ A:E,,) =79 (8')

nebot soudet Az, + Az, + ...+ Az, = b — a. Cislo y je
zcela libovolné, je omezeno pouze podminkou 3 > 0.
Z toho plyne

1) dz = [ o,

nebot kdyby byl rozdil obou integrilé roven jakémukoliv
kladnému &slu & > 0, pak by nerovnost (a) neplatila pro
¥ < k a to neni moZné.

Poznamenejme jestd, %e obricend véta neplati; integril
b
[H(z) dz miZe existovat a funkce f nemusf byt v intervalu

a
(a, b) spojitd. Omezfme se vBak vtiinou jen na vyletFovinf
integrdld spojitych funkef.
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Véta 34. Jestlie prokaidé zz intervalu (a, d) plati
b .
f(x) < g(x) a jestliZe existuji integrély ffz)dz a
a

fo(@) dz, pak [fie) dz < fo(a) da.

Dikaz. Nazveme D libovolné rozdélenf intervalu (a, b).
PonévadZ obé dané funkce maji integrdl v intervalu {a, ?
maji také hornfi integral i dolni integrdl a jsou v interva
{a, b) omezené podle pozndémky na str. 89. Oznadime-li M,
supremum hodnot f(z) v k-tém dil¢im intervalu, a M, supre-
mum hodnot ¢(z) v k-tém diléim intervalu, je M, < M,.
Kdyby totiz bylo M, > M}, existovalo by podle zé,kl&dnich
vlastnosti suprema (viz str. 12) takové z,, pro které by bylo
f(z,) > M, a oviem také M, > g(z,), takZe by bylo f(x,) >
> g(z,), & to neni moZné. Oznadime-li S(D) horni soulet
piislusny k funkeci f, S'(D) hornf soudet pi{sluiny k funkci g
(ak rozdélen.i D), je zfe]mé také S(D) < 8'(D). Ozna&ime-li

jekté I = f fix)dz, I' = f g(z) dz, je podle definice mtegrélu

< S(D) al' < 8'(D). Protoie S(D) < 8'(D), proto také
I1< 8'(D), t. j. I neni v&tsi ne 2é,dny ‘horni soudet .§'(D) a
také nenf vétﬁi ne? jejich infimum, t. j. I < I'. Kdyby toti%
bylo I > I’, pak by podle vlastnost{ infima (str. 12) existovalo
takové rozdéleni D, %e S8'(D,) < I. Vedle toho jistdé je I <
< 8(D,); bylo by tedy 8'(D,) < S(D,) a to neni moZné.

Véta 35. Je-li funkce f omezens v intervalu (a,c)
aje-lidlibovolny vnitfni bod tohoto intervalu, pak

-

@) dz = [1@) dz + ff@) d,
e € b

fla) dz= [t@)dz + [f@) dz.
b
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Diikaz. PonévadZ funkce f je omezend v intervalu (a, c¢),
je také omezend v intervalech (a, b>, <b, c). Proto také v kaZ-
dém z téchto intervalh existuje horni i dolnf integrdl. Pro
zkrédcen{ ozna¥me

[fe)dz=1, [f)de=1, [f=)de=1I,
[ [ b

[fz) & = K, f/(z) do =K, [{)ds =K,
a a b

Je-li D, libovolné rozd&leni intervalu {(a, b> a D, libovolné
rozdé&leni intervalu (b, c), pak rozdé&leni D, a D, dohromady
predstavuji jakési rozdéleni D celého intervalu {a, c), jehaZ
jednim (pevnym) délicim bodem je bod b. Podle definice
hornich a dolnich soudth je zfejmé

S8(Dy) + 8(Dy) = S(D), s(D;) + 8(Dy) = s(D).

a) ProtoZe I, je infimem hornich soudtd S(D,), proto pro
ka%dé rozdéleni D, plati I, < S8(D,). Z podobného diivodu je
I, < 8(D,) pro kaZdé rozddleni D,. Tedy také

I, + I, < 8(Dy) + 8(D,) = S(D) (b)

pro kaZdé rozdéleni D, které mé jeden d8lici bod v bods b.
Pfi tom I, + I, je infimem hornich soudtd pfisluinych ke
viem rozdélenim D. Zvolime-li totiZ libovolné &islo 6 > 0,

existuje takové rozd&leni D, intervalu (a, b, Ze 8(D;) < I+
+ 39, a takové rozd¥len{ D, intervalu (b, ¢), %o S(D,) <
< I, 4 }8. Délici body rozdéleni D, a D, dohromady tvoi
rozdéleni D, jeho# jednim d&licim bodem je bod b; p¥i tom

8(D) = 8(D,) + 8(Dy) < I + I, + 8.

Je tedy I, + I, vskutku infimem hornfch soudtd pfisluingch
ke viem rozd&lenim D, kterd maji jeden dalici bod v bodd b,
nebot spliiuje obd zdkladni vlastnosti infima (str. 12).
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ProtoZe I je infimem hornich soudtd pro viecka rozdéleni
a ne jen pro ta, kter4 maji jeden ddlici bod v bod$ b, musi
I<I+ I,
Dejme tomu, %e I < I; + I,. Podle zdkladni vlastnosti in-
fima existuje pak takové rozdéleni D’ intervalu (g, c), Ze
8(D') < I+ I (c)
Vezméme nynf nékteré rozdéleni D intervalu {a, c), které ma
v bodd b jeden délici bod, a utvofme spoletné zjemnéni D"
obou rozdéleni D a D’. Podle pomocné véty musf
8D < S(D'). @
Rozdéleni D” viak md v bodé b jeden délici bod. Proto podle
(b)

. I+ I, < 8(D). (e)
Porovnédnim vztahi (c), (d), (e) vidime, Ze I, + I, < I, + I,
coZz neni moZné. Neni tedy moino, aby I << I; + I,, nybri
musf I = I, 4 I,.

b) ProtoZe K, je supremem dolnich sou&td s(D,), proto

K, > s(D,) pro ka?dé rozdéleni D,. Z tého diivodu K,>
> 8(D,) pro kazdé rozdsleni D,. Tedy také

K, + K, > 8(D)) - s(Dy) = (D) . (b))

pro kaZdé rozdéleni D, které m4 jeden dé&licf bod v bodd b. Pri
tom K; 4 K, je supremem dolnich sou¥td piisluinych ke
viem rozdslenim D. Zvolime-li totiZ libovolné &islo § > 0,

existuje takové rozdéleni D, intervalu (a,d), %e s(D;) >
> K, — }4, a takové rozddleni D, intervalu (b,c), Ze
s(D,) > K, — }4. Délief body rozdsleni D, a D, dohro-
mady tvoif rozdéleni D, jehoZ jednim d¥licfm bodem je bod b;
Pfi tom

#(D) = s(Dy) + s(Dy) > K, + K, — 4.
Je tedy K, + K, vskutku supremem dolnich soudté pifslus-
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nych ke viem rozdslenim D, kterd maji jeden délici bod
v bodd b, nebot spliiuje obé zdkladni vlastnosti suprema
(str. 12).

Proto¥e K je supremem dolnich soudtd pro viecka roz-
déleni a ne jen pro ta, kterd majf jeden délici bod v bodé b,
musi

K> K,+ K,

Dejme tomu, Ye K > K, + K,. Podle zdkladni vlastnosti
suprema existuje pak takové rozdéleni D’ intervalu (a, c), Ze

8(D’) > K, + K. (c)

Vezm&me opét nékteré rozdéleni D intervalu {a, c), které md
v bod3 b jeden dé&lici bod, a utvoime spoleéné zjemnéni D"
obou rozdéleni D a D’. Podle pomocné véty musi

s8(D") = s(D"). (d")

Rozd&leni D" vBak m4 v bodé b jeden délici bod. Proto podle
(b’)

K, + K, 2 s(D"). (¢')

Porov;lénim vztaht (¢'), (d'), (¢') vychdzi, ¥e K, + K, >
> K, + K,, coZ neni mo¥né. Neni tedy moZno, aby K >
> K, + K,, nybrf musi K = K, + K,.

Z vty 35 odvod.ime dva dileZité disledky:
Dusledek I. Je-li a < b<c a existuji- 11 integrdly
f/(:c) dz, f/(a:)d:c existuje také integrél ff(a:)da: pii

6emi

[4 b e

[f(z) dz = J{(@) dz + [f(z) d. (30)

a a

b
Protoze existuje integrdl [f(z) dz, je funkce f v intervalu

{a, b) omezend. Z podobnéﬁo dtivodu je funkce f omezend
také v intervalu (b, ¢). Je tedy omezend v celém intervalu
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{a, ¢) a md v ném horni integrél I i dolni integrdl K. Proto
podle véty 35

I—nmu—ﬂmw+hmu—nmu+nMM
K=ywh=yMM+ﬁmu=ﬁMM+ﬂw@

[
takZe I = K, ¥imJ je prokdzdna existence integrdlu [f(z) d=
a sprédvnost rovnice (30).

Diisledek 2. Je-lia < ¢ < d << b aexistuje-liintegrél
b ¢ d
fi(z) dz, existuji také integrély [f(z)dz, [f(z)dz,
b
J1(z) dz.
¢ b
Protoze existuje integrdl [f(z) dz, je funkce f v intervalu
{a, b) omezend. Proto je ;mezené. i v intervalech (a, c),
{c, d), {4, b a existuje v nich horni i dolnf int.egré,l Pak je
Mnu hmu nmu+ﬂma hmu+
+MwM+Hmm
b b e
ymu=ﬁmu=ﬂmu+ymu=ﬂmu+
LA . , L3
+ Jf@) dz + [f@) da.
Odeétenim obou rovnic vychdz{
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(4

c d d
[[f(z) dz — [H(x) dx] + [[f(z) dz — f f(z) dz] +

a

b b
+ @) dz — [f(z) da] = 0.
Méme zde t¥i 8leny; v 24dném z nich neni z4porné &slo, nebof
podle véty 32 nemiie byt horni integrdl mensi neZ dolni

integrél. Soudet tdchto tii &lent je roven nule, musi tedy
kazdy z nich byt roven nule; proto

¢ ] a d
,.f f(z) dz =.,f f(z) dz, f Hz dz) = j f(z) d=,

N b
[f@)dz = [{(z) da,
d K1

co? zaruduje existenci integrdli, o nichZ véta mluvi.

Dosud jsme definovali integrél funkce f od @ do b jen pro
piipad a < b. Toto omezeni je nepohodlné, a proto poloZime

[f(x) dz = 0, kdykoli je hodnota f(a) definovéna, (31)
a

b a
[Hz)dz = — bf {(z) dz, kdy% a > b. (32)
a
Je-li M supremum a m infimum hodnot funkce f v interva-
lu {a, b) a m4-li tato funkee integrél od a do b, plyne z nerov-
nost{ na str. 88 '
b
M — a) > [f(z)dz > m(b — a),
a

pokud a < b. To lze pfepsat ve tvaru
b
1
Mgm .ff(a:)dzgm.
a

’
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Posledni nerovnost véak je sprivna i pro a > b, nebot
b a !
1 f (@) dz = 1 da:.
b —a . (I T = m‘ . f’(z) .
a b

. b ¢
Vé&a 36. Existuji-li integrdly [f(z)dz, [flz)dz,
a - b
e
existuje také integrdl [f(z) dz, pfi Sem¥ je vidy
]

¢ b e
.,f f(z) dz = af Hz) dz + l;f/(a:) dz.

Dikaz. Je-li @ = b, je véta sprdvn4, nebot prvni &len na
pravé strang je roven nule a druhy é&len je roven levé strané.
Je-li b = ¢, je druhy &len na pravé strané roven nule a prvy
&len je roven levé strang. Je-li @ = ¢, pak naSe véta zni

b a
0=!/(I)dx+{f(x)dz

a to je také spravné.

Jsou-li a, b, ¢ t¥i libovolné &isla navzdjem riiznd, je moZno
Sest riznych potadi podle velikosti:

I. Pro piipad a < b < ¢ je vta totoZnd s disledkem 1
véty 35. Pi tom z existence kterychkoli dvou integréléi plyne
existence tfetiho.

b
II. Je-li a< ¢ <b, pak podle I. plati [f(z)dz=
e b e b ¢ b
={f(z)dx+cf/(x)dx.takzeaf/(z)dz=!t(z)dx—cff(x)dz=

b e
= ,f f(x) dz + ,,f f(z) de.
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IIIL. Pro b<a<c je bf f(z) dz =bfa f(z) dz + ,;[ f(z) dz,

tak¥e ff(x) dr=— ,,f f(z) dz + ,,f f(@) dz =afb f(@)dz +
+ .—f f(z) dz.

IV.Prob < ¢ < aje b}/(z) dz = bf f(x) dz + f f(z) dz, tak-

ieafc/(z) dz = — ff(z) dz = —bfaf(x) dz—{—b}f(x) dz =
= } f(z) dz + ,,f f(z) dz.

V.Proc<a< bjejf(a:) dz =cfaf(x) dz+jf(x) dz, takZe
ﬁmu=—ﬁmu=ﬁMM—ﬁMM=ﬁmu+
+ bf f(=z) da.

VI.Proc< b< ajejf(a:)dz: ff(z)dx+ fj(z)dx,tak-

Ze j/(z) der = — j/(z) de = — -ff(x) dx —cfb/(a:).dx =

) ¢
= ..f f(z) dz + { (z) da.

M4-li funkee f integrdl v néjakém uzavieném intervalu J,
m4 podle disledku 2 véty 35 také integrél v kaZdém inter-
valu, ktery je ¢isti intervalu J. Tu miZeme horni mez pova-
Zovat za proménnou a hodnota integrdlu se potom jevi jako
funkce této prom&nné hornf meze. Zavedeme si oznadeni
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F(z) f f@t) de.

Integra¥ni proménnou jsme oznafili ¢, abychom ji nepletli
s proménnou horni mezi z.

Véta 37. Je-li a < b a mé-li funkce f integrdl od a
z

do b, je funkce F(z) = [f(t)dt spojité v intervalu
a

{a, b).

Dikaz. Ponsvad? funkce f mé integril od a do b, je v in-
tervalu {a, b) omezend, t. j. pro viechna = z {(a, b) plati
[f(z)] < &, kde k > 0 je vhodné é&slo.

Je-li pfednd ¢ vnitfnim bodem intervalu (a, b), musime
dokdzat, Ze funkce F je spojitd v bodé ¢, t. j. Ze plati im F(z)=

Zz—C
= F(c) (str. 50) &ili Ze funkce F(z) — F(c) je v okoli bodu ¢
nekoneéné malé (v8ta 5). Zvolime-li libovolné &islo £ > 0, je
tfeba ukdzat, Ze existuje takové okoli J, bodu ¢, Ze pro vie-
chna z = ¢z J; je |F(x) — F(c)| < e. Spoltéme tedy vyraz
F(z) — F(c). Plati

Fl@) — Fle) = Jftydt — Jfueyde= Jfo) di + [0 do —
- f fyde= f fie) dt.
Necht M znadf supremum a m infimum hodnot f(x) v inter-

valu (g, b).
Ponévadi M < k, m > — k, je podle poznémky na str. 99

2
k< z_l_c f f(t)dt < & a odtud plyne

|F(@) — (o) = |[f(t) dt] < klz — cl.
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Zvolime-li tedy libovolné ¢ > 0, pak pro viecka z, pro néi
plati [z — ¢| < %, je splndna nerovnost [F(z) — F(c)] < e.

Nerovnost |z — ¢| < -% uréuje viak podle (3) na str. 16 inter-

val ¢ — % <z<c+4 Ti-, jenZ je okolim bodu .

Za, druhé je tfeba dokézat, Ze funkee F je v bod8 a spojitd
zprava, t. j. Ze imF(z) = F(a). Tu plati

z—a+
|F(z) — F@)| = [y &t — [fo) atl = [y ae| <
< k(x — a).
Tento vyraz je menSf neZ ¢ pro kaZdé z, které vyhovuje ne-

rovnosti 0 <z — a<%6ﬂia< xr < a—{—%, coZ je pravé

okoli bodu a (s vyjimkou tohoto bodu). Je tedy F(z) funkce
nekonednd mal4 zprava v okoli bodu a.

Za tfet{ je tieba dokdzat, e funkce F je v bod8 b spojité
zleva, t. j. ¥o imF(z) = F(b). Tu je

=, b z
IF@) — F@) = I[f0) dt — [fo) del = |[f0) dt] <
< k(b — z).

Tento vyraz je mensf ne¥ £ pro kazdé z, které vyhovuje ne-
rovnostem 0 << b — z<%,t.j.b——’%
levé okolf bodu b (s vyjimkou toho bodu).

Véta 38. Budi% ¢ vnit¥ni bod intervalu {a, b). Exis-
tuje.liintegril F(c) = f/(t) dtaje-li funkce f spojitd
v bodd ¢, pak F'(c) = f(c).

< z < b; to je vBak
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Dikaz. Je-li funkce f spojitd v bodé ¢, znamend to godle
definice na str. 51, Ze ke kaZdému okoli J,, bodu f(c) existuje
takové okoli J, bodu ¢, Ze pro vSecka ¢ z J,; padne hodnota
f(t)do J ,.*) Zvolme libovolné &islo ¢ > 0 a za okoli J, volme
interval (f(c) — ¢, f(c) + €). Toznamend: Ke kaZdému &slu
e > 0 existuje takové okolf J, bodu ¢, Ze pro viecka ¢ z J,
Plati f(c) — e < f(2) < /(c) + e. Utvoime nyni vyraz

Flo+ h,z Fe)_ [ f f(t) dt — f 0] dt] - f f() de.

Padne-li ¢ 4- & do Jy, coZ nastane, je-li ¢islo [h| dostatednd
malé, je podle pozndmky na str. 99

.

“e+h
o —e<g [loa<note

il
‘F(c + h})} F(o) _ o <
To znamend, %e funkce w — [(c) proménné h

je nekone&né mald v okoli bodu 0, takZe

m F(c+ k) — F(c) — (o).
h—0 h

Limita na levé stran® neni vSak nic jiného ne% derivace
F'(c). Tim je v8ta dokédzéna.

Je-li funkce f spojitd v intervalu (e, b), pak podle véty 33
a podle diisledku 2 véty 35 existuje pro kazdé z z {a, b) in-
z

tegrdl F(z) = [f(t) d¢. Tento integrél je funke{ proménné z
a

*) Proménnou znadime nyni ¢.
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a tato funkce je podle véty 37 v intervalu (a, b) spejitd.
Podle vty 38 derivace F'(x) = f(x) pro ka%dy vnitini bod
intervalu (a, b). Tohoto vysledku budeme v dalsich kapito-
lich vydatné pouZfvat.

Cvilent.

4l. a) DokaZte vétu: Je-li funkce f omezend v mterva.lu
{(a, b), pak

fkf(a:) de = kf/ (z) dz, fkf(x) dz = Icf]‘(x) dx

pro ka.idé k>0a

b b b D
[k f(z) dz = k[f(z) dz, [k f(z) dz = k[}(z) d=

pro k < 0. b) Odtud plyne: Mé-li funkece f(x) integral od a do
b, m4 také funkece k f(z) integrdl od a do b, pfi dem? je
b b
[k f(z) dz = k[ f(z) da.
a a
42. a) Jsou-li funkce f a g omezené v intervalu (a, b>, pak
b ) D
J1H2) + 9@)] dz < [f(w) dz + [g(z) da,
a a a

b b b
JU@) + 9@ v 2 [ @) &z + [g(z) do.
Dokazte. _b) Odtud plyne: Ma]? li funkce /(_a:) a g(z) mtegré.ly

od a do b, m4 také funkece f(x) + g(z) integrdl od a do b, pFi
dem%

i) + gte)) dz = ,,f f(z) dz +af 9(z) dz.
43. Maji-li funkce f(z) a g(x) integrily od 2 do b, m4 také

105



funkece k f(z) + & g(z), kde k a % jsou dend &isla, integral od -a
do b, pfi demZ

b . b b
! [k f(z) + h g(=)] dz = kaf f) dz + iif 9(2) dz.

44, M4-li funkce f(z) integrdl od @ do b (a < b) a je-li
£ > 0 libovolné &fslo, existuje takové rozdéleni D intervalu
{a, b, %e S(D) — s(D) < &. DokaZte.

45. M4-li funkece f integrdl od a do b (@ << b) a je-lif(z) = 0

b

pro véecka z z (g, b), pak f f(z) dz > 0. DokaZte.

46. Je-li @ > b a existuji-li integrily f/ z) dz, fg(a:) dz,
ph éemi pro ka%dé z z intervalu (b, a) je f(:c) < g(x), potom

f f(z) dz > f g(z) dz. DokaZte.

47. Je-li funkce { spojitd v intervalu (a, b), existuje vniti-
b
nf bod ¢ tohoto intervalu tak, %o [f(z)dz = (b — a) . f(c).
Dokate. ‘

48. Je-li a < b, oznafme znakem J interval {a, b); je-li
a > b, oznadme znakem J interval (b, a). Plati véta: Existu-
b

je-li integral [f(t) d¢ a je-li ¢ libovolny bod z J, potom
a

z
a) funkce F(z) = [f(t) d¢ prom&nné z je spojité v inter-
valu J; :

b) je-li funkece f spojitd ve vnitinim bodé z z J, je F'(z) =
= f(z). DokaZte.

49. Pismeno J znamené toté jako v pfedchézejicim cvi-
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b
Seni. Plati véta: Existuje-li integrél [/(t) dt a je-li ¢ libovolny
bod z J, potom

a) funkce F(z) = f f(t) d¢t proménné z je spojitd v inter-
valu J;

b) je-li funkee f spojitd ve vnitinim bods z z J, je F'(z) =
= — f(z). Dokazte.

50. Pismeno J znamend, tot.éi jako ve cvi¥. 48. Existuje-li
integral f f(t) dt aje-li F(z) = f f(2) d¢, kde ¢ a z jsou libovolné

body z J, plati f f(t) dt = F(b) — F(a). Dokate.
a

VI. NEURCITY INTEGRAL

Necht je déna funkce f definovand v jakémsi otevieném
intervalu J _; hleddme funkei F, kterd m4d tu vlastnost, Ze pro

viecka z z J_ je
F'(z) = f(). (a)

Funkce F se jmenuje primitivnd funkce k funkei f v intervalu
J .. Casto ji Hkdme také neurdityj integrdl funkee f v intervalu
J Pro primitivni funkci budeme u#fvat oznadeni
= [f(z) dz, (b)

pii demZ rovnost (b) znadi pfesnd totéZ jako rovmost (a).
Symbol [f(z) dz &teme zpravidla slovy ,,integrél f(x)dz".
Funkee f se nazyvé funkce tniegrovand a promé&nné z se jme-
nuje integraéni proménnd. Nevadi, Ze volime tytéZ ndzvy jako
u uréitého integrilu, nebot mezi obSma integrély je, jak ihned
uvidime, izk4 souvislost.

Uloha nalézt primitivni funkei F k dané funkei f je tedy
obricend uloha k tloze nalézt derivaci f dané funkce F.
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Piedeviim je ziejmé, Ze primitivni funkee je vidy spojitd
v J 4, nebof m4-li funkce F derivaci v bodé z, je v tomto bodé
spojitd podle véty 23.

Véta 39.Je-1i F(x) primitivni funkece k funkei f(x)
vintervaluJ,je F(z) + c,kdec jelibovolnd konstan-
ta, taképrimitivnifunkcekfunkeif(z) vtémie inter-
valu. Z4dnd jind primitivnifunkce k funkei f(z) v in-
tervalu J, jiZ neexistuje.

Diikaz. Je-li F(z) primitivn{ funkce k funkei f(x) v interva-
lu J,, znamené to, Ze pro viecka xz z J_, plati F'(z) = f(z).
Aviak podle vzorce (23) je [F(z) + c]’ = F'(z), takZe také
F(z) 4 ¢ je primitivni funkoee k funkei f(x). .

Je tteba jeStd dokdzat, Ze tva-
~ rem F(z) 4 ¢ jsou vyderpiny
o’ &// viecky primitivni funkce. Necht
tedy F(z) a G(x) jsou dvd primi-
tivni funkce k funkei f(z) v in-
tervalu J,, t. j. necht F'(z) =
= f(z) & G'(x) = f(x) pro viecka z
z J,. Pak podle vzorce (22) je

- [G(z) — F(2)) = G'(z) — F'(z) =
Obr. 54 = f(x) — f(x) =0

pro viecka z z J ;. Derivace funk-
ce G(z) — F(z) je tedy rovna nule pro viecka x z J,,
a proto podle disledku vdty 31 o pfiristku funkce je
G(z) — F(z) = ¢, ¢ili G(z) = F(x) + ¢ pro viecka z z J .

Existuje-li tedy k dané funkci f(z) jedna primitivni funkce
F(z), existuje jich nekonetnd mnoho a vSecky maji tvar
F(z) + ¢, t. j. vBecky se lifi od funkce F(z) pouze o aditivni
konstantu (viz obr. 54). Proto se také miZe stdt, Ze vysledky
vypotétd neurditych integraléi, k nimZ dojdeme riznymi
cestami, se li§f o aditivnf konstantu. Tuto konstantu zpra-
vidla oznadujeme ndzvem integraéni konstanta.
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Ke ka%dé funkei viak neexistuje primitivni funkce. Uk4-
Zeme to na piiklads.

Priklad 37. Hledejme primitivn{ funkei k funkci

(1 pro z< 0,
f(z)_{—l pro = >0,

kterd je definovina pro kaZdé z. Tato funkce musf mit v in-
tervalu (—o0, 0) za primitivni funkci funkei F(z) = z + ¢,
nebot (z + ¢)’ = 1. Podobné v intervalu (0, c0) musf mit za
primitivnf funkci funkeci F(x) = — z 4 ¢,, nebot (— z +

+ ¢,)’ = — 1. Ponévadz F(x) je spojitd pro ka%dé x, musf
limF(z) = hmF(x) F(0).
z—0— z—0+
Aviak hmF(a:) = ¢, limF(z) = ¢,, proto musf ¢, = ¢. Hle-
z—>0+

dand prmntlvm funkece musi tedy spliiovat vztahy

Flz)= z+c¢ proxz<0,
" Y—z4+cproz>0

a v bodé 0 musi mit derivaci rovau jedné, nebot f(0) = 1. To
viak neni moZné; naSe funkce F nemd v bod®é 0 derivaci,
nebot

F(h) — F(0) h+c—c

lim = lim =1,

A0— h rvo—- , B

lilnF(h) F(0) — lim —h—l—c—c:_l.
A0+ k A0+ h

Z vt odvozenych v kapitole V viak plyne, Ze ke kazdé
funkeci f(z), kterd je v (otevieném) intervalu J spojit4,
existuje v tomto intervalu aspoi jedna primitivn{
funkce F(z). Zvolme si dva vnitin{ body ¢, = z (otevieného)
intervalu J,. Je-li ¢ < z, existuje podle vity 33 integril

z

F(z) = [f(t)dt, jehof derivace v bods z spliuje podle
¢
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véty 38 rovnici F'(x) = f(x). PFi tom je limF(z) = 0 (dukaz
z—rc+

véty 37) a lim¥F'(x) = f(c). Je-li = < ¢, existuje integrdl
ze+
¢ z [
[H(z) At & také integrdl P(z) = [f(t) dt = — [f(t) dt. Je-li @
z [ z
a
libovolné &slo z J,, pro nd% platia < z, je F(z) = [f(t)d¢ +
[4

+ [f(t) dt. Potom F'(z) = f(z), LimF(z) = [f(t) dt +

T—rc—

¢
+ ff@t) dt = 0, imF'(x) = f(c). Polotime-li jedtd F(c) = 0,

a z—rc—
je funkce F(z) spojitd v J, & pro ka?dé z z J, md derivaci
F'(z) = f(z). Je tedy F(z) primitivni funkce k funkei f(z)
v idtervalu J,. Interval J, nemusi byt omezeny; jeho
omezenost jsme k dikazu nepotiebovali.

b
Véta 40. Existuje-li integral [f(z) dz a je-li F(z) pri-

a
mitivni funkce k funkei f(z) v (otevieném) intervalu
J. ktery obsahuje body e, b, pak

b
..f f(z) dz = F(b) — F(a). (33)

Dikaz. BudiZ pfednd a << b. Je-li D né&jaké rozdsleni
intervalu {a, b), je funkce F v jeho k-tém diléim intervalu
{Zx_4, %;) 8pojitd & m4 ve viech jeho vnitinich bodech deri-
vaci f(z). Jsou tedy pro funkei F v tomto intervalu splnény
podminky véty 31 o piiristku funkce, takZe existuje takovy
vnitini bod ¢, intervalu {(z;_,, z,), e

F(zg) — F(zp—y) = (@ — Tp—y) - F'(&) = f(&)) . A2, (0)
nebot z, — z,_, = Az, a F'(§,) = [(&,). NapiSeme-li rovnici
(c) pro v8ecky dil&i intervaly, t. j. pro ¥=1,2,3,...,n,
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a selteme, pak dostaneme (vzhledem k tomu, Ze z,= a,
Ty, = b)

F() — F(a) = {(&) . Az + [(&) - Az + f(&,) - Az +
+ oo+ H(E0) - dzp.

Oznadime-li jako na poditku kapitoly V supremum hodnot
f(z) z k-tého dildiho intervalu znakem M, a infimum tychZ
hodnot znakem m,, je

M = (&) = my-
Ponévadi &isla Ax; jsou kla.d.né,,. nebot z;_, < x;, proto

8(D) = f(£,) . Azy + f(&2) . Azy + (&) - Ay + ... +
+ H(&,) - Az, = 8(D).

Cislo F(b) — F(a) tedy nen{ v8ti{ nef Z4dny hornf soudet a
nemiiZe byt ani vétéi neZ infimum hornfch soudtd &ili

b
,pmagrm—mw

Cislo F(b) — F(a) neni viak také men3{ nef #4dny dolni sou-
det a nemife byt proto mendi neZ supremum dolnich sou-
&th, t. j.

b
Jt@) &z < F(b) — Fla).
b
Spojenim obojfho dostdvime f f(z) dz = F(b) — F(a).

Je-li @ > b, je podle vzorce (32) a podle toho, co jiZ bylo
doké.zé,no,

pMM=—ﬁmu=—ww—mm=ﬂw—
— F(a).



Je-li konetnd a = b, je [f(x)dz = 0 podle (31) a F(a) —
~— F(a) = 0, takZe vzoreg (33) je také splnén.

Poznamenejme jeitd, %e vysledek nezivisi na tom, kterou
primitivni funkci vezmeme ve vzorci (33), nebot F(b) —
— F(a) = [F(b) + ¢] — [F(a) — c].

Véta 40 popisuje souvislost mezi urditym integrilem
a neurditym integrilem (primitivni funkei) oviem za pfed-
pokladu, Ze obojf existuje. Tato v&ta ndm umoZni vypoditat
hodnotu mnohych uréitych integrald.

Pitiklad 38. Spodtéme podle toho fz dz, ktery jsme jiZ

jednou stanovili dosti pracnym zpusobem v piikladé 35.
PonévadZ funkce F(r)= }a® mé derivaci F’'(x) =z pro
kaZdé z, je 4x* primitivn{ funkeci k funkei f(z) = x. Pak podle
véty 40 je

!a:dx:%b*—}a’

v souhlasu 8 vysledkem piikladu 35.

Nyni se soustiedime na methody, podle nichZ se hledaji
primitivni funkce. Ponévad¥ hleddni primitivni funkce je
tloha obricend k uloze najit derivaci dané funkce, mfiZeme
rovnice (21) aZ (29) z kapitoly IV piepsat pomoci primitiv-
nich funkei.

Necht f(z) a g(z) jsou dvé funkce, k nimZ existuji primi-
tivaf funkce F(z) a G(z), t. j. necht plati F'(z) = f(z), & (z) =
= g(z). Pak podle (21)

[k, F(z) + &, G(2)]' = ky F'(x) + ky G'(2) = Ky f(z) +
+ ks g(x).
To viak znamend, Ze funkece k, F(z) + k, G(z) je primitivni
funkce k funkci &, f(z) + %, g(:c) t. .
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Tk, f(@) + Ky g(x)] dx = &y F(=) + &, G(2)
¢ili
STk f(2) + k2 g(=)] Az = K, ff(2) dz + K, fg(2) dz. (34)

Ve zvli§tnim piipad® prok, = 1, ky = 1 nebo k; = — 1 dostd-
vime

[0 + 9@ do = [f@) da+ [o)dz, 00
Jif(@) — g(z)] dz = [f(z) dz — [g(z) dz.
Dile podle rovnice (24) je
[F(z) . Gz)) = F'(z) . Q) + F(2) . ¢ (),
t. j. funkce F(z).G{(z) je primitivn{ funkcef k funkei
F'(z) G(z) + F(z) . F'(z). Je tedy
F() . Gz) = [[F'(#) . 6(z) + F(z) . ¢'(2)) dz =
= [F'(z).G(x)dz + [F(z).G'(z)dz,

pokud oviem integrily [F'(z).G{(z)dz, [F(z).G'(z)d=
existuji. Oznadime-li kritce F(x) = u, G(z) = v, psdvé se
tato formule nejéastji ve tvaru

Juv' dz = wv — [u'vdz. (36)

Z rovnice (25) plyne [k F(z)]' = k F'(x), t. j. funkce k F(z)
je primitivni funkece k funkei k F'(z) = k f(z) &ili

[k f(z) dz = kff(z) da. (37)

Lze tedy podobnd jako pfi derivovéni ,,vytknout multipli-
kativn{ konstantu pfed znak integrdlu.

Z rovnice (27) plyne, Ze (z*+1)’ = (n 4 1) a®, kde n je celé.
Je tedy funkee z#+! primitivn{ funkei k funkei (n 4 1) z#, t. j.
= f(n+ 1)zrdz = (»n 4 1)fz" dz,

takie

mdz=""" pokud 1
f:c 1—m,P0u n -1,
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Tato rovnost platf jen v takovych intervalech, v nichZ je
2" definovéno, nebot jen v ta.kovych intervalech je funkce z»
spojitd. Je-li % celé, je to pfin > 0 pro ka?dé za pFin < 0
pro z = 0 (viz str. 24). Méme tedy vysledek:

f nde = (38)

n—+1

pro n =0 celé v intervalu (—oo0, ) a
pro n << — 1 celé v intervalech (— oo, 0), (0, ).

Specidlnd pro n = 0 je [dz = =.

Prvé z rovnic (28) k4, Ze (sinx)’ = cosz, t. j. sinz je primi-
tivni funkece k funkci cosr &ili fcosz dz = sinz. Podobnd
druh4 rovmice (28) pravi, Ze (cosz)’ = — sinz, t. j. cosz je
primitivni funkei k funkei — sinz &ili cosz = f(— sinz) dz =
= — [sinz dz. Dostdvdme tedy

fsinz dz = — cosz, fcosz dz = sinz

v intervalu (—oo0, 00). (39)

, Jo

Konend prvou rovnici (29), kterd zni (tgz)' = prve

1 .
moZno piepsat ve tvaru 2 dz = tgz, co% je sprivmé

v ka?dém intervalu, v némi je fun.kce 1 spopté. t. j. ve
viech intervalech (32k — 1) =, 3(2k -|— 1) n), kde k je libo-
. [ dz
f cos?s
dx —
sin’z
= — cotgz. To plati v téch intervalech, v nichZ je funkce
ﬁ- spojitd, t. j. v intervalech (kn, (¢ + 1) =), kde k je
opét libovolné &islo celé. Dostdvdme tedy

Podobng druhou rovnici (29) pfepifeme ve tvaru
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dx
siniz
v intervalech (krn, (k 4 1) x),

d=z — tox
cosir g

v intervalech (4(2k — 1) 7, 4(2k + 1) =),

Poznamenejme je5ts, Ze na pravych strandch rovnic (34)
a% (40) miZeme pfipsat libovolnou integraéni konstantu,
kterd v nich nenf uvedena. Odvozenych vzorei se pou#ivéa pfi
vypoétu neurditych integrdli. UkdZeme to na pifkladech.

Piiklad 39. [(22® — 3z + 5)dx = 2f2*dx — 3fz dxr +
+ 5fdz = 2a® — §2% 4 6z 4 ¢ v intervalu (—ao0, 00). Bylo
uzito vzorcﬁ (34) a (38); ¢ je integradni konstanta.

2 — cos®

Piiklad 40. | tg?zdz= sin T dz — 1 — cos Z 4
coszx " cos’x

L )az= [ &

cos’z cos?x
v intervalech (}(2k — 1) &, $(2k 4 1) =), kde % je ¢&islo celé.
Vypolet byl proveden podle vzorci (35) a (40).

Zejména Sasto uZivime vzorce (36). Postup jim vyjddfeny
se nejéastdji nazyvé integrace po édstech (per partes) a spodiva
v tom, Ze integrovanou funkei f(z) rozlozime v souéin dvou
funkei uv’, z nich% druhou volime tak, abychom ji dovedli
integrovat a aby byl integrdl f«'v dz na pravé strand vzorce
(36) jednodussi neZ integrél na levé strané. Uvedeme na to
pilklady. -

P#iklad 41. Abychom vypodetli integral fz sinz dz, polo-
Zime u = z, v' = sinx; pak je w' = 1, v = — cosz podle (39),
takZe

fxsinzdz = — zcosz — [l .(— cosz) dz = — z cosz +

+ feosz dz = — z cosz 4 sinz 4 ¢ v intervalu (—o0, 00).

— cotgz

kcels. (40)

— — fdz=tgz —z+ ¢
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P#iklad 42. Podobn® u¥ijeme integrace po: &4stech k vy-
pottu integrdlu [sin’c dz. PoloZime u = sinz, v' = sinz; pak
je w’' = cosx, v = — cosz, takZe

[sinz dz = — sinx cosz + fcos?r dz = — sinz cosr +

+ f(1 — sin%) dz = — sinz cosz | [dr — fsin®z dz =

= — ginw cosz 4 x — [sin’z dz.
Zd4nlivs jsme nepokrodili, nebof jsme dospsli k témuZ in-
tegrdlu, od ndhoZ jsme vysli. Aviak nalezeny vztah
fsinz dx = — sinz cosz + z — fsin*z dx

je rovnice, v nfZ je nezndmou integrdl [sin®x dz. Z ni uréime

fein%z dz = }(x — sinz cosz) 4 ¢
v intervalu (— o0, c0). Tu jsme je&td pFipsali integragni kon-
stantu c.

Chceme-li se pfesvéd&it o tom, byl-li vypodet proveden
sprdvnd, derivujeme nalezeny vysledek. Bylo-li poditdno
spravnd, musi byt tato derivace podle definice primitivni
funkce rovna dané funkei, kterou jsme integrovali. Tak tfeba
v piikladd 42 mdme

[4(z — sinz cosz) 4 ¢]' = }{1 — cos’r + sin®r) = sin’z
a to je skuteénd funkce integrovand.

Poditdme-li urdity integril, méZeme nejdiive urdit pii-
sluSnou primitivni funkei F(z) = [f(x) dr a pak u¥it véty 40,
podle niZ je

b
.,f {(z) dz = [F(z)]t = F(b) — F(a).

Znadka [F(x)]2 nebo uréitdji [F(x)]2=2 znadi, Ze mdme uréit
hodnotu funkce F(x) nejprve pro z = b a potom pro z = a
& druhy vyraz odelfst od prvého. Poditdme-li methodou po
Sdstech, miZeme vypodet urychlit tim, Ze obd meze dosadime
ihned, jekmile dostaneme ndjekou funkei, obsahujici in-

tegraln{ proménnou. Bude tedy
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b b
Juv' dz = [uv)e=? — [u'v dz.
a a

>
Ptiklad 43. Abychom urdili [cos®z dz, polotime u =
0

= cos®z, v' = cosz. Pak je ' = — 2 sinz cosz (viz cvid. 36;
lze také poditat podle vzorce (24), nebot u = cosz cosz),
v = sinz. Je tedy

i i

[ cossz dz = [cos?z sinz]ly + 2fsin®z cosz dz.

0 0

Aviak [cos’ sinz]'y = cos’jn sin}z — c0s%0 sin0 = O,
sin?r = 1 — cos?%z, takZe

in in i
fcostz de = 2f(1 — cos®z) cosz dz = 2 cosz dz —
0 i 0

in
—2 f cosdz dz,
0

n in
}cos’z dz = 3 [cosz dz = §[sinz]}y = 2.
0 0

Podle v8ty 40 viak nelze poditat zcela mechanicky. Vzorec
(33) plati za pfedpokladu, Ze existuje integril na jeho levé
strané, a o tom se vidy pfedem musime pfesvédéit. Je zndma
Fada vét, podle nich¥ lze rozhodnout o tom, zda ndjaky in-
tegrdl existuje. My jsme dokézali pouze jednu, podle nf¥ in-

b

tegral [f(z) dz existuje tehdy, je-li f funkce spojité v inter-

valu (;, b) (véta 33). V tomto pFipadd existuje také primi-
tivnf funkce na pravé strand vzorce (83), jak bylo dokézéno
na str. 109.

Chybny by tedy byl tento vypodet:
1
dz 17t
f?-=[—;]_1=—1+(—1)=—2,
21
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nebot funkce f(z) = 1 : 22 nen{ v intervalu (—1, 1> spojitd
(neni totiZ definovédna pro z = 0).

Cvident.
51. Vypodtéte integrily:

a) fz‘dz,b)f%, c) f(3a:—2)dz,

d) f(gfxz'_gx+1)dz, e) fz’(l—a:’)dz,

9 [ (a2

52. Vypottéte integrily:
a) f (a sinz + b cosz) dz, b) f ﬁ(t:)TZz_’ c) f cotg’z dz,

d cos2z d d=z
) otz e) Sinz cos’r |

53. Integracf po &istech urlete: a) Jz cosz dz,
b) [2?sinz dz, c) Ja3 sinz dz, d) fcos%z dz, e) [sinz cosz dz,
f) fsindz dz.
54. Utitim integrace po &istech doka¥te, %e pro n > 1 celé
v intervalu (— o0, c0) platf
fz* sinz dz = — 2" cosx + nfz"—1 cosz dz,
J2m cosx dz = 2* sinz — n f2"~1 sinz dz.

Odtud odvodte, e pro n = 2 celé v témZe intervalu je -

fan sinz dz = — 2" cosz 4+ na™-1 sinz —
— n(n — 1) fz"=*sinz dz,
fa" coszdz = 2" sinz + na"-1 cosz —

— n(n — 1) fz"—2 cosz dz.
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55. Methodou integrace po &istech dokaZte, Ze pro n > 2
celé plati
in in

fsin"zdz =2 ; 1 fsi.n"—’z dz,
0 0

= in

-1
f costz dz = nT_ f cos™—2x dzx.
3 .

0

56. Udejte takovou primitivni funkei k funkei f(x)=
= (3z — 2)?, kter4d a) pro x = 0 nabyvé hodnoty 7, b) pro
z = 3 nabyvd hodnoty 7.

57. Jsou-li f,(z), f4(Z), --., fa(z) funkce, k nim¥ existuji
v intervalu J, primitivni funkce, a &y, ks, ..., k, konstanty,
dokazte, Ze v intervalu J , plati: [[k, f,(x) + k. folz) + ... +
+ kn fa(z)] dz = Ey ff1(2) dz + kyffy(z) dz 4 ... +
+ ky, [fa(z) dz.

58. Uzitim vysledku cvié. 36 dokaZte, %e pro funkei f,
kterd mi v (otevieném) intervalu J, vSude derivaci, plati

L )
ff"(a:)-f(z)dx—ﬂT

proka#dé celé n > O vintervalu J, a prokaZdé celén << — 1
v t&ch ddstech intervalu J, v nich? f(z) ¥ 0.

59. OkamZitd rychlost pohybujictho se tdlesa je imérng
¢asu. Stanovte, jak zdvisi drdha na Sase.

60. Rovinnd kiivka md tu vlastnost, fe smé&rnice jeji
teény je piimo imérn4 soufadnici # dotykového bodu. Urdete
rovnici této kiivky tak, aby kfivka prochézela a) pofitkem
8 bodem A o soufadnicich 1, 1, b) bodem A o soufadnicich
1, 1 a bodem B o soufadnicich 2, 3.
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VII. FUNKCE SLOZENE

Méjme dv& funkee f a g. Kazdému z = jlsteho oboru necht
odpovidé hodnota ¢ = g(z). Tomuto &islu pfifadime hodnotu

= f(t), pokud ov3em je f(¢) pro toto ¢t definovdno. Tim je ke
kaidému x piifazena urditd hodnota y, takZe y je funkef pro-
ménné z. PiSeme to obydejnd rovnici

y = flg=)].

Funkce tohoto tvaru nazyvame funkce slofené. Funkci f jme-
nujeme nékdy vnéjidf a funkei g vnit¥ni funkei sloZené
funkee f[g(z)]-

Je-li na pifklad vnéjsi funkce ¥ — sinf a vnitini funkce
t = z? 4 1, pak sloZend funkce je y = sin(z? 4 1) pro ka%dé
z. Je-li-vBak vné&jsi funkce y = #2 4 1 a vnitinf funkece ¢ =
= sinz, je sloZend funkce y = sin*x 4- 1 opét pro kaZdé .

Je vidét, Ze se ndzev sloZend funkce t¥kéd pouze formy, jiZ
je funkce vyjddfena, a nikoli jeji podstaty; zavidime jej
pouze proto, Ze vyjédfeni pomoci sloZené funkce je Jasto
dosti pohodlné. Na sloZenou funkei ¥y = flg(z)] miZeme na-
hlf%et také tak, jako bychom do funkee y = f(t) proménné ¢
zavedli za ¢ novou proménnou z rovnicf ¢ = g(z).

Véta 41. Je-li funkce f spojitd v bodd b a funkce g
spojitd v bodd a, pfi ¢emZ g(a) = b, je funkce flg(z)]
spojitd v bodd a.

Diikaz. PonévadZ funkece f je spojitd v bodé b, miZeme
zvolit libovolné okoli J, bodu f(b) & k nému dovedeme nalézt
takové okoli J, bodu b, Ze pro viechna ¢ z J, hodnota f(t)
padne do J, (viz definici spojitosti na str. 51). Pongvad¥ je
funkee g spojitd v bodé a, dovedeme nalézt k privé naleze-
nému okoli J; bodu b = g(a) takové okoli J_ bodu a, Ze pro
viechna 2 z J, hodnota g(x) padne do J,. Tim jsme viak
k libovolnd zvolenému okoli J, bodu f(b) = f[g(a)] sestrojili
takové okoli J, bodu a, e pro viecka z z J . hodnota t = g(z)
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padne do J,, a tedy hodnota f(¢) = flg(z)] padne do J,. To
viak znati, e funkee f{g(x)] je spojitd v bod$ a, a to jame méli
dokédzat.

Tato véta ndm umoZni rozhodnout o mnohych funkeich,
Ze jsou spojité. Na pifklad funkce sin(az 4 b) je spojitd
v kazdém bod&, nebot funkce t = azx + b je spojitd pro kazdé
z a funkece sint je spojitd pro kaZdé 2.

Vétu 41 mifeme vzhledem k definici spojitosti vyslovit
takto:

Je-li hmg(:v:) = g(a) a hmf(t) = f(b), p¥i 8emZ b = g(a),
jelimflg(z)] = fly(@)].

ZT—>a

Nyni si véimneme derivace sloZenych funkei. Nejprve
odvodime dilefitou vétu, které budeme &asto pouZivat.

Véta 42. M4-li funkce g derivaci v bodd z a funkce f
derivaci v bodé& ¢t = g(x), mé funkce flg(z)] v bodd =
derivaci f'(t) . g'(x).

Dikaz. Predpokldddme, Ze existuji (vlastnf) limity
i IEE R — 0@ _ o SR 1) _
B0 h E~0 k
a méme dok4izat, Ze
/[ﬂ(-’r + h)] flg(=)]

h->0
Pii demi ¢ = g(x).
Nejprve utvofime funkeci

1t + k) — (@)
k

=1 .9,

p(k) = — 1t

proménné k. Pro k = O neni (k) definovéno; poloZzme tedy
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PondvadZ HmW: f'(t), je funkce @(k) podle
k-0 .
véty 5 nekoneénd mald v okolf bodu 0, t. j. limqa(k) = 0. Je

tedy funkeo g(k) spojité v bod& 0. Pro k 40 je I “+M -
= f'(t) + (k) &ili
. fE+ k) — 1) = [ ) + p(B)] - k. (a)
Rovnice (a) je viak sprdvné i pro k = 0, jak se snadno pfe-
svédéime.

PoloZme nyni t = g(z), t + k = g(z + k), takZe

k= gz + k) — g(z). ' (b)

Prirtstek % je tedy jakousi funkef piiriistku A. Funkee g je
spojitd v bod& z, nebotf m4 v tomto bodé derivaci (véta 23); je
tedy také funkce g(x + &) spojitd pro A = 0 a k je pak spo-
jitd funkce piirtistku & v bodé & = 0. Pfi tom limk = 0. Pak

h—0
podle vty 41 je také p(k) spojitd funkce ptiristku A v bodé
h = 0, pfi demZ limp(k) = 0.
h—0

Dosadime-li podle (b) do (a), dostaneme ‘
fE+ &) — f&) = [f() + p(B)]lg(x + B) — g(=)]
8 odtud

flglz + )] — flg(x)]
h

, g(z 4+ k) — g()
= [f'(t) + @(k)] - —

takde
i [0 + B — flg@)] _

h—0 k

— Hm ) + ()] limIE TR I _ iy gia),
A0 A—0 h
a to jsme méli dokdzat.
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Dokézanéd véta pravi toto: Mdme-li stanovit derivaci slo-
Zené funkce y = f[g(x)] v bodé z, degivujeme nejprve vnéjsi
funkeci f podle prom&nné ¢ = g(z) a tuto derivaci ndsobime
derivac{ vnitin{ funkce g podle proménné z.

K snaziimu pochopeni daldiho vykladu zavedeme si nyni
pojem diferencidlu.

BudiZ déna funkce f, kterd m4 v bodd z derivaci. Tato
funkce je zndzorndna jakousi kfivkou; derivace funkce f
v bod$ z vyjadiuje smérnici tedny
v bodd M (obr. 55). Zv&tsi-li se
soufadnice z bodu M o A, od-
povida piiristku » na tefné pfi-
ristek NP druhé soufadnice.
Tento piiristek, ktery je oviem
funkef piristku %, oznaujeme
znakem dy nebo df(z) a nazy-
vime jej diferencidlem funkece
y = f(z) v bodé z. Néco jiného
je piiriistek funkce, ktery je na
obr. 55 zndzorndn isefkou NQ a pro ndj% uiivime znaku
4y nebo Af(z).

Vzhledem k definici smérnice tedny (str. 66) moZno po-

loit %‘1{ = g'. Odtud dostdvdme dy = ' . h &ili

df(z) = f'(z) . h. (c)
Je-li ve zvlsstnim pHpads f(z) = z, oznadime oviem df(z) =
= dz. ProtoZe viak f(z) = 1, vychézi ze vzorce (¢) dz =
‘= 1.h = h. PHristek » prom¥nné nazyvdme proto zpravidla
diferencidlem proménné a oznadujeme jej dz. Pak rovnice (c)
nabyvé tvaru

df(z) = f'(z) - d=. (41)
Odtud pak vyplyvé
d
=12
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Derivaci f'(x) funkce f v bodé x miZeme tedy povaiova.t za
podil dvou diferenciéli. Proto misto f'(x) nebo y' piSeme

dasto d(flf:) nebo dy . Vyhoda tohoto oznadeni tkvi v tom, Ze

je z n8ho jasnd v1dét, kterého pismene se derivovdni tykd.
Pomocf diferencidlii miiZeme vétu 42 zapsat jednoduchym
vzorcem, ktery se snadno pamatuje:
dy dy d¢
de ~ dt "dz’

Uvedeme si pFiklady, jak se tohoto vzorce pouZiva.

Ptiklad 44. Hleddme derivaci funkce y = sin(ax 4- b).
Polo#ime ax 4 b =¢; pak je y = sint, gd% = cost, %- =
= a, takle podle vzorce (42) méme [sin(az + b))’ =
= g cos(az + b) pro kaZdé z.

Piiklad 45. (sinfz)’ == 5 sin‘z cosz pro kazdé z. Tu bylo
poloZeno ¢ = sinzx, y = 5.

1 ! 2 sin2z

Piiklad 46. o2z T 1 = {conZz 1)2,pokud cos2z -+
+ 10, t. j. pokud = & §(2k + 1) =, kde & je celé &islo.
Danou funkei povafujeme za funkeci dvojnisobnd sloZenou
& poloZime y = ¢-1, ¢ = ocosu -+ 1, u = 2z. Pak podle dva-
krét pouZitého vzorce (42) je

dy dy dt dy dt du
de ~ @ ‘dz  dt "du "dz’

(42)

t.j.
1 ’ ,
(cosT—{—l) [(cos2z + 1)-1]" =
— s 2 sin2
(cos2z 4-1) ~2 ( sm2x),2_(ﬁ.

124



Z pravidla pro derivovéni sloZené funkce odvodime diile-
Zitou methodu pro vypodet nékterych integrald.

Necht k funkei f(t) existuje v intervalu (a, b) primitivni
funkce F(t)= [f(t) d¢, takie
F'(t) = f(t) pro kaZdé ¢ z (a, b).
Vezmeme funkei ¢ = g(z), kterd
m4 derivaci pro ka%dé = z ja-
kéhosi intervalu (x, §) a jejiz
hodnota g(z) pro ka%?dé =z
z («, ) padne do (a, b) (obr.
56). Dosadime-li do funkce F(t)
za ¢ hodnotu g(z), dostaneme
sloZzenou funkei F[g(x)]. Pak Obr. 56
podle vzorce (42) je

dFlg(z)] _ dF() dg(z) _

de ~— dt ' dzr
proka#dé 2 z (x, B). To vSak znamend, Ze F[g(z)] je primitivni
funkee k funkei f[g(z)] . g’(z), t. j.

Jg(@)] . g'(x) dz = Flg(z)]

v intervalu (e, B). Av3ak na pravé strand nenf nic jiného neZ
funkece F(¢) = [f(t) d¢, do niZ je dosazeno ¢ = g(z). Nalezenou
rovnost piSeme zpravidla ve tvaru

Jflg@)] . g'(z) dz = ff(¢) d¢, (43)

Pii demZ rovnosti jest rozuméti tak, Ze dostaneme touZ
funkei, kdyZ do primitivni funkece na pravé strané dosadime
t = g(x) (nejvyse aZ na integraéni konstantu).

Rovnice (43) uZivime k vypodtu primitivnich funkef, po-
dafi-li se ndm funkei, kterou mdme integrovat, rozloZit ve
dva ginitele, z nich? jeden obsahuje proménnou z jako ja-
kousi funkei jiné funkce g(z) a druhy je derivaci funkce g.
Pak dosadime novou proménnou g(z) = t. Z této rovmice
podle (41) plyne g'(z) dz = dt, tak’e také za diferencidl

QQ.R-;..?'-ua'
- ;!_,ll
|

1) . ¢'(@) = flg()] . ¢'(2)
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funkce g, t. j. za vyraz g'(z) dz, mifeme formdlnd dosadit
diferenciél d¢ nové proménné . Postup prdvé popsany a vy-
jadfeny rovnici (43) se nazyvd substituén! methoda pro vy-
podet integrili.

Ptiklad 47. Mdme stanovit integrdl fsin’r cosz dxr, ktery
je definovén v intervalu (— oo, @), nebot sinz i cosz jsou spo-
jité pro ka%dé z. Ilined vidime, Ze (sinz)’ = cosz; proto dosa-
dime sinz = ¢, pfi Sem%Z hodnota ¢ nile?{ do intervalu
{—1, 1). Pak je cosz dz = di, tak¥e mdme [sin®*z cosz dz =
= [*dt = 3 = } sin®z + ¢, kde ¢ je integralni konstanta.
Integrdl [t?dt je definovén v intervalu (—oo0, 00), mizeme
jej tedy utvofit pro kterékoliv ¢, jeZ je vnitfnim bodem inter-
valu (—1, 1>.

Ptiklad 48. Chceme uréit integrdl

ztdz

@+ 1)

definovany v intervalech (—oo0, —1), (—1, ). Je (2®+
+ 1)’ = 32%; je tedy d&itatel (a2 na faktor 3) derivaci vyrazu
73 4 1, jehoZ druhd mocnina je ve jmenovateli. Proto dosa-
dime 23 4 1 = ¢, 322 dz = d¢, takZe

#dz (Rt g a1
' =1
T3P+ 1) '
Je-li # v intervalu (—o0, —1), je ¢ v intervalu (—oa0, 0);
je-li z v intervalu (—1, 00), je ¢ v intervalu (0, a0). Pro viecka
tato ¢ je integrdl ft—% df definovén.

Nékdy je moZné dosdéhnout toho, Ze rovnice £ = g(x), kterd
kaZ?dému z pfifazuje jediné ¢, pfitazuje také naopak kaZdému
t jediné z, t. j. &islo z miZeme vyjadfit jako funkeci proménné
t a psat z = h(t). Pak miZeme rovnici, (43) &ist i v opadném

+ ¢
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sméru, t. j. integrdl [f(¢) df mifeme vyjddfit integrilem
[flg(x)] . g'(x) dz, do néhoZ je vBak tieba dosadit z = A(t).
Jednozna&ného vyjéddieni dosdhneme &asto tim, Ze z pivod-
ntho intervalu (a, b), v ndm¥ byla definovdna funkee f(t),
ponechime jen &ist (ay, b,) a také z intervalu («, 8), v ndmz
byla definovdna funkce g(x), ponechdme &ist («,, ;) odpovi-
dajief intervalu (a,, b,) (viz obr. 56). Pak oviem primitivn{
funkee [f(¢) dx, kterou takto dostaneme, je stanovena pouze
v intervalu (a,, b,).

Piiklad 49. Médme integrovat [sin(at + b) d¢, kde a <= 0.
Tento integrdl je definovdn v intervalu (—o0, o0), nebot
sin(at 4 b) je spojitd funkce v intervalu (— o0, c0). Volime

—b
substituci at + b = =, z niZ plyne jednoznaéné ¢ = d

pro ka%dé z. Pak dft = %, tak¥e

. . dz 1 . 1 _
[sin(at 4 b) dt = fsmz; _-E-fslp:cdz_—;cosz—

= — % cos(at -+ b) 4+ ¢ v intervalu (—o0, o).

Pt{klad 50. Abychom stanovili integrdl [sin]/t dt,*)
ktery je definovén v intervalu (0, c0), dosadime ¢ = 2. Z této

rovnice plyne bud zr= Vt nebo z = — Vt z obou téchto

hodnot zvolime t¥eba hodnotu z = |/t, tak¥e  je v intervalu
(0, 00).- Déle z rovnice ¢ = z? plyne d¢ = 2z dz. Dostdvadme
tedy integral

[sin)/t dt = 2z sinz dz,

ktery jo definovén v intervalu (0, c0). Vznikly integrl jsme
jiZ vypogetli v prklads 41, tak¥e je celkem

—

*) Znak |/¢ zna8i nezéporné &fslo.
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Jsin)/t dt = 2fz sinz dx = 2(— x cosz -+ sinz) =
= 2(sin]/t-— V?cosl/t_) +e¢

v intervalu (0, o).

Kdybychom byli volili z= — Vi-, byli bychom dostali
fsin]/t_dt = 2fx sin(— z) de = — 2 [z sinz dz = 2(x cosx —
— sinz) = 2[— |/£ cos(— |/2) — sin(— }/#)] = 2(sin]/t —

- Vt coth) + ¢ jako diive.

Jestd se zminime o tom, jak se poditaji urdité integrily
substituéni methodou. Tu je moZny dvoji zplisob vypodtu.
Jedna cesta spodivd v tom, ¥e uréime piisluSnou primitivni
funkeci tak, jak to bylo privé popsino, a potom pouZijeme
vzorce (33). Druhd cesta, kterd byvd zpravidla podetnd
jednodussi, je ta, Ze poitdme urdity integrdl pfimo. Mame-li
poditat integril

ad
I= '[ flg(@)] . ¢'(z) dz = Flg(d)] — Flg(c)],

kdec, d jsoudv® &fslaz intervalu(a, b), zavedeme substituci

g(z) =1¢, g'(z) dz = dt. Je-li g(¢) = », g(d) = 8, kde y, 4 jsou

dsla z intervalu («, 8, je jasné, Ze I = F(3) — F(y), ale F
]

je primitivni funkee k funkci f, proto I = [f(t) dt. Je tedy
rd

celkem
d ) )
cf flg(@)] . g'(z) dz = yff(t) de.

Této rovnice moZno oviem pouZivat v obou smérech.

1
zdz

Pi{klad 51. Jde-li o integral @L
0

ktery existuje,

nebot funkoe integrovand je spojitd pro kaZdé z, poloZime
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224+ 1=t 2rde=dt. Ponévadz 02+ 1=1, 124+ 1=2,
méme
2

1
zdz 1 it__l_lz_l 1+1_1
@+ 12 2 J & 2 t], 2 2 T4
0 1 .
P#{klad 52. Méme vypodisti [ |/ T — 2 dt,*) ktery m4 smysl,
0
nebot funkce integrovand je spojitd v intervalu {(—1, 1).
Polozime t = cosz, dt = — sinz dz, pfi demZ je tfeba omezit
proménnou z na takovy interval, aby bylo moZno z rovnice

t = cosz urdit &islo x jednoznaéné. Ponévad? cosjz = 0,
cos0 = 1, vezmeme z tieba z intervalu (0, }x>. V tomto

intervalu je sinz > 0, }/1 — cosi = sinz, takJe
1 0 i
[JT—=#dt= — [sinrdz = [sin’zdx =
o in 0
= [§(z — sinz cosz)]}’ = }a.
K vypodtu poslednfho integrdlu jsme ufili vysledku p¥i-
kladu 42.

Mohli jsme oviem vzit proménnou z i z jiného intervalu,
tteba z intervalu (— 4, 0>, nebot cos(— }s) = 0, cos0 = 1.
V tomto intervalu je viak sinz <0, takie |1 — &=
= J/T —"cos’z = — sinz. Pak

1 0 -
”/1 — #dt= [sin’z dz = [}(z — sinz cosz)]?, =
(1] —in
=0—(—in)={n
Cridend.

61. Stanovtederivace funkef: a) (z2— 1)5, b) 1

' z—z — 2
©) cos3z, d) cos’z, e) cosz?,**) f) sin(a — z) sinz, g) tgir, h) tg2z.

*) J/1—¢? a rovné% tak i J1—cos’s zna&f opst nezéporné dislo.
**) cos®z znadi (cosr)?, cosz® znadi cos(z?).
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62. Stanovte derivace funkef (m,n celd &isla, a & 0):

m\3
o) @@z + b, blen(l— 2, o) T 2L ) sine(az + b)
63. Podle pravidla o derivovani funkce sloZené odvodte
znovu vysledek cvid. 36.

64. Dréha kmitavého pohybu je déna vzorcem s=
= a sin(wt + k), kde @ >0, w >0, k jsou konstanty.
a) Stanovte okamfZitou rychlost pohybu v okam#iku ¢.
b) Kterou polohu mé kmitajicf t8leso v téch okamzicich,
v nichZ je okamZitd rychlost rovna nule?

65. Lze dokdzat, Ze plati .
sin}nrsin}(n 4 1) z,

sinz + sin2z 4 sin3z + ... + sinnz = s}z
sin}nz cos}(n+ 1) z
cosz - cos2x + cosdz + ...+ cosnr = sin}e

Derivovanim z toho odvodte
sinz -+ 2 sin2x 4 3 sindz + ... 4+ n sinne =
__(n+1)sinnz — nsin(n4- 1) z

2(1 — cosx)

cosz + 2 cos2z + 3 cos3z 4 ... 4 n cosnx =
(n+ 1) cosnz — n cos(n + 1) z — 1
2(1 — cosz)

66. Vypottéteintegrily: a) f (3— 22%)422dz, b) f @ 1),,
c) f sin?z cosa:dz d) f sinz cos®z dz, e) f smzadz’
cos’z

3
f) f sin’z dz, g) f sm’z cosbz dz, h) f cfl;:z.
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67. Vypottéte integrily: a) f (ax+ b* dz, a = 0,

b) f E‘iz_z)T 0) f sin2z dz, d) f cos(3z — 5) d,
®) fcos’3a: )fsm’(‘lz—l- 1y 8) fl + cosz

$8. Vypottite integraly: a) f (8 —=1)zdz, b) f R

sinz dz
)f(cos:c+ Y d)fsm.‘.’.:cda:, e)f l—cos49:'

69. Vysledek cvié. 58 dokaZfte piimo methodou substi-
tudni.

70. Na zdklad$ toho, %e tgtz = tg"—2z

—— 1), do-
cos?r

ka¥te, Ze v intervalech (1(2k — 1)z, 1(2k + 1) =) (k celé)
plati pro n &= — 1

ftg":vda:: ﬁtg"—lz— ftg"-“::dz.

VIII. FUNKCE INVERSNI

JiZ na str. 74 jsme zavedli pojem funkce rostouci a klesa-
jici v intervalu. Tyto funkce nazyvédme spolednym jménem
funkce monotonni. Maji n&které jednaduché vlastnosti
& proto se jimi nyni budeme zabyvat soustavnéji, adkoli jsme
se 8 nimi jiZ diive n&kolikrit pfi riznych prileZitostech
setkali.

Vime na pHklad, %e pro n celé kladné z nerovnosti 0 <
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< 7, < 7, plyne 2} < a3 (v&ta 1); je tedy funkce f(z) = z"
pro n celé kladné rostouci v intervalu (0, co). Naproti tomu
Pro #; < ;5 0 je 2% < 23 jen pfi kladném a lichém n; pki
7 kladném a sudém je tomu prév® naopak. Proto funkce
f(z) == zm, kde n je kladné a liché, je rostouci v celém inter-
valu (—o0, 00) (pro n = 3 viz obr. 18), kde%to funkce f(z) =
= z® pro n kladné a sudé je klesajici v intervalu (—oo, 0)
a rostoucf v intervalu {0, o0) (pro n = 2 viz obr. 17). Pro n
celé zdporné z nerovnosti 0 << z;, < z, plyne 2} > x3 (v&ta 2),
takZe funkce f(x) = z" pro n celé zdporné je klesajici v inter-
valu (0, o). Naproti tomu pro z; < z, < 0 je 2} > =3 jen i
n zdporném a lichém, kdeZto pfi zdporném a sudém » je tomu
prévé naopak. Proto funkce f(z) = z", kde n je zdporné

a liché, je klesajici také v intervalu (—co, 0) (pron= —1
viz obr. 19), kdeZto funkee f(z) = z" pro n zdporné a sudé je
rostouci v intervalu (—o0, 0) (pro » = — 2 viz obr. 20).

Podobns je z obr. 23 vidét, Ze funkce sinx je rostouci v kaz-
dém intervalu {(}(4k — 1) =, L(4k 4+ 1) =), kde %k je celd,
a klesajicf v kaZdém intervalu {(1(4k + 1) 7, }(4k + 3) =),
kde k je celé. Funkce cosz je klesajici v kazdém intervalu
{2kn, (2k + 1) ), a rostouci v kaZdém intervalu {(2k — 1) x,
2kx), kde k je opét celé.

Vé&a 43. Je-li funkce f monotonni v intervalu J,
a je-li zdroven v tomto intervalu spojité, existuje
takovy interval J,, Ze

1. prokatdézzJ hodnotay—= f(z) padnedo J,a

2. ke ka%Zdému y z J, existuje jediné z z J, tak, Ze
y= [(z).

Dikaz. Je-li funkce f monotonn{ v intervalu J, a je-li x,
libovolny bod z J ., nabyvé funkce f hodnoty f(x,) prdvé jen
v bodé z, a v 24dném jiném. Kdyby totiZ nabyvala hodnoty
f(z;) jeltd v néjakém jiném bod& z, + =,z J ., bylo by f(z,) =
= f(z,); to ale neni moZné, nebot vzhledem k definici mono-
tonnf funkce pro z; + x, musi také f(z,) ¥ f(z,).
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Déle dokdZeme toto tvrzeni: Je-li funkce f monotonni a na-
byvé-li v intervalu J . nejvétdf nebo nejmensi hodnoty v bodé
¢, je bod ¢ krajnim bodem intervalu J,. Kdyby toti¥ bod ¢
nebyl krajnim bodem intervalu J,, existovala by v J, &isla
z, a z, tak, e z, < ¢ < z,. Pak by ale podle definice mono-
tonni funkece bylo bud f(z,) < f(c) < f(z,), nebo f(z,) >
> f(¢) > f(z,), a hodnota f(¢) by nebyla nejvéts{ ani nejmensi
hodnota, jiz funkce f v J, nabyva.

Nyni vezmeme v tivahu mnoZinu F viech hodnot [(x) pH-
sludnych ke viem bodiim x z J ;. Jsou celkem &ty¥i moZnosti:

a) MnoZina F je omezend. Pak mé urdité supremum M
a urtité infimum m. Je-li z libovolné &slo z J,, pak m <
< f(z) < M. Je-li naopak y libovolné &fslo takové, Ze m <
< y < M, existuj{ vzhledem k vlastnostem suprema & in-
fima (str. 12) takové body a, b z J,, Ze f(a) < y < f(b), pFi
dem? f(a) = m, f(b) < M. Je-li a < b, oznadme J, interval
{a, b); je-lia > b, oznadme J ; interval (b, ). To je uzavieny
interval a funkce f je v n8m spojitd, nebot je spojitd v celém
intervalu J,, a proto tim spife v J,. Proto podle vty 21
existuje k ¥slu y takové z v J., a tedy také v J, Ze f(z) = .
Toto z je podle toho, co bylo fedeno na po&dtku ditkazu, je-
diné. ProtoZe to plati pro ka%dé y, které vyhovuje nerovnos-
tem m < y < M, je intervalem J, jeden z intervall {(m, M),
{m, M), (m, M), (m, M) podle toho, je-li funkce f definovina
v krajnich bodech intervalu J,, &i neni-li v nékterém z nich
definovéna.

b) Neexistuje-li supremum mnoZiny F, t. j. je-li moZno ke
ka?dému é&islu y najit takové b z J ,, Ze f(b) > y, a existuje-li
naproti tomu infimum m mnofiny F, pak pro ka¥dé z z J,
plati f(z) = m. Naopak ke ka¥dému &slu y > m lze najit
takové a z J,, %o f(a) < y. Oznadme J, interval (a, b), je-li
a < b, nebo interval (b, @), je-lia > b. Pondvadi funkee f
jo spojitd v J, je tim spife spojitd v J_, ktery je uzavieny;
proto k &fslu y existuje takové z z J,, a tedy také z J, fe
f(z) = y. Toto z je jediné. ProtoZe to plati pro ka¥dé y > m,
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je intervalem J, bud interval (m, c0), nebo interval (m, o),
a to podle toho, je-li funkce f definovédna v levém krajnim
bodu intervalu JJ ,.
¢) Neexistuje-li infimum mno#iny F a existuje-li supre-
mum M této mnoZiny, poloZme g(z) = — f(z). Pak m4 mno-
Zina G hodnot g(r) infimum — M, ale nemd supremum;
proto je podle odst. b) intervalem J, pro funkei g bud inter-
va.l {— M, o0), nebo interval (— M, o0). Je tedy intervalem
y pro funkm { bud interval (—oo, M), nebo interval
(—00 M).
d) Neni-li mno¥ina F omezend, pak hodnota f(a:) pro kazdé
z z J ; padne do intervalu (— o0, ). Naopak je-li y libovolné
Uslo, existuji &isla a, b z J, tak,
Ze f(a) < y < f(b). Znak J, bude

y__ . mit tyZ vyznam jako v odst. a).
| Protoze funkce f je spojitd v J,

24 =) je tim spide spojitd v J,, ktery
- — -yl - —— je uzavieny; proto k &slu y exi-

L X H stuje takové z z J,, a tedy také

0 I X zJ, Ze f(z) = y. Toto = je opdt

jediné. ProtoZe to plati pro kaZdé
y, je intervalem J, interval
(—00, 0). Tim je v&ta dokdzéna.

Vétu 43 ilustruje obr. 57, ktery je proveden pro funkei
klesajici a spojitou v uzavieném intervalu J,. Pro ka?dé z
z J , hodnota f(z) padne do J,, a pro kaZdé y z J, moZno najit
jediné z z J , tak, Ze f(z) = .

Je-li funkce f monotonni a spojitd v intervalu J ,, pak ka%-
dému z z J, odpovidé urtité a jediné y z J,. To vy]a.drme
vztah

y = f(2). (a)
Podle véty 43 odpovid4 také kaZdému y z J, uréité a jediné z
z J ; miiZeme tedy také hodnotu z povaZovat za funkci nékte-
rého y z J,,. Oznadime-li tuto funkeci pismenem g, pak je

z = g(y), (b)
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pfi Eemz se v rovnicich (a) i (b) vyskytujf tytéZ hodnoty =

a y; obé roviice tedy znadi pfesnd totéZ. Z rovnice (a) plyne

rovnice (b) a také obricend z rovnice (b) plyne rovnice (a).
Dosadime-li za y podle (a) do (b), dostaneme

z = glf(=)],
a dosadime-li za z podle (b) do (a), vyjde
y = flg)].

Funkce f a g, které maji popsanou vlastnost, nazyviame na-
vzdjem inversnimi; funkce g je inversni k funkei f a naopak
funkee f je inversni k funkei g.
Véta 44. Je-li funkce f ;((;::g}li?i a zdroven spojitd
vintervaluJ,, jefunkceg, kterd jeinversnik funkei
rostouci . .. .
f,.rovndz klesajici® zdrovei spojitd vodpovidajicim

intervalu J,.

Dikaz provedeme nejprve y
pro piipad, Ze funkce f je
rostouci v J ,.

Jsou-li ¢, z, dv® libovolné
hodnoty z J_, které vyhovuji
nerovnosti z, > z,, je f(z;) >
= f(z;). Zvolme dvé hodnoty
Y1, Y2 2 J , pro né% plati y, <
< ¥, (obr. 58). K nim podle Obr. 58
véty 43 existuji dvd hodnoty
z,, 2, 2 J  tak, Ze f(x)) = yy, f(%5) = s, PEi Somi f(z,) < f(z,).
Pak ale musf také z, < x,. Kdyby totiz z, = z,, muselo by
byt f(z,) > f(zy), ale to nenf. Protofe 7, = g(y,), 73 = g(¥),
proto z nerovnosti y, < y; plyne g(y,) < g(y,). Tim je
dokézdno, %e funkce g je rostouci v J,.

Jeité je tieba dokdzat, Ze g je spojitd v J . Je-li ¢ vnitfnim
bodem intervalu J,, nemiZe byt bod f(¢) = d krajnim bodem

b ——— — - ——

A

O ox axo

|

l

!

|

|
1 | -
a A cx a
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intervalu J,. Kdyby byl bod d krajnim bodem intervalu .J,,
musel by byt bod ¢ krajnim bodem intervalu J, jak plyne
z druhého odstavce ditkazu véty 43. Je tedy bod d vnitinim
bodem intervalu J,. Pfedpokldddéme, Ze funkce f je spojitd
v bodd ¢, t. j. je-li (y;, ¥,), kde y; < f(¢) << ¥,, libovolné okoli
bodu f(¢) = d, pak k nému existuje takové okoli (z, z,)
bodu ¢, %e ke kaZdému z z (z,, z,) hodnota f(x) padne do
(¥1, ¥2), DI Eemz 2, = g(y,), ¥, = g(y,) (viz stéle obr. 58). Pak
ale také pro kaZdé y z intervalu (y,, ¥,), pro néZ plati y, <
<y <y jo gly) < g(y) < gy, &ili z, < gly) <=z ¢ j.
hodnota g(y) padne do okoli (x,, z,) bodu ¢ = g(d). Je tedy
funkee g spojitd v bodé d.

Existuje-li krajni bod e intervalu J,, je f(a)=b rovnéi
krajnim bodem intervalu J,, nebot kdyby byl bod b vnitinim
bodem.intervalu J,, byl by bod a = g(b) podle pfedchdzeji-
ctho rovnd% vnitinim bodem intervalu J; a to neni. Je-li bod
a levym kra,]nim bodem intervalu J,, je v ném funkce / spo-
jits zprava, t!§. je-li (b, y,), kde y, > b, libovolné pravé okoli
bodu f(e) = b, pak k nému existuje takové pravé okol
{a, z;) bodu a, Ze ke ka%dému z z {a, z,) hodnota f(x) padne
do ¢b,y,), pfi emZ z, = g(y,). Pak ale také pro kaZdé y
z intervalu (b, y,), pro né% plati b < y < ¥y, je g(b) < g(y) <
< gly), &ili ¢ < gly) < z,, t. j. hodnota g(y) padne do pra-
vého okoli (a, z,) bodu a = g(b). Je tedy funkce g spojitd
Zprave v bodé b. Obdobné bychom dok4zali toto: Existuje-li
pravy krajnf bod b’ intervalu J,, je v ném fun.kce g spojitd
zleva.

Kdyby &lo o funkei klesajici, nic by se na diikazu nezms-
nilo a% na to, Ze by se obrétilo znameni nékterych nerovnosti.

Dosud jsme diislednd oznaovali proménnou u funkce f
pismenem z a u funkce g, kters je inversnf k funkei f, pisme-
nem 3. Nebudeme to viak jiZ d4le délat, nebot viibec nezdleZi
na tom, jak je proménnd oznadena. Proménnou budeme ozna-
&ovat, jak je vSeobecnym zvykem, pismenem z. V naSem di-
véjiim oznadeni rovnice y = f(z) 8 z = g(y) znadi ty% vztah,
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jim¥ jsou vdzény hodnoty z a y. Obé& rovnice jsou znézornény
tou¥ kiivkou. Vyménime-li viak ve druhé rovnici pismena z
a y mezi sebou, dostaneme inversnf funkci ve tvaru y = g(z).
Jsou-li z a y soufadnice n&kterého bodu na kfivece y = /(:c),
pak bude na kiivee y = g(z) leZet
bod o soufadnicich y, x, které jsou
stejné aZ na pofddek. Je vSak znd-
mo, %e body o soufadnicich =z, y
a ¥, « jsou soumérné poloZeny vzhle-
dem k pimce pilici dhel kladnd y
orientovanych soufadnicovych os. _A{ .~/
Proto je-li funkce y = f(x) zndzor- o
néna jakousi kfivkou, je inversni ,” 0/ X
funkce y = g(x) zndzorndna kiivkou Obr. 59
soumérns poloZenou vzhledem k pie-

deslé kfivee podle pfimky pilici Ghel kladné orientovanych
soufadnicovych os (obr. 59).

NeZ postoupime déle, probereme si podrobnéji nékteré in-
versnf funkce. Nejprve prozkoumdme funkei inversni k funkei

y = [(z) = 2", n celé kladné.

Protofe je tieba, aby funkce f, k ni% chceme konstruovat
funkei inversni, byla monotonni, omezime se jen na takovy
interval, v ném% je funkce f rostouci pfi ka#dém celém klad-
ném 7, t. j. na interval {0, c0). Funkce f je spojitd ve viech
bodech tohoto intervalu (véta 16); proto k nf existuje inversni
funkce g, jejim% oborem je interval {0, 00) a je% je rovnéZ
spojitd v ka¥dém bodd tohoto intervalu. Inversni funkei g
nazyvéme n-td odmocnina & znadime ji

L)
y= ]/a_:, n celé kladné, z > 0; (o)
pti tom vyjde také y > 0. Rovnice (c) znai oviem totéZ jako

rovnice

z =y, n celé kladné, y > 0. (d)
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Dosadime-li z rovnice (c) za y do (d), dostaneme

n
xr = (V.‘l_t)", x g 0;
dosadime-li naopak z rovnice (d) za z do (c), dostaneme

y=]/?/—nr ygo'

Ponévad? funkce f je rostouct a spojitd v intervalu (0, o), je
také funkce ¢ rostouci a spojitd v intervalu {0, o).

. 1 .
Pron=1jey= Vx, cof je totéz jako x = y1 = y. Je tedy

1 2

VI: z. Pro n = 2 piSeme zpravidla pouze V; misto V:v.

Pfi lichém kladném » miiZeme rozsifit definici n-té odmoc-
niny i na zéporné z vzhledem k tomu, Ze funkce f je pro liché
n rostouci a spojitd v celém intervalu (— oo, c0). Naproti
tomu pfi sudém n n-tou odmocninu zdporného &isla neza-
viddime.

Z ptedchézejiciho plyne, %e n-t4 odmocnina (pokud je vii-
bec definovéna) je vidy definovdna jednoznaénd. Zejména

druh4 odmocnina je vidy é&islo

Y yex? nezéporné; proto je tteba ddvat
pozor: plati vzorce
v V2 = |af prokaidéz, (44)
1 — sin®z = |cosz],
, [Tk,
o ]1—cos:v=|smx|
Obr. 60 rovnéZz pro kaZdé z. V té&chto

. dvou vzorcich se dasto chybuje
tim, Ze se znatka absolutni hodnoty vynechdv4.

Priibéh funkce y = l/ z spolu s inversni funkei y = z? (pro
x > 0,y = 0) je zndzorndn na obr. 60. Podobny priibh maji
kfivky i pro jind m.
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Pomoci odmocnin definujeme mocninu, jejim# mocnitelem
je libovolné raciondlni &slo:*) Je-i >0 a n = —;l, kde

P, q jsou &isla celd. a ¢ >0, rozumime znakem z"
q-—
¢islo an = Vﬂ

Lze ukézat, Ze pro poditdni s mocninami, jejichz mocnitelé
jsou &fsla raciondln{ a jejichZ zdklady jsou kladn4 &sla, plati
pfesnd taZ pravidla jako pro poditdni s mocninami, jejichZ
mocnitelé jsou &fsla celd.

Déle si probereme funkci inversni k funkei y = smz Ta je
spojitd pro kazdé z (v&ta 18), ale monotonni je jen v uréitych
intervalech; proto se pfi konstrukei inversnf funkce omezime
na interval (— 37, 37, v némi je funkce sinz rostouci. Je-li
— <L z< im, je — 1 < sinz < 1, a proto je intervalem,
v némi je definovédna funkce mversni interval {—1, I).
Inversni funkei oznadujeme ndzvem arkussinus a zapisujeme
ji z= arcsiny, pfi dem¥ — 1< y < 1. Volime-li za pro-
ménnou pismeno z, jde o funkei

y=arcsinz, kde — 1< z<1
(teme arkussinus z), coZ znamend totéZ jako
z=gsiny, kde — In< y< in.
Z t&chto rovnic opét dostdvdme
z = sin(aresinz), — 1 <z<L 1,
y = arcsin(siny), — Iz < y < Im.
Vzhledem k tomu, %e funkce sinz je v intervalu (— %=, im)
rostouci, je i funkce arcsinz funkce rostouci v intervalu
{—1, 1). Priib&h funkce arcsinz je znézorn&n na obr. 61.

Obdobné funkce y = cosz je spojitd pro kaZdé z, ale mono-
tonn{ je opét jen v urditych intervalech. Je tfeba se omezit

*) Nézvem ractondlni &fslo oznalujeme kaidé &islo, které se dé
vyjadtit ve tvaru zlomku, jehoZ &itatel i jmenovatel jsou &fsla celd.
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opét jen na takovy interval, v némz je funkce cosz monoton-

ni; zpravidla to byvd interval (0, #>, v némZ je cosz funkei

klesajici. Jo-li0 < 2 < m, je 1 > cosz = — 1, a proto je obo-

rem funkce inversni v tomto pfi-

pad® interval (—1,1). Inversni

" funkei nazyvdme arkuskosinus

y* a znadime 2z = arccosy, kde

=arcc — 1< y £ 1. Oznadime-li pro-

. ménnou pismenem 2z, mdme

P y-arcsinx

y = arccosz, kde —1 < z2< 1

(¢teme arkuskosinus x), coZ zna-
mené toté} jako

-1 0 1 z=cosy, kde 0 < y < .

Funkce coszr je v intervalu {0, =)
klesajici a spojitd, proto i funkce
arccosz je v intervalu (—1,1)
klesajici a spojitd (obr. 61).
Obr. 61 Funkce y = tgr je rostouci
a spojitd v kaidém intervalu
(3(2% — 1) =, 3(2k + 1) =), kde k je celé. Abychom k ni mohli
sestrojit funkei inversni, musime si vybrat jeden z t&chto
intervalti. Zpravidla bereme interval (— 1z, im). Je-li
— <z <}inm je tgz v intervalu (—o0, ). Oborem
inversnf funkce je tedy interval (—o0, c0). Inversni funkci
nazyvédme v tomto piipad& arkustangens a zapisujeme z =
= arctgy. Oznadime-li proménnou zase pismenem z jako
obvykle, mdme

~In

y = arctgz pro kaZdé z
(8teme arkustangens z), coZ znamend totéz jako
z=tgy, kde — }n <y < }m.
Funkece tgz je v intervalu (— 3, 37) rostouct a spojité, proto
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je i funkce arctgz v intervalu (— o0, 00) rostouci a spojit4.
Pritbéh této funkce je zndzornén na obr. 62.

Kone&né funkce y = cotgz je klesajici & spojitd v kaZdém
intervalu (kx, (k 4+ 1) ), kde k je celé. K sestrojeni inversni

2.
y-tM\
1
2 n y=arc
0
4

Obr. 62

funkce bereme zpravidla interval (0, z). Je-li 0 < z<m, jo
cotgz v intervalu (— o0, c0). Oborem inversnf funkce je tedy
interval (— oo, 00). Nazyvdme ji arkuskotangens a zapisujeme
z = arccotgy. Rovnice

y = arccotgr pro kaidé z
(%teme arkuskotangens z) znadi piesnd totéZ jako rovnice
z = cotgy pro 0 < y < .

Funkece cotgz je v intervalu (0, 7) klesajic{ a spojitd, proto je
i funkce arccotgz v intervalu (— oo, o0) klesajici a spojitd.
Jeji priibéh je zndzornén na obr. 62.
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Funkce arcsinz, arccosz, arctge, arcotgz se dasto nazyvaji
spolednym jménem funkce cyklometrické. Jejich uZitf si uké-
Zeme na pifkladech.

Pifklad 53. Kterd z vyhovuji rovnici sinx = a, kde
—1<ag 1

Pokud — 3z < 2 < i, lze tuto rovnici prepsat podle de-
finice funkce arcsin ve tvaru z — arcsing, co? je jediné Feent
dané rovnice v intervalu {— iz, }n). Vime viak, Ze podle
vzorce (6) pro kaZdé z je sin(x — 2kx) = sinz, kde k je celé;
proto dané rovnici vyhovu]e také kaidé z, které vyhovuje
rovnici sin(x — 2kn) = a, t. j. kaZdé z, pro néi z — 2kn =
= arcsing, &ili

z = 2kn -} arcsina.

Pro ka¥dé toto feeni plati — In< z—2%kn< I &l
4k — DNl 14k+ D)2

Dile podle vzorce (16) pro kaZdé z je sin(z — z) = sinz,
a tedy také sin(2kw 4 m — z) = sinz, kde & je celé. Proto
dané rovnici vyhovuji také takové z, kterd vyhovuji rovnici
sin[2k+ 1)m— z]=a, t. j. (2k+ 1) ® — & = arcsina.
Odtud dostdvdme

z = (2k + 1) x — arcsina.

Ka¥dé z t8chto Felenf spadd do intervalu, pro néjZ — in <
<@+ Da—z<in, b Hk+D)a<a< Hak+
+ 3) z. Tim jsou viecky i.nterva,ly, a tedy také viecka fedeni,
vyderpény.
Piiklad 54. DokdZeme, Ze pro kaZdé z je
arctgz | arccotgz = }m.

PoloZime y = arctgz, &ili z = tgy, kde — in <y < }m.
Vedle toho platf cotg(}n — y) = tgy, takZe cotg(inm — y) =
= z. Aviak 0 < }n — y < =, tak¥e };r — y = arccotgz, pfi
demZ y = arctgz. Je tedy vskutku arctgz | arccotgr = 3.
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Podobné Ize dokdzat, fepro — 1 < 2 1 je
arcsinz 4 arccosz = }zn. °
Obr4time se nyni k derivacim inversnich funkei. Plati vita:

Vé&ta 45. Je-li funkce g monotonni v intervalu J,
amé-livevnitfnimbodéytohotointervalu derivaci
g'(y) + 0, mé funkce finversni k funkecig v bodd z =
= g(y) derivaci f'(z) = 1:¢'(y).

Dikaz. Pfedpokldddme, Ze funkce g mé v bodé y derivaci,
t. j. pfedpokliddme, Ze existuje limita

” s 1o 9@+ b)) — gy)
9(y)—ﬂf=|=0- -

To znamend, Ze Mr_’_]@ = ¢'(y) + @), kde ¢ je
funkce prom&nné A, jeZ je nekoneénd mals v okoli bodu 2= 0,
t. j. hmq)(h) = 0. Pro 2 = 0 neni hodnota funkce ¢ defino-

vé,na., poloz1me li p(0) = 0, je funkce @ spojitd v bod& A = 0.
Oznadme ¢g(y) = =, g(y + h) = z + k. Odtud plyne y = f(2),
¥+ h = f(x 4 k). Potom pro k 50 je
flz+ k) — Hz) h 1
k Tyt h—g@ g + k)
Funkce ¢ mé v bodé y derivaci, proto je v ném spojitd, a proto
je také funkce f spojitd v bodé 2. Protofe h = f(z + k) —

— f(z), je také h spojitd funkce proménné % v bod& k = 0, pfi

¢em? limh = 0. ProtoZe ¢(k) je spojitd funkce proménné A
k—0

v bods % = 0, je to také spojitd funkce proménné k v bodd

k=0 (vita 41), takie limgp(k) = 0. Proto také existuje
k-0
derivace funkece f v bodé z a je rovna

i Sz B @) 1 1
= TO el 7@

f'(z)=
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Dokdzané véty uZijeme ke stanoveni derivace inversnich
q_ 1

funkei. Nejprve vezmeme funkei y = Va: = 2%. Ta je defino-

véna v intervalu {0, o0). Funkce k ni inversnf je z = g1,

kde y je v intervalu (0, c0) a q je celé kladné. Tato funkce m4

v kazdém bod& y > 0 derivaci gye—! & 0. Proto podle véty

q—
45 m4 derivaci i funkce ]/ z a tato derivace je rovna
1—g 1
= ~—1
ER IS U W O )
W g q q

Z tohoto vysledku nynt odvodime derivaci mocniny 2

s raciondlnim mocnitelem 7 = %, kde p, g jsou é&isla celd

. ? 1
ag>0,vboddz>0.JetotiZa" =2 7= (:cq)p. Pak podle
pravidla o derivaci sloZenych funkef

1,0 L =1, 1,
@) =p@?) @) =pz’ -;x" =
1
_p e _p
q q
Dostdvame tedy vzorec
(@) = nan-1, (46)

platny pro libovolné raciondlnf » a pro = > 0. Porovnédme-li
jej se vzorcem (27) na str. 71, shleddvdme, Ze je snim totoZny;
vzorec (46) viak pro » Z4d4 méné, pro z zato vice.

Diéle dokéZzeme

(arcsinz)’ = , (arccosz)’ = , (47)

1 1
JT—==2 CJi—a
kde —1<z<1.
Je-li y=arcsinz, kde — 1< 2<1, je z=siny, kde
—in<y< jn. V kaidém vnitinim bodé y intervalu
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{— 37, i) je (siny)’ = cosy > 0; proto v katdém vnitfnim
bodé z intervalu (—1, 1) existuje derivace funkce arcsinz.
Aviak (siny)’ = cosy = J/1 — sin?y = J/1 — 2% (cosy >0,
& proto neni tfeba psit absolutni hodnotu). Je tedy

1 1
Giny)  J1—m
Ponévady déile arccosr = 1z — arcsinx (pfklad 54 konec),
proto je (arccosz)’ = — (aresinz)’, coZ plati opdt pro —-1<
<z<l

Obdobné dostaneme

(a.rcsm:c)’

(48)

, 1 ' 1
(arctgz) = Tz (arccotgz)’ = — Tra

pro kazdé z.
Je-li y = arctgz, je z = tgy pro — iz < y < }ia. Pa.k pro
ka?dé y z intervalu (— iz, izn) je (tgy) =

cos’y
a proto pro kaZdé x existuje derivace
1 1 1
arctgz)’ = co = .
(Bretes) = gy — Y = T gy — 12
PonévadZ arccotgr = }m — arctgr (pfiklad 54), proto
(arccotgzr)’ = — (arctgz)’ pro kazdé z.
PiSeme-li nalezené vzorce ve tvaru integrild, dostdviame
q Zn+l 40
f z" de = ~ 1 (49)

pro ka%dé raciondlni n = — 1 v intervalu (0, o0),

4z = aresinz v intervalu (—1, 1), (50)
l/l — z3

fl - ple arctgz v intervalu (—o0, ™). (61)
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Piiklad 55. (/T 2?)' = [(1 4 2]’ = L(1 + 2?)~+ 2z =

-z pro kaZdé = podle pravidel o derivovani slo-
l/l + 2
Zené funkce.

Ptiklad 56. Méme stanovit derivaci funkce y =
='aresin(sinz). Tato funkce je definovina pro kaZdé z, nebot
sinz je definovan pro kaZdé z a jeho hodnota je v intervalu
{—1, 1>; k této hodnotd lze vZdy najit prisluiny arkussinus.
Derivaci potitdme podle pravidla o derivovdn{ slofené
funkce:

1 cOsx
= —_— . O = ——,
i foosa]

’

Y

nebof Vl — sin%z = |cosz| podle vzorce (45). Tfeba rozliSo-
vat tii piipady: (1) Je-li cosz > 0, t. j. pro 3(4k — 1) w <
<z<}4k+ 1)m, kde k jo celé, je |cosz|= cosz =0,
apaky = 1. (2) Je-licosz < 0,t.j.pro 14k + N <z <
< $(4k+ 3) 7 je |cosx| = —cosz 0, a pak ¥y = — 1.
(3) Kone&né pro z = }(2k + 1) = je cosz = 0 a derivace ne-
existuje.

Zajimavy je priib&h kiivky y = arcsin(sinz) (obr. 63). Nej-
prve vidime, Ze arcsin[sin(z + 2kn)] = arcsin(sinz); je tedy

AN AN
R A R

Obr. 63

studovand funkce periodickd s periodou 2z. Vedle toho pro
— < 2 < Jn je arcsin(sinz) = x (str. 139); je tedy nale
funkce v intervalu {(— }x, }z) zobrazena &isti pHmky y =
=z. Pro Inlz<$n je —inln— =z §n, takie
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arcsin(sinx) = arcsin[sin(z — 2)] = n# — x; funkce je tedy
v intervalu {(}n, §x) zobrazena &isti piimky y =n — «.
V bodech }(2k + 1) z derivace neemtu]e a funkce tam na-
byvé krajmch hodnot.

P¥iklad 57. Integril f%—, kde @ & 0, poditdme

substitucf ax + b= t; pak a dz = dt, takZe

i
4 _ d_1 (ria= l.’T=
Vazx+ o V a 3
. b I . b
v intervalu — |, je-lia >0, a v intervalu —oo,—; R
je-li @ < 0; musi totiz vidy ax + b > 0.

Piiklad 58. Integril f kde a & 0, poditdme sub-

2 + zz
stitucf 2 = af, dr = a df. Dostaneme

dz adt 1 de
_/‘az—}—:cz__[a’-i—a’t2 _/'1-[-t2

1 1
= — tgf — — —
P arctg 2 arctga +c

v intervalu (—o0, o0).

Ptiklad 59. Integrl /I — 2 dz v intervalu (—1, 1) po-
titéme po &dstech. Polo¥ime u = Vl — 23, v =1, pak je

—X
u = V__=.2-, v = z, takZe
l1—2

fl/l—:c“da:_a: 1_z=+fvi’zd’2
—x
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Zlomek v poslednim integrilu upravime takto:
x% =1—(1—:1:”)== 1 —]/l_—a:_z
e == Ji=2 ’
nebof 1 > 2% Pak

e L

takZe

[T=dx = %xl”l — a2+ 1 arcsinz + c.

Mi¥eme viak poditat také substituci £ = sint, dz = cost d¢.
Aby byl i obréeeny pfechod od ¢ k z jednoznadny, omezi-
me se-na t z intervalu (— 1, 1n), takfe ¢t = arcsinz. Po do-
sazeni médme

ST —%2dz = [}/T —sin*. cost dt =" fcos dt,

nebot cost > 0, takze Vl — sin% = ‘cost. PonévadZ cos? —
= 1 — sin%, je

feos® dt = [(1 — sin*)dt = [dt — [sin* dt =
=t — }(¢ — sinf cost)

podle piikladu 42. Zavedeme-li sem opét pivodni proménnou
z, dostaneme

Vl — 2% dx = }(arcsinz 4- xl./iTa:T)- +c.

budeme poéitat substituei

1
P#iklad 60. Integral f ’:_di,

0
z=1tgt, de = %, Ppti demZ proménnou ¢ omezime opdt na

interval (— }m, }7). Pak je t = arctgz, takZe dolnf mez po
tomto dosazenf bude arctgd = O a horni mez arctgl = }sx.
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Dostdvdme tedy

1 in in
2P dx tg? de sin® df =
T+a* | T tg% cos? .| cos®t
0 0 0
=[tgt — )" =1—in
podle pFikladu 40.

Cvident.
71. Stanovte funkci inversni k funkei: a) 1;, b) %,

x

1
c)l/l_mz’d)]/u-;.;a’ e)l/I—x“

72. Jaky tvar musi mit graf funkce f(z), aby byla funkce
inversni totoZnd s funkei piivodni?

73. Naleznéte viecka fefieni rovnice a) tgz = a, b) cosz =

=a,kde — 1< a< 1, ¢) cotgz = a. .

74. Dokaite, %e a) arcsinz = arccosVl —2tpro 0L 2 <
<1, arcsine = — a.rccosVl —z* pro —1 < z< 0, b)
arcsinz = arctg V___ pro —1<z<1, ¢) arctgr =
= arcsin -———— d > d) arcsin(— z) = — arcsinz pro — 1<

Vl + a2
L 2L 1, o) arctg(— z) = — arctgz, f) arceos(— z) = @ —
—arccosz pro — 1< 2<1, g) arocotg(— 2) = m —
— arceotgz. '

15. a) Je-li 2z, < 0 nebo 2,2+ 2,2 < 1, je arcsinz, +
+ arcsinz,= a.rcsin(a:ll/l — 2,2 4 1:,1/1 — z,%; jelli 34
+ 7§ > 1 ajsou-li §sla z;, 7, kladnd, je arcsing, 4 arcsinz, =
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=7x— a.rcsin(zll/l —a} -+ a:zl/l —zi)jelizit 2 >1 a
jsou-li &isla z,, =, zdpornd, je arcsinz, -}- arcsinz, = — 7w —
— a.rcsm(zll/l — z3 4+ z,l/l — 2}). b) Jeli zyz, < 1, je

z+ 2z,

arctgr, | arctgz, = a.rctg-l—

; je-li z,z, > 1a jsou-li

1+xz

— Ty

+
-+ m; je-hi z,2, > 1 a jsou-li &fsla z,, 2, zdporn4, je arctge, +

disla z,, x, kladn4, je arctgr, | arctgr, = arctg — i

-+ arctgx, = arctg 1;4'& 7. Dokaite.
- T3

76. Stanovte derivaci funkei: a) V:VZVE’ b) 3z + 5,
) JT—=22, d) |z 41, e)Va: + l/:c_, f) ‘lz— arctg %, a =+ 0,

g) arcsin ;—, a %= 0, h) (arcsinz)?, i) arcsinVl — z?,

2z z+
T iz 1) a.rccosz_ T

1
j) arctg :% k) arcsin
T1. Vysetite pribdh funkef: a) arcsin —i—, b) arccos —21:—,

c) arctg %, d) arccotg %, e) arccos(cosz), f) arcsin(cosz),
g) arctg(tgz), h) arctg(cotgz).
78. Urdete primitivni funkce k danym funkeim: a) Vzl/:_c_,.

z 1 S

b 3z + 2, , d ye) P41, f

) o+ 20 i = 9 VT 0
1 — z ,arctgz 1 . z?

l/m' g) 14 2 B) sindz + 2 cos’z’ I I @>0,

i) 1
"Vde—a
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79. Integraci po &dstech vypodtdte: a) fz arctgr dz,
b) farcsinz dz, ¢) [z arcsinz dz, d) 113 ],’ 222 dz,
e) fl/G — bz — 22 d=.

80. Vypodtéte integrily: a) f l/x" dz, m, n celd &fsla,

{2
z dx
m >0 m>—mn, b)f’+3 )fvazz__:;, a £ 0,
0
d) fv——_” a>0, e)f-l/a‘z—zzda:,'a>0.
0

IX. LOGARITMUS A OBECNA MOCNINA

Dovedeme jiZ integrovat funkei 2* v intervalu (0, o) pro
ka%dé raciondlni éislo n &= — 1 podle vzorce (46). Zbyv4 ndm
jedtd vyjimka pro z = — 1. Této vyjimky si v této kapitole

viimneme bliZe. Je-li tedy n = — 1, jde o funkei f(z) = %

Tato funkce je, jak vime, spojitd v intervalech (—c0, 0),
(0, 00) (v&ta 16). Vezmeme si jeden z nich. Bude to interval
(0, o0). Jsou-li @, = dvs &sla z tohoto intervalu, existuje podle
véty 33 integrédl
z
i

a

V&ta 33 sice predpokléds, Ze je a < z, ale tento pfedpoklad
neni podstatny vzhledem k definicim (31) a (32). PovaZuje-
me-li z za proménnou, je F(z) funkce této proménné spojitd
v kaZdém bodé intervalu (0, c0) (véta 37). Pondvadi déle
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funkee f(z) =—i— je spojitd v ka¥dém bodé z intervalu

(0, o), funkce F m4 v ka%dém tomto bods derivaci, pfi demZ
je F'(z) = f(z) (v&ta 38), a funkce F(z) je tedy primitivni

funkce k funkeci f(z) = %— Tim je dokézéno, Ze v intervalu

(0, o) existuje primitivn{ funkce k funkei f(z) = Tt- Potom

podle véty 39 existuje primitivnich funkef nekoneéné mnoho
& viecky tyto funkce se navzdjem lisi o integradni konstantu.
Vezmeme si jednu uréitou z nich a integraéni konstantu bu-
deme fixovat tak, Ze budeme Z4dat, aby pro z = 1 byla hod-
nota této funkce rovna nule. Takto definovand funkce je
velmi déleZité v diferencidlnim a integrdlnim podtu a nazyvé
se pfirozenyj logaritmus &isla z (znadka lgz); pfi tom je z libo-
volné &islo z intervalu (0, c0). Tak dospivdme ke vzorcim

(lgz)’ =-:;- pro >0, Igl =0, (62)
fi:— =lgz v intervalu (0, ), 1gl = 0.

Oba posledni ¥4dky vyjadfuji jedno a toté%. Vedle toho je
podle (33)

-?—: 1gz—131=lga:
1
&ili
1g,=f$, kde z > 0. (53)
J ,

Tim je pro ka%dé z > 0 definovano urdité &slo lgz; proz < 0
hodnota lgz definovéna neni,
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1
Funkece f(z) = - je vBak také spojitd v intervalu (— o0, 0);

proto také v tomto intervalu k ni existuje primitivai funkce.
Jeliz < 0, je — z > 0, a pak je definovéna hodnota lg(—z).
Pak podle (42) je

1

1.
lg(—2) = —. (—h= ="

—x

To viak znamend, %e primitivni funkei k funkei f(z)= %
v intervalu (—oo, 0) je funkee lg(— z). Pro z < 0 viak je
— z = |z|; pro z > 0 je |x| = z. Proto funkce f(x) =:—i- mé za

primitivai funkei funkei Ig|z| v ka%dém z obou intervald,
v ném? je funkcee f(x) spojitd, t. j. plati

f% = Ig|z| v intervalech (—c0, 0), (0, ).  (54)

Nyni si odvodime nékteré vlastnosti funkece lgz.
Je lia > O b > 0, je také ab > 0. Potom existuji integraly

f f —, a proto podle (53) a podle véty 36 je

dt - dt dt
1 1 a
Prvni integrél vpravo je lge. Druhy integrdl upravime substi-

tucf ¢t = au, d¢ = @ du. Odtud u = ¢ : a, takZe pro ¢t = a je
u—la.prot_ab]eu—-b Mé.metedy

fd‘ fﬂ‘.= __lgb
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Tim dostdvdme vzorec
lgab = lga + lgb, (55)

platny pro kazdéa > 0,5 > 0. ’

Dosadime-li do vzorce (55) ab = a,, je a = @, : b, nebot
b > 0 podle piedpokladu uéinéného na poditku. Dostdvidme
tak

Iga, = lg% + lgb
a odtud opét pro kaZzdéa > 0,5 >0
lg—5=lga—Igb (56)

(v poslednim vzorei je psino @ misto a,).
Je-li déle b libovolné raciondlni &slo a @ > 0, je

ab
ds
b— | —
lga’ ft .
1

Zavedeme substituci ¢ = u?; pak podle (46) je dt = bud~1 du.
1

Potom u=t"_,ta.kie prot=1je u=1 a pro t =ab je
2= a. Mdme tedy

a a

b1
lgab=f¥=b}fd7u=b.lga,
1

lga® = b . Iga, (57)
pro ka%dé raciondln{ &slo b a proa > 0.
Véta 46. Funkcelgzje spojitd arostouci vintervalu

(0, 0); je-liz>1,jelgz > 0,je-li0 <z < 1,jelgr <0
vedle toho je limlgz = oo, limlgz = — 0.

z—® z—0+

t.].

154



Dikaz. To, Ze funkce lgz je spojitd v intervalu (0, 00),
bylo dokdzano jiz na str. 151. Je tfeba ddle dok4zat, Ze je ros-
touci. Zvolme dvd &isla a:l >0, x, > 0. Plat{

Iy
dt dt ds
I,

podle véty 36. Jelliz, < xzya ]e-ht libovolny bod z intervalu

{zy, x4y, pak pro kadé toto ¢ plati ¢t < z,,—i- = ;1- Potom
2

podle vity 34

Iy
fdtt_ _éhfdt = T3 ”1.

£

Aviak z, — z, > 0, proto fT > 0. Plyne tedy z pod-
minky (a)
Fat
lgz, = lgz, + f - > lgz,.

To viak znaéi, e funkce Igz je rostouci v intervalu (0, o).
Je-li 2>1, je tedy lgr>1gl =0, je-li 0<z<1, je
Igz < 1gl = 0.

Jedtd zbyvd dokdzat, e limlgx = a0, t. j. %e ke katdému

dislu k> 0 dovedeme nalézt takové &islo a > 0, %e pro
v8echna z > a je Igz > k (viz str. 36). Abychom to dokézali,
viimnéme si, Ze 2 > 1, a proto lg2 > 0. Je-li ddno libovolné
&islo & > 0, existuje takové celé a kladné &islo n, Ze # 1g2 >
>k ¢&ili 1g2» > k. Pak proka.idez>2"]elgz>lg2">k
Je tedy @ = 2% a tvrzeni je dokdzédno. Vedle toho podle (56)
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. 1
jo lg —= — lgz, nebot lgl = 0. Podle toho limlgz =
T z—0+

= — limlg—a}:- = — o0. Tim je dokdzéna celd véta 46.
1

——m

Posledni tvrzeni této vity Bnamend toto: Roste-li  nade
viecky meze, roste také lgz nade viecky meze; bliZ{-li se z

Y
y-Eg-e*
/ %IQ/
0 1 - X
Obr, 64

k nule (ovSem zprava), klesé lgz pod jakoukoli hodnotu.
Pribéh funkee y = lgz (spolu s funkef k nf inversni) je zné.-
zornén na obr. 64.

Ptiklad 61. Stanovit derivaci funkce f(z) = lg(z® 4 1).

Pro ka%dé z je 22 4 1 > 0, a proto je' funkce f(z) definov4-
na pro kaZdé z. Podle (42) a (52) je

, 1 2z ;
f(@) = AT 2z = F_—}_—lpro ka%dé z.
Ptiklad 62. VySetfit pribsh funkce f(z) = lgsinz.
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Ponévadz sinz >> 0, pokud =z vyhovuje nerovnostem
2kn < x < (2k + 1) 7, kde k je celé, je funkee f(z) = lgsinz
definovéna jen pro tato z. Pro tato z je podle (52) a (42)

Flx)= L . cosz = cotgz.

Pro z=2kn+ jn= 34k + 1)z je [ (z)= cotgr =0,
kdezto pro kaZdé z z intervalu (2ksz, }(4k + 1) ) je f'(z) =

aE)

Obr, 65

= cotgz > 0 a pro kaZdé z z intervalu (}(4%k 4 1) =, (2k +
+ 1)) je f'(z) = cotgz < 0. Proto funkce f(z) = lgsinx na-
byvé maxima pro z = }(4k + 1) ». Toto maximum je rovno
nule. Prib&h dané funkce je zndzornén na obr. 65.

. P¥#iklad 63. Abychom uréili integrdl flgz d, ktery je de-

finovan v intervalu (0, 00), nebof v tomto intervalu je funkce
lgz spojitd, ufijeme methody integrace po ddstech. PoloZime

u=lgz, v'=1; pak je u'=%, v =gz, takieflgzda::
=zlga:——f%.zdz=a:lgx—x+c v intervalu (0, o0).

P#iklad 64. Integrél f %, ktery mé smysl v tch inter-

valech, v nichZ je sinz % 0, t. j. v intervalech (kn, (k+ 1) n),
kde £ je &islo celé, uréfme takto:
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21 inl
d:v 2lx -+ cos?lx dx:l sinizx dz 1
2 smgx cos}z 2 J cosiz
coszx
smi—x ’
nebot sinz = 2 sin}x cos}z podle (10) a 1 = sin®}z 4 cos?}z
podle (12). Abychom ustanovili prvni mtegré.l polozime

cos}z = ¢; pak je df = — } sin}x dx. Proto
1 fsinjx fde
e d = — —_—— — = — 1
[z~ 5= - tat= ot

podle (54). Druhy integrdl uréime substituci sinjz = «,
du = }cos%—xdz takZe

cos}z . . du :
—f sm%:v x =f7= lg|u| = Ig|sin}z|.

Je tedy celkem

dz
—_— = 1 inlz| =
- lg|cosiz| + lg|sin}z| = Ig|tgde| + ¢

podle (56).

Kontrola: Je-li z v intervalu (kr, (k 4 1) n), kde k je celé,
je 3k < 3z < 1(k+ 1) &. Jsou dvé moZnosti: (1) Je-li &
sudé, t. j. je-li k= 2k, kde & je opét celé, je hr < }r <
< 3}(2h + 1) n. Pak je tg}z > 0 a |tglz| = tg}iz, takde

11
(g|tg3=]) = (lgtg}z)’ =

iz cos“:l: 2

1. 1

" 2sinjrcos}z  sinx’

(2) Je-li kliché, t. j. je-i & = 2k — 1, kde & je celé, je 3(2h —
—1)n < 3z < hn. Pak je tglz <0 a |tg}z| = — tg}z,
takZe
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(lgltg=]) = [lg(— tg}=)]' =
1 —1 1 1 1
—tglz costhz" 2 2sinjzcosiz  sinz

Bylo tedy poéitdno spravné.

\

P#iklad 65. Integrél f kde a %+ 0je konstanta,

existuje, pokud 2 > — g, t. j. pro a > 0 v intervalu (—oo
00) a pro @ < 0 v intervalech (—oo0, —V—a) a (V— a, ).
Pro vypodet daného integré.lu je vhodné. substituce

V:::’ +a=t—=x (b)
¢ili

t=z+1/;2+a. (c)
‘Tim je ke kafdému « jednoznalné pfifazeno uréité ¢. Pokud

a+ 0, je také ¢ & 0, nebot pro ¢{= 0 bychom dostali
V z2 + a = — z; tento vztah miiZe byt splndn jen tehdy, kdy%
je 22 + a = z? 61]1 kdy% a = 0, ale to podle nadeho pfedpo-
kladu neni. Z rovnice (b) plyne
24 a=10—2x+ x2
a odtud
12 —
2t

Tim je ke kaZdému ¢ jednoznaéné piifazeno urdité z. Odtud
vyplyvé

a, nebof ¢ ¥ 0.

xr =

i2—a 2+a

Vﬁ+a=t—x=t—7‘=T
a vedle toho
1 2tt—(2—a).1 = t*+4a
dz—?. F dt—Tdt
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Cislo 2 4 a = 2t)/z* + a je vidy riizné od nuly. Kdyby to-
tiz ¢34 a = 0, bylo by Va:’ + a=0, & to nenf, nebot z3 >
> — a. Je tedy

i+ a
f]/x=+a ft’-l—a _f—=lgl‘l—lglx+]/m.

Nalezli jsme tedy vysledek

dz -
fV—zTTT—=lglz+V2’+al_ (68)
v. intervalu (—ao0, 00) proe >0 a

v intervalech (—o0, — V—_a), (V:[z, o0) pro a < 0.

Podle véty 46 je funkee lgz rostouci a spojitd v intervalu

(0, 0). Ponévad? limlgz = o0, limlgz = — oo, vypliuji
zZ—+® z—+0+

viecky hodnoty lgz interval (— oo, o0), & proto také ke ka-
dému &fslu y existuje jedine &fslo = tak, e Igz = y (viz vétu
43). To znamend, %e k funkci lgz existuje funkce inversnf.
Tuto inversnf funkeci oznaéime (prozatim) E(z); jejim oborem
je interval (—co, c0) a v tomto intervalu je to podle véty 44
funkce rostouci a spojitd. Pro y > 1 je z = lgy > 0, pro
0<y<l je z=1gy< 0, gl = 0; vproto pro >0 je
y=Ez)>1,proz<0je O<y=E@x) <1, E(0)=1.
Vedle toho je limE(x) = oo, limE(z) = 0. Priibdh funkce

Z—>m T

y = E(z) je vedle funkce y = lgz zndzornén na obr. 64.

Rovnice y = E(z) je tedy totoZnd s rovnici z = lgy, kde
y > 0. Pfepidme nyni rovnice (55) aZ (57) tak, abychom tam
misto funkee Igz méali funkeci inversni E(x). PoloZme

Iga =r, Igb = s &ili a = E(r), b = E(s).

&
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Pak je ab = E(r). E(s). Podle (55) je lgab = lga -} lgh=
r + 8, tak¥e ab = E(r + s), &ili

E(r) . E(s) = E(r 4 8) pro kazdé r a s, (d)
coZ je rovnice ekvivalentni s rovnici (55).
Podobnd prepfieme rovici (56). Jo 5 gz’; Podle (56)
je lg% =lga — lgh = r — s, takie 7 = E(r — s), &li
E(r) Ry
Ee) E(r— s) pro kaZdé r a s. (e)

Prepidme jestd rovnici (57). Ponévad: a = E(r), proto
a® = E¥(r), kde b je racionalni; pfi tom Eb(r) znadi toté% jako
(E(r)]. Podle (57) je lga® = blga = br. Proto a® = E(br),
takze

E®(r) = E(br) pro racionélni b a pro ka#dé r. (f)

Tato rovnice viak m4 dileZity vyznam. Hodnota E(z) je
defmové,na. pro kaZdé z, proto m4 také pravé strana rovnice
(f) smysl pro ka%dé b (a oviem také pro ka%dér), a proto mé
smysl také levd strana. Je-li b raciondlni, znaéi levé strana
rovnice (f) b-tou mocninu é&isla E(r) = a, je-li b irraciondlnf,
bude ndm rovnice (f) slouZit za definici mocniny éisla B(r) =
= g s irraciondlnim mocnitelem b.*) Podle toho je tedy

a® = E(br), kde r = Iga, b libovolné. )

AvEak rovnici (g) miZeme piepsat ve tvaru lga® = br =.
= b lga; proto vzorec (57) platf pro ka¥dé @ > 0 a pro kazdé
b (a ne jen pro b raciondlnf, jak bylo uvedeno na str. 154).
ProtoZe hodnota E(z) je Uefinovana pro kazdé z, je defino-
védna i pro z=1. Hodnotu E(l) budeme oznafovat pisme-

*) Irracionélni jsou viecka &isla, kterd nejsou racionélnf, t. j.
viecka &isla, kterd se nedaji vyjadFit ve tvaru zlomku, jehoZ Zitatelem
& jmenovatelem jsou &isla cel4 (viz str. 9).
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nem e. Je tedy e takové &islo, Ze Ige = 1. Cfslo e se jmenuje
zdklad pFirozenyjch logaritmi. Je to &slo irraciondlnf a lze vy-
poditat, Ze e = 2,718281828... (tetky znadi, Ze v uvedeném
dsle jsou dalsi desetinnd mista vynechdna). JestliZe tedy
v rovnici (g) poloZime r = 1, je a = e, takie

E(b) = e’ pro kaZdé b.
Piepfeme-li podle toho rovnice (d) aZ (f), mime

er.ef = efts, . (59)
ef1e? = o9, (60)
(er)s — e (61)

pro kazdé r, s. Funkci e® = E(z) pravé definovanou oznadu-
jeme nézvem exponencidlné funkce. Vysledky naSich tvah
miZeme tedy vyslovit vétou:

Véta 47. Exponencidlni funkce e* je spojitd a ros-
touci vintervalu (—oo ); je-liz >0, jee= > 1, je-li
2<0,je0 < e*<1;vedle toho je limez = 00, lime* = 0.

F—> @O Z=r—0

Stanovme nyni derivaci funkce .e® v bodé z. Je-li y = e=,
znadi to totéz jako x = lgy, kde y > 0 ProtoZe inversnf
funkce lgy m4 derivaci v bodd y, kter4 je rovna 1 : y, je podle
véty 45

O = ey “T= Y=
Plati tedy vzorec ,
(e?)’ = e® pro kaZdé z. (62)
Proto také
fe® dz = e? v intervélu (— oo, o). (63)

Obratme se k mocnindm o libovolném zdkladu a o libovol-
ném mocniteli. Podle rovnice (g) je

| gb = bles pro kaidé a > 0 a pro ka%dé b. (64)
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Proto podle (59) aZ (61) je

ar.al = erlga . e:lga = elr + 8)lga — ar+a’

ar: b8 —= erlea : g8 lIga — e(r—a)lga =ar-s,

(a')' = (e’ lga)c — efélega — gre,
Vedle toho je jedtd 17 = e7181 < ¢ = 1 a déle
ar.br = erlgs orled — or(lga +1gb) — orlgad — (ab)r

Pro mocnir'ly definované rovnici (64) platf tedy beze zmény
viecka pravidla, kterd plati pro poditdni s mocninami, jejichZ
mocnitelé jsou &fsla raciondlnif. MiZeme tedy vSech znd-
mych pravidel o poditdni s mocninami beze zmény uZfvat
i pro mocniny s mocniteli irraciondln{mi.

Jestlize aV = z, kde @ > 0, @ % 1, y je libovolnéd a = > 0,
nazyvame ¢islo y logaritmem &isla z o 2dkladu a. Zapisujeme to

y = log,z. (h)
Rovnice (h) znadf tedy pfesné totéz jako rovnice
z=a',kde a >0, a %+ 1. (i)

Utvofime-li pfirozené logaritmy na obou strandch rovnice (i),
vychézi

lgz = y lga.
Ponévad? je @ + 1, je Iga + 0, prote y = lgz : Iga, tak¥e
— gz
loga = lg_(l (65)

Tim je dén pfechod mezi logaritmy o zdkladu g a logaritmy
piirozenymi. Dosadime-li do rovnice (65) # = a, méime

— g _
log,a = lga = 1.

Je tedy logaritmus zdkladu vZdy roven jedné; to byl dévod,
proé jsme é&islo e, které mé tu vlastnost, Ze lge = 1, nazvali
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zakladem pfirozenych logaritmii. Pro praktické podiféni se
uzivd nejléastdji logaritmd o zdkladu 10, které se nazyvaji
-dekadické. Dekadicky logaritmus é&fsla a oznadujeme zpra-
vidla znakem loga. Pro diferencidlni a integrdlni potet viak
vyhovuji lépe logaritmy pfirozené, nebot, jak jeitd uvidime,
mnohé vzorce pro logaritmy pfirozené jsou jednodus3i ne%
pro logaritmy o jiném zdkladu.

Odvodime si ]eﬁté derivace ndkterych dalsich funkei. Je-li
f(x) = 2, kde n je libovolné &slo a z > 0, pak f(z) = enlsz;
proto

1 xm
4 — enlgz —_——n,——= -1.
flx)=c¢e M.—=n o nah-1,
takZe vzorec
(z7)" = na"~1, 2 >0, (66)

ktery jsme zprvu odvodili jen pro,celé » a pozd&ji jsme jej
roz&ffili i na » raciondlni, plati nyni pro libovolné n. Proto
také vzorec

de= T4 1 v intervalu (0 67
fx" x—-m. n#+—1vintervalu (0, 0) (67)

plati i pro kazdé irraciondlnf &islo n + — 1.
Je-li f(z) = a* = e*18, kde a > 0 je konstanta riiznd od
1 a z libovolné, je f'(z) = e%18¢ . Ilgd — a® . Iga, takZe plati

(@a®) =a®.lgaprokaidé zal + a > 0. (68)
Odtud lehko vyplyvi

fa’da;: I_;E .a®*prol % a >0 vintervalu (—o0, c0). (69)

Je.li f(z) = log,z = : e 1070 = 2 2 takde
, 1
(log,x) = aTga' z>0,1%a>0. (70)



Nase dosavadni dvahy ndm ovSem nic neffkaji o tom, jak
se vypottou hodnoty funkei Igz a e® obecnéji log,r a a=.
Tyto hodnoty byvaji sestaveny v riznych tabulkdch a k je-
jich vypoétu se uZivd prostfedku, o némZ se v této kni%ce
nezminujeme. Jsou to t. zv. nekoneéné fady. O nich se lze
blize poudit tieba v kniZce J. Vysina ,,0 nekoneénych fa-
déch*, kterd vysla jako 45. svazek sbirky Cesta k v&déni,
nebo v kazdé udebnici diferencidlnfho podtu.

Piiklad 66. Stanovit derivaci funkce f(z) = z=. )

Tato funkce je definovdna pro kazdé x> 0. Je f(z) =
= e%1¢7, a proto podle pravidla pro derivovdn{ funkei sloZe-
nych

/' (z) = e*le= (l gz + z%) = z%(lgz + 1).
1
Piiklad 67. Vypodisti f

0

Vypoéteme nejprve pfisluinou primitivni funkei. Funkce
e? — e~
e+ o= 2
Pro ka?dé z je e > 0. Zavedeme substituci e® = ¢, pfi fem?%

— e~ 2

G+e—3d:

~

je spojitd pro kazdé z, proto dany integrail existuje.

et —e—? tz2—1 dt

edy — 7 _— = T Y

t> 0.0dtud ezdx dt,ta,kze' e“-l-e"dx Er1 T
-1 2t 1 e —1 dt

Ak GrTeTarl o Pr°t°f"+1 B

[ 2tdt a el
ft‘—l—l f‘ =g +1)—lgg=1g =

= Ig(e® + e—%) 4+ ¢. Absolutni hodnoty nopiieme, nebof

t>0ataké2+1>0. Jetedyoe]kemf 2;:: dz =
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= [lg(e® + e=2)]j = lg(e + e~) — Ig(e® + e~°) = lg(e +

e2 41
-1) — =
+e7) —lg2=lg —

Cvident.

81. Prodislaa,b,cplati: 1+ a2>0,1%56>0,1%+¢>0.
DokaZte: a) loggh.logsa =1, b)logyb.logs.loga =1,
log.c . logye

c) log,c = log,b . logye, d) loggec = Togac + Togse

82. Dokaite: a) Je-li 0 <z, <2, 8 a>1, je log,z, <
<log,za aan <a® b)jeli0 <z, <2z,80<<a<]1, je
log,,:o:1 > logyz, 8 a® > a%.

1\» 1\»t+1
83. o) Dokaiite, %o lg(l + 7) <1, g1+ 7) >1,
n celé Lladn. b) Odbud odvodte, Ze (1 -] < e < (1 n

n+1 n
-—) a e=lim (1 + ) . ¢) Dokaite, %e odtud déle

fA—> Do

plyne e = lim (1 + )“

]

84. Dokaite: a) Je-li f(z) = lgg(x), je f'(z) = 9((27)) pro
ka?dé z, pro né% g(z) > 0. b) 2;"'(:_:)’:)_= lglg(z)| ve viech

intervalech, v nichz je hud g(x) > 0, nebo g(x) < 0.
85. Naleznste derivace funkei: a) zlgr — z, b) Igtgz,

o) lgz(z + 1), d) lgz+ [at +a), a %0, e) lng e
1—2
f) 1glgz, E) 1 h) e?(sint — coszx), i) 2882, j) (ii)m
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86. Urdete primitivni funkce k funkeim: a) - -ll- T b)
x4+ 1 1 2 2x 1 lgz
z—1 ©) 3z 4 2'd)z -2 e)a:‘3+ l’f) %, 8) xlgz'h z'

1
1 -z, ' 202 1
i) e )e"+e-’+2 k) zlgz, 1)'a:e, m) e*sinz, n)
€% cosx.

87. Raciondlni lomenou funkei, jejiZ jmenovatel je mnoho-
&len prveho stupné a &itatel nenf konstanta, integrujeme tak,
Ze nejprve délime Citatele jmenovatelem, &imZ dostaneme
jednak integrdl mnohoélenu, jednak integril tvaru

k
az + b

Uré&ete podle toho: a)fwd b)f— a:—|— ldz,

c)f———d d) 2_3
dz

88 I.ntegré,l tvaru f P
stanty, pfi demZ a + 0, miZe byt trojiho typu:

I. Lze-li jmenovatele rozloZit v soudin dvou riiznych
mnohoélenii prvniho stupné (to nastane tehdy, kdyZ m4 rov-
nice az? + bz + ¢ = 0 dva rizné kofeny r a g ¢&ili kdyz
b* — dac > 0f, jo

dz, kde a, b, k jsou konstanty, pfi ¢emZ a + 0

, kde a, b, ¢ jsou kon-

1 _ 1 1 ]
ax® + bzt c alr—s) \z—r z—3s|
Tim pfevedeme dany integrdl v rozdil dvou integrild jedno-
dusdfch.

II. Nelze-li ]menova.bele rozlotit v soudin (to nastane teh-
dy, kdy%z rovnice ax® - bz + ¢ = 0 nem4 redlné kofeny é&ili
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kdy? b2 — dac<0), je az’+bx+c=a(:c+-?l;—)?+
dac — B3

. . b
+ — @ integrdl pifevedeme substituef z | 5 =
— b2
= 1%1 . t na integrél tvaru (51).

II1. Je-li jmenovatel (nejvye aZ na multiplikativnf kon-
stantu) druhou mocninou mnohoélenu prvniho stupné (to
nastane, kdy% rovnice ax® + bz + ¢ = 0 mé dvojndsobny

kofen ¢&ili kdyZ 4 — 4ac=0), je az’+bz+c=a(x+

b )’ . . b
+ *27 a integrdl potitdme substituci = 4 o = t
Jsou-li k, k konstanty, pak integril

kz+h .k
P T e gg et F bt

bk dz
+(h_%)faxﬂ+ba:+c'
Dokazte.

. Je-li &itatel vysstho stupnd neZ prvniho, dlime nejprve
ditatele jmenovatelem jako ve cvid. 87.

Podle tohoto ndvodu lze poditat ka?dy integrélz raciondlni
funkce lomené, jejim% jmenovatelem je mnohoélen druhého
stupnd. Vypoététe podle toho integrily:

i dx

br— 4
a)fz’—8z+12 dz,b) | @71

z¢dx (x+ 1)dz
c)f 5z-|—4 » d) 3?—:5—2’

+1 r’-{-l
f ’)f 4z+7 )sz+4
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5dz . [ (4z+ 3)dz
)fa:2+2z+7’l)f(z—3)’ ’

) [ )

89. Integrély tvaru | —————kde q, b, ¢ jsou kon-
Jaz* + bz + ¢
stanty, pii éemZ a & 0 a b? — 4ac + 0, jsou dvojtho typu.

Platf

axt+4 bx 4+ ¢ = a(a:—l—%)z—}- ;M%b’

I Je-li a > 0, pfevddime j.e na tvar udany vzorcem (58)
. b
substituci =} % = t.

II Je.li @ < 0, pfevddime je na tvar (50) substituci z 4

+— Vb _2a . t. P¥i tom je vidy b* > 4ac; prod?
Jsou-li &, hkonstanty, pak
kx+h ky———
= —|az?4 bz 4 ¢
f]/az’-{-bz-}—c V thetet

) [

Doka% te a poditejte podle toho integrily:
&) f —._d'z—-‘ —_—, b) -—z—-'_—_—l dt,
Vz=+4z+13 | = —=2=

)f d) a:—l
12—}—3::—5 91:—3




) z + ! da:, f) ;—_x_.—,
Vet z—3 /8 =5z — 322
— h d:c, .
g)f]/x(4—a:) )f]/4- )fl/4—3z—a:2
3—=z
Tz dz
90. Methodou stené in tegrace dokaste, e

f]/aa:’—l— bz:c—dx=—417(2qz+ b)l/aa:2+bm—|—c—-

_b2—4ac ' dr
8a fl/a:c2+bz+c.

Potitejte podle toho a) [ V 22+ 3z — 4 dz,
b) [z + =+ Ldz, o) [}l — z)dz.

X. UZITI INTEGRALUY

Integrélni podet mé velmi ¥etné pouZiti v praxi; na tomto
mistd si viak véimneme pouze dvou jeho aplikaci dilezitych
v geometrii, & to obsahu rovinnych oborfi a délky rovinné
&ary.

Budiz déna funkce f(z), definovand v jistém uzavieném
intervalu (a, b), kterd m4 tu vlastnost, Ze v celém intervalu
{a, b) je f(x) = 0. Vezméme v tvahu mnoZinu viech bodd
v rovind, jejichZ soufadnice z,y vyhovuji nerovnostem
a< 2L b, 0L y< f(z) (obr. 66, v ndm2 je tato mnoZina
naznadena Srafovdnim). Tuto mnoZinu budeme nazyvat
plocha o pfiradime ji urdité &islo P, které budeme nazyvat
obsah plochy. Z divodt, kterd za chvili vyloZime, budeme
definovat
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b
P = [f(=) de, (71)

pokud oviem tento integrél existuje.

V elementdrn{ geometrii se hovoif{ o obsazich n&kterych
ploch, na pf. obdélnika, trojdhelnika atd. Nyni jsme obsah

plochy definovali novym zpiisobem; je oviem tfeba ukdzat,
%e tato nov4 definice je ve shodd s definici plochy zavedené
v elementdrni geometrii. V elementdrni geometrii vychdzime
z t&chto jednoduchych zdkoni:

1. Obsah plochy nenf nikdy zdporny. _

2. Plocha, kterd vznikne sloZenfm dvou ploch s obsaky P,
a P,, mi obsah P, 4 P,.

3. Lezi-li celd plocha obsahu P, uvniti plochy obsahu P,,
jeP, < Py /

4. Obsah obdélnika o rozmérech z, v je zv.

Nage definice (71) témto poZadavkiim vyhovuje:

, L. flz) = 9_pro kaidé z z {a, b); proto podle véty 34 je

[Hz)dz> f0dz = 0~

14 -]

2. Podle dasledku 1 vity 35 jo ff(z)dz = [f(z)dz +
] a a

+ [#(z) dz, kde @ < ¢ <b. Je tedy obsah plochy, kters

171



#znikla slofenim dvou ploch o obsazich P, = [f@)dz a
b b4 .
P, = f f(x) dz, vskutku roven soustu P, + P, (obr. 67).
[

y-

y=qlo)

<0
(9 )

a "¢ b a c d b
Obr. 67 "Obr. 68

d
3. Jestlize plocha o obsahu P, = [¢(z) dz le#{ celd uvnit¥
b °

plochy o obsahu P, = [{(z) dz (obr. 68), je jednak a < ¢ <
a

< d < bajednak f(z) > g(x) prokaZdé zz (¢, d).Je-lia < ¢
nebo d < b, poloZime jektd g(x) = 0 pro kazdé z z intervalu
{a, ¢) a z intervalu (d, b); pak je f(z) = g(x) pro kaidé =z
z {a, b). Podle dlisledku 1 véty 35 plati

b b ¢ d
ﬁmm;ﬁmu=hmu+hmu+
’ b d
+ ! g(z) dz = [ g(z) dz,
e [ N
nebot f g()dz =0, f g(x)dr = 0.
a d

4. Jde-li o obdélnik o rozmérech 2, v, je f(z) = v pro kazdé
z
z z intervalu (0, z) (obr. 69), takie P = Jvdz = vz.
0
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Tim miZeme povaiovat vyklad o obsahu plochy za skon-
&eny; jde jen o to, abychom jedtd objasnili, prod jsme k defi-
nici obsahu plochy volili prav® rovnici (71) & Zidnou jinou.
Viimneme-li si geometrického vyznamu
horniho souétu (viz obr. 50), vidime, Ze
plocha, jejiz obsah chceme vyjddFit, leZf
celd uvnitf plochy, jejiz obsah je vyjddien
hornim soudtem. Podobné plocha, jejiZ
obsah je vyjddfen dolnim soudtem (viz
obr. 51), leZi celd uvnitf plochy, jejiz obsah
chceme stanovit. Proto podle naseho z4-
kona 3 plati pro kazdé rozdéleni D inter- 0 Z

valu (a, b) Obr. 69
8(D) = P = s(D).

To tedy znadi, Ze P neni nikdy vétsf ne% infimum hornich

soudtd a soudasnd neni mensi neZ supremum dolnich soudtd.

Existuje-li integrdl funkce } od a do b, musf tedy byt
tento mtegré.l roven obsahu P.

. Prikla.d 68. Vypotisti obsah pil-
kruhu o polomdru r (obr. 70).

<

d Jsou-li z, y soufadnice libovolného
| X bodu na piilkruznici o poloméru 7,
Obr. 70 plati y Vr’ 22, a proto podle

(71) je

P— f V=" dz. Polotime-li 2 = rt, dz =r dt je

= r’_ﬂ/l — t?dt = §r*ercsinf + tVl —8]_1 = {nr?

(viz pHllad 59).

Piiklad 69. Stanovit obsah plochy omezené oblouky kii-
veky=12%ay = V:v (obr. 71).
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Obé kiivky se protinaji jednak v poddtku, jednak v bodé
o soufadnicich 1, 1. Jde vlastné o rozdil ploch OPQR a OPQS.
Plocha OSQR, kterd je omezena obéma kiivkami, je

P={V5dz—{:v’dz=[§:c*—§z’]}, =}.

Nyni se obrdtime k délce oblouku.
V elementérni geometrii se hovori
o délece tdsedky. Jsou-li z,,%, sou-
fadnice jednoho krajniho bodu P,
a @, y, soufadnice druhého kraj-
ntho bodu P, tselky, jejiz délku

oznadime P,P, pak P P,=
= V(a:, — & + (Y3 — %)’ Jsou-li
P,, P,, P, tiilibovolné body, snadno
Obr, 71 dokéZeme, Ze plati PP, + PPy >
= P,P,. Soutadnice danych bodi

oznalme Z,,¥; Tg, Ys; Ty, ¥3; mame dokdzat, Ze

V(“n — 5,2+ (¥ — n)? "I: V(za — z,p + (Ys— Y22 =
2 )@ —nP+ — w

Pro strudnost polofme z, — 2, =@a,, y,—y, = b,, T3 —
— Z3=0y, Yy — Y3=>b, Pak je 2y — 2, =a,+a, y;—
— y, = b, + b,. Mime tedy dokazat, %e pro libovolnd é&fsla
a,,a,, by, by je

Va0 + Ja+ 8= Vet o + 6 bR

Na obou strandch této nerovnosti jsou nezdpornd &isla. Ne-
rovnost bude zcela jisté splnéna tehdy, kdyZ bude splnéna ne-
rovnost, kterd vznikne, kdyZ obd strany umocnime na druhou.

Tim dostaneme,

af + b2 4 2|/ (ad + 89 0 + 03) + af + b3 > (g, + )t +
+ (b + by)?
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¢ili po tpravé

V(a® + t8)(ak + B3) = asa, + byb,.
Na levé strand je nezdporné &islo; tato nerovnost bude zoela
jist8 splnéna, bude-li

|/ (a2 + 83)(ad + B2) = |a,a4 + Byd4,

a tato podminka bude opét splnéna, bude-li splnéna nerov-
nost vznikld novym umocnénim obou stran na druhou

(a2 + b2)(a2 4 b2) = alad | 2a,a.h,b, + 5303
Tuto nerovnost lze upravit na tvar
(@103 — a,by)® > 0,
coZ vBak je splndno vidy. Tim je na3e tvrzeni dokdzéno.

BudiZ nyni ddna funkee f(z) spojitd v intervalu (a, b).
Vezmeme v tivahu mnoZ#inu bodid o soufadnicich z, y, které

vyhovuj{ podminkém e < z< b, y = f(z). Tuto mnoZinu
budeme nazyvat kfivka. Predpokla,d o spojitosti funkee f
v intervalu {a, b) jsme udili proto, aby takto definovand
mnoZina bod# odpovidala tomu, co se v bd%ném Zivoté ozna-
tuje ndzvem kfivka. Sestrojme nyni libovolné rozd&lenf D
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intervalu (a, ) s délicimi body a = @y < 7, < T, < . <
< &,y < z, = b, jako jsme to délali v ka.pltole V. Dé,le se-
strojme na naéi knvce body Py, Py, Py, ..., P,_,, P,, odpo
vidajici hodnotdm proménné =z, z,, %, ..., Ty—y, T, (Viz
obr. 72, ktery je sestrojen pro n= 6), a sestrojme lomenou
¢éru P,P,P,... P,_,P,. Délkou této lomené &iry budeme
rozumét soudet délek dsedek P,P,, P,P,,...,P,_,P,, t. j.

vyraz

L(D) = |/(z, — zoP + [f(=) — fl=)* +

+ Vi@ — 2P + fiwa) — F@)B + ... +

+ V@a =20 + U@ — @B
Pro riizné rozdéleni D dostdvdme riznd &isla L(D).

Predeviim je viddt toto: Je-li D’ zjemndnim rozdséleni D,
pak L(D') = L(D). To je zfejmé, uvddomime-li si, Ze rozdéle-
nf D' vznikne z rozddleni D pfidénim dalSich délicich bodi.

Pfiddme-li mezi dva body z;, x;4+,
rozdsleni D dalsi délicf bod z’ tak,

! %e z,< 2’ < T44,, vznikne nové
lomenéd &ira, jejiz délka se lisi od
délky L(D) jen tim, Ze mezi body
P;, P, je ptidén dalsi bod P’ (obr.
73), a my jsme pied chvilkou doks-
zali, %6 P.P! + P'Pyyy > PiPyy,.
' Toté% plati pro pfidivini dalsich

Obr. 73 délicich bodi, takie je vskutku

L(D')y = L(D).

To nds vede k této definici: Je-li mnoZina viech &sel L(D)
omezen4, nazveme jeji supremum délkou oblouku nasf k¥ivky
mezi body P, a P,.

DokéZeme nynf vétu:
Véta 48. Je-li f(x) funkce spojitd v intervalu {a, b),

P

|
i |
] [}
] ]
1 1

176



kterd ma derivaci ve vSech vnitinich bodech tohoto
intervalu, a existuje-li integrdl

1]
L= [}T+ f¥a) dx, (72)

pak k¥ivka y = f(z) mezi body o soufadnicich a, f(e)
a b, f(b) mé délku oblouku rovnou integrdlu (72). Pii
tom f'?(x) znadf totéZ jako [f'(x)]2.

Dfikaz. Napfed pondkud upravime vyraz pro L(D).
Vezméme si k-ty dfléf interval (x;_,, x;) rozdéleni D. ProtoZe
funkee f md podle pfedpokladu derivaci ve viech vnitfnich
bodech intervalu (g, b), a tedy také ve viech vnitfnich bo-
dech intervalu (z,_,, z;), a protoZe je spojitd v bodech
Zp—_y, Ty, jsou splnény pfedpoklady véty o piirfistku funkce
(véta 31), a pak v intervalu (x,_,, ;> existuje takovy vnitini
bod &, pHi demi 2, < & < 3, Ze f(mp) — f(Tr—y) = (7 —
— Zx—,) . f'(&). Je tedy k-ty &len soudttu L(D)

V@ — e + (#@2) — f@e)P = Az, [T+ F3(E),
pii demZ jsme zavedli obvyklé oznadeni Az, — 2, — 2, _,.
Oznadme déle |/ [3(z) = g(z), tale mizeme pebt

L(D) = g(&) - Az, + g(&y) - Az, + ... + (&) - A,

. Z existence integralu L plyne, Ze funkce g(z) je omezend
v intervalu {a, b), a tedy v k-tém dfléfm intervalu (z;_,, 7;>
mé urdité supremum M, a urdité infimum m,; pfi tom zcela

jistd
m < {I(fh) <M,
Nésobime-li tuto nerovnost &islem Az, které je kladné, a pro-
vedeme-li to pro viechny diléi intervaly a viecky takto
vzniklé nerovnosti seéteme, dostaneme
s(D) < L(D) £ 8(D),

kde 8(D) =m, . Az, + m, . 42y + ... + m, . Az, je dolni
soudet pifsluiny k funkei g(z) & k rozdéleni D a S(D)=
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=M, Az, + M;. Az, +... + M, . Ax,je horni soudet pFislus-
ny k téZc funkei a k témuZ rozdélenf. ProtoZe déle podle pied-
pokladu funkece g(z) = Vl + /*(x) m4 integrél L od a do b,
ktery je podle své definice supremem dolnich soudtid s(D) a
zérovern infimem hornich souéti S(D) (str. 89), musi platit

L > s(D), L < S(D) pro ka%dé rozdéleni D.

Oznadime-li ddle K supremum mnoZiny &fsel L(D), plati
K > L(D) pro ka#dé rozdéleni D.

To viak znamend, e K 2> s(D) pro kazdé rozdéleni D, a tedy

také K = L, nebot supremum mnoZiny dolnich soudtd ne-

miize byt vétif nez K. Kdyby totiZ bylo K < L, existovalo

by takové rozdéleni D,, pro néz by

bylo K < &(D,), nebot L je supre-

mum mnoZiny dolnich soudtd, ale

to nenf moZné. S druhé strany viak

: neni mo¥né, aby K > L. Kdyby

| g2 tomu tak bylo, muselo by existovat

: 2p  takové rozdéleni D,, e K > S(D,),

. vzhledem k tomu, Ze L je infimum

! mnoZiny hornich soudtd S(D). Pak

0 a by viak také muselo existovat ta-

kové rozdéleni Dy, %e L(Dg) > 8(Ds),

Obr. 74 vzhledem k tomu, Ze K je supre-

mum mnoZiny viech L(D). Utvofi-

me-li nyni spoledné zjemndéni D, obou rozdéleni D, a D,

je jednak S(D,) < 8(D,) (viz str. 87), jednak L(D,) = L(D,)

(str. 176), takze L(D,) > S(D,), ale to neni mozné. Musi
tedy byt K = L a to jsme méli dokdzat.

Ptiklad 70. Vypotisti délku oblouku paraboly y = %,
kde p > 0, od podatku, jenZ je vrcholem paraboly, do bodu
2
o soufadnicich a, ;—p (@ > 0, obr. 74).
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Podle vzorce (72) je

a 5 l a .
L=fl/1+%dz=;f}’p’+r’ dz,
o - 0

nebof y' = —; Integrujeme methodou per partes PoloZime

4

Vp”-|—:v3=u, v’ = 1; pak je u'=l/pa:+§‘,'v=x, takze
1 _— 1 [ 22dz
L—;["VPz-i-z’]o—;fm‘
_ je 22 dz —
P ]/p“+z2 fl/p”-l- : pzfvp“r s

Aviak podle vzorce (58) je f V?_-l-_? = [lg(= +
0

. Jeito 22 = p® 4 22—

+ ]/p + x?)]s = lg @t sz Tt ‘(absolutni hodnotu nepise-
.me vzhledem k vyznamu tsel z, a, p). Je tedy L=

=%.Vp2+'a,’_—L+ plga—_#:-’-—aaa odtud vyplyvé

@ ya—s, P ot |Pta
L_2—pl/p’+a2+—2-lg P

Nyni toho umime jiZ tolik, e miZeme pfikrodit k tomu,
abychom doplnili ivahy o funkecich sinus a kosinus, které
jsme pied fasem zaloZili na nézoru, nestarajice se prili§
o pfesny vyznam uZivanych pojmi. Provedeme tedy znovu
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vyklad podany v kapitole I. Tam jsme méli kruZnici o polo-
méru 1, zvolili jsme na nf bod 4 a od tohoto bodu jsme na-
nesli oblouk dané délky z (smérem nahoru jsme jej mé&fili
kladné, emérem dold zdporns). Tim
jsme dospéli k bodu B, jehoZ soufad-
nice u, v jsme oznatili ndzvy sinz, cosx
(obr. 75). Aby kaZdému u odpovidalo
jen jediné z, omezime se (prozatim) jen
na pravou polokruZnici, pfi dem¥ bude-
me povaZovat v za funkci soufadnice u.
Jak znimo, je

=)T=u kde — 1L u< 1. (a)
Vyjédifime tedy oblouk z pomoci sou

Obr. 75 Fadnice «. Derivovinim dostdvdme pro
[u] <1
. n_1 ul 1
v 1,1 1 0%= + . 1—
takZe ]
1 Vie=m ———,
V1+ T

Pak podle vzorce (72) je
- dt
X = _— POklld —1l<u<l; (b)
Jr==

Pii tom jsme integradni proménnou oznadili pismenem ¢, aby
nedoslo k nedorozuméni. Integrél na pravé strand rovnice (b)

existuje, nebot funkce

- je spojitd v intervalu (—1, 1)
—t

(v&ta 33); rovnice (b) tedy definuje jakousi funkej proménné
4, kterou oznaéme tieba A(u) (za chvili se oviem ukéie, Ze to
je nade zndmé funkece arcsinu) & které je definovéna v inter-
valu (—1, 1).
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PonévadZ existuje integrdl (b) pro ka?dé « z intervalu
(—1, 1), je funkce A (u) spojitd v intervalu (—1, 1) (v&ta 37).

Ponévadz déle funkce Tl———;; je spojitd v intervalu (—1, 1),
je A'(u) =~ — pro ka?dé u, pro né2 — 1l <u <1
(v8ta 38). Dale platf

A(—u) = — A(u), (c)
nebot substituci t = — 2, dt = — dz, %sté.véme

r dt - dz
A(—u):fl——=——f——='—-A(u).
; JT== J Ji==

Ziejmé jo A(0) = 0.
Nyni dokéZeme, Ze funkce A4(u) je rostouci v intervalu
(—1, 1). Je-li pfednd 0 < u; < u,, <1, jo

[ [+ [

AvBak pro ka#dé ¢, které vyhovuje podml.nce 0y, St

< uy, jo B = ud, takZe také 1 1 Proto podle’
= . - l/ -0~ V 1—ud
véty 34 je
f 1 [
JT—2=)1-4 1=
U, U
takZe

U
de d¢

Vi=a JJi=e
0
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Tim jsme dokézali:

Z nerovnosti 0 < u, < u, < 1 plyne A(u,) < d(u,). (d)
Specidlné pro u > 0 je A(u) > A(0) &li A(u) > 0.

Je-li za druhé u, <0, u, =0, je podle (c) A(w,) =
= — A(— w,), pii demZ — u, >0, takie podle (d) je
A(— w) > 0, — A(u,) > 0, A(u;) < 0. Vedle toho je A(uy) =
> 0, tak¥e zase z nerovnosti u, < u, plyne A(u,) < A(u,).

" Je-li za tietf — 1 u1<u2<0]e1>—u1>—u>
> 0. Proto podle (d je A(— wu;) > A(— uy) &ili podle (c)
— A(uy) > — A(uy), t. j. A(wy) < A(u,). Je tedy funkce
A(u) rostouci v intervalu (—1, 1).

Funkce A(u) je v intervalu (—1, 1) omezend, jak plyne

z této Gvahy: Jeli 0 < ¢ < 1, je 2 < ¢, takde ﬁg
—n =

/\

; proto podle véty 34 prou > 0

roode
A —_—.
W)= f]/l—tz— Vi—¢

Tento posledni integrdl dovedeme vSak spoditat substitucf
1 —t=2z, dt = — dz, tak¥e

= l——

fris=[ [

=2 ,=20-]T—w<2

Jo tedy 0 < A(u) < 2(1 — |'T — u) < 2 pro ka¥dé u, které
vyhovuje podminkédm 0 < » < 1.

Oznaéme o supremum funkce 4(u) v intervalu {0, 1). Pro
#4dné u, pro né%z platf 0 < u < 1, nemiife byt 4(u) = o,

182



nebot A je funkce rostouci v intervalu (—1, 1), a tedy také
v intervalu (0, 1). Kdyby bylo A(u) = w, pak by pro kazdé
u,, pro které plati v < u; <1 (a takové u, jistd existuje,
nebof interval <0, 1) je zprava otevieny), muselo byt 4(u,) >
> , ale to neni moZné, nebot w je supremum viech hodnot
A(u) v intervalu (0, 1). Z toho plyne, Ze limA4(z) = w. M-
%U—>1—

zeme tedy definici funkce A(») doplnit také pro » = 1 hod-
notou A(l)= w. Tim se funkce A stivd spojitou zleva
v bodé u = 1. Podobné poloZime také A(—1) = — w, &mZ
se funkce A stane spojitou zprava v bodé —1.

Podle svého vyznamu znadi &islo w délku oblouku &tvrtiny
kruZnice o poloméru 1. Toto &islo budeme oznadovat, jak je
v3eobecnym zvykem, znakem 4z misto w. Je tedy

u

br=dl=In =
0

a je moZno vypoéitat, Ze 7 = 3,14159265358979...

Méme tedy dokézdno: Funkce x = A(u) je spojitd a ros-
touci v intervalu (—1, 1, pfi em% A(l) = }x, A(—1) =
= — 4x. Proto existuje k funkei 4(u) funkce inversni, ktepé
je rovnéZ spojité a rostouci v intervalu (— =, ) (véta 44).
Tuto inversnf funkece nazyvime, jak jsme jiZ fekli, sinz.

Rovnice u = sinz, kde — 4z < 2 < 4, Fikd tedy plesnd
totéz jako rovnice z = A(u), kde — 1 < < 1. Pro ka%dé
takové u je A(— u) = — A(z) podle (c), p pr1 gemZ také
— 1< —u< 1. Jelitedy 2 = A(u) &ili v = ginz, je — 2 =
= A(— u) &li — » = sin(— z). Proto

sin{— z) = — sinz.

Pondvadi ddle A(0) =0, A(l)=4xn, A(—1)= — ix,
proto

e

8in0 = 0, singx = 1, sin(— ) = — L.



Potitejie derivaci funkce sinz v bodé z. Podle véty 45 je

(sinz)’ l( 1—wi= l/l — sin?z,

T A'(w)

Funkci Vl — sin’z proménné z, kde z je z intervalu (— }x,
$7), oznaéme cosz; je tedy

(sinz)’ = cosz.

Ponévads funkce sinz je spojitd v mtervalu — §n, 47D, je
v tomto intervalu spojitd i funkce cosz = l/ 1 — sin?z, Déle
je podle pravidla o derivovéni slofenych funkef

(cosz) = (V 1 — sin%z)’ = 0% | cosz= — sinz.

Vl — gin?z _

Vedle toho cos(— z) = Vl — sin)(— z) = Vl — sin%z = cosz
a déle cos0 = /T — sin®0 = 1, cosjn = cos(— }n) =
= Vl — 1 = 0. Podle rovnice (a) je zfejmé, %e cosx = v &ili
Ze cosz je druhé soufadnice bodu B, jehoZ jedna soufadnice
je sinz.

\ Prozatim méme definoviny hodnoty funkei sinz & cosz

pouze v oboru {(— }x, '}n) Nyni rozéffime definici tdchto
funkef na kaZdé z takto

Proka%dé z necht plati
sinz = — 'sin(x -} =), cosx = — ocos(z -} 7). (e)

Tim jsou nae funkce definovdny pro ka#dé z. Je-li toti% =
libovolné &fslo, miiZeme vZdy z n8ho dostat pfittenim nebo
odedtenim vhodného celistvého ndsobku &isla » takové &islo
2, které padne do intervalu {— ¥=, }7), pI'l Semi z 4 kx =
= 2z, kde k je celé &slo. Pak plati .

ginz = sinz, COBZ == CO8Z, ]e-h k sudé,
sinx = — sinz, cosx = — cosz, je-li k liché.
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Ve zvldstaim piipadd pro k = 2 je
sin(z + 27) = sinz, cos(z + 27) = cosz

a to znamend, Ze funkce sinz i cosz jsou periodické s periodou
27,
Odvodime déle: Plati-li

(sinz)’ = cosz, (cosz) = — sinz {f)
pro néjaké z, plati tytéz vztahy i pro £ + z. Vskutku je
[sin(z 4+ #)}) = (— sinz)’ = — (sinx) = — cosx =
= cos(x + =),
[oos(z 4 7))’ = (— cosz)’ = — (cosz) = — (— sing) =
= — gin(r + x).

ProtoZe vzorce (f) platily pro kaZdé z z intervalu (— 3}, 47),
platf viibec pro ka?dé z s vyjimkou hodnot z = 4z + k=, kde
k je celé. Nalezené vzorce viak plati i pro tyto vyloudené
hodnoty, nebof pro jednostranné derivace v bodd z = ix
méme

(8inZ)gmjn— = lim (sinz)’ = lim cosr = cosgsx,*)
> n— Z=rir—
(8in®)fejny = lim (sinz)’ = lim cosz = — lim cosxr =
z+ixn+ z+jnt 2>—jnt+
= — cos(— }x) = cosj;
(cO8Z)gmin— = lim (cosz)’ = lim (— sinz) = — singx,
i*imf Z+jn—
(c08Z)omyns = lim (cosz)’ = lim (— sinz) = lim sinzr =
z>int z+in+ Z—int
= sin(— }zn) = — sin}xn.

ProtoZe derivace zleva v bodé 4= je rovna derivaci zprava,
existuje derivace v bodé 4, pfi demZ je

(Sin%)gmyn = cOBYaT, (COBT)gays = — singm.

*) (sinz)’z—jn— znadi derivaci zleva funkee sinz v bodd §n atd.;
podobnd dile (einz)’zey~ znadf derivaci funkee sinz v bods 4.
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Plati tedy vzorce (f) bez jakékoli yyjimky. a
Utvoime nynf funkei proménné z
F(z) = [sin(z + y) — sinz cosy — cosz siny]? 4
—+ [cos(z + y) — cosx cosy | sinz siny]?,
kde y je libovolnd konstanta. Derivace této funkce podle pro-
ménné z je
F'(x) = 2[sin(z 4+ y) — sinx cosy — cosz siny][cos(z + y) —
— cosz cosy + sinz siny] + 2[cos(zx + y) — cosx cosy -
+ sinz siny][— sin(x + y) + sinz cosy + cosx siny] = 0.
To v8ak znamend, Ze F'(z) = ¢ pro kaidé z, kde c je konstanta
(dlisledek v&ty 31). Abychom spodetli toto ¢, dosadime za x
kteroukoli hodnotu, tieba z = 0. Pak je F(0) = (siny —
— siny)? 4 (cosy — cosy)? = 0. Je tedy F(x) = 0 pro kazdé
z. AvSak F(x) je soudet dvou druhych mocnin. Ten se miZe
rovnat nule jen tehdy, kdy% se rovnaji nule oba z4klady, t. j.
kdyz
sin(z + y) = sinz cosy |+ cosz siny,
cos(r + y) = cosz cosy — sinz siny.
Odtud jiz mizeme odvodit viecky dalsi vysledky zkapitoly I.
Jeitd ndm zbyvd dokdzat vzorec (20) z kapitoly III. Ten
viak jiz dokdZeme snadno. Je-li z > 0, oznadme J interval
{0, z); je-li z < 0, oznaéme J interval (x, 0>. V intervalu J
jsou splnény pfedpoklady véty 31 o pfirfistku funkce, proto
v ném existuje takovy vniténi bod &, Ze
sinz — 8in0 = (z — 0) . (sinz); .,
neboli

—— = cosé.
JestliZe se z bli%i k nule, bli%{ se k nule také &, proto

lim — = limcos§ = 1,
z=0 T ¢~0
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nebof pravd strana nasi rovnice ma limitu; musf ji mit tedy
také levd strana a obé tyto limity se musi navzdjem rovnat.

Nalezené funkce sinz a cosz maji viecky vlastnosti, které
maji funkce zavedené v kapitole I. Jsou to tedy tytéz funkce.
Proto i pomocné funkce A(u) je inversni funkce k funkei sinz,
t. j. A(u) = arcsinu, jak jsme jiZ na poddtku napovédéli.
Tim jsou odstrandny v3ecky pochybnosti, které jsme vyslo-
vili v kapitole I & IIL.

Také zde jsme dokdzali pouze existenci funkei sinz
a cosz a nezabyvali jsme se otdzkou, jak se vypodtou
hodnoty t#chto funkei. K tomu se nejlépe hodf opét neko-
neéné Fady, jejichz vyklad vSak nespadd do rdmce této
kniZky.

Crileni.

91. Stanovte obsah plochy omezené a) jednou polovinou
kfivky y = sinz a osou z, b) obloukem kfivky y = 2%, osou x
a piimkou z = 1 (» > 0). ¢) elipsou o poloosich a, b, jeZ m4d
rovnici b2z a%? = a%?, d) obloukem hyperboly b*r®* —
— a®y® = a??, osou z a pkimkami z = z;, z = z,; p¥ tom
a <z, <z, a celd plocha le#i nad osou z.

92, Vypodtéte obsah plochy spoleéné dvéma shodnym sou.
stfeduym elipsdm o poloosich a, b, z nichZ jedna vznikne
z druhé otodenim o pravy thel.

93. Vypodtéte obsah plochy A
omezené kfivkou zt¥ + y¥ = af f
zvanou astroida, pfi emZ a > 0 t A,
je konstanta. %2 '
94. a) Jestlife polohu bodu A ' P R
v rovind udédvéme délkou pritvo- 2] x' % l
dite 04 — g a whlem X 304= O % %
= @ sevfenym kladnd oriento- Obr. 76



vanou osou z & pravoditem 04, je rovnice kfivky
déna vztahem p = f(p). Pak velikost plochy P = 04,4,

[
(obr. 76) je P = }[f3(¢) dp. Dokaste. b) Podle toho vypottéte

#
plochu omezenou kiivkou (22 + y2)2 = 2a2(2? — y?2), zvanou
lemniskata (@ > 0).

95. Stanovte délku oblouku k¥ivky a) y = lgz mezi dvéma
body, jejichZ soufadnice x jsou 0 < z;, << ¥y, b) ¥y = e® mezi
dvéma body, jejichZ soufadnice z jsou x; < z,.

96. Odivodndte, %e objem rotadniho télesa, které vznikne,
ot4&f-li se plocha omezend obloukem kiivky y = f(z), osou «
a pfimkami z = a, = b (@ << b), kolem osy z, je vyjédien
vzorcem '

b
> V = nffi(z) dz,

pii demi f(z) = O v intervalu {a, b).

97. Vypodtéte a) objem koule o poloméru r, b) objem
rota&niho elipsoidu, ktery vznikne, otd&i-li se elipsa o polo-
osich @, b kolem ndkteré své osy.

98. Vypodtéte objem rotadniho jednodilného hyperboloi-
du, jehoZ podstavy maji polomér r, jehoZ hrdlovd kruZnice
mé polomé&r g a vyska je v. (Hrdlovd kruZnice je nejmensi
kruZnice na povrchu hyperboloidu.) '

99. Vypo&tste objem télesa, které vznikne, otddi-1i se kruz-
nice o poloméru r kolem piimky, jejiZ vzddlenost od st¥edu
kruZnice je a (@ > r).

100. Vypodtéte objem t&lesa, které vznikne, otd&i-li se
lemniskata z cvid. 94 a) kolem osy z, b) kolem osy ¥.
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VYSLEDKY CVIJENI

l.a) y=2z pro £ 20, y=0 pro 2<0. b) y =2z—1 pro
s2lL,ymlpro0Lz< l,ym1—2zproz < 0.0)y = 5—=zpro
El ymbr—1lpro —1{z<]l,ymz—6proz<—1. —
2. “a) Nen{ definovéna pro z = 2 a pro £ = — 2. b) Neni definovéna
proz = 4aproz = — l.c)Jedefinovina. — 3. Prvé nenf definovéna

pros)z = 0,b)z ———}, o)a: = «}(2]: + l)n,kdeitodruhéa.no —-4.&)
= (—1)*"1 b)a, = }1 -—(— 1)"]. ¢) an =-% — 5. Rovnost

1 \n+l
1+ﬂ+l

muZe nastat, je-li bud n = 1, nebo =z = 0. — 6, a) — ] =
1+ —
n

14 n+2
+1 .

= " >1——]=—1—.b) — " | =
('n+1)’ nt1 1 1

1+ — -_—
py '1+n+l

=1 12, 1+ 1 _7.8)Jedic % 0,prokaidér, s; je-li
[ +-n(n—2)] +—.— .a)Je-lia &= 0, pro 7,8; jo-li

a=0prokaidérapros=0. b)Je lir 20,5 2 0, prokaZdég; je-lir < 0
nebo s < 0 (nebo oboji) pro a # 0.°¢) Je-lir = 0 prokaidé a i pro kazdé
b,]ellr<0 proa+ 0, b+ 0. d) Je- lerO pro kazdé a a pro b % 0;
jelir < Oproa % 0,b % 0,e) Prokasdér.f) Pror & 0. —8.8)y =
= iz : 180, b) 180 : £ == 57°17°45". — 9. a) Definovéna pro kaidé z,
hodnoty 0 nabyva pro £ = — a + k=, hodnoty 1 proz = = —a +
+ 2kmn, hodnoty —1 pro x = §n — a + 2k=z, k celé. b) Definovéna pro
kazdé z, hodnoty 0 nabyvé pro ¢ = kz : a, hodnoty 1 pro z = (1 +
+ 4k) n : 2a, hodnoty —1 pro z = (3 + 4k) n : 2a, k celé. ¢) Defino-
véns pro kadé z, hodnoty 0 nabjvé pro z = + |k, hodnoty 1 pro
z = + |31 + 4k) #, hodnoty —1 pro z = + [#(3 + k)=, k> 0
celé. d) Definovéna pro z # 0, hodnoty 0 nabyva pro z = 1: k=,
k 3 0 celé, hodnoty 1 nabyvé pro z = 2: (1 4 4k) n, hodnoty —1
pro z = 2: (3 + 4k) m, k celé, e) Definovana pro z % kzx, hodnoty 0
nenabyvé, hodnoty 1 nabyvé pro z = (1 + 4k) 7z, hodnoty —1 pro
z=$3 + 4k)m, k celé. — 10. 8) —tgz proxz 3 $(2k + 1) 75— 1:
s tgz pro z % }km; 1:tgr pro x & tkn; tgr pro z + 2k + 1)m;
SRz 2 4 I boolé. b)m 4+ 42K+ Dz & JO8+

+ 17, 2y +29F 2k + 1)7; 23 $(2k + V)7, 2 % 3(2k + 1) 7;
ExE (2k+1)n.z*lm kool

I1. Pro]z[:l:l]e”

=|z| + 1. Neoht 1 < p < 2 < ¢. Pak
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pop—l<z<g—ljep<zt+l<qgapro—p+1l>z>
>—gq+1ljep < —z + 1 < q.— 12.Zvolme libovolné k > 0. Pak

a)proz > 1:|/kneboproz < —1: ijel 22 <k; b) pro —1:
Je<ze<i:VEjel:ad >k — 13. Zvolme libovolné k > 0. Pelk

a)proz > aneboPro:: <——VkJez’ > k; b) pro z > Vk jeA>k
.— \
aproz < — |k je 2 < — k. — I4. 8) Zvolme libovoiné ¢ > 0. Pak

az+b a [be — ad|
_ | _ lee—ad] £ bo—ad
@+d ol Telemtay < & Lk bud be—ad =0, nebo 2>
be — ad _
> , I_i, nebo z < — M_i b) Predpoklédejme,
c*e c c2e P

%e ¢ > 0. (Kdyby tomu tak nebylo, zménime zna.ménko sitatele i jme-

novatele.) Zvolme libovolné k > 1; pak c‘"" 1‘ = > I, kdyz —i <

d be — ad az+b

<z < + ook —a)’ . Zvolme libovolné k < —, p&k s i< k,
d bc—ad d . .
kdyi_T_c(_a—_c—:;c_)- <z <—?.— 15.a) Je-lip < a < g a jest-

lize pro z % a plati p < £ < g & padne-li pro tato z hodnota f(z) do
jistého intervaelu J,,pakp —a < z—a < q—aga, piidemip —a <
< 0 < ¢g— a a hodnota f(z) = f[(z — a) + a] padne do téhoZ inter-
valu J, a obracend. b) Jestlize hodnota f(z) padne do jistého intervalu
J, pro viecka z > k, pak hodnote f(z) = fl[(x — a) + @] padne do
téhoz intervalu pro viecke £ — a > k — a a obréicend. c¢) Jestlize pro

1
viecke z z jistého intervalu J, plati |f(z)] > & > 0, pak _/(l_)] < —

& obracend. — [6. Jestlize v J, plati [f(z)] < m, [g(z)| < =, pak
(=) £ glz)| < If(z)l + |g(z)] < m + n, |f(z) . g(z)] = |H2)| . Jglz)| <
< mn. — 17, Je-li |{(z) — b| < & pro viecka z & & z ndjakého okoli
Jz, pak také ||f(z)] — |b]] < |{z) — b|< . Obracené vdte neplati
(viz piiklad 8). — 18. JestliZe pro viecke z + a z J, plati [/(z)| <&,
pak také |g(z)| < e. — 19. Kdyby platilo lim rlz) = 0, pak by ke kaz-
z—a
dému ¢ > 0 existovalo takové okolf J, bodu a, Ze pro viecka = 5 a
z J; by bylo ]/(—)' < ¢é&ili [f(z)| > —%.—20. Pismena J, J'; atd. znaéi

vesmé&s bud pravé, nebo levé okolf.

2i. Je spojité. — 22. Funkce sin % nabyvé v kazdém okolf bodu 0

hodnoty 1 i hodnoty —1 (viz evié. 9d). Volime-li za J,, tfeba interval
(k— 4%, k + }), espoii jedna z hodnot 1, —1 do ndho nepadne. —

/
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23. k = lim(x sin%), ale v okoli bodu 0 je funkee @(x) = z nekonetnd
z—>0

maléasin%omezené. Proto &k = 0.—24.8) Proz = kx, k celé. b) Pro
z=0 8 pro z=1. — 25. a) (}(2k — 1) 7, $(2k + 1) 7), b) (kn,

(k + 1) ), kcelé. — 26.8) 1. b) §. ¢) 6. — 27. &) lim s"f’ -
z—0
= lim (““‘5”,5 — 5. b)lim 8% _ lm("_m_f_l -1 o
z—0 5z z—0 = z—0 T  CO8T

1 — siny = sin}w — sinz = 2 cos}(}n + z) sin}(}n — z), proto
lim L=80% _ o _ 28, a)lim 3 Ytz —2
zrin i — 2 z—1\l—z 1—2a? z-+1 1 —2z3

b) lim sinz — cosx = lim COBZ(8iNT — CcOBT)

=—1 Sing — coRz — )2

* z—+in 1 —tgz “"i" cosz — sinx *V2 °)
Ii o) =tim d2HD _; ==
n—l:::la(ﬂ’-i_ n? + + +n’ n—-»m n o *+

— §.—129. Jelli |f(z)—f(a)| <& jo teké [lf@)| — @)l < [f(z)—-
— f(a)] < &. — 30. Mie, je-lina piiklad g(z) = p(z) — f(z), kde p(z)

je spojité v bods a. V5
3l.a) 62 — 2. b) §z? 4 4z — 4. 0) 4x® 4+ 32— 2z 4 11.d) —
2
z £ 0. e)—“—z’)z,z:i:a,z¢—a f) —Gz—r,z:t?ag)
_2x_a_b',z:l:a,z:t:b. h) Hz—1) z+ —1 i) tg¥, z +

(x —a)Xz —b) a1+
+ $(2k + 1) 7, k celé. 1) s 02 2% 3(2k + 1) 7, k celé, k) 2z sinz +

cosr

T —smay © % ¥4k + D, & celé. n)

+ z% coaz. 1) 2 cos2z. m)

(smzzcm)._ 24 Hak + 1) 7, % }2k + 1) 7, k celé. — 32. 8)

—1:2°proz>0,1:z2prox < 0. b)2proz > 0,0pro —1 <z <<

—92 2
<0,—2proz < l.c)(z_l)’proz>laproz< 1,(1:_1)’
pro —l<z<1l. — 33 a) v=c—gt. b) t=c:g, 8 =c*:2g.
e)t=2:g,v=-—c. —34.8)z=2kn, tgx =1; 2= (2k + 1) =,
tgx =—1l kecelb.b)z =k, tgr =1l.c)z=0,tga =— 1;z=1
ar=—1,tgx = 2. —35.1. Pron = 1 je (ku,) = k,u',. 2. JestliZe
v = klu1 + kgug + . + k,,u,,, pﬁ tem% v’,— klui + k.u; + oeee 4+
+ k,.u,,. pak (v + k,. ' =t + kn gtUny. — 36. a) 1. Pro

n = 1 vzorec platf. 2 [j"“(z)] = [f™=) . [(@)) = ["=)] . flz) +
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+/"@). f@. b)Jeli m = —n, pak [M(z)]) — [th—)] -

_ —mne). )
)

Lz 32+ 1).7; 46(1 + 27)2, — 37. 1. Pron = 1 vzorec

plati. 2. Oznalme u u, ... Uy = v. Je-li T = u_ + ot | + e F -17,._' je
’

mf~™"1(2) . f(a), pokud f(z) # 0. o) sin2z;

2 sinz
008’z

(vuny) _ vuny, + W1'|+1 _ Y | Uny e
Vinyy Viiny1 I +‘"m+1 Proul_u’— S
=) n f'(z) . .

= l(:(:) mé.meh) f"(;‘(’) =) @ ; 30.h.)Te-h ’(,I()— z) = f(z), je

—z + — f(— =z _ z — z
h—»o h-»o —h 3 deli f=

— —fla) o] 1imf‘—“° IR M8 =B —fle) g
-0 A—0 —h

Rostoucf pro z > §V3 aproz < — }V3 klesajfof pro — }1/3 <zT<

< 3)/3, meximum pro z = — 4|3, minimum pro z — i‘V3 b) Ros-

touej pro 2 > 1 a pro — 1 < & < 0, klesajicf pro 0 < z'< 1 a pro
z < — 1, maximum pro ¢ = 0, minimum proz = laproz = — 1.
¢) Rostouci pro z < 0, klesajfci pro z > 0, maximum pro z = 0.
d) Rostoucf pro — 1 < z < 1, klesajfef pro 2> 1 & pro z < +-1,
minimum pro z = — 1. ) Rostouci pro z > 1, klesajici proz < — 1,
konstantn{ pro — 1 < z < 1. f) Rostouoi pro ka%dé z. g) Rostoucf pro
tn <z < 3k + H7, klesa]iclpro 1k — }) # < = < }hn, moeximum
pro z = }(2k + 1) n, minimum pro z = }kn, k celé. — 40. a) sinz —

— &in0 = (z — 0) . cos < z. b) tgz — g0 = (z— 0). IE

41. a) Oznatme f/(a:)dz=I, fk/(z)‘dz=1’, ff(z)dz=K,
a a a

>z

b =
f* f{z) dz = K’. D budi rozdsleni intervalu (g, b). Hornf & doln{
a

soudet prisluiny k funkei f(z) oznadme S(D) a &(D); horni a doln{
soudet pFislusny k funkei k f(z) oznadme S’(D) a ¢’(D). 1. Prok = 0 je
8S’(D) = 0, kS(D) = 0 pro kaidé D. Proto I’ = kI = 0. Podobnd
#(D) =0, ks(D) = 0 pro kaidé D. Proto K’ = kK = 0, 2. Pro
k> 0 je S/(D) = k S(D), &'(D) = k s(D). Proto I"= kI, K’ = kK.
3. Pro k < 0 je 8'tD) = k a(D), 8'(D) = k S(D). Proto I’ = kK,
K’ =FkI.b)Jelil = K, jekl = kK atedy I’ = K’. — 42.a) Ozna8-
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me fU(z) + g(z)ldz = I, fl(:t) dz = I,, fg(a:)d:: = I,; stejnd tvo-

a a a
Fené dolnf integradly oznaime K, K,, K,. Horni soudty piislubné
k funkeim f(z) + g(z), f(z), g(z) oznaZme S(D), §,(D), S;(D), podobnd
dolni sousty piisluiné k tym?z funkeim oznadime s(D), 8,(D), a,(D)

Plati S(D) £ 8,(D) + S,(D) pro kaidé D, nebot jo-li My, M,,, M,
suprémum funkcx f(z) + g(z), /(z), g(z) v k-tém diléim intervalu
oy Tie)s jo M, < My  + M7, (doséhnou-li obd fun.kce svého supre-.
ma v tém% bodé intervalu {zy_,, z,,), je M,, =M .,+ M,,, doséhnou.Li

ho v rdznych bodech, je M) < M + M,,) Proto I < 1, + I,. Po-
dobns pro dolnf soudty plati s(D) > al(D) + &(D)aodtud K > K, +
+ K,.b) Ponévadz I, + I, 21 =K > K, + Ky, protopro I, = K,,
Iy = K. dostévdme I = — 43. Utzijeme vysledku cvi:eni 41b

a 42b, — 44, Oznadme f f(z) dz = I. Pendvad: I je infimum hornich

a
soudtl, existuje takové rozdsleni D,, Ze S(D;) < I + }&. Ponévadz I
je zéroven supremum dolnich soudtu, existuje takové rozdsleni D,, Ze
&(Dq) > I — }e. Je-li D spoledné zjemnén{ rozdéleni D, a D,, jo
8(D) < S(D,), a(D) > s(D,), takie S(D) < I + }&, s(D) > I — }e.
Odtud S(D) — s(D) < e. — 45.Je-lig(z) = 0 pro ka.idé Tz mtervalu

<{a, b), je S(D) = 0, s(D) = 0 pro kazdé rozdéleni D, takze f 0Odr =
b a

b
= 0. Pak podle véty 34 [f(z) dz > [0dz = 0. — 46. Podle véty 34
a a

a a b b
jo [H)dz < [g(z) dz &ili — [f(z)dz < — [g(z) dz. — 4. Jeli
b b a a

z
funkee { spojité v <a, b, existuje F(z) = [/(¢) dt (véta 33), kters jo
8pojits v <a, b) (véta 37), pii &emz F'(z) — f(z) (véta 38). Vedle toho

F(a) = 0. Podle véty o pfiristku funkce tedy existuje v {(a, b)> vnitin{
bod ¢ tak, ie F(b)-—F(a) (b—a).F'(c). — 40. Je-li a <b je

f/(t)d: f/(t)d!+f/(t)dt, jeli a>b, je f/u)dt fl(t)dt+
¢ s
+ f f(¢) d¢. Na posledni. integrdly v obou rovnicich uZijeme vt 37

o 38. — 49. Plati f ft)dt = — f f(t) dt. Déle podle cvid. 48, —

c
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b [ b b a
50. [f(e) e = [fyde + [10)dz = [f(6) de— [f(e) de.
a a ¢ [} [

5l.a) {z‘ v intervalu (—o0, ). b) —'2—; v int. (—o, 0) a (0, ®).

o) 42— 2z v int, (—w, ). d) }2*— {z* + 2z v int. (—o0, o).
e) $2® — 12% v int. (—ow, ®). f) 2 — 2% + 2 v int. (—o, o).

g8) z+%— v int, (—o0, 0) a (0, ). h) z—l+ o

a (0, oo). Integradni konstanty jsou viude vynechﬂny. — 52. a)
—a coaz 4 b sinz v intervalu (—oo, ®). b}  tgz v int. (} (2 — 1) 7,
$(2k 4+ 1) 7). ¢) — cotgz — z v int, (kxn, (k + 1) 7). d) 22 — tgz v int.
32k — 1), $(2k + 1) 7). o) — 2 cotg2x v int. ($km, $(k + 1) n).
k znatf celé &islo, integrani konstanty vynechény. — 53. a) z sinz
+ cosaz, b) — z? cosz + 2z sinx 4+ 2 cosx. ¢) 3(z? — 2) sinzr — x(z¥ —
— 6) coar. d) }(z + sinz cogz). e) ein’z. f) — §(sin’z 4 2) cosr.
Vesmés v intervalu (—ao, ©); mtegraéni konstanty vynechény, —
54. u = z", v’ = sinz, resp, u = z", v’ = cosr. — 55. u = sin""1z,
v’ = sinz, resp. ¥ = cos" "1z, v’ = cosz. — 56. a) 3z — fz* + 4z +
+ 7. b) 32> — 62® + 4x — 32. — 57. Lze uiit bud dplné indukce
8 pomoof vzorce (34), nebo vysledku cvié. 35. — 59.8 = jat* + c, a je
konstanta umérnosti a ¢ integradni konstanta. — 60. a) y = 22,
b)y=¢2*+¥.

61. 8) 10z(z* — 1) b)—

vint. (—oo, 0)

3(2:1: 1)
—2)¢

d) — 3 costz sinz. e) — 32% sing?, f) sin(e — 2z). g) %, z 4+ §(2k +

z %+ 2,23+ —1.¢)— 3 sinlz.

+ 1) =, k celé. h) ,z:‘:}(2k+l)n,koelé — 62, a) an(az +

+ b)Y pFin > Opro kaZdé z, pi’-fn < Oproz — %. b) zm-1}(1 —

— )" Y(m — mx — nz) pfi m > 0, n > 0 pro kazdé z, pfi m < 0,

n>0proz4 0, pliim>0,n<0proz+1, plim<L0,n<0
2m(1 4 z™m)(z™"1 —x)

poz+0,z% 1. ¢ (L % )

pthOproz:l: O.d)ansm" l(a.'l:+b)oos(aa:+b)pi‘1ﬂ.>Opl'o

"kaidéz,pilnSOproz:l: —b

+ k). b) s = + a. — 66. a) ——,15(3—2:::’)‘ v int. (—, ®). b)

— v int. (—o, —1), (—1, 1), (1, ®). ¢) } sin?z v int. (—oo,

ppm > Uprokaidé =,

» k celé. — 64. a) v = aw cos(wt -

T —1)
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). d) — } cos®z v int. (—, ©). e) —l— v int. (}(2k'— 1), 32k +
+ 1) @), k celé. f) } cos’z — cosz v mt (—oo ). g) } cosbzx — } cos’z

1 1-
3sm’z+ —— v int. (kx, (k 4+ 1) @), k celé. —

67. a) é(az + b)* v intervalu (—w, ). b)'ai

v int, (—o0, ©). h) —

;: v int, (—w, a),

(@, ). ¢)— } cos2z v int. (— o0, ). d) §.sin(3z — 5) v int. (—a0, x).
o) § tg3z v int. (§(2k — 1) &, $(2k + 1) =), k celé. f) — } cotg(dz + 1)
v int. (}(kn — 1), 3[(k + 1) ® — 1)), k celé. g) tg}x v int. ((2k — 1) =,
(2k + l)n),kcelé —68.a)—%.b)1. c)}. d) §. e){

7M. — - proz> 0 nebo pro =z < 0 b)V-_ nebo V_

c) Vl — #? nebo —Vl —ax? pro.O LzL1.4d) —lz— nebo —

proz > 0.

=

pro0<z <1 e) T pro kaidé z. — T2. Mé-li byt funkce in-
versni totoZné s puvodn{ funkei f(z), musi byt graf funkee f(z) sou-
mdérny podle pfimky, kterd pulf yhel soutadnicovych os. — 73.8)x =
= kn -+ arotga. b) z = 2kx I arccosa. o) z = kn | arcootga, k celé,
— 74. a) Je.li arcsinz =y, je z = siny. Pak cosy = cos(— y) =

=)JT=27>0.Jeliz>0, joe y >0 a y=arccos)1—2". Jeli

z2<0, jey<0 a —y=a.rocosVl— z%. b) Je-li arcsinr = y, je
z = siny. Pak tgy = VIL-. Y= arotg_L_ c¢) Je-li arctga: =
— 1—az
=y, jo z = tgy. Pak siny = ﬂ__.,y—arc 2 Q) Jeli
\ Ir¥ 14 =2
arcsinz — y, jo « =siny, —z = sm(— y), —y = arcein(— x):

e) Je-li arctgz = y, je z = tgy, — z = tg(—y), — y = aretg(— z).
f) Je-li arccosz =y, je x = cosy, —T =cos(m—y), ¥ —y =
=arccos (— z). g) Je-li arccotgr = y, je z = cotgy, —z = cotg(n —y),
n — y = arccotg(— ). — 75. a) Je-li arcsinr, = y,, arcsinz, = y,, je
siny; = z,, siny; = Z,, 6in(y; + yi) = siny, cosy, + cosy, siny, =
= ’711/1 — 2 + z,Vl — 2 i co do znaménka (viz evis. 74a). Oznad-
me 21V1 —z2 -}—'::,Vl —z2 =z Joli |y + ys| S dm. jo y; + Yy =
= arcsinz. Pak cos(y; + y3) = 0, t. j. 1 — 22 . |1 — 22 > z,2,. To
nastane, kdyz bud z,z, < 0, nebo kdyZ z2 + z’ SLJeliy, +y, >
> 4, 0 — gy — tp < 47 6 SNl — y, — 95) = 2, takle y, + Yy =
=mn—aresinz. Jo-i y; +ya<—147m jo —y—pp—a>—4in
& sin{— y; — yy — A1) = z, takie y; + y, = — 7 — arcsinz. V obou
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poslednich piipadech je cos(y, + v,) < O, t. j. Vl —z2. Vl — a:g' <
< z,%. To nastane, kdyz 22 + z2 > 1 a &isla z,, z, jsou bud obs
kladnd, nebo ob® zdporni. b) Je-li arctgz, = y,, arctgz, = y,, je

81‘/1 T t8Ys _ %t T

t =z b = Zy, } =
BY1 = T1s 8Ys = Ty g(y1 + 9s) — tey, tgys 1 — ooy . Ozneg-
Ty + Ty
me S — =1z Je-li [y, + ya] < }n, je y, + y, = arctgz. Pak
— Z)Zy

¢o8(y; + y;) > 0. To nastane, kdy% tgy, tgy, < 1 (nebot cosy, > 0,

cosyy > 0) diligizg <l Jeliy, +ya > joy, +ygy—n > —in

8 tg(y, + ya —7) = 2, talde y;, + y, = arctgz + x. Je-li y;, + y, <

<—1im je y+ Y+ < i 8 tgly, + Y + %) = 2, takie y, +

+ yy = arctgz — 7. V obou poslednich pifpadech je cos(y, + y,) < 0.

To nastane, kdy% z,z, > 1 a &isla z,, =, jsou bud obé kladnsé, nebo obd
8

3
2)3z+5 V—_’
228 41 2)z + 1
G’+ 8

V’FTTF_I. 4V Vz+ :n:

1 2 arcsinz —1

zépornd. — 76, a)7:8V;,:c>0.b) —_—r > —§.C)

—l<z<l d) —, ¢ > 0. {)

)——,—a<z< a.h)—_—,—l<z<l.i)—=
8 Jar—= i i = 1—g2
) 1 . —1
pro0<:c<l,ﬁpro—l<z<0.])m,z#l. k)

2 1
l_|_’pro|1:|<l T .pro|z|>ll)m,x<0._

77.8) Definovéna pro = = laz < — 1, klesajicf pro viecka z, pro néz
je > 1 neboz < — 1. b) Definovéna proz > 1 & z < — 1, rostouci
pro viecka £>>1 nebo z<—1. ¢) Definovéna pro viecka z 3= 0, klesa-
jici pro ka%dé z + 0. d) Definovdna pro kaidé z % 0, rostouci pro
ka%dé = % 0. o) Definovéna proka?déz,y = z — 2kn pro 2kn < 2 <

<@+ 1)a,y=—=z+ 2knpro (2k—1)a < z < 2kn. f) Defino-
véna pro ka¥dé z; y = z — }(4k — 1) pro (2k — 1) n < z < 2kem;
y=—x+ §(4k + 1)z, 2%kn < z < (2k + 1) . g) Definovéna pro
z+ 2% + )m; y=z—kn | pro > 32k — N <z < 2%+ ).
h) Definovéna pro z + kn; y=—2+ 32k + 1) pro kn < z <

4

< (k + 1) 7. k znadf vesmds ¥islo celé. — 78. a) $x}/a® v intervalu

(0, ). b) §(3z + 2)|/3z + 2 v int. (— 3, ®). ¢) — |/5—2* v int.

— V5. Vs). arcsmlT_ v int. (—}5,V5). e) 3 + D2 ¥ 1
Y

v int. (—1, o). f) Vl — a? 4 arcsinz v int. (—1, 1). g) i(arctgz)?
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v int. (—o0, ). h) —— 75 arctg(% tga:) v int. (—}(2k— 1) 7, 3(2k +

+ 1) ) (substituce tgz = zVE). i) {a? a.rcsin%—— }z]./a’ —z* v int.
(—a, a) (substituce z = a sint). j) arcsin(z — 1) v int. (0, 2) (substituce
z—1=2). —79. a) }(z® + 1) arctgr — = v int. (—o0, ).

b) z .arcsinz +Vl—a:’vmt (—1, 1).¢) $(22* — 1) arcsinz + ile—:l:’ )
v int. (—1,1). d) $z}/3— 22* + 3)/2 arcsiniz}6 v int. (— i}6,
3V8). &) 12e + 56 Bz —2* + 4 arcein = ,'1" 8 . int. (—e,1).

—80. a) m:"_ - . b) a3, o) al(1 — #/3). Q) 4. ©) 0.

81. a) Je-liloggh = p, logya = q, je a? = b, b? = a; odtud a?? = a.
b) Je-li log,b = p, logye = ¢, logea =7, je a? = b, b9 = ¢, ¢™ = q;
odtud g = b = ¢’ = a. ¢) Podle a) a b) je log,e = 1:logea =
= loggb . logye . d) Je-li log,c = p, logye = ¢, loggpe = r, je a? = ¢,
b9 = ¢, (ab)T = ¢, &ili a™b" = ¢; odtud a®?" , P — P9, &ili ¢ . cPT =
= ¢P4, c(PTOT = P4, — 82.Je-li 0 < 7, < z,, jo Igz, < Igz,. 8) Je-li

1 1
a> 1, je lga > 0, takle %" < %a’ & z,lga < z,1ga, &ili lgaﬂ. <
]
< lgam. b) Jelia < 1, je Iga < 0, takie %’1 > llf:'
— 83. < 1 —, ——<—<138)] —
8. Jelli 1Kt <1 + ]9n+ < a) g(l+n)

1
= 14—
l+n +n

d.t . l n+1
=nlg(1+7l.-)=n T§n dt=l;1g(l+-;)
1 1

az,lga > z, lga

1+ 1+l
n

=(n+1)ffl-‘g(n+1

= 1. b) PonévadZ Ige = 1, z ne-

i 1
n+1
rovnostiva) plyne (1+—) <eg (1+—) .Odtud e: (1+—)

< (1 + — < e; proto e = llm(l + —-) (véta 13 a definice limity).

n—wo

c) Pake?: (l + 7-) < (l + ;-) < e%, Dosadime-li nx =m,n=§,
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jo o%: (1 +—) S(l+-—-) <e%a l.u:n(l +—)m= . — 84. a)‘
—> 00
Podle vzorce (42). b) Substltucl g(z) =t. — 85. a) gz, 2 > 0. b)
2 z 4+ 1 1
smz,lm<z<(k+})nc)( +l),a:>0:t<—-l d)Vz'+a

je-li @ > 0 pro kaidé z, jeli a <0 pro [z| > V—a o) ;1.
h) 2e%einz. i) :v!iM(—zl-smx +
1-s

. 2 1—az\/1 4 z\1+2
+lga,-oosz) Z>O.J)_(l-{——)’(l + g l—-}-a:)(l—:l:) T—l<z<
< 1.—86.8)1g|z + 1| vint. (—, —1), (—1, ©).b)z + 2lg|z— 1|
v int, (—oo, 1), (1, o). ¢c) }lg|3z + 2| v int. (—o, —§)s (—3, ).
d) §22 + 2z + 41g|z — 2| v int. (—oo, 2), (2, ®). ) Ig(z? 4 1) v int.
(—o, ). f) —Iglcosz| v int. (}(2k— 1)z, $(2k + 1) 7), k celé.
g) lg|lgx| v int. (0, 1), (1, co) h) # 1g2z v int. (0, o). i) — e~ % v int.

v int. (—, o). k) $z%2lgz — 1) v int. (0, o).

1
—l<z<1lf)—— 'z>18)(e"+1)"

(—wo0, CD) J)m
1) (z*— 2z + 2)e% v int. (—o0, ®). m) } e%(sinx — cosx) v int.
(—o, ). n) } e%(sinz -} coszx) v int. (—w, ). — 87.8) }2* — 3z +
+ 41g|z| v int. (—o0,0), (0, ®). b) §2? 4 z 4 3lglr — 2| v int.
(—o;, 2), (2, ©). ¢) }a* + }2* + 4a? + = + Iglr — 1| vint. (—o0, 1),
(1, 0). d) }=* + §a3 + 3z + 43 1g|2z — 3| v int. (—oo, §), (§, ). —

8s. ka:+h———(2aa:+ b) + h—%. a) l,’lgl:c—ﬂ[-——}lg[:v—2]

v int.

v int. (—,2), (2,6), (6 ). b) x2* + e + v lglgT

(_w' _i): ('_'*; i)v (}l w) c) z + ll" lglz—4|_*lg|z_ ll v int.
(—, 1), (1,4), (4, ©). d) }1gjz — 1| — ¢ 1g|3z + 2| v int.
(—o, —§), (— 1), (1, ®). &) — 3z + }1g zl %% 1g|6 — 22| v int.

(—, 0), (0, ), (§, ). f)—l7 arctgs"’" v int, (—oo, o). g) $a% —
'—2 lg(z* + 4) + % aretggz v int. (—o, ). h) § 1g(z* + 2z + 7) +&

+1 . . .
V_ar tg y_ v int. (—o0, ). i) 4lg|a;—.3|—z_3 v int.
. 9 .
(—o, 3), (3, ©). j) z—m—ﬁlg[z+ 1] v int. (—oo,—1),

k , bk
(—l, ). — 89 kz+ h = (202 +b) + h—5-. o) lglz+2+
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+_V:c’ + 4z 4 13) v int. (—o0, ©). b) Vz’—2a: +21gle—1+
+ Vz’— 2z| v int. (—oo0, 0), (2, ). ¢) == V_ lg]z + 3+ Va:’ + 3 —§|

v int. (—w,—§), (1, ). d) }J22"—6z + 3 + ls(z—H

V‘

+Ve e+ 9 vint. 3, o), — 42" — 5z + 3 + W Ig(§ —

—z+Vz’—!a=+!r) v int. (—o, 1). o) 32 +z—3 +
V-lslz+i+V:c’+éz—%l v int. (—c0, —}), (L, ). f)

17 aresin EE 8 | ine. (4, 1). g) arcsin(de — 1) v int. (0, 4).

h) —2V4—z’—a.rcsm}z v int. (—2,2). i) —V4—- —z—
— § . arcein(§z - }) v int. (—4, 1). ])V6+z—z'+garcsm(¥z——})
vint. (—2,3). — 9. u=)az® + bz t ¢, v =1; 2az®+ bz =

=2(az’+ba:+c)-——(ba:+2c)=2(az’+bz+c)—2—l;(2az+ b) +
b'—

B e+ T T —i— Y lgfe+ 4+ VF T 84|

v int. (—oo. —4), (1, ©). b) H2&+ D)z +z + 1L + §lgz +

+i+ VB rz+1) v int <—ao. g o 12— Dl=0—2)+
-+ } . aresin(2z — 1) v int. (0, 1

'ﬁi"l‘ kde

91. a) 2. b) . ¢) zab. d) i(xﬂs—%fh)—*lgbx T ay,
Ty, Yy B Ty, Yy Jsou sou!admce boda omezujlcich oblouk hyperboly —
92. 4abarctg~—- — 93. P=4 f (a%—z*)%dz jma® (substituce
r = gsin¥%). — 94. a) Platf z = /((p) cosp, y = f(p) sing, dn:_ =

= [/(p) cosp — f(p) sing] dp, P = f y dz + jzys — doy Ale
TaYs — Ty = @) sing, cospy — f* (‘Px) sing, cosp, =

s .
= [ [2/(p) /(@) . sing cosp + fip) cos*p — fXg) sin’p] dp, takie P =
[

[ <] . .
= } [ P(¢) dp. b) Dosadime-li z = g tosp, y = g sing, vyjde (po zane-
12}
dbén{ hodnoty g = 0) g? = 2a? cos2¢.Je-1i 0 < ¢ < i, je o* = 0, takie'
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iz
étvrtma plochy omezené lemniskatou je } P = 2a? f cos2¢ dp, P = 2a2.
Z4 Za
Vz' + l z dx f dzx

— -+ ==

l/a:z +1 zl/at + 1

Z'( zl + l)

:.;,(]/x2 +1+1)

-

—‘V”f +1+1g (substituce Va:’ 1=t¢t+z).

Zy
1

(mbstltuce % = z). — 96. Jo-li M, supremum & m,, infimum fun.kce /
v k-tém dil3{m intervalu, je amide, <V, < M} Az;, nebot objem
tasti télesa v k-tém diléim intervalu neni menaf ne objem vélce, jehoz
polomér je m,, a vyske Az, aneni vétsi nez objem vélce o poloméru M,
a vyice Az;. — 97. a) $nr2. b) $nab? resp. $7a%b. — 98. §n(r* + 207 ».
—99. 27%r?. — 100. a) §7a®3 1g(1 + |'2) — |/2]. b) $n%a.
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Arkuskosinus 140
arkuskotangens 141
arkussinue 139
arkustangens 140

Cislo celé 9

— irracionélni 9

— kladné 11

— nekladné 15

— nezdporné 15

— pfirozené 9

— racionélni 9
—reélné 9

— zédporné 11

¢len posloupnosti 23

Délka oblouku 176
derivace 85

— nevlastni 73

— zleva 73

— zprava 73
diagram 17
diferenciél 123

Extrém lqkélni 77

Funkce 17

— cyklometrické 142
— exponencidlni 162
— integrovana 89, 107
— inversni 135

— klesajfci v bod® 74
— — v intervalu 74
— konstantni 19

~— monotonni 74

— nekone&nd malé 40
— omezen4 42

~— primitivn{ 107

REJSTRIK

funkce racionélni celistvé 53

— — lomené 53

— rostoucf v bodd 74
— — v intervalu 74
— sloZena 120

— spojitd v bodd 50
— — v intervalu 57
— -—zleva 51

— — zprava 51

Graf 17

Hodnota absolutni (prosté) 15

— funkce 17

Indukce uplné 22
infimum 12

integrace po &astech 115

—- substituci 126
intogrél 89

— dolni 89

— horni 89

— neurdity 107
— uréity 89
interval 13

— neomezeny 14
— omezeny 14
— otevieny 13
— polouzavieny 13
— uzavieny 13

Konstanta 19
— aditivni 70
— integradni 108

* — multiplikativni 71

kosinus 27
kotangens 29
kiivka 175
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Limita 31

— nevlastni 47

— v nevlastnim bod® 35
— zleva 37

— zprava 37

logaritmus o zékladu a 163
— pfirozeny 152

Maxunum 77

methoda substituéni l"6

mez dolni 89

— horni 89

minimum 77

mira obloukovéd 26

mnohoélen 53

mno%ina 9

— neomezenéd 11

— neprézdné 9

— omezend 11

— prézdni 9

mocnina 8 celym mocnitelem 24

— girraciondlnim mocmtelem
161

— draciondlnim mocnitelem 139

Obor funkee 17
obseh plochy 170
odmocnina 137
okoli bodu 14

— —levé 14

— — nevlastntho 35
— — pravé 14

osa &iselna 10

Plocha: 170

202

potétek 10 .
podil 9

posloupnost 21

proménné 17

— integraéni 89, 107

prunik mnoZin 14

prvek mnofiny 9

Rozdsleni intervalu 86
rychlost okamzité 65
— prumérné 65

Sinus 27

sjednoceni mnozin 15
smdrnice 18

— tedny 66

soudet dolni 87

— horni 87
supremum 12

Tangens 29
teéna 66

Omérnost nepitmé 19
— ptimé 18

Véta Rolleova 81

— o pifrastku funkece (o stiedni
hodnots) 82

vzorec rekurentnf 23

Ziklad ptirozengch logaritmu
162

zdkladni podetni vykony 9

zjemnén{ rozdsleni - 87
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