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1. kapitola

UVOoD

Vam, mladi pfatelé, je ze stfedni $koly dobfe znim
pojem geometrického mista bodii neboli pojem mnoZiny vsech
bodii, které maji uréitou vlastnost, pokud se jednd o utvary
v roviné.}) V planimetrii jste uZ fesili Cetné konstruktivni
dlohy, pfi jejichZ feSeni se g. m. b. Casto pouZiva. Vidyt
ma4 konstruktivni geometrickd loha mnohdy feSeni, které
dostaneme jako prunik dvou nebo vice mnoZin bodd, tj.
g. m. b,, kterd jsme pfed tim nalezli (srovn. napf. tlohu 8
feSenou v nafem textu na str. 30). Potom je odvozeni pfi-
sluinych g. m. b. vlasmé feSenim jistych ,,obecnéjsich™
uloh konstruktivnich, s kterymi jsou g. m. b. v uzké sou-
vislosti.

Ve skole jste se vSak dosud mélokdy setkali s pojmem
g- m. b., ktery se vztahuje na ttvary prostorové. V této
kni%ce chtél bych vis, zvla§té pak Gfastniky Matematické
olympiady, seznamit s nékterymi g. m. b. v prostoru.
Prostorem zde rozumime rrojrozmérny prostor Euklidiv,
v némZ se vyskytuji vSecky geometrické uitvary, které jste
probirali ve $kole. Také g. m. b. v prostoru dochazeji
hojného pouZiti v konstruktivnich tlohach, a to prostoro-
vych. V naSich uvahach, zvlast¢ na politku knizky, zdd-
raznime obdobu a souvislosti g. m. b. prostorovych s g. m.

1) Niazev mnoZiny vlech bodi uréité vlastnosti je novéji termin pro
pojem, ktery je dosud bézné oznafovin star§im a stile vZitym nizvem
geometrické misto bodu. Toho budeme pouZivat i v této kniZce a slova
geometrické misto bodd zapisovat zkricené ,,g. m. b.“.



b. v rovin&. Uvidime, jak se vySetfovéni g. m. b. v prostoru
¢asto a vyhodné pfevadi na vySetfovani g. m. b. v rovin&
a jak se z téchto g. m. b. rovinnych pfejde do prostoru
zobrazenim, napf. otienim, rovnobéZnym posunutim
nebo stejnolehlosti apod., ¢imZ se studium g. m. b. v pro-
storu zna¢né& usnadni.

Pfi vySetfovani g. m. b. v prostoru se nim vyskytnou
plochy b&2né v prostorové geometrii, s kterymi jste se
viak na stfedni Skole nesetkali, jako napt. dalSi roracni
plochy druhého stupné (tzv. kvadriky). Z nich jste poznali
rotaénd plochu vélcovou, kuZelovou a kulovou i jejich vznik.
Pokud jde o kulovou plochu, pfipomefime k jeji zndmé
definici pomoci stfedu a poloméru a k jejimu vytvofeni
pomoci rotace kruZnice kolem jejiho pruméru je§té Tha-
letovo a Apolloniovo vytvofeni kulové plochy. Tato vy-
tvofeni jsou jenom prostorovym zobecnénim Thaletova
a Apolloniova vytvofeni kruZnice, kterd znite z plani-
metrie. (Viz piiklad 4 kapitoly 2 na str. 12.)

Dalsi rotacni kvadriky vznikaji rotacf kuZeloselek kolem
né&které z jejich os:

Rotaci elipsy, kterd mé ohniska v bodech F, G, kolem
jeji hlavni osy vznikne rozaénf elipsoid protdhly s ohnisky
v bodech F, G, definovany jako g. m. b. v prostoru, které
maji od danych bodil F, G dany soucet vzdilenosti rovny
2a > FG, kde a je velikost hlavni poloosy vychozi elipsy
a také hlavni poloosy vzniklého elipsoidu. Rotaci téZe
elipsy kolem jeji vedlejsi osy vznikne dal§i kvadrika, ro-
tacni elipsoid zplostély.

Otd¢enim hyperboly s ohnisky F, G kolem jeji hlavni
osy vznikne rotaéni hyperboloid dvoudilny s ohnisky v bo-
dech F, G, definovany jako g. m. b. v prostoru, které maji
od danych bodd F, G dany rozdil vzdailenosti rovny
2a < FG. Pfi této rotaci vytvifeji asymptoty rotujicl
hyperboly asymptotickou kuZelovou plochu vzniklého
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hyperboloidu. Rotuje-li td% hyperbola kolem své vedlejsi
osy, vznikne rotacni hyperboloid jednodilny, ktery md mno-
ho zajimavych vlastnosti (napf. obsahuje pFimky a lze jej
také vytvofit rotaci kaZdé takové p¥imky).

Rotuje-1i parabola (s ohniskem v bodé F a fidici p¥im-
kou d) kolem své osy, vznikd rotacni paraboloid s ohniskem
v bodé F a fidici rovinou g, kterd prochdzi pfimkou d
a ktera je kolmé na osu vychozi paraboly. Rotacni parabo-
loid je definovan jako g. m. b. v prostoru, které maji od
daného bodu F a od dané roviny ¢ vzdilenosti sob& rovné.

Pfi nasich uvahdch o g. m. b. v prostoru se ndm vyskyt-
nou kuZelosecky, jejichz ohniskové definice znite, které tu
viak vzniknou 1ako rovinné priiseky na kvadrikdch. Uvedme
zde aspoil né&které véty, a to bez dikazd (pfislu$nd odf-
vodnéni najde ¢tenif v [3]).

Rotaénf vélcovd plocha V (o ose v pfimce o) a rovina
o davd v priseku vznik:

a) dvéma pFimkdm plochy V, je-li o /[ 0, pokud rovina
o neni teCnou rovinou plochy V anebo pokud rovina o ne-
ma4 takovou polohu, %e by neméla s plochou V Zidny spo-
le¢ny bod;

b) krusnici, je-li rovina o kolmé k pfimce o;

c) elipse, je-li rovina o kosi k pfimce o.

Na rotani kuZelové plose K (o ose v pfimce o) miZe
v roviné ¢ vzniknout prusek:

a) sloZeny ze dvou piimek plochy K, prochdzi-li rovina
o vrcholem plochy K (rovina ¢ je v tomto pfipadé tzv. vr-
cholovou rovinou kuZelové plochy K), pokud viak rovina
¢ neni tecnou rovinou plochy K anebo pokud rovina o ne-
ma takovou polohu, Ze by s plochou K neméla krom¢ vr-
cholu zadny jiny spoleSny bod;

neni-li rovina ¢ vrcholovou rovinou plochy K, potom
vznikne;



b) elipsa (ve zvld$tnim piipad€ kruZnice), je-li rovina
¢ ruznobéZzna se vSemi pfimkami plochy K,

) hyperbola, je-li rovina o rovnob&Zna pravé se dvéma
pfimkami plochy K,

d) parabola, je-li rovina o rovnobéZna priavé s jednou
p¥imkou plochy K.

V nasi kni%ce pijde v podstaté o feSeni pfikladd g. m. b.
v prostoru vybranych tak, aby vas mohly zaujmout i po-
ucit. Geometrické mySleni péstované studiem plani-
metrickych ttvard si tim rozSifite a hlavné prohloubite.
Pro nizornost budeme Casto pouZivat vedle pravouhlych
pruméta také nacrta prostorovych titvard sestrojovanych
v znamém wvolném rovnobéiném zobrazeni. Tyto nalrty
vim usnadni porozuméni vztahim mezi prostorovymi
tGtvary a pomohou vim i v dal$im rozvoji prostorové pied-
stavivosti. Nékteré prlklady g m. b. jsou ponechany jako
ulohy doprovazene asponi CasteCnymi vysledky k feleni
vim samotnym. Na konci kniZz:y uvedeme Iliteraturu,
kterd jednak obsahuje hojné dalich tloh na vySetfovini
g.- m. b. v prostoru, jednak doplfiuje teoretické poznatky
v textu pouzité a nedokazované. Tuto literaturu vam do-
porucujeme k dal$imu studiu.



2. kapitola

NEKTERA ANALOGICKA G. M. B.
VROVINE A VPROSTORU

Pfedev§im je tfeba, abyste si uv&domili, Ze pravé tak
jako pfi vySetfovani g. m. b. v roving, musi byt i pti vy-
Setfovani g. m. b. v prostoru dokazovany vzdycky dvé
véty:

a) kasdy bod, ktery md danou vlastnost V, ndleZi ur-
Citému geometrickému dtvaru G, o néms chceme dokdzat,
Ze je hledanym g. m. b.,

b) kagdy bod, ktery ndlezi utvaru G, md vlastnost V.
Pak teprve platl, Ze urvar G je hledanym geometrickym
mistem.

Viimnéme si nyni nékterych g. m. b. v prostoru v sou-
vislosti s pfisluinymi g. m. b. v roviné a uka?me postup
vySetfovani nejdfive na nejjednodussim piikladé.

1. Vime, Ze v roviné plati véta: G. m. b., které maji od
danych dvou ruznych bodi A, B vzdalenosti sobé rovné,
je osa usecky AB.

Vysetfme v prostoru g. m. b., které maji od danych dvou
riznych bodii A, B sobé rovné vzddlenosti. Je to rovina
o kolma k pfimce AB a prochézejici stfedem wsexy AB,
tj. rovina soumérnosti bodu A, B.

Diikaz. Necht o ur¢itém bodu X v prostoru, ktery nelezi
na pfimce 4B, plati vztah AX = BX. Potom body 4, B, X
urcuji rovinu g. V této roviné, jak vite, nalezi bod X pfim-
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ce o, kterd je osou uselky AB, a obriceng, kazdy dalsi bod
Y zvoleny na pfimce o, ma od danych bodt 4, B vzdale-
nosti sobé rovné.?) Pfimka o je tedy v roviné ¢ g. m. b,,
které maji od bodi A4, B sobé rovné vzdilenosti.

MuZeme viak také v kazdé jiné roviné g*) proloZené

Obr. 1

2) Tuto vlastnost muZeme pro body Y dokiazat ze shodnych troj-
thelnikd pravothlych A AYS =~ BYS, kde bod § = AB.o je
stfed usetky AB. V trojihelnicich A AYS, A BYS totiz plati:
X ASY = & BSY, SY = SY. Bod S mi oviem také dokazovanou
vlastnost.

%) Indexu ¢ pouzivime zde pro vyloudeni omylu k oznadeni libovol-
ného tutvaru mnoZiny (zde napf. roviny g;) vedouciho k bodim
g. m. b. (zde roviny ¢ na pfimkach o;). Pismeno ¢ zde pouzité nezna-
mené pfirozené &islo, protoze prvky opatfené indexem i, jako napf.
roviny g;, piimky o;, netvofi obylejné v naSich ulohich spoletné
mnoziny.
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ptimkou AB (v roviné g; tzv. svazku rovin o ose v pfimce
AB) urit pfimku o;, kterd je opét osou useCky AB (viz
obr. 1). Vsecky pfimky o; vypliuji, jak znamo, rovinu ¢
kolmou k AB, prochézejici sttedem usecky AB, tj. rovinu
soumérnosti usecky AB. O bodech roviny o (tj. 0 bodech
pfimek o; jako o bodech pfimky o) jsme tak dokdzali ob&
véty nahofe oznalené a), b). Tim je dokdzano, Ze rovina
o je hledanym prostorovym g. m. b.

Viimnéme s1, Ze viechny pfimky o; vypliujici rovinu o
vzniknou z pfimky o jejim otifenim kolem pfimky AB
jakoZto osy rotace, tedy urcitym skodnym zobrazenim.

2. V roviné plati: G. m. b., které maji od danych dvou
bodi A, B (4 # B) dany soulet vzdalenosti rovny
2a > AB, je elipsa s ohnisky 4, B a hlavni poloosou o ve-
likosti a.

V prostoru dostdvame: G. m. b., které maji od danych
dvou riiznych bodi A, B dany soucet vzddlenosti rovny
2a > AB, je rotacni protdhly elipsoid ¢ s ohnisky A, B
a hlavni poloosou o velikosti a. Pfimka AB je osou rotace
plochy e,

Diikaz tohoto prostorového g. m. b. bychom provedli
obdobné jako v predchozim pfikladé pomoci svazku rovin
o ose v piimce AB pfi pouziti otaCeni jedné z rovin tohoto
svazku. Provedte sami!

Uloha 1. Urete g. m. b., které maji od danych dvou
bodu A, B (A # B) dany rozdil vzdalenosti rovny 2 g <
< AB. [Rotacni dvoudilny hyperboloid.]

Uloha 2. Urlete g. m. b., které maji od dané roviny
¢ a od daného bodu A, jenZ neleZi v roviné g, vzdilenosti
sobé rovné. [Rotatni paraboloid s ohniskem v bodé A
a s Fidici rovinou g.]



3. V roviné plati: G. m. b., které maji od dvou danych
riznobéZnych pfimek a, b sob& rovné vzdalenosti, jsou
dvé ptimky o, | 0,, a to osy soumérnosti ptimek a, b (osy
ahla, které pfimky a, b tvofi).

Obr. 2

Snadno pfejdeme do prostoru. Plati: G. m. b., které maji
od danych dvou riznobéinych rovin a, B sobé rovné vzdd-
lenosti, jsou dvé roviny ‘o 1 2w, a to roviny soumérnosti ro-
vin a, p (roviny soumérnosti klinl, které roviny a, § tvo-

4

,

H).%)

4) Klin se definuje jako prunik dvou poloprostorl, jejichz hraniéni
roviny maji spole¢nou pfimku (hranu klinu). Pro velikost uhlu a
klinu plati 0 = a < 2R;je-lia = 0, je klin nulovy, a je-li a = 2R,
je Klin pfimy. .
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Diikaz. Necht v prostoru pro urity bod X, ktery neleZi
ani v roviné « ani v roviné f, plati vztah X4 = XB, kde
body A a B jsou paty kolmic sestrojenych bodem X k ro-
vinam a, 8. Potom je rovina ¢ = (XAB) kolma k prusecnici
p rovin a, # a protind roviny a, § v pfimkich ¢ = a.p,
b = B.p. Pfimky a, b tvofi whly, jimiZ méfime velikosti
danych Ctyf klind, uréenych rovinami a, §. (Viz obr. 2.)
V roving g lze sestrojit osy soumérnosti lo, 20 pfimek a, b
a zvoleny bod X je zfejmé jeden z bodd, ktery ndleZi
g- m. b. tvofenému dvojici pfimek 1o | 20. Jejich body maji
od pfimek a, b stejné vzdalenosti. Obdobné je tomu také
v kaZdé roviné€ o; | p. V ni dostaneme obdobné dvojici
pfimek 1o; | 20, jejichz body tvofi v g,- g. m. b. pozadova-
né vlastnosti. Vsec¥y dvojice prlmek 0, 20; vypliuji dvé
roviny ‘o | 2w, jejichz body ma)l pozadovanou vlastnost.
Ze vzniku rovin o, 2w vyplyva, Ze o jejich bodech plati,
?e a) kazdy bod, majici poZadovanou vlastnost, nileZi
né&které z rovin 1w, 2w, b) kazdy bod naleZejici roviné 1o
nebo 2w mé onu vlastnost (také ovSem body pfimky p,
kde jde o vzdalenosti nulové).

Pfipomerime si, Ze kaZda dvojice pfimek loi, 20;, vypl-
fiujici roviny naSeho prostorového g. m. b., vznikne z pfi-
mek 1o, 20 roviny p opét urlitym shodnym zobrazenim,
a to rovnobéEnym posunutim piimek lo, 20 ve sméru daném
pfimkou p.

Uloha 3. Urlete g. m. b., které maji stejné vzdalenosti
od dvou danych rovnobeznych (rtznych) rovin. [Rovina
soumé&rnosti danych rovin s nimi rovnobé&zna.]

Uloha 4. Urlete g. m. b., které maji od dané roviny
vzdalenost rovnou dané delce d > 0. [Dvé roviny s danou
rovinou rovnobé&zné.]

Uloha 5. Urlete g. m. b., které maji od danych dvou

a) raznob&Znych, b) rovnobéznych rovin vzdalenosti
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v daném poméru 0 < p : q = 1. {a) Dv& roviny naleZejici
svazku danych rovin, b) dvé roviny s danymi rovinami
rovnobézné.]

Obr. 3

4. V roving plati: G. m. b., které maji od danych dvou
bodti 4, B (A # B) dany pomér vzdilenosti 4,0 < 1 # 1,
je kruZnice & (4, B, %), tzv. Apolloniova. Jeji stfed O lezi
na piimce AB a o krajnich bodech C, D jejiho priméru
plati (viz obr. 3):

AC_4AD_, ..

BC BD

Dikaz najde &tenaf v knice: Jaroslav Sedivy, O podob-
nostech v geometrii, str. 14—16. (Skola mladych mate-
matikd, sv. 7, 1963.)

V prostoru plati: G. m. b., které maji od danych dvou
riznych bodi A, B dany pomér vzddlenosti 2, 0 < 1 + 1,
je kulovd plocha x (A, B, 1) Apolloniova, jejiz stted O le
na pfimce AB a pro jejiz krajni body C, D priméru AB
plati:

|(ABC)| = | (4BD)| = A.
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(Ptitom symbol (ABC) znadi tzv. délici pomér bodu C na
ptimce AB vzhledem k zikladnim bodim A, B; je tedy
(ABC)= AC : BC.)

Ditkaz této véty se provede pomoci svazku rovin o ose
v pfimce AB a plochu x dostaneme otaCenim Apolloniovy
kruZnice & (4, B, 1) kolem pfimky AB. Provedte sami!

|

Obr. 4

Uloha 6. Je ddna rovina ¢ a mimo ni dva rizné body
A, B; pfitom pfimka AB neni kolma k g. Urcete v roviné
¢ g- m. b, jichZ spojnice s body 4, B maji od roviny ¢ stej-
né odchylky = 90°. [Apolloniova kruZnice % (4,” B,” 1),
kde .body A’, B’ jsou pravouhlé praiméty boda 4, B do
roviny ¢ a pomér A = AaM = AM (body M nileZeji

B'M BM
kruZnici k). V pfipadé, Ze dané body A, B jsou od dané
:;winy o stejné vzdileny, je hledanym g. m. b. osa usecky
‘B'.]
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Pozndmka. Pro vysetfovani nékterych g. m. b. v prosto-
ru budeme pozd€ji potfebovat pojem tzv. mocnosti bodu
ke kulove plose; proto si zde tento pojem vysvétlime.

Zactneme opét s obdobnym pojmem v roviné. Je-li dina
kruZznice % a v jeji roviné bod M, pak vime, Ze o kruZnici
k (O, r) a bodu M plati dulezitd planimetrickd vlastnost,
kterd dochdzi hojného uZiti pfi konstruktivnich tlohach
o kruZnici, a kterd vyjadfuje tzv. mocnost bodu M ke
kruZnici k. Viz obr. 4.

Sestrojime-li bodem M secny a; kruZnice k a oznacime-li
A;, A'; spoletné body kruZnice % a seCen a;, pak plati o ve-
likostech Gselek MA;, MA’, vztah

™ MA;. MA'; = MO? — 7% (= konst.).

Cislo MO? — 72 se nazjyv4 mocnost bodu M ke kruZnici £.5)
Diikaz vztahu (*) viz v kni%ce J. Sedivého, citSvané v odst. 4
na str. 23—24.

Nyni snadno dokdZeme platnost prostorového vztahu,
ktery vyjadfuje mocnost bodu M ke kulové plose » (O, r).

Plochu :x muZeme vytvofit otienim kruznice %2 (O, r)
kolem osy MO, takZze vztah (*) plati hned také pro vSechny
kruznice plochy x, vznitlé otienim kruZnice % kolem
osy MO (za pfedpokladu M # O) a Cislo MO? — r? udavi
i mocnost bodu M k ploSe ». Je-li M = O, ota¢ime kruZnici
k kolem libovolné pfimky prochazejici bodem O.

Nez pfistoupime k dal§im vykladdm, bude prospé&sné,
kdyZ ¢tendf sdm rozfeSi nasledujici ulohy, jejichZ vysledky
v dal$im pouzijeme.

5) Je-li MO > r,tj. lezi-li bod M vné kruZnice &, je mocnost MO? — r?
bodu M kladné ¢&islo rovné M T2, druhé mocniné délky tedny sestro-
jené z bodu M ke kruznici &; je-li MO = r, tj. lezi-li bod M na kruz-
nici &, je jeho mocnost rovna nule; je-li MO < r, tj. lezi-li bod M
uvnitf kruZnice %, je jeho mocnost zdporné dislo.

14



Uloha 7. Urlete g. m. stfedd kulovych ploch, které
prochazeji dan;’rrni tfemi body A £ B = C. [Pfimka kolm4
k rovin¢ p = (ABC), ktera prochazi stfedem kruznice
opsané trojuhelniku A ABC.]

Uloha 8. Jsou diny rovnobéiné roviny ¢, ¢ (o % o).
Urcete g. m. stfedd viech useek, z nichZ kazdd md jeden
krajni bod v roviné ¢ a druhy kralm bod v roviné o. [Rovma
soumnérnosti o [/ ¢ (// ) rovinové vrstvy (g, o) urCené ro-
vinami g, o.

Uloha 9. Jsou dény mimob&2né pfimky a, b. Urlete
g. m. stfedd vSech usecek, z nichZ kazdd mé jeden krajni
bod na pfimce a, druhy krajni bod na pfimce b. [Rovina o
soumérnosti nejkrati pficky XY danych mimobézek
(¢ L XY), srovn. s obr. 7.]
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3. kapitola

DALSf PRIKLADY G. M. B.
V PROSTORU

1. ¥e ddna rovina o a v ni bod S. Urlete g. m. b., které

maji stdly pomér vzddlenostt od roviny ¢ a od bodu S, rovny
danému kladnému islu 2 < 1.

p

Qbr. 5

Re¥eni. Necht o bodu M plati pro usetky MP a MS
vztah

*) MP : MS = ),

kde bod P je pata kolmice sestrojené bodem M k roviné g.
ProtoZeje A < 1,je P £ S.(Vizobr. 5.) Bod M naleZi tedy
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hledanému g. m. b. a zfejme i ka¥dy daldi bod M’ pFimky
MS (aZz na bod S) ndleZi tomuto g. m. b. To vyplyva
z vlastmosti podobnych pravouhlych trojihelnikii

AMSP~ AM SP.

V nich ozname a velikost hlu pfi vrcholu M resp. M’,
coZ je vzhledem k vztahu (*) zndmé Cislo, nebot cos o =
= A. Sestrojime-li bodem § pfimku o | g, pak i uhel
X OSM = a (bod O £ S je libovolné zvoleny bod na
pEimce 0). To znamend: KaZdy bod M, ktery ma vlastnost
pozadovanou v uloze, nileZi rotatni ploSe kuZelové K
o vrcholu v bodé S a ose kolmé k roviné€ p; tihly tvoficich
pfime’ plochy K vzniklé rotaci kolem pfimky o sviraji
s osou plochy uhly velikosti a, pficemZ cos a = A,

Obracené, zvolime-li libovolny bod M; == S na kuZelové
plose K, pak bod M; mi vlastnost pfedepsanou v uloze
a ndleZ{ tedy naSemu g.m. b. To vyplyva z pravouhlého
trojihelnika A M;SP; (viz obr. 5), v némZ velikost thlu
X PMS je a a v néx% plati vztah M;P; : M;S = A
Proto: G. m. b., které maji dany pomér A vzddlenostf od ro-
viny o a od jejiho bodu S, je rorani plocha kuzelovd K s vy-
loucentm jejiho vrcholu S.

Mié-li mit Gloha feSeni, musi byt 0 < 1 < 1, coZ od-
povidd tomu, Ze ze vSech uselek, které spojuji bod M
(neleZici na pFimce v) s body roviny o, je délzka MP kolmice
k roviné ¢ nejkratsi.

Uloha 10. Jak by vypadalo g. m. b. v pfedchozim
piikladg, kdyby dané &islo 2 = 1? [Pfimka o s vylouCenim
bodu S.]

2. Je ddna rovina 9, v ni bod A a mimo ni bod B. Urcete
g. m. b. spoleCnych pFimkdm pi, které tvorf v roviné ¢ svazek
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o stfedu v bodé A, a pitmkdm g;, které prochdzeji bodem B
a z nichz kazdd je kolmd k pFislusné primce p;.

Reseni. Hledané g. m. b., jestliZe existuje, obsahuje
zfejmé jenom body M, které leZi v roviné o.

Obr. 6

Nejprve pfedpokladejme, Ze kolmice, sestrojend bodem
B k roviné g, protini ¢ v bod€ P = A (viz obr. 6). Bod P je
jeden bod naSeho g. m. b., nebot zvolime-li pfimku
p1 = AP, potom je pfislusnd pfimka ¢, = BP. Rovné&%
bod A4 je bodem naSeho g. m. b., protoZe sestrojime-l
bodem A pfimku p, | p;, dostaneme na piisluiné piimce
gs L p, bod M, = A. Dile zvolme v roviné p pfimku
pi #Z AP a sestrojme v roviné (Bp;) pfimku ¢; { pi. Pra-
seCik M; = p;. ¢i je dals$im bodem naSeho g. m. b. Snadno
dokaZeme, Ze pfimka PM; je kolma k pfimce p; = AM,.
Je totiz AM; | BM; (podle sestrojeni daného podminkou
ulohy) a AM; | BP (protoZe je BP | p). Odtud vyplyva,
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%e je AM;- | (BM,P), a je tedy AM; | PM; Vyplni tedy
body M; v rovin€ ¢ Thaletovu kruZnici &, sestrojenou nad
pramérem AP.

Jestlize obricené zvolime libovolny bod M; # A, M; =%
# P na kruZnici &, pak plati
AM; | PM; (bod M, lezi na k), AM; | BP (protoZe je
BP | ), a tedy je i AM, 1 (BPM;) a proto je AM; 1
| BM;.

Obr. 7

ProtoZe také body A, P kruZnice k nileZeji hledanému
g. m. b., dokazali jsme vétu: G. m. b. M; = pi. i (p: L )
je Thaletova krugnice k.

Ve zvlaStmim pfipad€, ktery jsme zpocatku vyloudili,
kdyby splynul bod P s danym bodem A, tj. kdyby pfimka
AB byla kolméd k dané roviné g, pak g. m. b. nali ulohy
bude zfejmé pouze bod A.
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Uloha 11. Je ddna ptimka p a mimo ni bod 4. Urlete
g. m. b. spole¢nych rovindm ¢; svazku rovin o ose p a pfim-
kdm g¢;, které prochazeji bodem A4, aje-li ¢; | p;. [KruZni-
ce Thaletova leZici v roviné ¢ | p, o prochazi bodem A.]

3. Je ddna rovina o a dvé mimobéiné primky a, b, které
jsou rovnobéiné s rovinou o a které maji od roviny o stejnou
vzddlenost. Urlete v roviné o g. m. st¥edi kulovych ploch x,
které se dotykaji danych primek a, b.

Redeni. Jestlize bod M (viz obr. 7) roviny o je stfedem
kulové plochy x, ktera se dotyzd pfimek a, b, potom je
pEimka M A kolm4 k pfimce a (bod A4 je pata kolmice MA4
na pfimce a), pfimka MB je kolma k pfimce b (bod B je
pata kolmice MB na pfimku b) a je MA = MB. Takovy
bod M lze snadno sestrojit. Sestrojme dale kolmice AP |
1 a’y BQ | b', kde pfimky a’, b’ jsou pravodhlé pruméty
pfimek a, b do roviny o. ProtoZe je AP = B(Q a o thlech
-Xx APM, < BOM plati

4 APM = < BOM = R,

jsou pravouhlé trojihelniky A MAP, A MBQ, které maji
shodné pfepony MA = MB a shodné odvé&sny AP = BQ,
navzdjem shodné. Proto je MP = MQ. LeZi tedy bod M
roviny o na ose o uhlu pfimek a’, b’".

Obricené, zvolime-li na jedné z os 0 | o’ pfimek a’, b’
libovolny bod M;, pak ze shodnych pravouhlych trojihel-
nikd A M;AiP;, /A MiBiQ; snadno dokiZeme, Ze z bodu
M; jakozZto stfedu lze sestrojit kulovou plochu x;, kterd se
dotykd pfimek a, b. Zfejmé i z bodu § = 0.0’ lze sestrojit
ur¢itou kulovou plochu nasi dlohy.

Tim jsme dokazali, Ze g. m. st¥edii kulovych ploch » po-
Zadovanych v nast wloze jsou osy o, o’ pFimek a’, b’.

4. Je ddn klin K o tihlu velikosti a, 0 < a < 2 R, a kladné
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cislo s. Uréete g. m. b., kieré ndlesejf klinu K a jejich soucet
vzddlenosti od rovin stén klinu K je konstantni, rovny s.

Redeni. Necht bod M vyhovuje podmince nasi ulohy,
tj. o jeho vzdalenostech MP = v;, MQ = v, od rovin stén
klinu K (viz obr. 8) plati vztah

0)) v + 0y =s.

Obr. 8

ProtoZe pfimky MP, MQ jsou kolmé k hrané g klinu K,
urcuji rovinu w kolmou k pfimce a. V roviné ‘@ dostavime
jako prunik roviny w a klinu K thel <2 PAQ, kde bod 4 je
prisecik w.a.

Nyni feSme planimetrickou ulohu: V tdhlu < PAQ
mame urcit g. m. b., jejichZ souet vzdilenosti od ramen
dhlu < PAQ je konstantni, rovny 5.

Bod M je jeden takovy bod. Pokus s nékolika body M;
pfivede nds k tomuto FeSeni:
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Bodem M vedme mezi rameny uhlu < PAQ tsetku
kolmou na osu o tthlu <t PAQ; jeji koncové body oznaCme:
R na AP, T na AQ. V pravouhlych trojihelnicich A MRP
a A MTQ jsou thly X RMP = < TMQ = } a (ramena
té€chto ostrych uhli jsou kolmd na ramena ostrych dhla
I uAP = <X uAQ = } a), takie je

= MR.cos 4a,v, = MT.cos %a.

Proto o dsecce RT plati:

RT= MR + MT = (v, + v) —— = 5
cos 3¢ cos a

tj. Ze je konstantni délky a pro dany thel velikosti a a dany
soulet vzdalenosti s jedind, a lze ji snadno sestrojit.?)
Z na8i dvahy vyplyva: a) Plati-li o bodu M vztah (1), pak
bod M nileZi GseCce RT, b) lezi-li bod M na tselce RT,
potom o jeho vzdalenostech v,, v, od ramen tithlu < PAQ
plati vztah (1). Je tedy hledanym g. m. b. tsecka RT.

Nyni uZ snadno pfejdeme k feSeni nasi dlohy v prostoru,
a to s pomoci shodného zobrazeni, v tomto pfipadé s po-
moci rovnobé&Zného posunuti useCky RT ve sméru pfimky
a. Proto sestrojime pfimkou RT rovinu g rovnobéZnou
s pfimkou a. Rovina u protne roviny aP, aQ stén klinu K
(viz obr. 9) v pfimkach r // ¢ /[ a, které urcuji pfimy pas
P =(r, 1. Sestrojime-h’ nyni libovolny bod M;, jehoZ
vzdilenosti od stén klinu K vyhovuji podmmce nasi ulohy,
lze bodem M; proloZit rovinu w; | @ a v ni bodem M;
useCku R, T; # RT. Usetka R;T;, vznikld zminénym po-
sunutim z dseCky RT, tvofi v roviné u g. m. b., které

8) Useku RT sestrojime jako whlopfitku kosoétverce ARUT, jehos
vrchol U protilehly k vrcholu A dostaneme jako bod leZici uvnitf
thlu < PAQ a vzdileny od pfimky AP i AQ o délku rovnou
s=PU=QU.
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maji vlastnost poZadovanou v nas$i uloze, a ndleZi zfejmé
uvaZovanému pasu P a s ni i zvoleny bod M;.

Obracené: Kazdy jiny bod N; pasu P, jehoZ vzdélenosti
od rovin stén klinu K jsou 2;, v';, ma vlastnost poZadovanou

v na$i tloze, tj. plati vztah: v; + 2'; = 5. Bod N vznikl totiZ
z ur¢itého bodu N tseCky RT zminénym posunutim.

Proto nakonec plati: G. m. b., keré ndlezeji klinu a jejich
soucet vzddlenosti od rovin stén klinu K je roven danému
islu s, je pFimy pds P roviny u urfeny pfimkami r, .

Uloha 12. Urlete g. m. b., jejichZ soudet vzdilenosti
od danych dvou riznobéznych rovin je konstantni, rovny
kladnému c¢islu s. [Jsou to ¢tyfi pfimé pdsy tvofici stény
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pfimé hranolové plochy s obdélnikovym fidicim mnoho-
ihelnikem a s osou rovnob&Znou s prusecnici danych ro-
vin.]

5. ¥sou ddny dvé primky a # b a rovina o, kterd je kolmd
k primce a. Ka2dé roviné i svazku rovin o ose b prifadme ve
svazku rovin o ose a rovinu ai, kterd je kolmd k roviné p;.

Obr. 10

Uréete g. m. b. spolecnych rovindm o, a;, Bi. Rozlifte rizné
polohy p¥imky b vzhledem k roviné o.

Reseni. Pfipad [1]. Necht pfimka b je riiznob&Zni
s rovinou g a pruseCiky pfimek a, b s rovinou ¢ jsou body
A # B (viz obr. 10). PruseCnice rovin ¢; s rovinami f;
jsou pfimky p; = ;.o svazku o stfedu v bod¢ A4 a prisecni-
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ce rovin fB; s rovinou o tvofi svazek pfimek ¢: = fi.o
o stfedu v bodé B, Hledané g. m. b. nasi tlohy jsou tedy
body P; = p;:. gi.

Kazd4 rovina a; obsahuje pfimku a a urcitou pfimku p;.
PfisluSnd rovina f;, kolma k roviné «;, obsahuje jistou
pEimku ¢, kterd prochazi bodem B a ktera je kolma k ro-
ving q;. Proto pfimka ¢ je kolma k pfimce a,; leZi tedy
ptimka ¢ v roviné g a je tedy ¢ = ¢,. ProtoZe v$ak je pfim-
ka ¢ kolma i k pfimce p; roviny a;, je ¢; | pi. Hledané
body P; = p;.q; vyplni proto v roviné g Thaletovu kruz-
nict m, sestrojenou nad prameérem AB.

Pripad [2]. Ptimka b je riznobéZna s rovinou ¢ a protiné
ji v bod¢ B = A. Tu kazda dvojice rovin a;, p; md s ro-
vinou p spoleCny pravé jen bod A:Hledanym g. m. b. je
tedy pouze bod A.

Pfipad [3]. a) Pfimka b je rovnobézna § rovinou g (ale
neleZi v roving p). V tomto pfipadé je pfimka a kolma
k pfimce b, takZe ke vSem rovindm p; svazku o ose v pfimce
b je kolmi jedind rovina g, kterd obsahuje pfimku a;
a, je kolmd k pfimce b. G. m. b. spoleCnych rovinim
@> ag Pi (s vylouCenim roviny B, // o) je pfimka m, =

= 0.4,
b) Igdyby pfimka b leZgla v roving p, pak naSe g. m. b.
je celd rovina o.

6. Fsou ddny dvé roviny a £ f a trojuhelnik /N PQOR,
pFidems Zddnd jeho strana neni rovnobéind ani s rovinou a
ani s rovinou f. Urcete g. m. vrcholii C trojuhelnikii ABC,
jestlife vrchol A kafdého z nich leZi v roviné a, vrchol B
v roviné B a jestlife pro jeho strany plati: AB || PQ,
BC || QR, CA || RP.

Reseni. Pripad [1}: Necht dané roviny «, 8 jsou rizno-
b&7né o spoletné pruseCnici s. Zvolme pfimku p, // PQ
a ta necht protind rovinu a resp. § v bod¢ A4, resp. B,
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pfitom je A, % B,. Potom vedme pfimku ¢, // OR bo-
dem B, a pfimku r, /| RP bodem A4, (viz obr. 11). Vznikne
trojuhelnik A A4,B,C,, jehoZ rovina je rovnobéZnd s ro-
vinou (PQR). Jeho vrchol C; je jednim bodem hledaného

Obr. 11

g. m. b. nasi tlohy. Bod C, nepadne na pfimku s, nebot
ani useCka PR ani Gsetka QR neni rovnobéZna s rovinami
a, . Bod C, s pfimkou s uréwji rovinu y, o niz dokdzeme, Ze
s vyloucenim bodi primky s je hledanym g. m. b. C.

a) Nejprve dokiZeme, e kazdd pfimka p; [/ PQ bez
spolecného bodu s pfimkou s vede k bodu C;, ktery lezi
v roviné y (ne viak na pfimce s). Necht tedy pfimka p,
(riznd od p,) protind rovinu a resp. § v bodé A; resp. B;
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a rovina (p;, p,) pfimku s v bod€ S;. Potom pfimka r; /[ r,
vedend bodem A; a pfimka g¢;// ¢, vedena bodem B;
urCuji dvé roviny (r;,'S)), (¢i, Si) s prusetnici S; C,; na
pfimce S; C, lezi i bod C;, jakoZto spole¢ny bod tfi rovin
(ris 80 (qiy i), (Pis p1). LeZi tedy bod C; v roviné y.

Obracené: Zvolme v roviné y libovolny bod C #£ C;,
(C # C)), ktery neleZi na pfimce s, a sestrojme pfimku
C C,; ta necht protne pfimku s v bodé S. Snadno dokdZeme
obricenym postupem tuvahy provedené v a), Ze lze pro
bod C sestrojit A ABC se stranou CA /| RP a CB /| RQ
s vrcholy A resp. B v roving a resp. f. (Uvahu moZno sle-
dovat na obr. 11 s pomoci bodu C, misto C a bodu S;
misto S.)

Bod C nemiZeme volit na pfimce s, nebot by pak pfimky
CA, CB mély leZet v roviné a resp. f, protoZe bod A ma
byt v roviné a a bod B v roviné 8, takZze by usecky RP
(/| CA), RO (/| CB) byly rovnob&zné s rovinou a resp. f,
coZ odporuje textu nasi ulohy.

Viimnéme si jeSt€, Ze nas pfedpoklad o existenci bodu S
leziciho na pfimce s neni pro dikaz podstatny, nebot kdy-
by byla pfimka CC, rovnobéZni s pfimkou s, pfesla by
jehlanova plocha S;4,B,C,, vznikla za existence bodu S;,
v tomto pfipadé v plochu hranolovou obsahujici body
A,B,C, s tvoficimi pfimkami sméru s.

Ptipad [2]: Jsou-li dané roviny rovnobéZné, tj. a// B,
pak zcela obdobnou cestou dokdzeme, e g. m. b. C je
rovina y /[ a /| #, kterou urime jednim bodem C,, ktery
sestrojime jako v pfipadé [1]. PfisluSnou vivahu ponechd-
me Ctenafi.

Pozndmka. Trojihelniky A A4,B,C,, A A:BiC; tvofi
v prostoru dvojice trojihelnikd stejnolehlych o stfedu
stejnolehlosti v bodé S, (v pfipadé [1]). V pfipadé (2]
jsou viechny trojuhelniky A4;B;C; shodné.
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Uloha 13. Je d4na pfimka @, rovina 8 neobsahujici
pfimku a a trojuhelnik A PQR, jehoZ %idna strana neni
rovnob&Zna ani s pfimkou a ani s rovinou 8. Urlete g. m.
vrcholi C trojihelniki A ABC, jestlize vrchol 4 kaZdého
z nich leZi na pfimce a, vrchol B v roviné 8 a o jehoZ stra-
nich plati: AB// PQ, BC |/ QR, CA || RP. [JestliZe:
a) pfimka a a rovina f jsou riznobé’né, potom g. m. vr-
cholt C je pfimka prochizejici bodem P = a. § s vylou-
Cenim bodu P; b) jestlize pfimka a je rovnobéZnd s 8 (ne-
jsou viak podle textu tlohy incidentni), je g. m. vrchola C
pfimka rovnobéznd s a, urlend jednim bodem C,, ktery
spliiuje podminky ulohy a jejz snadno sestrojime.]

7. Je ddna rotacni kuZelovd plocha K a rovina ¢. Do plo-
chy K jsou vepsdny kulové plochy xi. Urlete g. m. b. dotyku
téch tecnych rovin v ploch i, jsou-li roviny v rovmobéiné
§ rovinou o.

Reseni. Kulové plochy » vepsané plose K jsou, jak
znimo, navzijem v dvojic’ch stejnolehlé (homotetické)
v stejnolehlosti (homotetii) S se stfedem stejnolehlosti ve
vrcholu V plochy K. Stfedy O; ploch »; vypliuji osu o
plochy K (az na bod V) a dotykové body 7; teCnych ro-
vin 7; ploch x; rovnobéZnych s rovinou p leZi na kolmicich
vedenych body pfimky o k roviné .

Rozeznivejme dva pfipady: Pripad [1]. Necht dand ro-
vina neni kolma k ose o plochy K. Dotykové body T; leZi
v roviné o | ¢ proloZené pfimkou o a odpovidaji sobé
v stejnolehlosti S, jakoZto diametrdlné protilehlé body na
plochich »;, tatZe leZi na dvou pfimkdch m, m’ stejno-
lehlosti v roviné ¢ a prochizeji bodem V. Pfimky m, m
snadno ur¢ime, sestrojime-li na jedné ploSe » vepsané do
plochy K pfisluiné dotykové body T, T’ tetnych rovin
rovnobéznych s rovinou ¢g. Potom je m = VT, m' = VT’
(viz obr. 12).
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Obréceng, zvolime-li na m (nebo na m’) libovolny bod
T; (nebo T';) rizny od V, lze sestrojit plochu x; se stfe-
dem O; (nebo »'; se stfedem O')), vedeme-li v roviné o
pfimky T;0; 1 o (mebo T';0’; | 0). Ze stejnolehlosti

Obr. 12

ploch #; a x (nebo x'; a ») vyplyva, Ze plochy »; a »'; jsou
vepsany do plochy K. Jsou tedy body T; a T'; body na-
Seho g. m. b.

Proto plati: G. m. b. dotyku ploch x»; vepanych plose K,
v nichg sestrojené tecné roviny jsou rovnobéiné s rovinou o,
Jsou piimky m, m' s vyloucenim jejich spolecného bodu V.
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Ptipad [2]. Je-li ve zvlaStnim pfipadé¢ dana rovina o
kolma k pfimce o, pak pfimky m, m’ splyvaji s pfimkou o,
ktera (kromé& bodu V) je hledanym g. m. b. dotyku.

Uloha 14. Je déna rovina «, v ni bod A4 a rovina .
Jsou sestrojeny kulové plochy ;, které se dotyraji roviny a
v bodé A. Urlete g. m. b. dotyku te¢nych rovin ploch »;,
kter: jsou rovnobé€Zné s rovinou g. [Jsou-li roviny a, g
riznobézné, pak dvé navzajem kolmé pfimky prochazejici
bodem A, z nichZ je vyiat bod A4, a leZici v roving, kterd
je kolma k prisecnici rovin a a p. Ve zvlaStnim piipadé obé
vysledné pfimky splyvaji.]

8. Je ddna rovina o a wvnitf jednoho s poloprostori vy-
tatych rovinou o dva body A, B rizné vzddlené od roviny o.
Uréete g. m. sttedii kulovych ploch w;, které se dotykaji ro-
viny ¢ a které prochdzeji body A, B (nebo v jiné formulaci,
g. m. b., které maji od roviny ¢ a bodi A, B vzdalenosti
(# 0) sobé rovné).

Reseni. Necht pfimka p = AB protina rovinu g v bo-
dé P. Pouzijeme mocnosti M bodu P ke kulovym plochdm
i, které prochazeji body 4, B. Plati vztah (viz kagitolu 2,
poznamku):

(1) M = PA.PB = r2,

kde r znadi délku teCen vedenych z bodu P ke viem kulo-
vym plochidm, které prochizeji body A4, B. Délka ¢ je
vztahem (1) jednoznacné urena. Telny PT; ploch »;,
které se dotykaji roviny ¢ v bodech T}, maji tedy dotykové
body na kruZnici 2 = (P, 1) roviny o.

Necht tedy bod S je sttedem jedné z kulovych ploch x;.
Potom a) musi byt splnén vztah S4 = SB, b) dile musi
pata T kolmice z bodu § sestrojend k rovin& g leZet na
kruZnici & (viz obr. 13). Vztah a) vyZaduje, aby bod S leZel
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v roviné ¢ | p, a to v rovin€ soumérnosti bodi A4, B.
Aby bylo vyhovéno i poZadavku b), musi bod S nileZet
rotaCni valcové ploSe V s Fidici kruznici k. Jroto je nutné,
aby bod S byl zvolen na priiseku ¢ = o.V. Prisekem e je,

Obr. 13

jak zndmo, elipsa, ve zvlaStnim pfipadé kruZnice, a to je-li
pfimka p kolma k roviné .

Jesté dokazeme, Ze viecky body elipsy e naleZeji polo-
prostoru (o, A):

Podle vztahu (1) plati

PT = | PA.PB.
Oznalme O stfed usecky AB; pak je &
PO = (PA + PB) : 2.
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Z vlastmosti velikosti aritmetického a geometrického pri-
méru Cisel, protoZe je PA + PB, vyplyva nerovnost

JPA.PB < (PA + PB) : 2,

tj. PO > PT. ProtoZe rovina ¢ | AB prochazi bodem O,
plati o vzdalenosti d jeji prusecnice s s rovinou g tim spise,
Ze d > PT, takZe pfimka s leZi vné kruZnice %k a tim i vecky
body elipsy e v poloprostoru (g, A4).

Obracené, zvolime-li na elipse ¢ libovolny bod S;, na-
lezi roviné o, v niz leZi elipsa e, takZe plati vztah: S,.4 =
= S;B. Sestrojime-li dile bodem §; pfimku ¢ | o,
ndlezi pfimka ¢; ploSe V a protina rovinu ¢ v bodé T; na
kruZnici k. Sestrojime-li nyni kulovou plochu » o stfedu
Si, kterd prochédzi body 4, B a mi tedy polomér r; =
= Si4 = S:B, pak pro mocnost M bodu P vzhledem
k ploSe x plati jednak vztah

¢)) M = PA.PB = PT3?
a dile vztah
M = (PS; + r).(PSi — r)) = P§* — r3,

takZe je PS:2 — r;2 = PT2.
Ale v pravothlém trojuhelniku A S;T:P (viz obr. 13) plati

PT = PS2? — S:T3,
takZe z poslednich dvou rovnic dostivime, Ze

PS.'2 — ST,‘2 = PS,‘2 — 1','n
a odtud
STi=r (= Sid = S,'B).

To znamens, %e kulova plocha x se dotyka roviny o a e
naleZi mnoZing x;, coZ jsme chtéli dokazat.
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Zaver., G. m. stiedi kulovych ploch =i, které se dotykaji
dané roviry o a které prochdzeji danymi body A, B (pokud
p¥imka AB neni rovnobéind s rovinou o), je elipsa, kterd ve
zvldstnim p¥ipadé, je-li AB | o, je krusnict,

Pozndmka. K feSeni nadi ulohy jsme mohli také pouZit,
krom.€ roviny o, rotacniho paraboloidu P s ohnitkem v bodé
A a s fidici rovinou p (viz tlohu 2, kap. 2). ProtoZe je
mc Zno kaZdou rovinu (kterd neni rovnobézné s osou para-
boloidu P) povaZovat za rovinu soumérnosti ohniska 4
paraboloidu P a urdi ého bodu B, je prusek té:o roviny
s plochou P g. m. stfedi kulovych ploch nasi tlohy. Podle
feSeni uvedeného dfive, dospivame tu k znim é geometric-
ké vé-¢€ o priseku e roviny o, ktera neni kolma k roviné g,
s rotatnim paraboloidem:

Elipsy lezici na rotanim taraboloidu promitaji se kohmo
na roviny, které jsou kolmé k ose paraboloidu, do kruinic
(v naSem pi’'padé elipsa e do kruZnice k).

(Pouziti této véty viz v autorové stati ,.UZiti plochy ro-
taén‘ho paraboloidu k feSeni planimetrickych uloh” v pu-
blkaci: O rovinnych konstrukcich odvozenych z prostoro-
vych urvari, Cesta k v&déni, svazek 47, JCMF 1944, str.
35—41.)

Uloha 15. Je d4na rovina o, pfimka p riznobéZni
s rovinou ¢ a na p¥imce p bod 4 = p.p. Urlete g. m. stfe-
dd kulovych ploch, k-eré se do'ykaji roviny ¢ a pfimky p
v bodé& A. [{Bud elipsa nebo kruZznice.]

9. e ddna plocha P sklddajict se z dvou kulovych vrchliki
o spolecné hrané: Proni vrchlik ndlesi kulové plose K (O, 1)
a md vySku v > r, druly vrchlik, ktery leZi uvnité proniho
vrchliku, ndlei kulové plose K' (O’yr') a md vysku v’ < r’.
Urlete g. m. stiedi S; kulovych ploch i, které jsou vepsdny
do plochy P.
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Reseni. Necht bod S je stfedem jedné kulové plochy
% (8, x), kterd je vepsdana do plochy P. Oznaéme T doty-
kovy bod plochy # s plochou K a T’ dotykovy bod plochy
x s plochou K’. Potom leZi bod T na pfimce OS a bod T’
na pfimce O’S. Lezi tedy body T, 7', S v roviné w, kterd

obsahuje i body O, O’. Rovina w prochézi proto osou OO’
rotani plochy P a urcu)e na plose P jeji meridian (&, &) —
viz obr. 14 — omezeny oblouky kruznic & (O r), k' (O’ ")
o spolecné tétivé 4B. Na plose » urfuje rovina o jeji hlavni
kruZnici m (S, x).

Nyni lze nasi prostorovou tlohu pfevést na tilohu pla-
nimetrickou v roviné »: Hledejme g. m. stfedt kruZnic m;,
které jsou vepsiny rovinnému utvaru (k, £") jako kruZnice
m.
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Podle obrazku 14 plati tyto vztahy:
0S=0T—ST=r—x08=0T +TS=r+x

Proto je
OS+0S=r+7r> 00,

cof znamend, Ze soucet vzdilenosti bodu § od danych
bodi O, O’ je konstantni. Odtud vyplyva, Ze bod § leii
na obloukJ ABC elipsy e, k:era ma ohniska v bodech O, O’
a kierd prochazi body 4, B. Uselka OO’ ma délku, jex
udava velikost dvomasobku linedrni excentricity chpsy e,
a stfed useCky OO’ je stfedem elipsy e. Tim je elipsa e
urlena.

Obricené plati, Ze kazdy bod S;, ktery leZi uvnitf oblou-
ku ACB (rovné% i bod C), muZe byt stfedem kruZnice k;,
kterou lze vepsat do utvaru (&, £"), coZ vyplyva z pfedcho-
zich vvah.

Rotaci roviny wa oblouku ACB kolem osy o = 00’ vytvofi
oblouk ACB plochu E, a to ¢ast plochy rotacéniho protd-
hlého elipsoidu s ohnisky v bodech O, O’, omezenou kru-
hovou hranou, ktera je spoleCnou hranou danych vrchliku.
Plocha E s vyloulenim bodit své kruhové hrany je pak g. m.
stedi kulovych ploch hledanych v nasi uloze, nebot obsa-
huje zfejmé stfedy S; kulovych ploch »;, a obraceng, kazdy-
bod plochy E kromeé bodl jeji kruhové hrany dava stfed
jedné kulevé plochy »;, jak vyplyva z pfedchozich tuvah.

Uloha 16. Je dino t&leso T, kreré je primnikem dvou
kouli K (O, ), K’ (O’, r’) riznych polomérd.”) Urlete
g. m. stfedd kulovych ploch, které jsou vepsiny do té-
lesa T. [Cast rotacniho hyperboloidu dvoudilného, jehoz
ohniska jsou v bodech O, O'.]

?) Tj. za piedpokladu |r — r' | < 00" < r 4 r'.
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Uloha 17. Je dana polosféra na kulové plose », = (O,
r) sestrojend nad rovinou ¢ rovn ku plochy %, a kulova
plocha », = (0, 4r), které se dotyka x, a g. Urlete g. m.
stfedt kouli, které se dotykaji x,, », a p. [KruZnice v ro-
viné€ rovnnbéZné s ¢ o stfedu na usetce OO’ a poloméru ve-

likosti » yg— .‘]

10. Je ddna rovina ¢ a bod A, ktery md od roviny o vzdd-
lenost d (0 <d < 2r). Urlete g. m. stiedit krusnic k; da-
ného polom&ru r > 0, které se dotykaji roviny ¢ a prochdzejt
bodem A.

Reseni. Rovina ¢ se dotyk4 kruZnice %, ma-li s ni spo-
le¢ny pravé jeden bod. Potom i priseCnice roviny kruZnice
k s rovinou ¢ je teZnou kruZaice Z.

Stfed S kazlé kruZnice k; o poloméru r, kterd prochazi
dany n bodem A, mé od bodu A vzdilenost S;4 = r. Body
Si hledaného g. m. b., pokud existuji, leZi tedy jediné na
kulové plose x se stfedem v bod¢ A a s polomérem veli-
kosti r. Sestrojime-li jeden bod S naseho g. m., pak
viechny body S; vzniklé z bodu S otocenim kolem pFimky
0, k:era prochazi bodem A4 a je kolma k roving g, naleZeji
hledaré nu g. m. Pfimka o je totiZ osou nejen plochy x,
ale i roviny ¢. Body S: odvozené z bodu S touto rotaci
vyplni na plose » kruZnici leZici v roviné rovnobéZné s ro-
vinou p. Stadi tedy vyhledat body S; na merididnu m (viz
obr. 15a) plochy #, ktery tvofi obrys pravothlého praimétu
plochy » do roviny proloZené p¥imkou 0. Z nich dostaneme
potom viecky ostatni body hledanéhp g. m. otofenim
kolem p¥imky o.

Necht bod S zvoleny na merididnu m plochy x je te-
dy bodem naleho g. m. Pak pfimrka SA4 je primérem
kruZnice % o stfedu S. V3ecky kruZnice o stfedu S a polo-
méru rovoém r vyplni kulovou plochu = (S, r). Z nich
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vedou k Feleni dané ulohy ty kruZnice na plose =, jeZ se
dotykaji priisenice své roviny ¢ s rovinou g. Rovina ¢
protne tedy rovinu ¢ v te¢né€ kulové plochy .

Obr. 15a

Aby bylo mo#no tento poadavek splnit, je tfeba a stadi,
aby
a) kulova plocha n méla s rovinou ¢ alespoil spoleény
bod a aby soucasné
| b) prusetik Q pfimky AS s rovinou g, jimZ jde prisecni-
ce hledané roviny o s rovinou g, neleZel uvnitf koule ome-
zer.é plochou #n. Poznamenejme, Ze v pfipad¢, Ze bod Q
neexistuje, tj. je-li A4S // o, je prusetnice roviny hledané
kruZnice s rovinou g rovnobéZna s pfimkou A4S.
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Je tedy zfejmé& nutné, aby o vzddlenosti v bodu S od
roviny g platilo:
. Jednak a) v < r a dile b) v = § d (nebot musi platit
SO = SA4,t. SO = } AQ a proto v = } d). Body S; ne-
mohou podle toho leZet vn& kulovéaio pisu omezeného

f

% §
|
|o
Obr. 15b
rovinami o’ [/ g, 0"’ |/ 0, pFiCemZ roviny o’ a o"/, leZici
v poloprostoru (o, A), maji od roviny p vzdalenosti } d
Tesp. r.
Odtud ihned vyplyva:
a) G. m. nasi alohy je jediny bod S, plochy » v ptipadé,
kdy je d = 2 r (viz obr. 15 b). VSechny kruZnice &; (S,, 7),
které prochdzeji bodem A a dotykaji se roviny o v spolec-
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nén bod¢ T, (AT, L o), vyhovuji poZadavkim ulohy
a 74dné jiné.

b) JestliZe je d > 2 r, je tfeba body S; hledat jenom na
té Casti merididnu m plochy », ktera naleZ! kulové nu pédsu
uréer.ému rovinami o', o’’. A ckutené, zvolime-li na
oblouku m libovolny bod S uvnitf kulového pasu (o', o'’),
tj. ve vzdalenosti v od roviny g, o ni% plati $ d <v <7,
potom plocha = (S, r) protne rovinu ¢ v kruZnici p. (Na
obr. 15aje (p) obrazem kruZnice p sklopené do roviny meri-
didnu m.) Dale: z bodu Q, ktery leZi v tomto pfipadé€ vné
plochy =z a tedy i vn¢€ kruZnice p, Ize vésti k p dvé tecny, t,
a t,, — dvé& prusednice rovin o; a o, s rovinou g; v roviné
6 =(4, 1)) a o, = (4, 1,) Ize sestrojit dvé kruZnice, &,
a k,, které prochazeji bodem A, maji polomér velikosti r
a dotykaji se roviny g, jak Zida naSe tloha.

Zvolime-li dédle bod S’ v roviné g, tj. ve vzdalenosti
v’ = % d od roviny p, potom pfislusny bod Q' padne na
kruZnici p’ a tefna v ném sestrojend k p’ je prisecnici ro-
viny jediné kruZnice %', ktera vyhovuje poZadavkim ulohy.
Jeji rovina je kolma k roviné merididnu m.

Konectné, zvolime-li bod S’ v roviné o”/, tj. ve vzda-
lenosti v’’ = r od roviny g, pak plocha ="’ (§"/, r) se dotyka
roviny o v bodé T’’. Rovina ¢, = (AS"'T"’) je totoZna
s rovinou merididnu m a v té leZi také kruZnice &'/, jeZ
spliiuje podminky tlohy.

rm——
Podle toho kaZzdy bod oblouku S’S’’ patfi vySetfované-

p—
mu g m. OtoCenim oblouku S$’S’’ kolem osy o vznikne
kulovy pds (o', 0'") omezeny krusnicemi plochy x, které lefi
v rovindch o' a o'’y ten tvofi hledané g. m.

Pozndmka. Na obr. 15 c) je znizornén pfipad b) takovy,
kdy nase g. m. obsahuje také rovnik plochy » v roviné p*.
Pro body S* rovn'’ku dostaneme dv& kruZnice, k*,, k*,,
nebot sestrojime-li plochu #* = (S§*, r) potom n* nutné
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protne rovinu ¢ v kruZnici p* o stfedu O* (jeji obraz na
obr. 15 ¢) je useCka P*R*). Jeji dv& tefny rovnobéiné
s pfimkou A4S urCuji s bodem A roviny kruZnic k*,, k*,,
které odpovidaji podminkdm nasi Glohy.

11. Je ddna rovina o a bod A, jehoZ vzddlenost od roviny
o md velikost d > 0. Uréete g. m. stiedd kruénic, které pro-
chdzejt bodem A a které se dotykaji roviny o.

Redeni. Vime, Ze rovina ¢ a bod A4 uréuji plochu P
rotatniho paraboloidu jakoZto g. m. stfedu kulovych
ploch, které se dotykaji roviny ¢ a které prochdzeji bodem
A. Piitom bod A je ohniskem a rovina g fidici rovinou
paraboloidu P (viz ulohu 2 kapit. 2). Libovolna rovina g
proloZena bodem A4 kolmo k rovin€ ¢ mé s plochou P spo-
le¢nou parabolu p, kterd ma ohnisko v bodé¢ A4 a fidici
pfimku v prisecnici d roviny u s rovinou p (viz obr. 16).
Parabola p tvofi jeden meridan plochy P.
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ProtoZe dany ttvar, tj. rovina ¢ a bod 4 neméni svou
polohu pfi oticeni kolem osy o, je hledané g. m. tvarem
rotatnim s osou o.

Najdeme-li tedy v roviné y stfedy S, kruZnic k;, které
vyhovuji podminkidm na$i dlohy, pak body vzniklé otole-
nim v$ech bodu S; kolem pfimky o vyplni hledané g. m.

gt
Wb
G
Il N
(S}
o
B |

Obr. 16

Hledejme proto zatim jenom body S; v rovin€ paraboly p.

a) Kazdy bod §;, ktery leZi na parabole p,naleZi hleda-
nému g. m., nebot Ize z kazdého bodu paraboly p sestrojit
kruZnici &, (S,, S;4), kterd se dotyka pfimky d, a proto
i roviny o, v bodé T, na pfimce d, jak plyne z definice pa-
raboly p.

b) Body S,, zvolené uvnitf paraboly p, maji tu vlastnost,
Ze jejich vzdilenosti od pfimky d jsou v&tSi neZ délka
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usecky S,A4, tak¥e pfislu$nd kulovd plocha =, (S,, S,4)
nemd s rovinou ¢ Zidny spolecny bod, coZ znameni, Ze
body S, nenileZeji hledanému g. m.

¢) Zvolime-li dile bod S, vné paraboly p, a jak hned uka-
Zeme, pouze v oblasti o roviny u, ohraniené parabolou p
a jeji vrcholovou tenou v, nileZi i bod S, nasemu g. m.
Kazdy bod S, leZici uvnitf oblasti  m4, jak znidmo, tu
vlastnost, %e jeho vzdilenost od pfimky d je mens$i neZ
délka tvseCky S;A4. Sestrojime-li tedy kulovou plochu
73 (S5, S3A), protne rovinu o v kruZnici p, o stfedu O, (na
obr. 16 je zobrazena kruZnice p, jako usecka P,R,). Pfimka
AS,, pokud neni rovnobé%na s pfimkou d, protne rovinu p
(a ptimku d) v bod& Q,, ktery padne vné kruZnice p,. Je
totiz S430, > S;A4 (nebot je D'D > AD’), a tedy bod O,
vné plochy 7. Z bodu Q, lze pak vést ke kruZnici p, dvé
teény #; a t'y s dotykovymi body T, a T’,. Potom je uZ
moZno sestrojit kruZnice k3 (Sa, S;,A) a k’y (83, SzA) v ro-
vinich a3 = (S35, 13) a o'y = (S, 3), které prochaze]1
bodem A a dotykaji se roviny o, tj. jeji ptimky ¢, resp. ',
v bod¢ T, resp. T',. KruZnice &, a &’y splfiuji podminky
nasi ulohy, takZe bod S, nalezi hledanemu g m,

Jest& poznamenejme, Ze v pfipadé, kdyby bylo AS, // d,
byly by pfislu$né tecny 7, a ¢', rovnobézné s pfimkou AS,.

d) Rovnéz body S; pfimky v naleZeji naSemu g. m.;
oduvodnéni je stejné jako pro body S, jen s tim rozdilem,
%e v tomto pfipadé padne pfislu$ny bod Q; = Si4.d na
kruZnici p; = m.0, kde n; je kulovd plocha obdobni
plose =,

€) Zvolime-li kone¢n& bod S, uvnitf poloroviny vytaté
pfimkou v, kterd obsahuje pfimku d, nevede bod S, k fe-
Seni nasi ulohy. Dikkaz ponechdme uZ Ctendfi.

V odstavcich a) az e) jsme uvaZzovali o viech bodech ro-
viny u, takZe nade tloha je upln€ feSena. Odtud vyplyva
tento zdvér ;
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G. m. stiedii krusnic, které prochdzeji danym bodem A
a které se dotykaji dané roviny o, je édst poloprostoru (o', A),
vytatého vrcholovou teinou rovinou o paraboloidu P,
vzmkld z ného vyloucenim viech bodi, které leZi uvnmit¥ ro-
tacniho paraboloidu P.

Body tohoto g. m. dostaneme z bodu rovinné oblasti
o, ohraniCené parabolou p a jeji vrcholovou tecnou z,
rotaci oblasti w kolem pfimky o, kterd je osou soumérnosti
oblasti w.

12. fsou ddny dvé rovnobéiné (rizmné) roviny ¢/ o
a pfimka p, kterd nelei v 2ddné z nich. Urlete g. m. stiedi
a) kulovych ploch, b) krusnic, které se dotykaji rovin o, o
a pFimky p. .

Reseni. a) Kulové plochy x;, které se dotykaji dvou
rovnobéZnych rovin ¢, o, jichZz vzdalenost ma velikost
v > 0, tj. jsou vepsiny do rovinové vrstvy o vysce veli-
kosti v, maji primér rovny v = 2r, kde r je velikost polo-
méru ploch »;. Stfedy ploch »; vypliuji rovinu w [/ ¢ (o)
soumérnosti dané vrstvy.

Je-1i pfimka p te¢nou kulové plochy x, kterd ma polomér
velikosti r, potom stfed S plochy » mé od pfimky p vzda-
lenost velikosti r. Stfedy S; vSech ploch #»; (r), které se
dotykaji pfimky p, vyplni rotacni valcovou plochu V
o ose v pfimce p a poloméru fidici kruZnice o velikosti
rovné r.

Odtud plyne, Ze stfed S; kulové plochy #;, ktera se
dotykd rovin g, o a pfimky p, leZi na priseku e roviny o
a plochy V. Obracené, zvolime-li na pruseku e libovolny
bod S;, potom jeho vzdalenost od rovin ¢ a ¢ i od pfimky p
ma velikost r; Ize tedy okolo bodu S; opsat kulovou plochu
i, kterd se dotykd roviny ¢ a ¢ i pfimky p. Proto g. m. b.
Sije prisek e = w.V, a to:
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(1) elipsa (nebo krufnice) v pHpadg, Ze je dand p¥imka p
ruznobéZna s rovinou ¢ (i o),

(2) dvé pfimky (nileZejici ploSe V) leZici v roviné o
v pfipadé, Ze pfimka p je rovnobéZna s rovinou g a ¢ a leZi
uvnitf rovinové vrstvy (o, o).

—_

(3) Uloha nemd telent, le2i-li pfimka p // o () vn& ro-
vinové vrstvy (o, o). Pfipad, kdy p leZi v ¢ (nebo o) je
v textu tilohy vyloucen.

b) Pfipad (1). Necht pfimka p je riznobéZnd s rovinou
¢ (i o). Je-li pfimka p te¢nou kruZnice &, o niz pfedpokla-
ddme, Ze vyhovuje nasi dloze, leZi & v roviné a proloZené
ptimkou p. Ma-li se dale kruZnice & dotykat roviny ¢ a o,
musi rovina o obsahovat dvé teény kruznice k&, které tvo¥
prisecnice r = a.p a s = a.o; pfi tom zfejmé plati, Ze je
r /| s (viz obr. 17). Proto kruZnice k je vepsdna do rovno-
b&Zného pdsu (r, 5s) roviny a a dotykd se pfimky p. Jsou
tedy v rovin€ a dveé kruZnice % (O, u) a k' (O’, u), které
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vyhovuji podminkdm tlohy. Jejich polomér m4 velikost
u = % d, kde d znali vzdélenost pfimek r // s.

ProtoZe osy vedlej$ich uhli pfimek 7, p a s, p jsou dvoji-
ce pfimek o,, 0'; a 0,, 0’y k sob& kolmych a pfitom je
0, /] 0y a 0’1/ 0'y, jsou pravouhlé trojihelniky A ROS,
A SO'R shodné s pravymi uhly ve vrcholu O a O’. Ozna-
¢ime-li velikost jejich spoleéné pfepony RS = ¢, plati
o jejich téZnicich OX a O’ X vztah

OX=0X=%}RS=1}g

coZ je tseCka dané velikosti. A to plati analogicky pro
viechny roviny a; svazku rovin o ose v pfimce p. LeZi tedy
body O;, O'; na kruZnici m (X, 4 ¢), kterd leZi v roviné
w /| ¢ (o), v roviné soumérnosti dané vrstvy (g, o).

Obracené, zvolime-li na kruZnici m libovolny bod O,
potom lze v rovin€ a; = (Oip) vidy sestrojit kruZnici k;,
kterd vyhovuje podminkim tlohy. Proto g. m. stFedd
krusnic, které se dotykajt danych rovin 9, a a primky p je
krusnice m prdvé popsand.

Pfipad (2). Je-li dana pfimka p rovnob&ni s rovinou
o (o), ale neleZi v 24dné z nich, nemd sloha Fesent.

Uloha 18. Jsou diny dv& rovnob&iné roviny (rtizné)
@, o a pfimka p, kterd leZi v jedné z nich. Urcete g. m.
stfedi a) kulovych ploch, b) kruZnic, které se dotykaji
rovin g, ¢ a pfimky p. [a) Pfimka m /| p, ktera je prusecnici
dvou rovin: roviny o // ¢ (o) soumérnosti vrstvy (g, o)
a roviny v, proloZené pfimkou p tak, Ze je y | w, b) ro-
vina w.]

13. Je ddna rovina o, p¥imka p riznobéind s rovinouo
a na primece p bod A, ktery nelezl v roviné . Urcete g. m.
stéedu a) kulovych ploch, b) kruinic, které se dotykaji roviny
¢ a primky p v bodé A.
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Reseni. a) Necht p¥imka p protind rovinu o v bod& P.
Ozna¢me T dotykovy bod roviny ¢ a plochy »x, ktera spl-
fiuje_podminky tlohy. Potom délky tsecek PA a PT, tj.
délky teCen vedenych z bodu P k ploSe » jsou si rovny,

Obr. 18

tedy PA = PT. Pro rizné plochy »; nasi tulohy leZi jejich
dotykové body T; s rovinou ¢ na kruZmici & (P, PT;)
a stfedy S; ploch »x; na pfimkich 7; vedenych body T;
kolmo-k rovin€ ¢. (Viz obr. 18.) Pfimky # vytvoti tedy
rotacni valcovou plochu Vo ose 0 | p prochdzejici bodem
P; kruZnice k j je jeji Fidici kruZnici.

Dile vime, Ze g. m. stfedd kulovych ploch, které se do-
tyka11 piimky p v bod€ 4, je rovina a veden4 bodem A4 kolmo
k pfimce p. Proto leZi stfedy ploch »; na priseku e roviny
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a s plochou V. Obricené, zvolime-li na e libovolny bod S;,
potom lze z bodu S, opsat kulovou plochu »; (S;, r;), kterd
se dotyka pfimky p v jejim bodé A, a jak hned dokaZeme,
1 roviny ¢ v urcitém bod¢ T.

Dikaz. Bod S;leZi jednak v roviné a, jednak na ploie V,
jejiz povrchova pfimka #; | ¢ prochizi zvolenym bodem S;
a protind rovinu ¢ v bodé T;; pfitom plati rovnost PT; =
= PA. Proto jsou pravouhlé trojuhelniky A PS:4 a A
PS;T; shodné (maji spolenou pfeponu PS; a shodné od-
vésny PT;, PA), takZe je také Si4 = §;T; = r. Proto
ptedpoklidany dotykovy bod T = T:.

Je tedy g. m. stiedii kulovych ploch, které spliujt podminky
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nasi ulohy, elipsa e = a.V, kterd je v pFipadé, Sejep | o,
kruznici.

b) KruZnice %, ktera vyhovuje podminkim ulohy b), lezi
v urité roviné ¢ proloZené pfimkou p, jiz se kruZnice &
dotykd v bodé A; kruZnice k£ se dotykd také pfimky ¢ =
=a.p v bod& T. Stted S kruZnice % leZi proto na ose
o thlu < APT a dale na pfimce a roviny «, vedené bodem
A kolmo k pfimce p (viz obr. 19). Bude ucelné sestrojit
v roviné a pEimku o jako twhlopficku PB rovnobéZnika
PABT, ktery je koso¢tvercem (pfipadné {tvercem), nebot
plati rovnost PA = PT (délky teCen vedenych z bodu P ke
kruZnici k jsou stejné dlouhé).

ProtoZe v kaZdé roviné a; svazku rovin o ose p plati
AB; # PT; = AP, vyplni body B; kruznici d (4, AB),
ktera leZi v roviné o // o. Pfimky PB;, tj. osy uhli < APT;,
vytvofi kuZelovou plochu K, kterd ma vrchol v bodé P
a fidici kruZnici d. ProtoZe dile pfimky a; jakoZto kolmice
sestrojené k pfimce p v bod€ 4 leZi v roviné€ v | p, jsou
body S; na priiseku m roviny o s plochou K.

K tomu jesté pfipomefime, Ze body T; leZi v roving p
na kruznici d' (P, PA), shodné s kruZnici d.

Obricené&, zvolime-li na priiseku m libovolny bod S;,
potom lze kolem bodu S; opsat kruZnici %; (S,), ktera se
dotyka ptimky p v bodé A a roviny ¢ v urditém bodé T;.

Diitkaz. Bodem S; prochazi na kuZelové plose K povr-
chova pfimka PS;, ktera uruje na kruZnici 4 bod B.
Rovina o; = (p, §;) protina rovinu o v pfimce AB; a ro-
vinu g v pfimce PT; /| AB;, kde bod T;je bodem kruZnice
d’. Uhloptic¢ka vzniklého kosoltverce B;APT; je ptimka
PB;, ktera obsahuje bod S;. Pfimka Si4 = ¢.w je kolma
k pfimce p. Ze soumérnosti kosoltverce B:APT; podle
jeho uhlopticky PS; vyplyvi, Ze useCka S;T, kolma k PT;
je rovna usecce S;4, takze S;T; = SiA je polomér hledané
kruZnice &;.
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Odtud vyplyva: G. m. stiedit krugnic ki, které spliiuyi
podminky tlohy, je prisek m = o .K, 1j. bud elipsa,®) nebo
kruZnice, a to ve zvlaStnim pfipadé, je-li pfimka p kolma
k roviné o.

Uloha 19. Je d4na rovina o, pfimka p rovnob&Zni
s rovinou ¢ (neleZi viak v o) a na pfimce p bod A. UrCete
g. m, stfedd kruZnic, které se dotykaji pfimky p v bod¢ 4
a roviny ¢. [Pfimka m = w.o, prisecnice roviny w vedené
bodem A kolmo k pfimce p a roviny ¢ // ¢, pti ¢emZ ro-
vina ¢ md od pfimky p i od roviny ¢ vzdalenosti sobé& rov-
né.]

14. ¥e ddna kulovd plocha % (S, 1) a vné plochy » bod V.
Do plochy » jsou vepsdny komolé kuzele K; tak, $e bod V
Je spolecnym vrcholem uplnych kuzeli, przslusnych kuselim
K.. Uréete g. m. b., které ndlezejt ob'vodum stfednich ¥ezil
M; komolych kuzelu K.

Pozndmka. Ke kaZzdému komolemu kuZeli lze sestrojit
ptisludny kuZel doplikovy, ktery spolu s nim tvofi p¥i-
slusny kuZel Uplny. Z tohoto kuZele vznikne obriacené
dany komoly kuZel fezem, ktery leZi ve vhodné roviné
rovnobéZné s rovinou podstavy uplného kuZele.

Reseni ulohy Komoly kuZel K vepsany do plochy »
je nutné rotacni, nebot obvody jeho podstav leZi na ploSe
%5 jsou to tedy kruZnice v rovnobé&Znych rovinich, takZe
pfimka o, kterd obsahuje stfedy téchto podstav, prochdzi
stfedem S plochy » a ie osou komolého kuZele K i plochy
x. Osa o prochazi zfejmé i bodem V.

Sestrojme libovolnou rovinh obsahujici prlrnku o.
Rez vznikly na nafem utvaru rovinou o je znizornén na
obr. 20. Na plose « je to kruZnice & (S, ) a na kuZeli K
%) Elipsa je to proto, ze viechny piimky. PB; kuZelové plochy K svi-

raji s ptimkou PA uhly mensdi nez R, pfi ¢emZ rovina priseku je
kolma k pfimce P4, takZe protind viechny pfimky kuZelové plochy K.
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rovnoramenny lichob&Znik ABCD, jehoZ ramena se v pro-
dlouZeni protinaji v bodé V. Na§ prostorovy ttvar vznikne
otaenim uvaZovaného fezu leZictho v roviné o kolem
piimky o, takZe se vySetfovani hledanych obvoda M; pie-
vede na planimetrickou dlohu v roviné o,

Obr. 20

Stfedni fez M na kuZeli K protind rovinu o v aselce
XY, ktera tvofi stfedni pficku lichob&znika ABCD. Jeji
krajni body X, Y, jakoZto stfedy usetek AD resp. BC
lezi na kruhovém oblouku TSU, ktery néleZi Thaletové
kruZnici sestrojené nad primérem SV, nebot je SX | AD
aSY | BC.
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Obréicend: Zvolime-li kterjkoliv vnitfni bod X; oblouku
TSU (kromé bodu §), 1ze jim sestrojit tétivu X;Y; voblou-

ku TSU, kolmou k pfimce o, usetka X;Y; urCuje stfedni
pficku pfislusného lichob&Znika A;B;C:Di, kde body 4,
D; lezi na pfimce VX; a body B;, C; na pfimce VY.
Je totiz SX; | A;D; a proto plati 4:.X; = XiD;. Z vnmiti-

nich bodé oblouku TSU je nutno vylou¢it bod S, nebot
neddva na oblouku 7SU %4dnou tétivu. Také krajni body

T, U oblouku STU nevedou ke konstrukci lichobé&Znika,
protoZe pfimky VT, VU jsou tetnami kruZnice 2 a ne-
vzniknou na nich 7idné tétivy kruZnice %, jeZ by mély byt
rameny lichobéZn’ka. Tim jsme dokazali planimetrickou
vétu: G. m. stfedd ramen vSech rovnoramennych licho-
bézaikld vepsanych do dané kruZmice k, pfiemZ ramena
kazdého z téchto lichobé&Znikii se protinaji v bodé V' da-

ném vné kruZznice %, je kruhovy oblouk TSU a% na jeho
body T, S, U.

Rotaci bodu X;, Y; kolem pfimky o vznikaji pak obvody
stfednich fezl M; kuZelt K. Proto plati: Obvody stFednich
Fezti M; komolych kuseli K; nasi dlohy vyplni kulovy
vrchlik, ktery je prinikem plochy » a Thaletovy kulové
plochy sestrojené nad prumérem SV s wvyloucenim jeho
hrany a jeho bodu leZiciho na jeho ose. Tim je hledané g. m.
b. urceno.

15. Je ddn rotacni vdlec V, jehoZ podstava md polomér
r a vySka vdlce je v. Uréete g. m. stiedu S; kouli »; 0 polo-
méru dané velikosti o, které lze celé umistit ve vdlci V.

Reseni. Predpokliadejme, %e jsme z bodu S sestrojili
kouli » (S, o), ktera je celd umisténa ve valci V. Potom
bod S leZi uvnitf valce V a ma od vSech bodu jeho po-
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vrchu vzdalenosti, které jsou vét$i nebo rovné p. Musi tedy
bod S spliovat dvé podminky; oznacme je A a B:

A) Bod S musi byt od rovin podstav vilce V vzdilen
o délku vétsi nebo rovnou g. LeZi proto v priniku P dvou
poloprostorti: jednoho opacného k (s, O), druhého opac-
ného k (¢’, O"), kde body O, O’, jsou stfedy podstav dané-
ho vélce, a to O stfed podstavy leZici v roviné =, O’ stfed
podstavy lezici v roviné =’; pfitom rovina ¢ [/ 7 naleZi
poloprostoru (n, O') a je od roviny = vzdalena o délku
rovoou p a rovina ¢’ // # ndleZi poloprostoru (z’, O) a je
od roviny =’ vzdalena opét o délku rovnou p.

Obricené, zvolime-li libovolny bod S, v Gtvaru P, lze
z bodu S, opsat kouli x, (S, o), kterd nema spolené
body s Zzadnou z rovin =z, n’, nebo se v krajnim pfipadé
roviny 7 nebo #’ dotyka. To znamend, Ze prinik P, pokud

neni prazdny, tj. pokud je o g;i, je g. m. stfedi S, kouli

%y, které spliiuji podminku A.

B) Bod S musi byt od viech bodu plasté valce V vzdilen
o délku vétsi nebo rovnou g.

TaZme se dfive po vzdalenostech bodu S, ktery leZi
uvnitf vilce V, od jeho stran.

Tyto vzdalenosti zjistime v roviné u proloZené bodem S
kolmo ke strandm vilce V, tj. k jeho ose 0. Jednd se ziejmé
o vzdilenosti bodu S od bodi T, X;, X,, ... leZicich na
obvodu % kruhového fezu, ktery je prisekem valce V s ro-
vinou u (viz obr. 21a). Kdyby bod S leZel na ose OO’ vilce
VY, byly by jeho vzdailenosti od vSech stran vilce V stejné
a mély by velikost rovnou r. LeZi-li bod S mimo tsecku
00’, 1ze mluvit o jeho nejmensi vzdalenosti od stran
vilce V. Je to tseCka ST = d < r, obsaZend v roviné
w = (S, o).

Usetka ST je také nejmendi ze viech tuselek, které
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bychom dostali spojenim bodu S s body plasté valce V;
nazveme ji vzddlenostf bodu S od pldsté vdlce V.
Rovnobé&Znym posunutim bodu § ve sméru pfimky o
tak, aby zlstal ve vilci V, nebo otodenim bodu S kolem
piimky o, se vzdalenost d od plasté nezméni. Body tak

X
X1
// k
,,,,,,,, v
—"r\ st
Obr. 21a

vzniklé vyplnf plast rotaéniho vélce o ose OO’ a poloméru
rovném r — d. Kazdy bod tohoto valce ma od plasté
valce V vzddlenost vétsi nebo rovnou d a soucasné mensi
nebo rovoou 7.

Podmince B je tedy moZno vyhovét jenom tehdy, kdyz
dany polomér g je mensi nebo roven r, takZe bod S nileZi
bud rotaénimu valci V' o ose OO’ a poloméru r — p,
kdyZz je o < r, nebo nilezi useéce OO’ v pfipadg, Ze je
o=r.

Obricené, zvolime-li libovolny bod S, tak, aby nileZel
valci V' ptipadné tsecce OO’, je podle piedchozi uvahy
vzdilen od vSech bodi plasté valce V o délku vétsi nebo

53



fovnou ¢ a lze z n&ho opsat kouli x, (S., @), kterd nemd
s pladtém vilce V Zidny spole¢ny bod, nebo se v krajnim
piipadé plasté valce V dotykd. Dospéli jsme tak ke g. m.
stiedd Sy kouli x,, které spliuji podminku B.

|
A I' 0 { B
——— i i __J
| |G | 6"
_______ —— ! ——__5
|
- Ih S o] I R
_____ T"_""'____+_—_—"——_ ¥ _
|
I
N | __ ; L 6 _
) |
| | |
—_——— $ 4 $ R | S
AI : Q I B
I I ; | '
I [ ' [ |
Obr. 21b

V priniku obou g. m. P a V', odvozenych v odstavcich
A, B, dostavame uZ feSeni nadi dlohy, aniZ je tfeba pro.
diikaz tohoto FeSeni vivahu jesté obracet. G. m. hledanych
stfedit Si koult x; nast dlohy je primk dtvard P a V',

Zdvér.a) Je-lip <ra také o <§, je g. m. sttedds kouli

#; vdlec (na obr. 21b je vyznalen jeho osovy Fez) souosy
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a soustfedny s vidlcem V; jeho podstavy maji polomér
rovny r — ¢ a jeho V}'r§ka ma velikost v — 2 p.

b) Je-lip<rap=— (mozno jen kdyz je v <27),

je g. m. stfedd kouli x. kruh, a to prusek rovmy v [| =,
kterd je rovinou soumérnosti rovinové vistvy (n, #'),
s vilcem V’. Tento kruh ma stfed na pfimce o a polomér
rovay r — g.

c) Je-li p=7r ap <§ (moZno jen kdyZ je v > 2 )

je g. m. stfedt ploch »x; #secka PQ leZici na ose o vélce V
(viz obr. 21b).

d) Je-li p=1r a také g = %’ je hledan}’rm g. m. pouze

jeden bod, a to stfed vilce V. Je to stfed koule vepsané
rovnostrannému vélci V.

. (4 fv vov o,
e) Je-li ¢ > r neboo > 3 nemd naSe uloha fefent.

Uloha 20. Urlete g. m. stfedd kouli o daném polo-
méru o, které lze celé umistit do kviadru o danych rozme-
rech a 2 b > c. [Kvadr, ktery md ty% stfed jako dany
kvadr, stény rovnobézné se sténami daného kvadru z roz-
mérya—ZQ,b—Zg,c—Z

Uloha 21. Je d4n rotaéni kuzel K, jehoZ podstava ma
polomér r > 0a vyska kuZele je > 0. Urlete g. m.stfedit
kouli, 0 daném poloméru ¢ > 0, které lze celé umistit do
kuZele K. [Rotacni kuZel souosy s danym kuZelem a jemu

podobny (popf. jediny bod, kdyz je ¢ = )]

S
r+ )+
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DOSLOV

Mnoho tloh, které se tykaji vySetfovani g. m. b. v pro-
storu, najde Ctendf v téchto knihach:

[1] V druhé &asti obsdhlé knihy ¥. Hadamarda, Légons
de géométrie élémentaire, ktera je snadno u nas dostupna
v ruském pfekladu pod nizvem: Elementarnaja geo-
metrija II, Stereometrija, 3. vyddni, Moskva 1958. Pieklad
byl pofizen za redakce prof. D. I. Perepelkina a kromé
vlastniho textu obsahuje feSeni viech uloh z ptvodni
knihy Hadamardovy. Cena R 14,90,

[2] Déle v knize: A. A. Strafevskij, Zadali na geo-
metriCeskije mesta toCek; celd tfeti kapitola knihy pojed-
nivé o g. m. b. v prostoru. Vyd. v Moskvé 1954. Cena
R 3,40.

{3] Jako doplikovou literaturu doporucujeme Ctenafi
ulebnici: J. Kounovsky, F. Vycichlo, Deskriptivni geo-
metrie pro samouky, vydanou JCMF v Praze 1948.
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