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1. kapitola

OBVODOVE UHLY V KRUZNICI

D:finice. Obvodovy thel v kruZnici je dhel, jehoZ vrchol
leZf na kruZnici a obé jeho ramena jsou se¢nami kruZnice.

V obr. la, b, cje zndzornén obvodovy thel s vrcho-
lem C. Jeho ramena protinajf kruznici £ kromé& v C jesté
v bodech 4, B. Uhel ASB se ‘nazyva stfedovy. O ob-
vodovém Ghlu ACB ffkame, Ze je sestrojen nad obloukem
AB nebo nad tétivou AB. Pfitom musfme byt opatrnf.
Nad t&tivou AB, kterd nenf pramérem, jsou dvojf obvo-
dové thly; v jedné polorovinég, vytaté setnou AB, jsou
uhly ostré, v opalné poloroviné tihly tupé. Jestlize 4B je
prumérem, pak obojf thly jsou pravé.

Vé&ta 1. Obvodové ihly nad tymZ kruhovym obloukem jsou
shodné a rovnajt se poloviné pHslusného st¥edového tihlu.

Dukaz. a) Nejprve provedeme dikaz pro pifpad, Ze
jedno rameno obvodového thlu prochazf sttredem S dané
kruznice (obr. la). Mime dokazat, Ze

X ASB =2. ¥ ACB.

Pro jednoduchost ozna¢fme 2w velikost stfedového Ghlu
ASB. Vsimnéme si, Ze tro_|uhelnfk ACS je rovnoramenny
a proto proti _]cho ramenim lezf shodné dhly. J. JlCh
soutet je roven vnéj§imu Ghlu pfivrcholu S, a to je pravé
na§ stiedovy uhel. Proto



X ASB = X ACS + < CAS = 0 + o = 20,
jak jsme méli dokézat.
b) V' obr. 1b je zndzornéna poloha, kde stted S je

vnitinim bodem thlu ACB. Piimka CS protne kruZnici

jesté v bodé D a rozdélf obvodovy i sttedovy uhel na
dvé &4sti. Jsou to obvodové ahly ACD, DCB a stfedové
uhly ASD, DSB. Z odst. a) jiz vime, Ze

XASD =2. xACDa < DSB =2. & DCB.

Obr. 13, b, ¢

Settenfim téchto dvou rovnic obdrzime vysledek
X ASB =2. & ACB.

c) V obr. lc je vyznalena dal${ mozZnost; stied S je
vnéjiim bodem uhlu ACB. I zde spojime body C, § a tato
piimka protne kruZnici jesté v bodé D. Podle odst. a) tu
opét platf

X DSB =2. < DCB, < DSA =2. & DCA.
Odedtenfm druhé rovnice od prvnf dostaneme
X ASB = 2. < ACB.
Tim jsme s dikazem hotovi.
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Snad bychom si mohli jeité pfipomenout: jestlize AB
je pramér kruZnice, potom <X ASB = 180° a ¢ ACB =
= 90° avéta l nAmv tomto pi{padé davd zndmou Thale-
tovu vétu.

Vétu 1 doplnfme jeSté€ ndsledujici vétou:

Véta 2. FestliZe bod P je onitfnim bodem kruZnice (vnéjstm
bodem kruZnice), pak < APB je v¥i5f (men$t) neZ obvodovy
dhel ACB, pfilemZ body C, P le¥i v téfe poloroviné yytaté
pitmkou AB.

Obr. 2a, b

Duikaz. a) Méjme nejprve piipad, Ze bod P je vniti-
nfm bodem kruzZnice (obr. 2a). Pifmka BP protne krui-
nici jesté v bodé C. Vime, Ze souéet dvou vnitinich Ghla
trojuhelnika je roven vnéj§imu dhlu pfi tfetim vrcholu.
Pro trojuhelnik APC z toho plyne

X ACP 4+ < CAP = o + X CAP = X APB.

Z toho uZ mame
w < X APB,

jak jsme méli dokazat.



b) Bod P je vn&siim bodem kruZnice (obr. 2b).
Ptimka BP protne kruznici jesté€ v bodé C. Podle véty
o soultu dvou vnitfnich Ghld v trojuhelntku platf pro
trojuhelntk APC '

X APB + ¥ CAP =

Odtud
X APB < .

c) MizZe se viak stat, Ze
ptimka BP je tetnou kruZni-
ce. Potom bychom bod P
spojili s bodem 4 a dikaz
provedli jako pfedtim. Kdy-
by i pfimka AP byla te¢nou
(obr. 2c¢),spojili bychom bod
P se sttedem §. Tato piim-
ka protne kruZnici £ v bo-
dech C, D. Jestlize bod C
lezf s bodem P v téZe polo-
roviné o hrani¥nf pf{mce 4B, pak podle vysledku odst.
b) platf i zde < ACB > <X APB.

Xi dosud jsme uvaZovali o obvodovych thlech v polo-
roviné ABS. Obvodové thly v opaéné poloroviné majf
velikost 180°—w, nebot podle véty 1 je jejich velikost
rovna poloviné pisluiného stiedového uhlu, tj. poloviné
vypuklého thlu ASB. )

Z vét 1 a 2 vyplyva, %e Jen body kruZnice majf tu
vlastnost, ze & ACB = w. Rikdme také, Ze z bodu C
vidime dsetku 4B pod tGhlem . Podle toho lze vyslovit
vétu: mnozZina viech bod poloroviny ABS, z nichz
usetku AB vidime pod dhlem o (0° < w < 180°), je
kruhovy oblouk. Jesté $ir3{ véta je
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Véta 3. Mnokina vSech bodit v roviné, z nich¥ danou tiselku
AB vidime pod dhlem o (0° < o < 180°), jsou dva kruhové
oblouky soumérné sdruZené podle pfimky AB. Do mnoZiny viak
nemieme politat samy body A, B.

Z této véty je patrné, Ze kruZnici miZeme sestrojit
bodové pomoci obvodovych uhla.

V&ta 4. Ostry (tupy) thel sevieny tétivou AB, je£ neni
primérem a tecnou v jejim krajnim bodé, je roven ostrému (tu-
pému) obvodovému dhlu nad tétivou AB. (Je to tzv. Gsekovy
dhel.)

Dikaz (obr. 2c). Stfed tétivy 4B oznalme K. Troj-
thelnfky SAK, APK jsou podobné a z toho vyplyva plat-
nost véty o ostrych thlech. Platf-li viak véta o ostrych
thlech, platf nutné i o tupych.

Pozndmka. Véta platf prirozené i v pifpadé, Ze AB je
pramér, ale pak je samozfejma.?)

Piklady

1. Jsou dany tfi pi{mky a, b, ¢ prochazejicf bodem O
tak, Ze X bc = a, < ca = B, X ab = y a pfitom sc dhly
nepiekryvajf a platf o nich a + 8 + y = 180°. Z libo-
volného bodu M, ktery neleif na 24dné z danych p#i-
mek, spustme na tyto primky kolmice a paty ozna¢me po

1) Uvahy miifeme zakon&t pomocnou vétou: Obvodoré dhly nad
shodnymi kruhovymi oblouky jsou shodné a obrdcené, shodné obvodrwé
tthly yytinaji na krufnici shodné oblouky. Disledkem této véty je véta:
Osa obvodového tihlu prochdzi sticdem kruhového oblouku, nad nim# je
obvodovy dhel sestrojen.



fadé A4, B, C. Body 4, B, C jsou vrcholy trojtihelnfka,
jehoZ vnitinf uhly jsou a, B, y a kruZnice jemu opsani
obsahuje body M, O. Dokazte.

Diukaz (obr. 3). Trojihelntky MOA, MOB, MOC
jsou pravouhlé a majf spoleZnou pfeponu MO0. Musi mit
tudiz spole¢nou i opsanou kruznici. Ponévadz boly 4, B,
Cjsou vesmés rizné a lezi na kruZnici, tvofi trojuhelnik
a jemu opsané kruzZnice prochizi body M, O.

Obr. 3

Jesté vypotéteme velikosti vnitfnfch Ghla trojahelnfka
ABC. Vime, 2e X BOC = a je obvodovy nad tétivou BC.
Ale nad touto tétivou je také iihel obvodovy BAC a platf
tedy

< BAC = «.
Ponévadz se totéZ d4 dokdzat pro thel B, je tim dokdzina
i druhd &ast tvrzeni. Je k tomu viak tfeba je$té néco
podotknout.
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Obr. 3 byl narysovén tak, Ze body 4, B, C leZely vidy
v té%e poloroviné, vytaté kteroukoliv z pi{mek g, b, c.
Je viak myslitelny i piipad, Ze napi. bod 4 je vnitfnfm
bodem jedné poloroviny, vytaté piimkou b, a bod C je
vnitinfm bodem poloroviny opaéné. Aviak vyslovend
véta platf i v tomto pifpadé, jak se snadno presvédiite.

M

A jeité néco. Pfi dikazu jsme mleky pfedpokladali,
%e body 4, B, C, O, M jsou vzijemné riuzné. MiZe se
viak stat, ze A = 0. Ale 1 pak platf vyslovena véta.

2. Danému riznobé&zntku ABCD opiite &tverec.

Refeni (obr. 4). Hledany &tverec oznaime KMLN.
Vrchol K lezf pak na kruZnici £ sestrojené nad primérem
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AD. Protéjsf vrchol L lez{ podobné& na kruZnici ! opsané
nad primérem BC. Ponévadz thlopif¢ka KL pilf vnitin{
dhly &tverce, musf prochizet bodem E, ktery pulf tu
ptlkruznici AD, na nfZ nelezf bod K. Z téhoz divodu
musf tato dhlopfitka prochizet bodem F, ktery pulf tu
pilkruZnici BC, na nf2 nele?f bod L. Tedy pi{imka EF
Je uhloptitkou hledaného &tverce.

Konstrukce vyplyva z provedeného rozboru. Sestro-
jime pffmku EF a ta protne kruZnice &, / v bodech K, L
riznych od bodid E, F. Strany &tverce prochdzejf pak
vrcholy 4, B, C, D.

Nalezeny ¢&tyfahelnfk je skutedné &Etverec, nebof
X K = <L =90° a pfitom je soumérny podle Ghlo-
pieky KL.

Rozpilenfm pilkruZnice AD z{skime dva rizné body
E, E’ a podobné na kruZnici / obdrzime dva body F, F’.
Za piedpokladu E # F mé dloha &tyfi riznd felen,
nebof miZeme spojovatbody E, Fnebo E’, F,nebo E, F’,
nebo E’, F'. K tomu je oviem nutné roziifit pojem
»opsany &tverec na kazdy &tverec, jehoZ strany tfeba
v prodlouZenf prochézeji vrcholy 4, B, C, D.

V piipadé, Ze E = F, existuje nekoneéné mnoho opsa-
nych &tvercli, nebof kazdou p#fmku, jdoucf bodem
E = F, miZeme povazovat za uhlopiitku KL hleda-
ného &tverce.

3. Je ddna kruZnice k = (§; r) a v nf libovolnd tétiva
AB, kterd nenf primérem. Na te¢né v bodé 4 uréfme
bod C tak, aby AB = AC a aby < BAC < 90°.
Jestlize pifmky AS, BC se protnou v bodé, ktery ozna-
¢me D, pak platf <% ADB =} <& ASB. Dokazte toto
tvrzenf.

Dukaz (obr. 5). Usekovy thel CAB oznat¢me a.
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Ponévadz trojihelnfk ABC je rovnoramenny, platf

X ACB = X ACD = 4 CBA =} (180° — o) = 90°—
1

—a.

Obr. 5

Uhel ASB je sttedovy a pisludf tisekovému thlu CAB

a proto
X ASB =2 a.
Nynf jiZ miZeme po&itat velikost thlu ADC:

% ADC = 90° — X ACD = }a,

coZ je skutetné &tvrtina stfedového dhlu 4SB, jak bylo
v dloze tvrzeno.

4. Jsou déany tii body A4, B, § neleZicf v pi{mce.
Kolem bodu § opiste kruZnici £ té vlastnosti, Ze te¢ny
k n{f vedené z bodl 4, B svirajf (thel dané velikosti w.

Refenf (obr. 6). Sestrojfme mno¥inu viech bodi,
z nich? je usetku AB vidét pod thlem w. Tim jsou,
jak vime, dva kruhové oblouky. UvaZujme zatim pou-
ze jeden z nich, ktery leZf na kruZnici g, a mysle-
me si, Ze uloha je jiZ rozfeSena, takZe bod M je pruse-
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¢k hledanych te€en a, b. Pifmka MS je pak osou tefen

a, b a prochézf sttedem O toho oblouku AB kruZnice,
ktery nendleZf na$f mnoziné bodu.

Obr. 6

Z toho dostavame tuto konstrukci. Nejdifve sestrojime

kruZnici g. Ten oblouk 4B, ktery nendlez{ do na$f mno-
Ziny bodi, rozpulime bodem O. Piimka SO protne
kruzZnici g je§té v bodé M. PHmky a = MA, b = MB
jsou te¢ny hledané kruZnice £, kterou jiZ snadno se-
strojime.

KruzZnice k takto sestrojend skuteiné vyhovuje poZa-
davkdm ulohy. Ma stfed v bodé S, dotyka se primek a,
b, z nichz prvni prochézf bodem 4 a druhd bodem B.
Obé te¢ny svirajf thel pfedepsané velikosti.

Uloha m4 nejvyse &tyfi rizné felenf, pokud O s §.
Bod O’ na kruZnici g, ktery ptlf deldf oblouk AB, vede
k dal§imu fefenf. V tomto p¥padé viak kruZnice k’, jez
je feSenfm na3f ulohy, leZf v tupém dhlu teéen o', 4.
K uvazované mnoziné bodl nilezf je§té kruhovy oblouk
na kruZnici g,, soumérné sdruZeny s kruZnicf g podle
AB, a to nas pfivadf k druhym dvéma reSenfm. Jestlize
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kruZnice g nebo g; prochdz{ bodem §, zmenif se po&et
FeSenf o jedno. Jestlize posléze O = §, m4 uloha neko-
neéné mnoho fefent.

Obr. 7

5. Jsou dany tii rizné rovnobézky g, b, ¢ a na pffmce a
bod A. Sestrojte rovnostranny trojuhelnik ABC tak, aby
vrchol B lezel na pifmce b a vrchol C na pifmce c.

Resent (obr. 7). Mysleme si, Ze tloha je rozfeiena
a opi$me trojihelnfku ABC kruZnici k. Oznalen{ pifmek
1ze provést tak, Ze pifmka b lez{ mezi pffmkami g, c.
Pak pifmka & protne kruZnici £ kromé vrcholu B jesté
v bodé D. Je patrno, Ze

¥ ADB = & ACB = 60°, (2)

% BDC = < BAC = 60°. (b)

Z toho pak plyne tato konstrukce. Bodem 4 proloZfme
piimku p, svirajicf s pffmkou 6 thel 60°. Praseéfk pifmek
b, pje D. Bodem D prolozime pifmku ¢ 5% p, kterd s pifm-

a také
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kou b svird thel 60° a ta protne pf{mku ¢ v bodé C.
KruZnice opsand trojuhelnfku ACD protne pifmku &
v bodé B.

Sestrojeny trojihelnik ABC je skutené rovnostranny,
nebot podle rovnic (a), (b) jsou velikosti jeho thld 60°.

Uloha m4 dvé fefenf, nebot bodem A4 lze sestrojit dvé
pH{mky p, p’, které s prfmkou b svirajf uhel 60°,

Kdyby px"fmka a lezela mezi ptfmkami b, ¢, Fefila by
se uloha obdobnym zptsobem. (Viz cvig. 24.)

6. Je déna kruZnice k = (S, r) a jejf pevné te¢na ¢
v bodé T. Na kruznici zvolime hbovolny bod M # T,
jehoz vzdilenost od teZny ¢ je PM = d a vzdélenost od
bodu T je MT = a. Dokaite, Ze platf a2 = 2dr.

Reteni. a) Jestlize body M, T jsou krajni body
téhoZ pruméru, potom pifmky MT, ¢ jsou k sob& kolmé
a platf

a =2r, d=2r
a vyslovena véta je spravna.

b) Predpoklddejme tedy, Ze body M, T nele?f na
tomtéz priméru (obr. 8). Bod diametrilné protilehly
bodu M ozna¢me N. Z ného i z bodu M spustme na
te¢nu ¢ kolmice a paty ozna¢me po fadé Q, P. I platf

XOQTN = & TMN = a,
X PTM = X TNM = .

O téchto thlech viak vime, Ze
a +p =90°

A TPM ~A NTM.
TM : PM = MN : TM,

a proto

Odtud
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coZ zapsano jinak di
a:d=2r:a.

To je viak dand rovnice.

Obr. 8

7. Paty vySek libovolného kosothlého trojihelnfka
jsou vrcholy nového trojahelnika, tzv. ortického. Do-
kazte, Ze jeho dhly jsou plleny vyikami trojahelnfka
dan¢ho.

Dukaz provedeme nejprve pro trojihelnfk ostrothly
(obr. 9a). Paty vysek jsou po fadé oznateny A’ (na
strané BC), B’, C'. Vysky se protinaj{ v bod¢ V, ktery
nazyvame ortocentrem. Bod V je v tomto pifpadé vnitinfim
bodem trojtihelnfka. Trojihelntky AVC’, AVB’ jsou pra-
voihlé se spolednou pfeponou a. proto majf i spole¢nou
opsanou kruZnici k. Z tychZ divodi majf spole¢nou
opsanou kruZnici k, pravouhlé trojihelntky BVA', BVC'.

V kruZnici £, mame shodné obvodové thly:
90° —y = X CAA’ = X B'AV = X B'C'V.
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Podobné o obvodovych thlech v kruZnici £, platf
90° —y = X CBB' = S A'BV = < 4A'C'V.

Z toho vidime, Ze vyska CC’ je osou (vnitiniho) dhlu
B'C’A’ ortického trojuhelnika. Stejné bychom postupo-
vali pii dikaze o vyskiach BB’, AA’ a proto miZeme
dikaz véty pro ostrouhly trojihelnfk povaZovat za pro-
vedeny.

V tupotihlém trojihelntku lez{ ortocentrum vné troj-
thelnfka. V obr. 9b je tupy thel pfi vrcholu 4. Viim-
néme si zde trojihelniku VBC. Ten je ostrouhly, nebot
v ném (a, B, y jsou vnitfn{ uhly daného trojihelnika)

X VBC = 90° —v, < VCB = 90° — B,
a 1hel 3 pfi vrcholu ¥ je dan rovnicf

3+ (90° —+) + (90°—p) = 1807,
3§ =B+ vy <90°
nebot a > 90°.

Pro ostrouhly trojahelnfk VBC plati véta odvozend
v odst. pfedchazejicim. Jeho orticky trojuhelntk je viak
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trojahelntk A"B’C’ a ortocentrum je 4. Pifmka CB’ pilf
proto vnitini thel C'B’A4’ ortickcho trojihelnika A'B°C’
a prfimka BB’, j. vyska dancho trojuhclnika, palf (v néjsi)
uhel zminéneho ortick¢ho trojuhelnfka. Tfm jsme v pod-
staté s dikazem vyslovené véty hotovi.

Pozndmka. Vyloutili jsme pravouhly trojihelnfk. V ném
totiZ ortocentrum splyvé s vrcholem pravého thlu, a or-
ticky trojuhelnik se redukuje na vysku jdouci vrcholem:
pravého uhlu.

8. Vyiky trojihelnfka protnou opsanou kruZnici v bo-
dech, které jsou soumérné sdruzené s ortocentrem podle
stran daného trojuhelnfka. Dokazte.

Dukaz. Vylou¢ime opét pravotihly trojihelntk, n: bot
vy.lovené tvrzeni je v tomto pfipadé samczirjmé.

a) Je-li dan ostrouhly t-ojihelnfk ABC (obr. 10a),
potom jeho ortocentrum je vnitinf bod trojuhelnfka.
Dalsf priseéiky vysek s kruznicf £, kterd je danému troj-

Obr. 10a, b
17
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thelnfku opsana, oznaéme 4", B", C"'. Podle véty o ob-
vodovych uhlech platf

% BAC” = ¥ BCC" = 90° — B.
Ale také X VAB =90°—p

a ponévad? VC" | AB, je trojihelnfk AVC" rovnora-
menny se zdkladnou VC’. Z toho pak vyplyva spravnost
vyslovené véty pro ortocentrum a bod C’. Ponévadi
stejnym zpisobem se d4 véta dokdzat i o bodech 47,
B, je tim pod4n dikaz véty pro ostrouhly trojihelnik.

b) Méjme dén tupouihly trojihelntk ABC (obr. 10b)
s tupym dhlem pFi vrcholu C. Ortocentrum V je vnéjsf
bod trojuihelnfka. Druhé prusedtky vysek VA, VB, VG
s npsanou kruZnicf oznatme po fad¢ 4", B", C". Opét
muaZeme psit

X BAC" = & BCC" = 90° — B.

Av3ak také
& BAA" = 90° —B.

Z toho opét plyne, Ze trojtihelnftk VAC” je rovnoramenny
a body V, C” jsou soumérné sdruzené podle strany AB.
Ponévadz se dd totéz dokdzat i o bodech 4", B”, je tim
dtkaz vyslovené véty proveden.

9. Dvé dané kruZnice k, k' majf spolciné dva rizné
body A4, B. Bodem 4 proloZme libovolnou pffmku a #
# AB, kterd dané dvé kruZnice protne v dal§ich bodech
P, P'. V nich sestrojme ke kruZnicim £, &’ teény. Dokazte,
Ze velikost (hlu téchto dvou teen nezdvisf na poloze
piimky a, tj. pro dané dvé kruznice je konstantnf.

Duakaz. a) Uvazujme nejprve ptipad, kdy bod 4 od-
déluje body P, P’ (obr. 11a). Body B, P, P’ jsou vrcholy
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trojahelnfka. V ném < APB =a a < AP’'B = f majf
velikost nezédvislou na poloze pf{mky a. Proto
y = < PBP' =180°— (a + B)

ma taky velikost nezdvislou na poloze ptimky a.
Pi{mka BA jej délf na dva uhly ABP, ABP’, o nich%
tedy platf

X ABP + & ABP' =180"— (a + B).

Obr. 11a, b

Vime viak, Ze (X je priseéik teden)
X ABP = & APX, <ABP' = X AP'X.
Dosadime-li, obdrZime
X APX + X AP'X = 180° — .

Z toho je patrno, Ze bod X leZ{ v poloroviné opaéné

k poloroviné aB.
b) Bod A4 leif vné dsetky PP’ (obr. 11b). Ponévadz
je dukaz obdobny, nebudeme jej provadét.
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2. kapitola

TETIVOVY CTYRUHELNIK

D:finice. Konvexnf &tyfihelnfk, ktery je vepsin do
kruznice, se nazyva tétivovy.

Ctverec, obdélnfk, rovnoramenny lichobésnik jsou
zvlaitnf piipady tétivovych &tyfuhelnfki. Na obr. 12 je
narysovan obecny pifpad.

Véta 5. Nutnd a postatujict podminka pro to, aby dany kon-
vexnt CtyFihelnik ABCD byl tétivovs, je: soulet protéjfich dhli
Je 180°.

Dukaz (obr. 12). Uhel 8 = < 4BC je obvodovy nad
jednim z obloukd AC kruZnice k, ktera je opsana &tyi-

uhelntku ABCD. Protéjsf tihel 8 = < ADC je obvodovy
nad druhym obloukem AC. Proto

B + 8 = 180°.
O druhych dvou uhlech a, y plati potom nutné totéz.
M¢éjme obricené &tykahelntk ABCD, o jehoZ protéj-
$ch Ghlech a, y platf
a +y = 180°.
Trojdhelniku ABD opi$me kruZnici k. Uhela = & BAD
Je v nf obvodovym uhlem nad obloukem BD. Obvodovy

tthel nad druhym obloukem BD mi velikost 180° — a =
= y a proto vrchol C je nutné bodem tohoto druhého
oblouku. To viak znamena, Ze &tyfahelnik ABCD je
tétivovy.
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Véta 6. O dhlcprickdch e, f 1&tivového Elyfihelnika platt
tzv. Ptolemaiova véia:

ef = ac + bd,
kde a, b, ¢, d jsou délky stran uvaZovaného liytihelntka.

Dikaz (obr. 12). Necht je ddn tétivovy &tyithelntk
ABCD a oznatme AB =a, BC = b, CD = ¢, AD = d,
AC =e¢, BD = f a uGhly pfi vrcholech 4, B, C, D po
fadé a, B, v, 3. Na trojihelniky ABD, BCD pouZijeme
kosinové véty:

Jt=a +d*—2ad.cosa, m
St =056 + ¢ — 2bc . cos v.

Ponévad? viak

vy = 180° — a,
zménf se druha rovnice na
fr=10 + ¢ + 2bc.cosa. (2)
Vylouéenfm cos a z rovnic (1) a (2) dojdeme k rovnici
f(ad + bc) = (ab + cd)(ac + bd). (3)
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Podobnym zpiisobem z trojuhelntki ABC, ACD dosta-

neme
et (ab + cd) = (ad + bc)(ac + bd) . 4)

Vyniésobenim rovnic (3), (4) obdrzime jiz Ptolemaiovu
vétu.

Ptolemaiiiv vzorec miZe byt vychodiskem k odvozen{
mnoha jinych vzorcl rovinné geometrie. Jako doklad
pro toto tvrzenf odvodime vzorec pro sin(a -+ ), jestlize
ahly a, 8 i jejich soulet jsou ostré uhly.

V obr. 13 je narysovan tétivovy &tyidhelnitk ABCD
tak, Ze dhlopfitka AC je pramérem opsané kruZnice.
Oznaime

S CAD =a, ¥ CAB =5

a poloZzme jeité AC = 1. Potom z pravoihlého trojahel-
nfka ACD mame

sina = CD : AC =CD, cosa = AD. (1)
Z pravouhlého trojihelnfka ACB

sin B = BC : AC = BC, cos B = AB. (2)
Jestlize BP je pramér kruZnice, je
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XBAD = < BPD =a + B
sin(a + ) = BD : BP = BD. (3)
Pro ¢&tyfthelnfk platf Ptolemaiova véta:
AC.BD = AB.CD + BC. AD.
Do nf dosadime z rovnic (1), (2), (3) a dostaneme
sin(a + B) =sinacosf +sin B cos a,

co? je 2adany vzorec.

P¥iklady

1. Je ddn kosothly trojihelntk ABC. Jeho ortocentrum
je V a pata vyiky z vrcholu C je D. Z bodu D spusfme
kolmice na stranu BC, na vysku BV a AV a na stranu
AC; jejich paty po fadé oznaime K, N, M, L. Dokaite,
Ze tyto paty lezf v pfimce.

Refeni (obr. 14). Ctyithelntk BDNK je tétivovy.
Kruznice jemu opsand mé priimér BD. Proto

X KNB — % KDB — 90° —p. (1)
Ctyttahelntk DNV M je také tétivovy (proé?) a tudiz
90°— B — & MDV = & MNV. (b)

Porovnan{m s rovnicf (a) dostdvime
X KNB = <X MNV,
coZ znamend, Ze body K, N, M lez{ v pifmce.
Podobné se da ukdzat, Ze i body L, M, N lez{ v pifmce.
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Ponévadz obé ziskané piimky maji spole¢né dva riizné
body M, N, splyvaji. Vsechny &tyii body leif tedy
v piince, jak jsme méli dokazat.

Obr. 14

Sami uZ provedte ditkkaz pro tupothly trojahelnfk
s tupym uhlem pfi vrcholu 4 nebo B.

2, Jsou dany dvé kruZnice k, k', které majf spoleéné
dva rGzné body K, L. Libovolny bod 4 # K, L krui-
nice k£ spojme s body K, L. Tyto dvé pifmky protnou
kruznici £’ v dalsich dvou bodech B, C. DokaZte, Ze
piimka BC je rovnobéind s te¢nou, sestrojenou v bodé 4
ke kruzZnici .

Dukaz (obr. 15a). a) Predpokliddejme nejprve, Ze
bod K lezf mezi body 4, B a bod L mezi body 4, C.
Ctyrahelntk BCLK je tétivovy a tudfz

X KBC = < KLA = < KAX,

kd~» X je libovolny bod teény v bodé 4 kruznice £, nele-
Zici v poloroviné ABC. (Tyto tfi Ghly jsoy v obr. 15a
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oznateny po tadé 3, 2, 1.) Ale dhly KBC, KAX jsou
stifdavé pfi pfimkidch BC, AX a ponévadz jsou shodné,
plyne z toho, Zze pfimky AX, BC jsou vzijemné rovno-
béziné.

Obr. 15a, b

b) Pfedpoklddejme nynf, Ze bod A4 leZf mezi body B,
K a mezi C, L (obr. 15b). Znovu platf (X je bod tedny
kruznice k v bodé 4, lezici v poloroviné 4BC):

X KBC = X KLC = & KAX.
Dusledek toho je tentyZ jako v pfipadé a).
c) Ptipad, kdy bod B leZi mezi body 4, K'a L mezi 4, C

(nebo K mezi 4, B a C mezi 4, L), pienechdvim &tenafi.

3. Jsou dany tfi rizné kruZnice a, b, ¢, které prochazejf
bodem L. Jejich dal§f praseéiky jsou M =a.b, N =
=b.¢, P = a.c NakruZnici a zvolme libovolny bod 4.
Primka AM protne kruZnici b jeité v bodé B a piimka
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BX protne kruZnici ¢ v bodé C. Dokazte, Ze pifmka AC
prochaz{ bodem P.

Dikaz (obr. 16). Sestrojme pifmky PL, ML, NL.
Ctytthelntk AMLP je tétivovy a proto o jeho protéjsich
ahlech a, a’ platf

a 4+ a' = 180°.

Obr. 16

Toté% se da Fici o protéj§fch uhlech B, 8’ v tétivovém
étytuhelntku BMLN a o dhlech vy, vy’ v tétivovém &tyi-
thelnfku CNLP. Tedy
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Napsané tFi rovnice seéteme:

a+p+vy+a +8 + v =540°
Ponévadi
a + ‘31 + _Yl — 3600’

a+p+y=180°

coZ znamen4, Ze body 4, P, C leZ{ v pffmce.

Dokazte uZ sami, Ze véta platf, i kdyz bod P leif vné&
usetky AC.

Pozndmka. Jiny dikaz spotivd v tom, Ze

< APL + <« CPL = 180°.

4. Je dén tétivovy ¢tyfahelntk ABCD a na kruZnici
jemu opsané bod M razny od vrcholi. Soutin vzdile-
nosti bodu M od dvou protéj$ich stran je roven souéinu
vzdalenostf téhoZz bodu od druhych dvou protéjsich
stran. DokaZte.

dostivame

Dukaz (obr. 17). Sestrojme z bodu M kolmice na
strany AB, BC, CD a AD a jejich paty postupné oznaime
E, F, G, H. Spojme jeité bod M s body B, D. Pro strué-
né&ji{ vyjadfovan{ oznalme

ME = ¢, MF = f, MG = g, MH = h,
MB =3, MD = q.

Viimnéme si, Ze .
X MBA = < MDA

A MEB ~ A MHD.

Z podobnosti obou trojihelntki pak plyne
ME : MB = MH : MD,

a proto
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coZ jinak zapsédno da
e:p=~h:q Cli p:g=ec:h (1
Z tychz divoda jako prve je
A MDG ~ A MBF.

O stranich téchto trojuhelntkd potom platf
MD : MG = MB : MF,

coZ jinak psano da

g:g=p:f Cli p:g=f:g (2)
Spojenim rovnic (1), (2) ziskime Zidany vztah
eg = fh.

5. Je din raznobéintk ABCD. Jeho proté&j¥f strany se
(v prodlouZenf) protinajl v bodech E = AB.CD, F =

= AD . BC. Dokaite, Ze kruZnice opsané trojihelni-
ktim ABF, CDF, ADE, BCE prochizejf jedinym bodem.
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Dikaz (obr. 18). N:jprve si uvédomfme, Z2e body
A, B, C, D leziv téze poloroviné vytaté piimkou EF. Troj-
uhelntkm ABF, ADE opi$me kruZnice, jejichz dalsf
spole¢ny bod oznaéme P # 4. (KruZnice se nemohou
dotykat.) I platf

X PBF = < PAF = & PAD = < PED,

Obr. 18

nebot tu jde vesmés o hly obvodové bud v prvni, nebo
v druhé kruZnici. Mimoto vrcholy uvaZovanych uhlda
lezf v téze poloroviné vytaté prislusnou se¢nou. Napsany
vysledek mazeme téZ zapsat

X PBC = < PEC.

Proto kruZnice prolozend body B, C, E nutné prochéaz{
ibodem P. Jinak feteno: kruznice opsand trojuhelnfku
BCE prochazf téz bodem P.

Ponévadi totéZ mhzeme dokdzat i o kruZnici opsané
trojuhelntku CDF, je t!m vyslovena véta dokazana.
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6. Sttedy &tyf kruZnic, o nichZ jsme mluvili v pfed-
chozim pifkladé, lezf na kruZnici (tikdme, Ze tyto Etyfi
body jsou koncyklické).

Obr. 19

Dikaz (obr. 19). Oznatme I, 2, 3, 4 stiedy kruZnic
opsanych po fadé trojihelntkim BCE, ADE, ABF, CDF.
Tyto stiedy dostaneme, jestliZe sestrojfme symetraly
usetek AE, BE, CE, DE, AF, BF, CF, DF, ale také
symetrdly dse¢ek AP, BP, CP, DP, EP, FP (vzhledem
k vété dokazané v pifkl. 3). Ze sestrojenf je patrno, Ze
sttedy I, 2leZ{ na ose soumérnosti Usetky PE; stfedy 2
a 3lezf na ose soumérnosti use¢ky AP atd. Ctyftahelnik
1234 ma tu vlastnost, Ze kaZda jeho strana i Ghlopfi¢ka
je osou soumérnosti néjaké dsetky dffve jmenované.

Oznatme nynf{
X AFB = o.
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Je patrno, Ze platf

X AFB = < APB (obvodové thly v kruznici ABF),
<X AFB = < DPC (obvodové thly v kruznici CDF).

Potom také

Nad udsetkou 12 jsou tudfZ sestrojeny dva shodné thly
a proto kruznice opsana trojihelniku 723 prochézf i bo-
dem 4, a to jsme méli dokdzat.

7. Jsou-li H, K paty kolmic, spuiténych z vrcholu 4
trojihelntka ABC na osy vnitinich ahla B, vy, je pifmka
HK rovnobézna se stranou BC.

Dikaz (obr. 20). Prisetfk os vnitfnich uhli oznaéme
0. Pak &tyfuhelnik AKOH je tétivovy, nebot trojuhel-
niky AOH, AOK jsou pravouhlé se spole¢nou pfeponou
AO a maji tudiZ spoletnou opsanou kruZnici. Proto je

S HEKO = X HAO =90° —1B—1a =1v.
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Vidime, Ze stfidavé ahly (v-obr: jsou dvakrit zatrZené)
pfi pfimkach BC, HK jsou shodné a proto pifmky BC,
HK jsou vzijemaé rovnobiiné, jak jsme méli dokazat.

8..Je dan tétivovy <&tytdhelnfk ABCD. Piimky AD,
BC se protinaji v bodé E. KruZnicc opsand trojihelniku
ACE protne ptimky AB, CD po druhé v bodech P, Q.
Dokazte, ze EP = EQ.

Resent. a) Jestlize P = Q, je véta trivilni.
b) Piedpoklidejme tedy, Ze body 4, P, Q, E tvoif
&tyfahelnik APJE. Ten je tétivovy a plati tudiz
XQPE = < QCE =180°—y = a,

kde a, y jsou vnitfni uhly daného &tyrahelnfku pii
vrcholech 4, C. Podobné platf

S PQE = 180° — & PAE = a.
Z toho plyne, Ze trojuhelnik PQE je rovnoramenny
a tudiz EP = E).
c) Muze se stit, Ze jmenované &tyfi body tvoif téti-
vovy &tyiuhelntk APEQ nebo AQPE. Potom jsou pfiro-

zené pfi dikaze jiné rovnice, ale véta stejné platf. Pro-
vedte uZ sami.

9. Stied kruZnice opsané danému trojihelnftku ABC
oznat¢me §. Je-li < ASP =8 — vy (B > y), kde P je
bod poloroviny opaéné k poloroviné ACB, jsou pfimky
SP, BC k sobé kolmé. Dokazte.

Refeni. Je nutné rozliSovat n&kolik pipadi.

a) Trojahelnik ABC je ostrouhly (obr. 21a). Stfed
strany AC oznaéme B’ a politejme velikosti uhld ve
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&tytthelntku SB'CA’, kde 4’ je prasedtk pifmky SP se
stranou BC.

X SBC=90°, XBCA =v,
X ASB =B, XASP=p—v

$PSB =p—(B—7) =7

a z toho

Obr. 213, b

Dale je
X B'SA" = 180° — v.
Ctytdhelnik SB'CA’ je tudiz tétivovy a ponévadz
X SBC =90° jei xSAC = 90°,
tj. pifmky SP, BC jsou vzijemné kolmé.

b) Trojthelnik ABC je tupothly s tupym ahlem pfi
vrcholu B (obr. 21b). Pfi stejném oznaden{ jako v pri-
padé a) platf

X S4'C = 90°.

& ASC = 360° — 2B,

Ponévadz

je
XCS4’ =360°—2B—(180°—B +7v) =«
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Déle
X SCB = X SAB’ = 90° — } (360° —2p) =B —
90°

takZe ’
X SCA = < SCB' + vy = 90° — a.

Trojthelntk SCA’ je tedy pravoihly s pravym uhlem pfi
vrcholu A4’, ¢im?Z je dikaz proveden.

c) Jestlize trojihelnik ABC je tupouhly s tupym
dhlem tfeba pfi vrcholu 4, dokazuje se vyslovena véta
stejnym zpisobem.

10. Dvé rizné kruZnice £, k, majf spole¢né dva rizné
body A4, B. Bodem A4 prolozme libovolnou p#imku,
ktera protne podruhé kruZnici &, v bodé C a kruzZnici £,
v bodé D. ProloZme jeité libovolnou pfimku bodem B
a ta protne kruZnice k,, £, po fadé v bodech E, F.
Dokazte, Ze pifmky CE, DF jsou navzijem rovnobézné.

Dikaz. a) Pfedpoklidejme, Ze body E, F lezf v téZe
poloroviné uréené ptimkou CD (obr. 22a). Potom &tyi-
uhelnik ABFD je tétivovy. Oznaéime-li < BFD = a,

musf byt ; 1 "
X BAD = 180° — a.
D_

k2

Obr. 22a
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Ponévadz i &tyfahelntk ABEC je tétivovy, mame
XCAB=a a < CEB =180°— a.

Je vidét, Ze prilehlé ahly < BFD, < CEB pti pf{mkich
CE, DF jsou vyplitkové, a to znamend, Ze pifmky CE,
DF jsou rovnobézné, jak jsme méli dokazat.

Obr. 22b

b) Predpoklidejme dale, Ze body E, FleZi v opa&nych
polorovinach, vytatych pitfmkou CD (obr. 22b), a to tak,
Ze body F, D leif v téze poloroviné vytaté pfimkou AB
a body C, E v poloroviné opaéné. Potom bud &tytahelnfk
ABDF, nebo &tyiahelntk ABFD je tétivovy. Viimnéme
si prvnfho pifpadu. Oznadime-li opét <BFD = a, mu-
Zeme dojft postupné k témto vztahim:

YBFD = XBAD = q,
XBAC = 180° — a,
XCEB — XCEF = q,

nebot ¢tyfahelntk ABEC je tétivovy. Pifmka EF tvof{ pfi
pifmkach CE, FD shodné stf{davé uhly a proto pifmky
CE, FD jsou vzijemné rovnobéZné.
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Pi{pad tétivového &tyFtihelnfku ABFD se fe¥f podobné.

c) Pfredpoklidejme, Ze body E, F lezf v opanych po-
lorovinach vytatych pifmkou CD a soutasné body D, E,
F lezf v téie poloroving, vytaté pifmkou 4B, zatfmco
bod C lef v poloroviné opa¢né (obr. 22c). Pak platf

XBED = ¥BAD = q,
XCAB = XCEB = 180° —q,
XCEF =a

a z toho jiz plyne, Ze pfimky CE, FD jsou navzijem
rovnobézné.

d) Jind mozZnost je ta, Ze viechny &tyfi body C, D, E,
F leif v téze poloroviné, vytaté piimkou AB. A opét tu
muzeme rozlifovat, kdy body na oblouku 4B kruZnice k,
Jjsou v potadf 4, C, E, B a pfitom pofadf bodii na oblouku
AB kruznice k, je 4, F, D, B nebo obé skupiny jsou
v jiném pofadf. Nebudeme vSechny moZnosti uvadét,
prenechame to pili &tenaia. Avsak vzdy plati, Ze pfimky
CE, DF jsou navzijem rovnobézné.

€) Viimnéme si je§té pifpadu, kdy body D, F (nebo
body E, C) splynou. Mohli bychom si vi§imnout toho, na
kterém oblouku kruZnic &, (nebo £,) jsou splynuvif body.

Obr. 22¢, d
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V obr. 22d je nakreslen piipad, Ze D = F a pfitom
tento bod je od bodi C, E oddélen pifmkou 4B. Potom
pifmka DF piejde v te¢nu ¢ = DM kruZnice &, v bodé

D = F. 1 plati
XMDA = XA4BD = a,
JABE = 180° — a,
JECA =a

a piimky ¢, CE jsou opét rovnobézZné.

f) Za zminku stojf i pifpad, kdy pitfmka CD nebo
pifmka EF, nebo ob¢ soudasné se stanou te€nou kruZnice
k, (kruznice k,). I potom platf vyslovena véta.

11. Je déna kruZnice k£ = (§; r) a jejf se¢na p, kterd
nen{ primérem. V pri-
se¢icich A, B piimky p
s danou kruznicf jsou
sestrojeny te¢ny a, b da-
né kruznice. Na pro-
dlouzenf té&tivy AB za
bod B je din bod Q.
Pifmka ¢, ktera pro-
chazi bodem Q kolmo
na piimku SQ, protne
te¢ny a, b po radé v bo-
dech D, E. Dokazte, %e
QD = QF.

Resent (obr.23). Ctyt-
uhelnfk SBQE je téti-
vovy, nebot

ISBE = ¥ SQE = 90°,
a proto

$QSE = <QBE.




Také &tytahelnfk SADQ je tétivovy, nebot dva jeho pro-
t&j¥f ahly jsou pravé. Z toho plyne shodnost Ghla a dis-

4DAQ = ¥DSQ = ¥MBA = $EBQ = XESQ

ledkem toho je, Ze trojuhelnik DES je rovnoramenny
a vyslovena véta je pravdiva.

Obr. 24

—_—
—_—
——
—_—

12. Je dana kruZnice k¥ a dva rizné body 4, B vné
kruznice. Na kruZnici k najdéte bod X tak, aby pf{mky
AX, BX protaly kruznici £ v bodech M, N té vlastnosti,
Ze tétiva MN mé danou délku d # 0.

Resent (obr. 24). Je-li d4na délka tétivy MN v kru?ni-
ci k, je tim dan v této kruZnici i obvodovy thel MXN,
Ale tu

bud SMXN = JAXB ( = v),

nebot to jsou uhly vrcholové,

nebo SMXN = 180° — XAXB (= 180° —a),
ncbot to jsou uhly vedlej¥f.
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Z toho pak mame tuto konstrukci. Nad tse¢kou AB
sestrojime kruhovy oblouk, z jehoZ bodi je usecku 4B
vidét pod thlem w (nebo pod dhlem 180° — w). Body
spole¢né tomuto oblouku a dané kruZnici jsou hledané
body.

" Spravnost konstrukce plyne z pfedesl¢ho.

Uloha ma nejvyse &tyfi rizna fefenf, nebof mnoZina
viech bodu, z nichZ GseCku AB je vidét pod thlem o,
jsou dva kruhové oblouky a ty mohou mft s danou kruz-
nicf £ spole¢né nejvyse Etyti razné body. Mohou viak byt
také jen tfi, dva nebo pouze jeden. Aviak je také mozné,
ze neexistuje Zidny spoletny bod, a pak idloha nema
zadné tefenf.

Kdyby MN = AB a body 4, B byly zvoleny na kruz-
nici &, potom by iloha méla nekone¢né mnoho fefen.
Kazdy bod kruznice £, vyjma body 4 = M, B = N, by
spliioval podminky dané ilohy.

13. Danému rovnostrannému trojuhelniku ABC je
opséna kruZnice a na nf je zvolen libovolny bod M razny
od vrchola 4, B, C. Je-i M na krat§im oblouku AC, do-
kaZte, Ze platf MB = M4 + MC.

Resent (obr. 25). a) Ctyithelnik ABCM je tétivovy a
proto o ném plat{ Ptolemaiova véta:
AC.MB = AB.CM + BC.AM.

Ponévadz viak
AC = BC = AB,

piejde po zkracenf napsand rovnice v rovnici
MB = MA + MC,
coz je Zadany vztah.
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b). Uvedeme zde jeité jeden dikaz, v némZ budeme
uzfvat jen vlastnostf obvodovych Ghli nad tymz oblou-
kem.

|
|
|
AN ! -~ /B

W Obr. 25

Bodem C vedend rovnobézka s piffmkou MA protne
znovu kruZnici v bodé K. Ctyitahelnik AMCK j: rovno-
ramenny lichobéznik. Jeho uhlopii€ky jsou shodné a
proto i obvodové dhly nad obéma uhlopiitkami jsou
shodné (maji-li oviem svij vrchol oba na del§fm kruho-
vém oblouku nebo na kratifim). Proto, je-li obvodovy
tihel nad dhloptitkou AC roven 60° je i obvodovy thel
nad uhlopfitkou KM roven 60°.

Viimnéme si, Ze

XCAB JCKB = <CMB = 60°,

XACB = JAMB = 60°,

XKBM = SKCM = <ABC = 60°
a tudfz trojuhelnitk CML —kde L je prusettk pifmek
MB, CK — je rovnostranny. Z toho

MC = ML.
Avgak také trojuhelnik BK'L je rovnostranny a tedy
BL = BK.



K tomu jesté dodejme, Ze
JSABM = X KMB,

nebot to jsou obvodové thly nad shodnymi tétivami, a

proto
MA = BK,
Mime tedy

MB = ML + LB = MC 4+ BK = MC + MA,

a to jsme méli dokdzat.

Cvileni

1. Je dana tdse¢ka AB a pffmka p £ AB. Na piimce p
najdéte bod, z néhoz je uset¢ku 4B vidét pod tdhlem 75°,

2. Je dana kruZnice k£ = (S; r) a jejf pramér MN. Na-
jdéte bod X, z néhoz je danou kruznici vidét pod hlem
a = 98° a jejf praimér MN pod thlem p = 45°.

3. Jsou diny use¢ky AB =7 cm, BC = 4 cm, svira-
jict spolu thel 90°. Sestrojte bod X, z néhoz je prvni
usecku vidét pod dhlem 75° a druhou pod uhlem 60°.

4. Vypottéte vnitinf Ghly ortického trojihelnfka. Do-
kazte, Ze je-li dany trojihelnik ABC ostrouhly a jeden
jeho thel mensf nez 45°, pak orticky trojihelnik je tupo-
uhly.

5. Podivejte se na obr. 9a, b. UkaZte, Ze vrchol 4 putlf
oblouk B”C”, vrchol B oblouk A“C” a vrchol C oblouk
A"B’". Dokazte dale, Ze trojuhelnik 4”B"C” je stejnolehly
s ortickym trojuhelntkem.

6. Na zikladé vysledku predchoziho cviéenf sestrojte
trojahelnik ABC, jsou-li dany body 4", B", C".

41



7. Sestrojte trojuhelnfk ABC, je-li d4n jeho trojihelnfk
orticky.

8. Dvé razné kruznice £, £’ maji spoletné pravé dva
rizné body 4, B. Bodem 4 vedne libovolnou p#imku,
ktera kruZnice protne kromé bodu 4 jeité v bodech P, P,
raznych od bodu B. Ukaite, Ze trojuhelniky BPP’ takto
zfskané lze roztfidit do tif skupin tak, Ze kazdé dva troj-
uheln(tky téZe skupiny jsou navzijem podobné.

9. Jsou diny dvé riazné pifmky m, n a &slo r > 0.
Sestrojte kruznici poloméru r, ktera ma stfed na ptimce
m a pifmku n protind pod Ghlem a = 60°.

10. Jsou dany dvé kruZnice, které nemaj{ Zadny spo-
le¢ny bod a kazda leZf vné druhé. KruZnice opsana nad
jejich stfednou jako nad primérem obsahuje viechny
étyti praseéfky vnitifnich tecen s vnéj$fmi.

11. Jsou dany dvé kruZnice £, k¥, které majf spole¢né
pravédvariaznébody K, L. Libovolny bod 4 # K,Lkruz-
nice k spojme s body K, L a tyto dvé pfimky protnou
kruZnici £’ v bodech B, C. DokaZte, Ze pfimka BC je
rovnobé&zni s te¢nou sestrojenou ke kruZnici £ v bodé 4.

12. Na dané kruZnici & jsou dany dva rizné body 4, B.
Jimi jsou proloZeny libovolné riizné a vzéjemné rovno-
bézné tétivy AA’, BB'. Body 4', B’ jsou proloZeny opét
libovolné, ruzné (a jiné nez jsou AA4’, BB’) tétivy A'A",
B'B’. Ukaite, ze tétiva AA” je rovnobéina s tétivou
BB".

13. Danému riznostrannému trojahelniku ABC opiste
rovnostranny trojuhelnik KLAM tak, aby strana KL byla
rovnobézna s danou pifmkou s, kterd nenf rovnobéina
se Zadnou stranou daného trojihelnfka, a aby vrchol 4
leZel mezi body L, M, vrchol B mezi K, M a vrchol C
mezi body X, L.
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14. Sestrojte tétivovy &tyfhhelntk, je-li ddno ¢ = 8,
b=6,d=5,8 =60

15. Z rovnic (3) a (4) na str. 21-22 odvodte vztah
e:f=(ab +cd) : (ad + be).

16. Z Ptolemaiovy véty vyvodte vzorec pro cos (a — )
opét za piedpokladu, Ze a < 90°, B < 90.° (Oznatte
XCAD = a, XACB = B.)

17. Je dén libovolny trojuhelntk ABC. Na strané BC
zvolme libovolny bod A4’, na strané AC libovolny bod B’
a na strané AB libovolny bod C’. Zvolenébody jsou ve-
smés rizné od vrcholt 4, B, C. Dokazte, Ze kruZnice
opsané trojuhelnikim AB'C’, BA'C’, CA’B’ prochézej{
jedinym bodem.

18. Stfed O vepsané kruZnice danému trojahelntku
ABC, stied O, kruZnice vné vepsané (ktera se strany 4B
dotyka ve- vnitinfm bodé) a vrcholy 4, B leif na téze
kruZnici.

19. KruZnice opsand danému trojahelnfku ABC a kru3-
nice opsand trojuhelnfku, jehoZ dva vrcholy jsou 4, B a
tfetf vrchol je ortocentrum, jsou shodné. Dokazte.

20. Je dana kruZnice £ a jejf pevnd te¢na ¢ s bodem
dotyku 7. Libovolné dvé rizné a vzdjemné rovnobézné
tedny a # ¢ 3% b kruZnice k vytnou na tetné ¢ dva body
A, B. Dokazte, Ze soutin AT.BT je nezivisly na sméru
teden a, b.

21. K danému trojihelniku ABC je trojuhelnik DEF
orticky (D leif na BC, E na AC, F na AB). Dokaite, Ze
NAABC ~ ADEC. Najdéte jesté dalsf dva trojihelnfky
podobné danému.

22. Je déna kruZnice k a na nf bod P. Bodem P nary-
sujme é&tyfi rdzné polopiimky a, b, ¢, d tak, aby kazdé
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dvé sousedn{ sviraly uhel 45°. Tyto polopifmky protnou
kruznici £ v bodech 4, B, C, D, jez jsou vrcholy &tverce.

23. Trojuhelntk ABC mé pevnou stranu AB a Ghel
této strané protilehly ma konstantni velikost. Paty vysek
z vrchol 4, B oznaZme po fadé D, E. Ukaite, Ze veli-
kost usetky DE je pro viechny trojuhelntky ABC, které
vyhovujf danym dvéma podminkam, konstantnf.

24. Priklad 5 feSte jesté jednou, a to pro pifpad, Ze
pifmka a lezf mezi pffmkami b, ¢.



3. kapitola

MOCNOST BODU KE KRUZNICI

Mocnost bodu ke kruZnici je pojem v elementarn{ geo-
metrii velmi dileZity a uZite¢ny.

Véta 7. Je dina kruZnice k a mimo ni bod P. Bodem P
proloZme libovolnou selnu, kterd md s danou krufnict spoleiné
body A, B. Cislo

Mp = PA.PB

Jje nezdvislé na poloze secny a nazyvd se mocnost bodu P ke kru-
nict k.

Dukaz (obr. 26a, b) provedeme tak, Ze narySUJeme
jesté se¢nu CD # AB (jdouct bodem P) a dokazeme, Ze
PA.PB = PC.PD.

Za tim Glelem spojme jesté body 4, D a B, C. Obdrii-
me tak dva vzdjemné podobné trojahelniky

APAD ~ APCB.

Obr. 26a, b’
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Jsou podobné proto, Ze se shodujf ve dvou vuhlech:
XPDA = <PBC, XAPD = <CPB.
O stranich téchto trojihelnfkl proto platf
PA:PD =PC:PB

PA.PB = PC.PD.

T1im jsme dokézali, Ze soutin PA4.PB je skute¢né nezai-
visly na poloze seény; pro dany bod P:je tento soudin
konstanta. Pozdéji uvidime, Ze je zdvisly na vzdalenosti
bodu P od sttedu kruZnice a na poloméru kruZnice.

Platf viak mnohem vic:

a z toho

Véta 7'. Méjme dvé riznobééné p¥imky a, b; jejich priselik
oznaéme P, '

a) Festlife dva rizné body A, B le#i na téfe polopiimce
primky a s poldtkem P a jestlie body C, D jsou body téZe polo-
pimky piimky b s poldtkem P a pFitom plati

PA.PB = PC.PD,
jsou body A, B, C, D koncyklické (1j. leZt na téZe krunici).

b) Festlile body A, B jsou body lefict na opainych polopiim-
kdch primky a s poldtkem P a jestlife body C, D lell na opal-
nych poloptimkdch primky b s pocdtkem P a piitom platt

PA.PB = PC.PD,
pak body A, B, C, D jsou koncyklické.

Dikaz. Dany vztah lze psat takto:
P4 : PC = PD : PB.

46



Pripf§eme-li k této rovnici je$t& shodnost whli
< APC = <BPD,

vid{me z toho, Ze
AAPC~ NDPB

XACP = <DBP.

Opfieme-li tedy trojihelntku ACD kiruZnici, musf na nf
lezet i bod B, nebof thly ACP, DBP jsou obvodov¢ thly
v uvaZované kruZnici nad tymZ obloukem.

Pozndmky. 1. Z dikazu je patrno, Ze vétu o mocnosti
bodu ke kruZnici jsme dokazali uZitfm véty o obvodo-
vych uhlech nad tymZ obloukem. Ukazuje se viak, Ze
tato véta a véta o obvodovych dhlech nad tymZ oblou-
kem jsou véty ekvivalentni.

2. Mocnost bodu ke kruZnici je &islo. Je opatfeno zna-
ménkem —+, je-li bod P vné kruZnice; je opatfeno zna-
ménkem —, lezi-li bod P uvnitt kruZnice. Bod na kruz-
nici ma mocnost rovnou nule. Nejmen3f mocnost, kterou
bod miiZze mit, je —r? a néleZf stiedu kruZnice.

a tudiz

Véta 8. Mocnost vnéjsiho bodu je rovna Ctverci délky teiny,
sestrojené z tohoto bodu ke kruZnici.

Dikaz (obr. 27). Bod P spojme se stfedem § dané
kruznice. Tato pfimka protne kruZnici v bodech 4, B.
Mocnost bodu P je:

Mp = PA.PB = (PS + SA) (PS— SB) =
— (PS + SA) (PS — SA) = PS* — S4? =
= PS: — ST = PTe,

kde T je bod dotyku te¢ny sestrojené z bodu P k dané
kruZnici. T{m je dikaz proveden.
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-Pozndmka. Tim je také prokazéno, Ze mocnost bodu ke
kruzZnici skutetné zavisf na vzdalenosti bodu P od stfedu
kruZnice a na poloméru kruZnice.

Takika samozfejmi je
véta nasledujicf, kterou uve-
deme bez dukazu.

Véta 9. Mnofina vlech bo-
di,které maji k dané krufnici

= (§; ) danou mocnost
M > —r2, je kruZnice soust¥.d-
Obr, 27 nd o poloméru r's = M + r2.

Priklady

1. Je dana kruznice £ = (§; r) a pfimka p. Na pfimce
$ najdéte bod, ktery ma vzhledem ke kruZnici & danou
mocnost M > —r? (napf. M = 5r2).

Resent (obr. 28). Na kruZnici k zvolfme libovolny bod 7,
v ném sestrojime te¢nu ¢ a na nf uréfme bod U, aby jeho
mocnost My = M. To znamen4, 2e TU = || M.

K sestrojenf délky TU pro prfpad M = 5r2 bylo po-
uZito Pythagorovy véty. Prislu§ny pravoudhly trojahelnfk
je TAB, v némz odvésna TA = 2r, TB = r a potom pie-
pona je

AB = TA2 + TB? =51 = M.

Je patrno, Ze
TU = A4B.
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KruZnice g = (§; SU) je mnoZinou viech bodd, které

majf vzhledem ke kruznici £ tutéz mocnost M (= 5r2).

go(cjly X, 7 spole¢né pifmce p a kruznici g jsou Zddané
ody.

Obr. 28 <Y

Abychom mohli diskusi provést pohodInéji, spustme ze
stfedu S kolmici na pifmku p a jejf patu oznatme P. Po-
loZme jeité PS = d. Pak miieme fici:

a) Jestlize d <}/ M, tiloha m4 dvé riizn4 fefen;
b) jestlize d = |/M, tiloha m4 pravé jedno fesens;
c) jestlize d > |/ M, tiloha nem4 74dné fefenf.})

1) Kdyby M = O, pak by fefeni existovalo pravé tehdy, jestliZe
by piimka p méla s kruZnicf & spoleéné body.
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2. Sestrojte kruznici, ktera se dotyka dané piimky ¢ a
prochéz{ pfitom dvéma raznymi body 4, B.

Resent (obr. 29). Pfedpokladejme, %e pifmka AB pro-
tina te¢nu ¢ v bodé P. Mocnost bodu P k hledané kruz-
nici oznaéme M a pak platf

M = PA.PB = PT, (a)

Obr. 29

kde T je bod dotyku kruZnice £ s te¢nou ¢. Z rovnice (a)
lze napf. uZitfim Euklidovy véty sestrojit délku dselky
PT, Znéme-li bod T, umfme pak sestrojit i kruZnici £.
Uloha ma4 fefen{ jediné tenkrat, kdyz body 4, B lezi
v téZe poloroving vytaté te€nou ¢. JestliZze to jsou vniténi
Kdyby —r* < M < O (napf. — % r’) , sestrojili bychom wseé-
ku délky —
4= = % /2
V2
a potom bychom sestrojili v kruznici k tétivu délky 2a. KruZnice
g’ kterd se této tétivy dotyka, je mnoZinou viech bodd, které majf
ke kruZnici k tutéz mocnost M (= — -;— r’) . Body X°, 1, spoleé-

né pfimce ¢ a kruZnici g’, jsou Zidané body.
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body téZe poloroviny a jestlize je§té€ kromé& toho jsou
rizné vzdileny od te¢ny ¢, jsou dvé rizné kruZnice vy-
hovujfcf dané iiloze. Jestlize to jsou vnitin{ body téze
poloroviny, ale majf od te¢ny ¢ shodné vzdilenosti, vy-
hovuje 1loze jedind kruZnice. V tomto pifpadé bod P
neexistuje a pfiklad se da fegit jednoduseji. Jestlize praveé
jeden z bodu 4, B leZi na pf{mce ¢, mé ulohajediné Fese-
nf a jestlize oba body leZf na pifmce ¢, iloha nem4 feSenf.

3. Je dana kruZnice k£ = (S; r) a jejf se¢na s = CD
kolma k danému priméru 4AB. Bodem A4 vedme libo-
volnou pifmku p, kterd tétivu CD protne v bodé K a
kruZnici £ v dal§im bodé L. Dokazte, 2e AK. AL = konst.

Obr. 30

Resent (obr. 30). a) Prisedik ptimek AB, CD oznalme
F. Jestlize pfimka p splyne s piimkou AB, pak K = F,
L = B a podle Euklidovy véty je

AK.AL = AF.AB = AC? = AD? = konst.

b) Predpoklidejme, Ze p == AB a bod K leif mezi

body D, F. Je ziejmé, Ze Etyrahelnik BLKF je tétivovy,
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nebot dva jeho protéjsf hly jsou pravé. Lze mu proto
opsat kruZnici. Mocnost bodu 4 vzhledem k této kruz-
nici je

M, = AK. AL = AF . AB = AD? = konst.
a tfm je ditkaz vyslovené véty proveden.

Obr. 31

4. Je ddna kruZnice k a v nf primér AB. Dale je dina
pifmka p kolma k 4B a nemayjicf s kruznicf £ Zadny spo-
le¢ny bod. Priaseétkem P pifmek p, AB je proloZena se€na
s # AB, ktera kruzZnici k protfnd v bodech C # D. P¥im-
ky AC, AD protnou pffmku p v bodech E, F. Dokazte,
Ze platf PE.PF = konst.

RiSent (obr. 31). Predpokladejme, Ze oznatenf bodi C,
D je zvoleno tak, Ze body 4, C jsou sousedni a Ze bod B
lezf mezi body 4, P. Potom

XABC = X ADC,
XBAC = 90° — < A4BC,
JPEA = 90° — &BAC = <ABC.
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Shrneme:
JSABC = X ADC = JXPEA.

Potom viak &tytthelntk CDFE je tétivovy. Mocnost M
bodu P vzhledem ke kruZnici opsané tomuto &tyftheln{-

ku je
M = PE.PF = PD.PC = PB.PA.

Obr. 32a

Aviak posledné napsany soudin je nezévisly na poloze
seny s a tudiZ je konstantn{; tim je vyslovené tvrzenf do-
kazino. '

V dal3fm si viimneme mocnost{ bodi vzhledem k dvé-
ma nesoustfednym kruZnicfm.

Ve&ta 10. Mno&ina viech bodii, které majt stejnou mocnost ke
dvéma nesoustiednym kruZnictm ki, ks, je pftmka zvand chor-
ddla, kolmd na stfednou danych kruZnic.

Dikaz. a) Jestlize dané kruZnice majf spoleéné dva
razné body 4, B (obr. 32a), je chordéla pifmka AB. Sku-
te¢né, mocnosti boda 4, B vzhledem k obéma kruZnicfm
jsou stejné, rovné nule.

MA=MB=O.
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Body 4, B nilezejf proto hledané mnoZin& bodid. Zvolme
nyn{ na pfimce AB libovolny bod P, ale tak, aby nesply-
val se Zidnym z bodu 4, B. Jeho mocnost k obéma kruz-
nicim k,, £, je tiZ a je rovna sou¢inu PA.PB. Z toho je
vidét, Ze viechny body pifmky 4B majf stejnou mocnost
k obéma kruznicfm.

Obr. 32b

Méjme nynf bod Q # 4 o némZ piedpoklidime, Ze
mi tutéZ mocnost k obéma danym kruZnicim. Bod Q
spojme s bodem 4. Dalsf prasetiky této spojnice s kruz-
nicemi k,, k, oznaéme po fadé B,, B,. Mocnosti bodu Q
vzhledem k uvaZovanym kruZnicim jsou

M, = QA4.0B,, M, = QA.QB,.
Podle ptfedpokladu viak platf
QA.0B, = QA.QB,,
ale to nenf jinak moZné, nez Ze
B, = B, = B,
tj. bod Q mus{ leZet na pifmce 4B.
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b) Jestlize se kruZnice vzijemné dotykaji v bodé A,
chordala je te¢na ve spoleéném bodé. Dikaz se provadt
jako v piedeslém pifpadé.

c) Jestlize kruZnice nemajf 24dny spoleény bod a kazda
lezf vné druhé, pulf chordala délku spole¢né tedny ¢ obou
kruZnic (obr. 31b). Body dotyku te¢ny ¢ s obéma kruzni-
cemi oznatme T,, T, a stfed uselky 7,7, oznaéme K,
Jeho mocnost ke kruZnicim &, &, je po fadé (X je pra-
setfk stiedné a chordaly)

M =KT} =K} —r =KX2 + XS—1}, (1)
M,=KT; =K§;—r} =KX? + XS;—1ri. (2

PonévadZ obé mocnosti jsou stejné, plyne z toho
XSt — 12 — XS — 13, 3)

Zvolme nynf na pifmce ¢ libovolny bod P # X, ktery
neleZ{ na Zzadné spole¢né te¢né kruznic &, k,. Jeho moc-
nosti k danym kruZnicfm jsou

Mp = PS?—1r? = PX* 4 XSt —1},
M, = PX* + XS} —1.

S ohledem na rovnici (3) dostaneme
Mp = PX? 4 XS} — 1} = Mp.

M¢éjme obricené bod Q, ktery ma tutéZ mocnost ke
kruznicim k;, k,. Tedy

My = M. 4)
Oznatme XQXS,; = &. Potom (pouZfvime kosinové véty)

My = Q8 — 12 = QX* 4 XS} —2.0X.XS,.cos 0 — 13,
My = Q83 — 13 = QX® + XS} + 2.0X.XS;.cos 0 — 13,
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Ale platf rovnice (4) a proto

XS} —2.0X. XS, .cos0 — 1} =
= XS +2.0X.XS5%.cos w — 12,

S ohledem na rovnici (3) se prdvé napsand rovnice
jesté zjednoduif

(XS, + XS,) cos o = 0.
Aviak
XS, + XS, #0,
a proto
cosw =0, t.o =90°

a bod Q le#f na chordile c.
d) Zbyva jesté pifpad naznadeny v obr. 32c, kdy kruZ-

nice k,, k, nemajf Zidny spole¢ny bod a jedna leZf uvnitf
druhé. Na zidkladé ptikladu 1 sestrojfme bod U,, ktery

Obr. 32¢
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m4 danou, ale jinak libovolnou mocnost ke kruZnici £,
a bod U, ktery ma tutéZ mocnost ke kruznici k,. Kruz-
nice (§,; §,U)), ($:; S.U,) se protnou v bodé K. (Jestlize
kruznice Icl, k ne_]sou soustfedné a jestlize mocnost bodu
U, je dostatetn& velkd, pak priscetk K vidy existuje.)
Pf-imka ¢, jdoucf bodem K kolmo na stfednou S8, je
chordéla danych dvou kruzZnic. Diakaz se provede jako
v pifpadé c.

VyloZenou teorii zakonéfme vétou, jejfz dikaz si mi-
Zete provést sami. (Viz cvitenf 4.)

VEta 11. Méjme tfi krufnice ky, ks, ks, z nichf &ddné dvé
nejsou soustfedné. Chorddly krusnic ky, ky; ki, ks; ks, ks prochd-
zejt bud jedinpm bodem, nebo jsou rovnobéZné. Tento druhy pri-
pad nastane prdvé tehdy, leZl-li stiedy uvaZovanjch kruZnic
v pHmee.

Piiklady

5. Jsou dany dvé shodné kruZnice k,, k,, které majf spo-
le¢né pravé dva rizné body M, N. Libovolna kruzZnice £,
ktera se v bodé M dotyka ptimky MW, protne dané krui-
nice jeité¢ v bodech K, L. Dokaite, ze pifmka KL pro-
chéaz{ sttedem O tétivy MN.

Dukaz (obr. 33). Bod O spojme s priiseéfkem K. Tato
spojnice protne kruZnici k je$té v bodé L” a kruznici &,
jesté v bodé L'. Potftejme nynf mocnost bodu O ke kruz-
nici £ a ke kruZnici £,.

M, = OM? = OK.OL’,
M, = — OM: = — OK.OL".
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Je vidét, Ze obé mocnosti jsou stejné, aZz na znaménko, a
proto miZeme psat

OK.OL' = OK.0L’,

tj. OL’ = OL’". KruZnice £, k, jsou soumérné sdruZené
podle stiedu O a proto bod L" — ktery je soumérné sdru-
Zeny s bodem L' — leif na kruZnici &, a je to tedy spo-
le¢ny bod L kruZnic £, k,, jak jsme méli dokazat.

Obr. 33

6. Jsou diny dvé kruinice £ = (§; 1), k' = (§'; 1)
riznych poloméri, z nichZ kazda lezf vné druhé. Jejich
vnéjif stfed stejnolehlosti je 0. Jim je proloZena pfimka
p # 8§, ktera dané kruZnice protind v bodech M, N;
M, N'. Te&ny sestrojené v téchto bodech tvof{ rovnobéz-
ufk, jehoZ jedna uhlop#itka prochédzf bodem O a druha
lez{ na pevné pifmce. Dokaite.

Rosent (obr. 34). UvaZované te&ny tvoi &tyithelnfk
KLGL’. Ponévadz te¢ny v bodech M, M’ jsou rovnobéz-
né (jsou to pifmky, z nich? jedna je obrazem druhé ve
zminéné stejnolehlosti) a tedny v bodech N, N’ jsou také
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rovnobéZné z téhoZz divodu, omezujf tyto &tyfi tedny
rovnobéinfk. Tim je prvni &ast tvrzen{ dokdzéna.

V uvaZované stejnolehlosti si odpovidaji i body L, L’ a
proto jejich spojnice prochazi sttedem stejnolehlosti O,
jak jsme méli dokézat.

~. /-
v

\\ ,{ Obr. 34

A posléze, trojuhelntky LMY, KM’ N jsou také stejno-
lehl¢ se stiedem stejnolehlosti v bodé N. PonévadZ platf

LM = LN,
musf také platit
KN =KM.

To viak znamen4, Ze bod K m4 stejnou mocnost k obéma
kruznicfm a leZ{ proto na chordale danych dvou kruznic.
Ale totéZ se da dokazat i pro bod G a odtud je jiZ patrno,
Ze thloptitka KG lezi na chordéle danych dvou kruznic.
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7. Je dédna pevna kruZnice k = (§; r) a pevny bod 4
nelezfcf na kruZnici k. Bodem 4 proloZzme libovolnou
kruZnici m, ktera danou kruZnici protfnd pravotihle. Tato
kruZnice prochaz{ dalsim pevnym bodem B # A4, nezi-
vislym na volbé kruZnice m. Dokazte. (Jinak formulova-
no, mame dokazat, Ze viechny kruZnice m tvoif svazek.)

Obr. 35

Dikaz (obr. 35). UvaZujme nejprve pifpad, Ze bod 4
lezf vné kruznice k. Zvolme libovolnou kruznici m uve-
dené vlastnosti. Ta protne kruZnici & v bodech X, L a
pifmku S4 v bodé B. Mocnost Mg bodu § vzhledem ke
kruZnici m je

Mg = SK2 =r* = §A.SB.
Z toho
SB = r? : SA.

Ale napsany vyraz je konstantnf, nez4visly na volbé kruz-
nice m, a bod B lezf nutné na polopfimce §4 (nebot moc-
nost bodu S je kladnd) a proto bod B je neproménny,
pevny, jak jsme méli dokézat.
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Kdyby bod 4 leZel uvnitf kruZnice k, vyménila by se
gloha bodii 4, B; dikaz by se provddél stejnym zpuso-
em.

Obr. 36

8. Nad dhlopff¢kami daného lichobéZntka ABCD jako
nad pruméry jsou sestrojeny kruZnice. Jejich spoletnd
tétiva MN prochdzf (v prodlouZenf) priase¢tkem riizno-
béznych stran. Dokazte.

Refent (obr. 36). Oznalme F prisettk kruznice £, se-
strojené nad Ghlopiitkou AC, s ramenem BC, a G pri-
settk kruZnice k', sestrojené nad primérem BD, s rame-
nem AD. Je patrno, Ze

XAGB = XAFB = 90°,

a proto body F, G leZf na kruZnici opsané nad primérem
AB. (CtyiGhelnik ABFG je tétivovy.)
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Jeden z prusetikir kruZnic £, £’ oznalme N. Pifmka
EN protne kruznici k v bodé M a kruZnici &' v bodé M.
UkédZeme, Z2e M = M’, a tfm bude diikaz proveden.

Mocnosti bodu E ke kruznicim £, &' po fadé jsou:

Mz = EM.EN = EC.EF, (a)
My = EM'.EN = ED.EG. (b)

Mocnost M bodu E vzhledem k pomocné kruznici nad
pramérem AB je

M = EA.EG = EB.EF. (c)
Ponévad? strany AB, CD jsou rovnobézné, lze psat
EC:EB =ED : EA,

EA.EC = EB.ED. ()
Z rovnic (c), (d) lze dostat rovnici

EG : EC = EF : ED

EG.ED = EC.EF.

Aviak soudiny v této rovnici jsou mocnosti Mg, Mg. Tedy

tj.

&ili

a po dosazenf
EM.EN = EM .EN ¢&li EM = EM'.

Avsak body M, M’ lezf na polopfimce EN a tudfz M =
= M, jak jsme méli dokazat.
Zde platf i véta obracena.

9. Je din &tyFahelntk ABCD. JestliZe spoletna tétiva
kruZnice k£ sestrojené nad primérem AC a kruZnice &’
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sestrojené nad prumérem BD prochdzf prisetfkem E
stran AD, BC, je dany &tyfahelnfk lichobéZnikem.

Dakaz. Mocnost bodu E, ktery leZi na chordale kruz-
nic k, ', je
My = EM.EN = EC.EF = ED .EG.
Z toho mime Améru
ED : EC = EF : EG.

Z toho usuzujeme, ze &tyfahelnik CDGF je tétivovy. Ale
¢tyfthelnik ABFG je také tétivovy, nebot

XGAB = 180° — <GFB = <GFC = 180° — XGDC,

coZ znamena, Ze strany AB, CD jsou vzijemné rovnobéz-
né, jak jsme chtéli dokazat.

Cuvilent

1. Co vyplituji viechny body, jejichz mocnost k dané
kruZnici je stale taz?

2. Je dina kruZnice k = (S, r). Sestrojte mnoZinu
viech bodd, které maji k této kruZnici mocnost r2; 2r2;
— 3 — i

3. Jsou dany dvé nesoustfedné kruznice £ = (S, 1),
kK = (&, r'). Najdéte bod, jehoz mocnost k prvnf kruz-
nici je 7£ a k druhé 2r%. Provedte diskusi.

4. Jsou dany tfi kruZnice, z nichZ 24dné dvé nejsou
soustiedné a kazda protina druh¢ vZdy ve dvou riznych

bodech. Ukazte, ze chordaly prvni a druhé kruZnice,
druhé a tfetf, prvnf a tfetf prochazeji jedinym bodem.
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Platf véta i tehdy, kdyZ viechny tfi kruZnice majf své
stfedy v pfimce?

5. Je dana kruZnice k£ = (S, 7) a bod 4 leZfcf vné této
kruznice. Necht M.V je libovolny priamér kruZnice £, a to
takovy, ze body A, M, N jsou vrcholy trojuhelnfka. Do-
kazte, %e kruZnice opsana trojuhleniku AMN prochazf
kromé bodu 4 jeité dal¥im pevnym bodem, ktery neczé-
visf na volbé praméru MN. (Ndvod: UvaZujte mocnost
bodu § ke kruZnici opsané trojuhelntku AMN.)

Pozndmka. D4 se ukdzat, ze AM? + AN? = konst. (Viz
partii o téZnici.)

6. Je dina pevnd kruZnice ¥ = (S, r) a na nf pevny
bod 4. V ném je ke kruZnici sestrojena te¢na ¢ a na nf
zvolen bod B tak, aby AB = d # 0. Pak je sestrojena li-
bovolnd kruZnice £’ = (§', r") dotykajfc{ se v bod¢ B
gh’mky ¢ a protinajicf kruZnici & v ruznych bodech C, D.

redpokladame, Ze utvary £, A, d jsou neproménné,.
a) Dokaite, ze pffimka CD prochézf pevnym bodem.
b) Najdéte mnoZinu viech stfedd uselek S5,
c) Najdéte mnozinu vech praseétk pfimek SS’, CD.
d) Zjistéte, jaky je vztah mezi poloméry uvaZovanych
kruznic a délkou d, jestliZze se kruznice protinajf kolmo.

7. Je dan trojihelnik ABC. Nad téZnicemi AA4’, BB’
jako nad priaméry jsou opsiny kruznice. Dokazte, Ze
Jejich chordala je vyska daného trojihelnfka, jdouct
vrcholem C.

8. V dané kruznici k = (§, r) jsou diny dvé tétivy
kolmo se protfnajicf v bod¢ E, ktery je vnitfnfm bodem
kruZnice. Tim je jedna tétiva rozdélena na dva useky,
Jjejichz délky jsou a, b a druhd na dva dseky délek ¢, d.
Ukazte, Ze

at 4 b2 4 ¢ + d2 = 472,
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4. kapitola

PRIKLADY RESENE JINAK,
ZEJMENA STEJNOLEHLOSTI

Vime, Ze kaZdé dvé kruZnice raznych poloméri majf
dva stiedy stejnolehlosti. Jestlize obé& kruZnice nemajf
Zadny spoledny bod a jedna lezf vné druhé, pak jeden
stied stejnolehlosti je priseétk vnéjsich tecen a druhy je
prase¢tk vnitfnich teCen. Rozum{ se, Ze oba lezf na
sttedné. Jestlize kruZnice majf vné&jsf nebo vnitinf dotyk,
je jednim stiedem stejnolehlosti spoleény bod. Jestlize
kruZnice nemaji Zadny spoleény bod a jedna lez{ uvnitf
druhé, dostaneme oba stfedy stejnolehlosti zndmou kon-
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strukci, ktera je provedena v obr. 37. K tomu jen pfipo-
meneme, Z¢ pifmka S4 je rovnobéind s pffmkou 4'4".

Piiklady

t 1, K dané kruZnici & sestrojte kruznici £’ s nf stejno-
lehlou pro stfed stejnolehlosti v bodé C a pro koeficient
stejnolehlosti A.

Resent (obr. 38). O sttedu S’ hledané kruZnice £’ platf
CS' = |A.CS, A 0.

Je-li A > 0, bod §’ leZf na polopifmce CS; je-li A < O,
bod $’ lez{ na opa&né polopiimce. Polomér hledané kruz-
nice je
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Podle toho kruZnici £’ snadno sestrojime. (V obr. 38 je
A=—2)

V obr. 38 si viimnéme jesté jedné véci. Libovolnému
bodu 4 na kruzZnici £ odpovida v na¥i stejnolehlosti bod
A’ na kruZnici £, a to tak, Ze

= |A].CA

a pfitom soucasné S4||$'4’. Obracenég, bodu B’ na kruz-
nici &’ odpovida bod B na kruZnici £, a to tak, Ze
|A].CB = CB’

a soudasné platf SB||S"B’. To platf i pro bod M’, ktery je
prasetfkem kruZnic £, £’. Jemu, jakoZto bodu kruZnice ',
v najf stejnolehlosti odpovidd bod M na kruZnici £ tak,

Ze
= |A|CM.
Tato okolnost nés pfivad{ k FeSenf nasledujictho piikladu.

2. Je déna kruZnice k£ a uvnitf nf bod C. Bodem C
vedte seénu tak, aby o jejich praseéicich X, X’ s danou

kruZnicf platilo
CX' = 2.CX.

Resent. Dany bod C povaZujme za stied stejnolehlosti,
jejiZ koeficient je 2. 'V této stejnolehlosti sestrojme kruz-
nici &’ jako obraz kruZnice k. Prise¢tky X', 7" kruZnic £,
k' jsou krajn{ body Zadanych tétiv.

Diakaz sprdvnosti popsané konstrukce provedeme
takto. Pi{fmka CX’ protne kruZnici k£ v bodé X, ktery je
vzorem bodu X’ v uvaZované stejnolehlosti. Proto platf

2.CX = CX,
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jak bylo ulohou pozadovano. Toté% platf i o druhé tétivé
ry.

Piiklad mé4 dvé raznd felenf pravé tehdy, kdyZ
SC > }r. Jestlize SC = } r, kruZnice &, &’ se vzijemné
dotykajf a je pouze jedno fesenf. Jestlize posléze SC < } 7,
Fedenf neexistuje.

3. Jsou dany dvé kruZnice k k', majicf vné&jsf dotyk
v bod¢ 7. Bodem T je vedena libovolna pfimka, kterd
kruZnice £, k¥’ protne po fadé v bodech 4 # T, 4" #£ T.
Te&na kruZnice £ v bodé 4 a te¢na kruZnice £’ v bodé A’
jsou navzijem rovnobézné. Dokazte.

Reent. Bod T je stied stejnolehlosti obou kruznic. Bod
4’ je obrazem bodu 4 v této stejnolehlosti a proto obé
zminéné tedny jsou vzijemné rovnobéZné.

4. Jsou dany dvé kruznice %, £’ v takové poloze, Ze
kazda z nich leZf vné druhé. Sestrojme kruZnici m o stie-
du M, ktera se jich dotykd po fadé v bodech 4, B. Jestlize
kruZnice m ma s obéma danymi vnéjsf dotyk nebo s obé-
ma vnitinf dotyk, prochézf ptimka AB pevnym bodem O
nezavislym na volbé kruznice m. Md-li kruznice m pravé
s jednou z danych kruznic vnitfnf dotyk, prochéazf pffm-
ka AB pevnym bodem O’ # 0. Dokazte. Jak se toto
tvrzenf zméni, jsou-li kruZnice £, £’ shodné?

Refent (obr. 39). Zvolme libovolnou kruZnici m, kter4
s obéma danymi ma vné&jif dotyk. Pifmka AB protne
kruZnici & jesté v bodé& B’ a stfednou 85’ danych kruznic
v bodé O. Nynf platf

ISB’'A = XSAB' = XMAB = <ABM = <X O0BS’
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a proto pifmky BS’, SB’ jsou vzdjemné rovnobéZné a
pifmka BB’ prochdz{ vnéj§im stiedem O stejnolehlosti
kruznic &, £'.

Sami si uZ narysujte obrazek a dokazte, Ze v druhém
pripadé bod O’ je vnitinf stied stejnolehlosti kruZnic £, £’.

—_—
— ——

Obr. 39

Jestlize dané kruZnice £, k' jsou shodné, potom vné&jif
stied stejnolehlosti O neexistuje a pitimka AB je rovno-
bézna se stfednou S§' nezavisle na zvolené kruZnici m,
kterdA ma s obéma danymi kruZnicemi bud vnéjif, nebo
vnitfnf dotyk. Vnitinf stfed stejnolehlosti oviem existuje
a jim prochaz{ kazda pfimka AB, kterou difve popsanym
zpasobem dostaneme z kruZnice m, majicf pravé s jednou
z danych kruZznic vnitfnf dotyk.

5. Necht dvé kruZnice k, k' majf spole¢né pravé dva
ritzné body 4, B. Bodem 4 vedme pfimku tak, aby v obou
kruznicich vytinala shodné tétivy.

Resent. Sestrojme kruZnici k,, kterd je soumérné sdru-
Zena s kruznicf £ podle stfedu soumérnosti 4. Kruznice £,
protne kruZnici £’ v bodé X’. Pifmka AX’ je hledana
pifmka.
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KruZnice k,, £’ majf skute€né spole¢né dva rizné body
A, X'. Kdyby totiz mély spoledny pouze bod 4, kruznice
ki, k' by se vzijemné dotykaly, ale potom by se dotykaly
i kruZnice k, k', coZ by bylo proti predpokladu.

Popsan4 konstrukce je skuteéné spravna. Bodu X' jako
bodu kruZnice £’ odpovida v uZité stfedové soumérnosti
boc}4 1}(: na kruZnici £ a na pffmce AX'. Proto také AX =

Tak, jak je pfiklad formulovén, existuje pravé jedno
FeSeni.

6. Jsou diny dvé soustfedné a rizné kruZnice k =
= (§,7), ¥ = (S, r'). Na vnéj¥{ je zvolen bod A. Timto
bodem se ma proloZit pfimka p tak, aby jejf tétiva ve
vét§i kruZnici byla men§f kruZnicf rozdélena na tfi stejné
dily.

Obr. 40

Resent (obr. 40). Ke kruZnici £ (je to vnitinf kruZnice)
sestrojme kruZnici £, stejnolehlou podle stfedu 4 a o koe-
ficientu 2. KruZnice &, protne kruZnici £ v bodé X,.
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Piimka AX, vyhovuje na¥f uloze. Skute¢né, bodu X; na
kruZnici £, odpovida ve zmfnéné stejnolehlosti bod X na
piimce AX; a na kruZnici £, a to tak, Ze

AX, : AX =2:1.

AX = XX,
a ze soumérnosti obou kruZnic plati té2
AX = XX, = BX,,
kde B je druhy prisettk pfimky AX; s kruZnicf £'.
Pifklad m4 dvé riizna fejenf, pokud r > % r'. JestliZe

r = }r’, ma priklad jediné FeSen{ (je to prumér 4S).
Jestlize r < 4 7', neexistuje Z4dné fesen.

Tedy

7. Jsou dény dvé nesoustfedné kruZnice £ = (S, 7),
k' = (8", r') amimo né bod P. Sestrojte te¢nu ¢ kruznice &
a te¢nu ¢’ kruZnice &’ tak, aby obé tyto te¢ny byly vzé-
jemné rovnobézné a aby vzdalenosti bodu P od téchto
dvou teten byly v poméru m : n.

Resent (obr. 41). Body dotyku teden ¢, ¢’ s kruZnicemi £,
k' oznatme po fadé¢ T, T'. Paty kolmic, spuiténych
z bodu P na tetny ¢, ¢/, oznaime postupné U, V. PoZada-
vek ulohy je

PU:PV =m:n.

Pifmka PT protne te¢nu ¢’ v bod¢ X a platf
PU:PV =PT :PX=m:n.

Sestrojme nynf pomocnou kruZnici k,, kterd je stejno-
lehla s kruZnicf k£ podle stfedu stejnolehlosti P a pfitom
koeficient stejnolehlosti je m : n. KruZnice £, se v bodé X
dotykéd pifimky ¢
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Konstrukce teen ¢, ¢’ je podle toho takovito: Sestroji-
me kruznici £,. Spolednd te€na kruZnic k,, £’ je te¢na ?'.
Tena ¢t v bodé T, ktery ve stejnolehlosti odpovida bodu
X, je pak s nf rovnobézna.

Spravnost konstrukce vyplyv4 z predeslého.

Obr. 41 P

Polet fedenf zavisf na poltu spole¢nych teden kruZnic
k,, k. Podle toho mize mit pifklad nejvyse &tyfi rizna
fefeni (pokud oviem £, # k'), a to tenkrat, kdyz kazda
z kruZnic k,, £' lezf vné druhé. JestliZe tyto dvé kruZnice
majf vnéj¥ dotyk, existujf tfi rizna Felenf; jestlize majf
spole&né pravé dvé rizné te€ny, existujf dvé rizna felent,
a jestlize maji vnitfnf dotyk, existuje jediné feSenf. Jestli-
Ze jedna z kruZnic k,, £’ lez{ uvnitf druhé, neexistuje
zadné feSeni. JestliZe te€na ' je zaroveil te¢nou kruZnice
K, pak te¢ny ¢, t’ splyvajl.

To jsme stile pfedpoklddali, Ze kruZnice k,, ¥’ jsou
rizné. Kdyby splyvaly, pak by existovalo nes¢fslné mno-
ho feseni.
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8. Budtez E, F, G paty vySek daného trojihelntka
ABC, ktery nenf pravouhly; ortocentrum oznatme H.
Sestrojme kruZnici nad praméry EH, FH, GH. Ukazte,

Ze tétivy spoleéné prvnf a druhé kruZnici, druhé a tfetf,
prvnf a tfetf jsou shodné.

Resent (obr. 42). Vime, %e vyiky daného trojihelnfka
jsou osami uhld ortického trojihelnika EFG. Ortocentrum
H ma tedy od jeho stran EF, FG, EG shodné vzdilenosti.
V obr. 42 jsou narysovany jen dvé kruZni« ¢ o primérech
GH (se sttedem O,) a EH (se sttedem O,). V trojihelnfku
EGH je usetka 0,0; stiednf pi{tkou a palf proto vzdale-
nost vrcholu H od strany EG. Aviak usetka 0,0, je za-
roveii stfednd uvaZovanych dvou kruznic a proto pulf
spoleénou tétivu kruZnic k,, ks, tj. tétivu HK, kde K je
druhy spole¢ny bod kruZnic £, k. Tento bod K, jak
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plyne z piedesl¢ho, lezf nutné na strané EG a platf o ném
HK 1 0,0, a tudfz také HK | EG. Totéz platf o kruz-
nicich &, k, a jejich spole¢né tétivé HL (resp. o kruzni-
cich k,, k3 a jejich spoletné tétivé HM). Délky usetek
HK, HL, HM jsou podle toho vzdalenosti bodu H od
stran po fadé EG, EF, FG, a ty — jak jsme dfive uvedli
— jsou shodné.

9. Sestrojte kruZnici, kterd se dotykd dvou riznobé:-
nych piimek ¢, f, a prochaz{ pfitom danym bodem M,
ktery neleZf na Zadné z danych pifmek.

Reient (obr. 43). Hledana kruZnice £, je stejnolehld
s kazdou kruZnicf %, dotykajicf se danych dvou teden.
Stfed stejnolehlosti je prasettk R pfimek ¢, t,. Danému
bodu M ptitom odpovida bod M’ na kruZnici £.

Konstrukce hledané kruZnice je pak tato. Nejdifve se-
strojime pomocnou kruZnici £ libovolného poloméru,




ktera se dotykd pfimek ¢,, ¢,; jejf stfed oznalfme O. Na nf
zjistime bod M’, ktery ve zmfnéné stejnolehlosti odpovi-
da bodu M. Potom poloméru OM’ odpovidid polomér
0, M hledané kruznice £,. Ponévadz stied O, lezf na ose
thlu teden £, t,, je tim bod O, uréen a je uréena i kruZni-
ce k;,. (Rozumi se, Ze sestrojujeme osu toho uhlu teten
ty, t,, v némz lez{ bod M.)

KruZnice %, skute¢né spliiuje podminky kladené dlo-
hou. Predevifm je obrazem kruznice k¥ v pouZité stejno-
lehlosti a dotyk4 se proto pifmek ¢, ¢,. PonévadZ kruZni-
ce k prochdzf{ bodem M’, musi kruZnice &, prochizet
bodem M, ktery je obrazem bodu M’ v uvedené stejno-
lehlosti. _

Piiklad m4 pfi dané formulaci dvé riznd fedenf, nebot
bod M ma na kruZnici & za sv{j vzor bud bod M’, nebo
M.

10, Sestrojte kruZnici, kterd se dotykd dvou rdznobéz-
nych tefen £, £, a dané kruznice m = (M, 7).

Refent (obr. 44a, b) neprovedeme celé; spokojime se
s rozborem a s ndznakem konstrukce. V obr. 44a mi
dand kruZnice m s vyslednou kruZnicf £ vné&j§f dotyk.
Sestrojme pomocnou kruZnici &' tak, aby prochizela
bodem AM a byla s kruZnic{ £ soustfedna. KruZnice &’ se
dotyka piimek ¢, #; rovnobéZnych po fadé s pit{fmkami
t,, t; a majicich od stfedu S vzdéalenost o r vét¥{ nez dané
pifmky.

Podle toho stadf sestrojit pifmky #'y, £', a2 pak kruZnici ¥,
kterd se téchto pifmek dotykd a prochdzf pfitom bo-
dem M. Hledana kruZnice je s nf soustfednd, ale polomér
ma o r men§i. ‘

V obr. 44b mé hledand kruZnice s danou kruZnicf
vnitfnf dotyk. Pomocna kruZnice &', ktera je s hledanou
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soustfedn4 a prochdzf pfitom bodem M, dotyk4 se p¥i-
mek ], ¢, které jsou s pifmkami ¢,, {, rovnobézné a od
bodu § majl vzdalenost o r men3f nez je vzdilenost pti-
mek t,, t,. Dal¥f si uz &tenaf odvodf sam.

Uloha miiZe mit nejvyse Etyfi rizna fefenf.




11. Je ddna kruZnice k o stfedu § a jejf dvé riiznobéZné
te¢ny a, b, jejichZ body dotyku po fadé oznadfme 4, B;
prusedik teden je P. Sestrojme dal3f teénu ¢ rtiznou od
teden g, b, ktera protne te¢nu a v bodé X a te¢nu b v bodé
Y. Sestrojme dale pifmku ¢ jdoucf sttedem S kolmo

k ptfmce SP. Ta protne tednu a v bodé U a te¢nu &
v bodé V. Dokaite, ze platf UX.VY = SU2

ReSeni (obr. 45). Je nutné probrat dva pifpady. Prvnf
je ten, kdy dana kruznice je uvnitf vepsana trojahelnfku
XYP a druhy nastane, jestlize kruZnice & je vné vepsédna
trojihelnfku X¥P. Probereme jen pifpad prvnf a druhy
pfenecham &tenafi.

V trojthelniku XYP oznaéme

XYXP =20, <IXYP =28, <XPY =2y.

O nich tedy platf
a+8+y=90.
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V dal$im dokédZeme, Ze
ASVY ~ AXUS.
To provedeme takto:
XxSYV = 8, XSVY =90° +v.

Proto tietf tihel v trojuhelniku SV'Y ma velikost a.
V trojuhelnfku XUS maji vnitini ahly potom tyto ve-
likosti:
XSXU = «, ISUX =90° + v,

a to stalf k dikazu tvrzenf, Ze zminéné trojihelnfky jsou
podobné. Potom viak miZeme psit

SV:UX = VY : SU,
SU.SV = UX.VY,

a to jsme méli dokéazat,

4.

12. Kruznice k', kterd prochéazi stfedy stran daného
trojuhelnika ABC, prochazi i patami vySek a stfedy tse-
¢ek, omezenych ortocentrem a vrcholy 4, B, C. Jejf
polomér je roven poloviné poloméru kruznice opsané da-
nému trojuhelniku. (Je to tzv. kruZnice deviti bod nebo
kruznice Eulerova, nebo téz Feuerbachova.)

Dukaz (obr. 46). a) Stfedy stran daného trojuhelntka
oznatme po Fadé 4', B’, C’ a paty vyiek ozna¢me D (na
strané BC), E (na AC), F (na AB). Stifed kruZnice k
opsané trojuhelniku ABC je S. Je okamzité ziejmé, Ze
trojahelniky ABC, A’B’C’ jsou stejnolehlé, nebot AB||
|A’B’y BC|B'C' a AC||A'C". Stfed této stejnolehlosti je
jejich spoledné tézisté T a pomér stejnolehlosti je —2.
Proto polomér kruznice &', ktera je opsana trojiihelniku
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A'B'C’, je roven poloviné poloméru kruZnice £, ktera je
opsédna trojihelniku ABC.

b) Trojahelnfk ACF je pravouhly a usetka FB' je
v ném téZnice, jdoucf vrcholem pravého thlu. Proto

}AC = AB’' = CB’ = FB'.

Také viak platf
3AC = A'C
a proto

FB' = 4'C".
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LichobéZntk FC'A’B’ je tudfZ rovnoramenny a lze mu
tedy opsat kruznici. Ale to je kruZnice &', ¢imZ jsme doka-
zali, Ze bod F lezi na kruZnici £'. Podobné se da ukazat,
Ze 1 body D, E lezf na kruZnici £’ a tim mame dokdzanu
dalsf ¢ast vysloveného tvrzent.

c) Stied usedky HC oznaéme M. Usetka MB’ je stied-
nf piitka v trojuhelnfku 4DC a tudiz

MB’ || AD,

z tehoz vyplyva, Ze

wp MB’ | B'C.
Nad preponou MC’ jsou podle toho sestrojeny dva pravo-
uhlé trojahelnfky, MC'B’, MFC’'. Ty majl spoleinou
opsanou kruznici, coZ je pravé kruznice £’. Tim jsme do-
kazali, Ze bod M lezi na kruznici £#'. Podobné se da doka-
zat, Ze i bod K (stied dsetky AH) a bod L (stfed dsecky
BH) lezi na kruznici &', ¢imZ je poslednf &ast naSeho
tvrzenf dokdzana.

Dukaz byl proveden pro obecny trojahelnik. Véta viak
platf i pro trojuhelnfk pravodhly. V rovnoramenném
trojuhelnfku se kruznice deviti bodd dotyka zdkladny a
v trojuhelnfku rovnostranném splyva s vepsanou kruz-
nicf.

13. KruZnice k, k' z pfedeslého pifkladu majf stfed
stejnolehlosti jednak ve spoleéném tézisti T trojuhelnftka
ABC, A’B’C’, a jednak v ortocentru H daného trojihel-
nfka.

Dukaz (obr. 46). O bodu T jsme to dokdzali v pfe-
deslém ptikladé. Vsimneme si proto jen bodu H. Uva-
Zujme stejnolehlost se sttedem v bodé A a pomérem stej-
nolehlost1 2 : 1. V nf bodiam 4, B, C odpovidajf po fadé
body K, L, M a kruZnici k, kterd prochaz{ body 4, B, C,
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odpovida kruZnice jdoucf body K, L, M; ale to je pravé
kruZnice £’. Tedy kruZnice %, £’ si v uvaZované stejno-
lehlosti odpovidajf, jak jsme méli dokézat.

14. Oznaéme (viz obr. 46) AH = v;, HD = v;; BH =
= o, HE = v; CH = v;, HF = v;. Dokaite, Ze

Uy .Up = Up.Up = Ue.Uss
Dikaz. Mocnost bodu H vzhledem ke kruZnici £’ je

M = HK.HD = HL.HE = HM.HF. (1)

Ale
HK = } AH = }v;, HD = v atd.

Po dosazenf do (1) dostaneme dany vztah.

Obr. 47

15. Je dan rovnobéinik ABCD a kruZnice k obsahujfcf
jeho vrchol A. Necht polopifmky AB, AC, AD jsou touto
kruznicf protaty po fad¢ jeité v bodech K, L, M. DokaZte,

Ze platf
AC.AL = AB.AK + AD .AM.

8 Kru2nice 8l



Dukaz (obr. 47). Ctyfthelnik AKLM je tétivovy a
platf tedy o ném Ptolemaiova véta:

AL.MK = AK.LM + AM.KL. (1)

Trojuhelntky ABC, MLK jsou podobné, nebot

JSBAC = <KAL = <KML,
JACB = ¥DAC = <MAL = S MKL.

O stranich téchto trojuhelnfkid tudfz platf

AB : AC = LM : MK,
BC : AC = KL : MK,

Z téchto rovnic vyjadiime LM, KL a po dosazen{ do (1)
obdrzime Zidany vztah.

16. Jsou dany tfi kruZnice k;, = (O, 1y), k, = (O, 1),
ks = (O, r3). Necht kazdé dvé z nich majf vnéj§f dotyk
a nechf kruZnice &y, k, (ky, ka; ko, ka) se dotykajf v bodech
T, (T,; T,). Piimka 7,7, (T,7,) protind kruZnici &,
jesté v bodé K (L). Ukazte, Ze use¢ka KL je primérem
kruZnice ;.

Dukaz. KruZnice %,, ky jsou navzijem stejnolehlé
podle stiedu stejnolehlosti T,. V této stejnolehlosti odpo-
vida tsedce 0, T, tsetka O,K. Platf tedy 0,K 0,0,. Po-
dobné dokdZeme, Ze i L0O,|| 0,0, a jsme s dikazem ho-
tovi.

17. Je dan ostry thel a o vrcholu ¥ a na jeho ose sou-
mérnosti je din bod O, nesplyvajici s vrcholem V. Kolem
bodu O opiste kruznici tak, aby jeji polomér byl mensi
nez OV a aby jeji prisetiky s obéma rameny uréovaly
lichobéZnik daného obsahu £2.
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Refenf. Hledan4 kruZnice protne jedno rameno tihlu
v bodech A4, B a druhé rameno v bodech C, D. Lichobé&z-
nfk je ABCD. Paty kolmic, spuiténych z bodu O na ra-
mena daného thly, oznatme K (na rameni AB) a L (na
CD). Use&ka KL je stfednf pif¢ka lichobéznfka a protina
osu uhlu v bodé M. Vyiku lichobéinfka oznaéme 2.
Potom pro obsah lichobéznfka platf

P=KLv=4k, t. o=4k: KL

Ze ziskaného vzorce miZeme snadno sestrojit vysku o,
jejf polovinu naneseme od bodu M v obou smérech na
osu uhlu a takto zfskanymi body prochézeji zikladny
lichobézntka (kolmo k ose).

Je-li NV stfed kratif zdkladny lichobéZnika, platf

ON < OV.
Ale
ON = }o + OM = 2’;@ +OV.sin
a proto
E_ Lo ov.
5 g +OV-sin? 7 <
Z toho

k* < 2.KL.OV.cos®
a to je podminka FeSitelnosti.

2 H

Coiéent

1. Dvéshodné tsetky AB, CD svirajf ostry tihel a a2 majf
spoleény vnitini bod R takovy, Ze trojihelnfky ACR,
BDR jsou rovnoramenné. Do téchto trojuhelnfki jsou ve-
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psdny kruZnice. DokaZte, Ze soulet délek obou kruZnic
je nezavisly na délce AR.

2. Dvé kruznice &, = (8}, 11), k, = (S, ;) majf spo-
le¢né pravé dva rtzné body 4, B. Pi{mka AS, protne
kruZnici &k, v bodé B, a pfimka A4S, protne k, v bodé B,.
Primka B, B, prochdzf bodem B a je rovnobézna s pf{m-
kou §,5,. DokaZte.

3. Je ddnakruZnice & a jeji dvé rizné, vzijemné rovno-
bézné te¢ny a, b, jejichZz body dotyku jsou po fadé A4, B.
Zvolme dalsf te€énu ¢ kruZnice &, riznobéZnou s te¢nami
a, b, ktera te¢ny a, b protne postupné v bodech K, L. Do-
kazte, Ze soutin AK.BL je nezavisly na poloze te¢ny ¢.

4. Do rovnoramenného trojihelnfka je vepsidna kruz-
nice k. Pak je sestrojena kruZnice &, men§tho poloméru,
ktera se dotyka obou ramen daného trojihelnfka a kruz-
nice k. Vypoctéte polomér kruznice £,.

5. Do rovnostranného trojuhelnfka jsou vepsadny tfi
kruznice takové, Ze kazda z nich se dotyka dvou stran
trojahelnfka a druhych dvou kruznic. Vypoététe polomér
téchto kruZnic.

6. Z teSeni pifkladu 13 je patrno, Ze stfed kruZnice
opsané danému trojihelnfku, téZiité a ortocentrumtohoto
trojuhelnika lezf v pffmce (Eulerova pifmka). Provedte
podrobné. Jaky je pomér TS: TH?

7. Zjistéte, zda vztah dokdzany v prikladé 15 platf
i tehdy, kdyz kruZznice & protne tse¢ky 4B, AC, AD v bo-
dech na prodlouZenf za bod A4.
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5. kapitola

KRUZNICE JAKO MNOZINA BODU

I. Je dédna pfimka p a na nf dva razné body 4, B. Tu
platf:

Véta 12. Na piimee p existuji pravé dva rizné body X, ¥,
které od bodii A, B (v tomto potadi) maji dany pomér vzddle-
nost{ A # 0, 1. Pro \ = 1 existuje jediny bod této vlastnosti
(stied dselky AB); hodnoté N = 0 odpovidd sém bod A.

Dukaz (obr. 48) provedeme prosté tak, Ze tyto dva
body sestrojime. Za tim i¢elem proloZme bodem 4 pifm-
ku r # p a bodem B pt{mku 7’||z. Na pffmce 7 uréeme
bod L tak,aby AL =X a na pfimce r’ uréeme dva riz-
né body 7, ¥ tak, aby Bf = B¥' = 1. Pak piimky L7,
L7 vytnou na piimce p 2addané body X, ¥, z nichZ jeden
je mezi body 4, B a druhy na prodlouZenf dsetky AB.

\,QL
\
/ N /
r 74\
J \ J ~.
P7A X \[B Y
J/
Obr. 48

Dukaz spravnosti této konstrukce plyne z podobnosti
trojihelnfkli XAL, XBf, ptipadné YAL, YBj'.
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JestliZze A = 1, potom popsané konstrukce nés pfivede
k jedinému bodu — stfedu tsetky A4B.

Jestlize posléze A = 0 = 0 : 1, dostaneme jediny bod
— bod A.

Véta 13. Osa onitintho (vn&jitho) dhlu protne protdisi
stranu daného trojihelnika v bodé M (N), o némZ plati
AM:BM = b:a (AN : BN = b : a).

Dikaz provedeme pro osu vnitfntho thlu pti vrcholu
C. V obr. 49 je dan trojihelnfk ABC; osa uhlu ACB pro-
tina stranu AB v bodé M. Dany trojihelnik je rozdélen
na dva trojuhelntky AMC, BMC. Pouzijeme-li sinové
véty, dostaneme z prvntho a z druhého trojihelnika
(0 = <BMC)

AM = AC.sin ; sin ©,

BM —= BC.sin%: sin .
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Z téchto dvou rovnic jiZ mame
AM : BM = AC:BC =b:a.

Tim je véta dokdzina pro osu vnitfnfho thlu, nebot

stejnym zplsobem se d4 dok4zat pro osy vnitinich dhli
CAB, CBA.
i Osa vné&j¥tho ahlu pti vrcholu C protne protilehlou
stranu v bodé N, ktery je na prodlouZenf usetky AB.
Oznadfme-li <CNB = o', pakz trojihelnikad ANC, BNC
uZitim sinové véty obdrz{me

AN : AC= sin [90° + %) ! sin o',
\
BN : BC =sin [90" — %) :sin w'.

Z téchto dvou rovnic délenim dojdeme k vysledku
AN :BN =b:a.
Platf v¥ak i véta obracend:

Véta 13°, JestliZe pHimka CM dlf stranu AB trojihelnika
ABC v poméru AM : BM = b : a, pak tato pﬂmk,a Je bud
osou vnitfntho, nebo osou vnéjstho dhlu pii vrcholu C podle tokho,
zda bod M le#i mezi body A, B, nebo na prodloufené dselce AB.

Dukaz. a) JestlizZe AM : BM = 1 a bod M lef mezi
body A, B, znamena to, Ze a = b a véta je pravdiva.

b) Necht AM : BM == 1 a bod M lez{ mezi body 4, B.
Osa vnitfntho Ghlu ACB protne stranu AB v bodé M’,
o némz platf i

AM' : BM' =} :a.
To viak je mozZné jediné tak, Ze M’ = M a véta je prav-
divd i v tomto pifpadé.
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Podobné se provede dikaz v pifpadé€, Ze bod M leif na
prodlouZenf use¢ky AB, ale pomér AM : BM # 0, 1.

Véta 14. MnoZina vSech bodii, kieré majt od dvou pevnjch
a riznjch bodi stile stejny pomér vzddlenostt m : n (rizny od
0a 1), je kruZnice zvand Apolloniova.

Dikaz (obr. 49). Dané dva riizné body oznaéme 4, B.
Ty le2f na pffmce p. Na nf existujf, jak vime, dva riizné
body M, N, o nichZ plati

AM : BM = m :n, (1
AN : BN = m : n,
kde pomér m : n je din. Body M, N niéleZf na¥f mnoZiné
boda.

Necht bod C, ktery neleZf na pf{mce 4B, nélez{ uvazZo-
vané mnoziné bodii. Pak platf

AC:BC=m:n. (2)

Ponévadz body 4, B, C miZeme povaZovat za vrcholy
tro_]uhclm'ka, plyne z rovnic (1) a (2) za pouzitf véty 13,
Ze pifimka CM je osou vnitfniho thlu a pfimka C je osa
vnéjitho thlu v trojihelntku 4BC. Aviak potom pfimky
CM, CN jsou navzijem kolmé a bod C je bodem kruZni-
ce k sestrojené nad prumérem MN.

Obracené. Zvolme na kruZnici £ libovolny bod ¢’ #
# M, N a spojme jej s body 4, B. Dostaneme tak troj-
thelnftk ABC’. Pifmka MC' rozdélf vnitin{ thel AC'B na

dva:
JAC'M = Y1, IBC'M = Ya-
Rozumf se, Ze
Y1 + Y2 =y = XAC'B < 180°. (1)
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Pismenem o oznalme je§té vytku trojihelntka ABC’
jdoucf vrcholem C’. Obsah trojuhelntka AMC’ lze vy-
Jadrit dvéma zpusoby:

 AM.v = } AC’'. MC'sin y,.

Podobné obsah trojahelntka BMC’ lze vyjadfit dvéma
zpusoby:

$BM.v = } BC'. MC’ sin v,. (19
Z téchto dvou rovnic zfskime novou
AM : BM = AC'sin ¥, : BC’sin y,. 2)

Podobné z trojihelntkt ANC’, BNC’ dostaneme
AN : BN = AC' sin (90° + y;) : BC' sin (90° — v,) =
= AC’ cos vy, : BC' cos ¥,. (3)
Vime viak, Ze
AM :BM = AN :BN=m:n
a proto z rovnice (2) a (3) dostaneme dalsf rovnici

sin y, : sin v, = cOS v, : COS Y,

&ili
g Y1 =18 Ya
S ohledem na rovnici (1) dochdzime k vztahu
Y1 = Y

tj. pffmka MC’ je osou vnitfnfho Ghlu trojuhelnika ABC’
a piimka NC’ je osou vnéjstho thlu. Bod C’ je bodem
uvaZované mnoziny. Tim je také dikaz vyslovené véty
proveden.
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Priklady

1. Sestrojte trojtihelntk, vnémz ¢ = 6,y = 60°,a:5 =
: 3.

o ———

Obr. 50

Resent (obr. 50). Vrchol C hledaného trojihelntka ABC
mus{ leZet na tom oblouku kruZnice &, z jehoZ bodu je
useku 4B vidét pod thlem 60°. Potom lezf i na Apollo-
niové kruZnici opsané nad prumérem MJ, pfitemZ
body M, X jsou urleny vztahy

AM:BM =3:2, AN:BN =3:2.

Ponévadz bodové dvojice 4, B; M, N se vzijemné oddé-
lujf, ma dloha vidy feen, a to (aZ na fefeni soumérné)
jediné.

2. Na dané p¥fmce p jsou dany tfi rizné body B, 0, C
v tomto pofadi. Kolem bodu O je opsdna kruznice £ libo-
volnym polomérem, ale tak, aby body B, C lezely bud
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vné této kruZnice, nebo jeden vné (vzdalenéj¥f od O) a
druhy na kruznici (bliz§f bodu 0). Z bodu B, C jsou k nf
sestrojeny te¢ny, které se protnou v bodé X. Jaka je mno-
Zina viech bodd X, mén(-li kruznice k svij polomér?

Resent (obr. 51). a) Jestlize BO = CO, pak mnoZinou
viech bodid dané vlastnosti je osa tGsetky BC s vyjimkou
bodu 0.

b) Vénujme tedy pozornost ptipadu, kdy BO # CO.
Z bodu B sestrojme jednu teénu kruZnice & (v obr. je to
te¢na t) a z bodu C sestrojme obé a oznafme je ¢, I,
Jejich body dotyku jsou T, T,. Prasetik pfimek ¢, ¢, je X.
V trojuhelniku BCX je piimka XO osou vnitfnfho thlu
BXC, nebot &tyrihelnfk OTXT, je deltoid. Proto platf

BX : CX = BO : CO

a bod Xlez{ na Apolloniové kruznici pffslu§né tseéce BC;
pomér vzdalenostf je roven B0 : CO.
Podobné te¢ny ¢, ¢, se protinajf v bodé ¥, o némZ platf

BY : CY = BO : CO,
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nebot pf{fmka YO je osou vnitfnfho dhlu trojuhelnfka
BYC. Tudfz i bod ¥ lezf na téze Apolloniové kruZnici
jako bod X.

Obricené. Zvolme na Apolloniové kruZnici libovolny
bod X’ neleZicf na pifmce p. Pifmka OX’ je osou uhlu
trojuhelntka BCX’ a proto existuje (jedind) kruZnice se
sttedem O dotykajfci se pi{mek BO’, CO'.

Dodli jsme tak k vysledku:

Mnozinou viech prisetikd uvaZovanych teCen je
Apolloniova kruznice, jejiz kazdy bod ma tu vlastnost, Ze
pomér jeho vzdalenostf od bodi B, C je roven BO : CO.
Do této mnoziny nesmime poéitat priseciky Apolloniovy
kruznice s pifmkou BC.

3. Jsou dény dvé kruZnice k£ = (S, r), ¥’ = (&', r'),
z nichZ ka%di le#f vné druhé. Najdéte mnoZinu viech
bodd, z nichz vidime tyto dvé kruznice pod dhlem kon-
stantn( velikosti.

Refent. a) JestliZe jsou obé kruZnice shodné, pak hleda-
nou mnoZinou je ta osa soumérnosti obou kruznic, kterd
puli jejich stfednou.

b) Mé&jme tedy kruZnice rtznych poloméri a necht
bod M nilez{ hledané mnozZiné bodi. Vedme z ného
teény ¢, u ke kruznici & a teény ¢, u’ ke kruZnici £'. Body
dotyku oznatfme postupné T, U, T’, U'. Podle daného
platf (obr. 52)

Xtu = <Jt'u’ = 20 < 180°.

Pi{mky MS, MS’ pilf dhly téchto te¢en. Z pravouhlych
trojuhelnikd MST, MS'T' vyplyva

MSsinw =1, MS'.sinw=r
a z toho
MS: MS =r:r'.
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Obr. 52

Bod M lezf podle toho na Apolloniové kruZnici, které je
mnozinou viech bodi, jez maji od bodd S, $' pomér
vzdailenosti rovny r : 7',

Obricené, zvolme na této kruZnici libovolny bod AM’.
Ponévadz je bodem Apolloniovy kruznice, platf

SM' :SM' =r:7. (1)
Z bodu M’ sestrojené te¢ny ke kruZnici £ svfrajf Ghel
2w < 180° a teény sestrojené z téhoz bodu ke kruZnici £
svirajf Ghel 2w’ < 180°. Platf proto
SM'.sin o =T, S’M'.sin o =71
Dosadfme-li tyto vyrazy do rovnice (1), dostaneme
sin = sin o',
Ponévadz viak
20 < 180°, tj. o < 90°,
20’ < 180° tj. o' < 90°,
plyne z toho, Ze
0 =o'
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Dodli jsme tak k vysledku: MnoZinou viech bodi,
z nichZ jsou vidét dvé kruznice ruznych polomérd, z nichz
kazda lezi vné druhé, pod konstantn{m ahlem, je Apollo-
niova kruZnice, kterd ma oba stfedy stejnolehlosti da-
nych kruznic za primér. (Viz cvig. 20.)

4. Sestrojte tétivovy &tyfuhelntk ABCD, jestlize jsou
diny délky jeho stran: 4B =a =6, BC=b = 5,2,
CD =¢=22, 4D =d =3.

Refent (obr. 53). Trojthelntk ACD otoéme kolem
vrcholu C tak, aby polopfimka CD splynula s polopf{m-
kou CB. Vrchol D tim pfejde v bod D’ na polopfimce
CB a bod A piejde do bodu 4. Platf tedy

ACDA ~ ACD'A’,

PonévadZ proté&j§f thly ve &tyfahelntku ABCD jsou vy-
plitkové, je D'A’'|BE, kde E je prisetfk pifmky CA4’
s piimkou 4B. Potom viak

ACD'A’ ~ ACBE




a odtud CD': D'A’ = CB: BE.
Struéné&jif zipis je
¢:d=205:BE, 4. BE=¥.
Znime tedy délku usetky BE. Poéftejme jeité pomér
AC:EC=A4AC:EC=DC:BC=c:b.

Podle toho vrchol C m4 pomér vzdalenostf od boddi 4, E
roven poméru ¢ : b a lezl tudiZ na Apolloniové kruZnici,
kterd vzdilenost bod 4, E délf v poméru ¢ : b.

Z picdchozi avahy plyne tato konstrukce:

a) Sestrojime tsetku BE =Lcd a pak na libovolné
pfimce uré{me body A, B, E tak, aby AB = ¢, BE = b—i
a aby pfitom platilo AE = AB + BE. ¢

b) Sestrojime Apolloniovu kruZnici, kterd body 4, E
oddéluje v poméru ¢ : 4. Na nf a na kruZnici (B, b)
lezf vrchol C.

c) Sestrojime vrchol D.

Sestrojeny &tythahelnfk je skuteéné tétivovy, nebof se-
strojend délka BE predpoklada, ze D'A’ || BE, coz ve svych
dusledctch vede k tomu, Ze trojthelntky CDA4, CD’A4’ jsou
shodné, a to m4 za nésledek, Ze uhly ABC, CDA jsou vy-
plrikové.

V diskusi si musfme nejprve viimnout toho, za jakych
podminek dostaneme bod C. To je priseéfk Apolloniovy
kruznice s kruznicf (B, b). Pocéftejme proto polomér
Apolloniovy kruznice. Predeviim (X, jsou priseliky
Apol. kruZnice s 4B).
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AX : EX=c¢ : b.

ReSenfm této soustavy dostaneme

__ac + bd __ blac + bd)
AX = EX =g oy
Podobné feSenfm soustavy
EY 4 AY — ac -:bd’

AY : EY =c¢: b,
dostaneme za pfedpokladu b > .

ac + bd _ b(ac + bd)
b—c¢’ ET = cb—o)

Oznaéfme-li r polomér Apolloniovy kruZnice, je

2b(ac + bd)

bZ_CZ

AY =

2r=XY =EY—EX =

Je-li S stied Apolloniovy kruZnice, platf
b(ab +cd)
b — ¢t
Aby vrchol C existoval, musf platit
|SC — BC| < SB < SC + BC.
Po dosazenf a tipravé dojdeme k dvéma nerovnostem
a—d<b+te¢ b—c<a-+td (1)
Pro existenci bodu D obdobné platf
|CD — AD| < AC < CD + AD,

SB =
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coZ jinak psdno, d4

(ad + bc) (ac + bd)
ab + cd

Viimneme si zatfm nerovnosti

(ad + bc) (ac + bd)
ab + cd

Umocnfme a po kratif ipravé dostaneme
(c—d) < (a +8)%
le—d, <a+b. (2)

Podobné z nerovnosti

(ad + bc) (ac + bd)
V a6 +od <c+d

le—d| < <c+d.

le—d| <

tj.

dostaneme
la—b <¢ +d. 3)

Vztahy (1), (2), (3) jsou podminky pro to, aby se &tyf-
uhelnfk ABCD dal sestrojit. Dalo by se také tici, Ze pcd-
minky fefeni jsou: KaZd4 strana &tyfihelnika je mensi
ne% soudet ostatnich stran.

Vratme se nyni k pffpadu b = ¢, ktery jsme v diskusi
vyloudili. Kdyby tato rovnost platila, bylo by

BE=4d, tj. A =E D =B,

Z toho by déle platilo
CE=CA

a piiklad by se dal fejit podstatné jednoduseji.
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I1. KruZnice jako mnoZina bodi uriité vlastnosti se
vyskytuje velmi ¢asto. Uvedeme si je§té nékolik pitklada,
avSak pro dal$f budeme potfebovat nékolik vét, které si
odvodime.

Vé&ta 15. Délka té¥nice trojihelnika ABC, jeZ vychdzt
z vrcholu G, je ddna vzorcem

12 = }[2(a® + b%) — .

Dukaz (obr. 54). Patu vysky spusténé z vrcholu C
oznatme D, stied strany AB oznatme C'. Tedy

CD =v, CC' = ¢,.
Z pravouhlého trojuhelnika CDC’ plyne
&2 =CD? + C'D2
Nejprve vypotitime délky sedek
¢, = 4D, ¢, = BD,

pak vypoditime délku vysky v a naposled délku téZnice .
Je patrno, Ze plati

02 = AC? — AD? = b2 — ¢ = q* — (.
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Odtud vyplyva nasledujic vztah
G—c =a?— b2
a ten postupné upravujeme:
(ca + ) (ca—61) = a®— b2
c;—¢ = (a®— 52 :e.
K této rovnici pfipiSme rovnici
6+ =c.

Resenfm soustavy poslednich dvou rovnic dostaneme
6= (0% +c2—a?) :2, 3= (a®— 0%+ : 2.
Nyni se d4 vypoéitat délka vysky jako funkce stran:

02 = b2 —c} = b2 — [(b% + ¢® — a?) : 2]

Jesté vyjaddifme délku asetky DC':

DC =}c—¢; = (a*—b%) : 2

a muZeme jiZ pfistoupit k vypoltu délky téznice.

12 = b2 — [(62 + ¢ —a?) : 2¢]? + [(a® — b2) : 2c]2.

Z toho pak po kratif ipravé dostaneme vzorec dffve uve-
deny. Cyklickou ziménou dojdeme k obdobnym vzorcim
pro téZnice {,, t.

Tak, jak jsme pravé vyjadfili délku té€Znice pomocf
stran, mohli bychom vyjadfit i délku vy3ek nebo délku
osy vnitfnfho ¢&i vnéjsfho dhlu. Existuje viak vzorec —
tzv. Stewartiv — ktery vyjadiuje délku kterékoli usecky
omezené vrcholem trojuhelnika a bodem na protéjsf
strané.
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Véta 16. V trojihelntku ABC je déna dsecka CM, kde M
Je bod na strané AB a délf tuto stranu na dsecky délek AM = m,
BM = n. Jestlize CM = p, pak plati

cp? = ma® + nb* — cmn.

Dukaz (obr. 55). Na trojuhelniky A MC, BMC pouZi-
jeme kosinové véty:
b2 = m? - p? — 2mp cos w, C R
a® =n? + p® 4 2np cos o.

Vylouéfme-li z obou rovnic cos ® a pouZijeme-li vztahu
m + n = ¢, dojdeme k Stewartovu vzorci.

V tomto vzorci je obsaZen vzorec difve odvozeny pro
¢
2
obsaZen vzorec pro délku vysky 7. To bychom museli po-
lozit

délku t&Znice 4. Sta¥ totiz poloZitm = n = . Je vném

m=c, = (b®+¢c*—a?) 12, n = ¢, = (a2 —b* +¢?): 2.

Provedte oba piipady.
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Vrafme se viak ke vzorci
£ =} [2(a + 59 — o],
z néhoz vyplyvi
a® + b2 =4 (422 + ). (1)

Odtud je patrno: Jsou-li v trojihelnfku ddny strana ¢ a
téZnice f,, potom vrchol C leZf na kruznici (C’, ¢,) a zby-
vajicf dvé strany jsou vazany vztahem (1). MiZeme viak
vyslovit vétu mnohem silné&jif.

Vé&ta 17. MnoZina viech bodii, pro né% soulet ftverci vzdd-
lenostt od dvou pevnjch a riznjch bodi je konstanini a roven
k2 £ 0, je kruZnice. Jejt stied pill vzddlenost pevnych bodd a
Jejt polomér r je ddn vzorcem 1* = (2k* — ¢2): 4, kde ¢ je
vzddlenost danych dvou bodi.

Obr. 56

Dukaz (obr. 56). Dané dva body oznadime 4, Ba
stted usetky AB oznadime C’'. Bod M, ktery neleif na
piimce 4B, je bodem na$f mnoziny a tudfZ o ném platf

AM? + BM? = k2,
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V trojuhelnfku ABM je MC' téznici a platf tedy
MC® = [2(AM? + BM?) — AB?] : 4.
Po dosazenf za soutet AM? + BM?2 nabude rovnice jed-
nodusifho tvaru:
MC? = (2k* — ¢?) : 4 = konst.

Bod M je podle toho bodem kruznice (C’, MC"}), kterd ma
pevny stfed C’ a konstantnf polomér MC".
Obracené, na této kruZnici zvolme libovolny bod M’,

ktery nelezf na pfimce AB. Pro téznici M'C’ trOJuhelnfka
ABM’ platf

MC? =[2(AM? + BM'®) — AB?] : 4,
co? jinak psano, di
AM™ + BM™® = (42 + ¢?) : 2,
co? je veli¢ina konstantnf. Znameni to, Ze bod M’ a tedy
i kazdy jiny bod zminéné kruZnice ma soulet &tvercu
vzdalenosti od bodu 4, B rovny dané konstanté k2. Tim
je dikaz proveden pro body neleifcf na pifmce AB.
Ukazeme viak, Ze i body spoleéné pfimce 4B a uvaZo-
vané kruZnice nale?{ na§f mnoZiné bodt. Oznaéme ty-
to body X, Y. Je patrno, Ze
AX =¢c:2—1t, BX=¢:2+1¢,
a proto

AX? 4 BX? = ¢2:2 + 22 = (422 + %) 1 2 = 2,

Pro bod 7 se dikaz provede podobné.

V obr. 56 je nakreslena situace pro £ < ¢. Usetka X7
lez{ proto uvnitf uselky AB. Plati-li £ > ¢, potom by
XY > AB. Kdyby posléze £ = ¢, platilo by pak X7 =
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= AB, tj. X =4, ¥ = B. V kaidém pifpadé by viak
body X, ¥ naleZely uvazované mnoziné bodi, i kdyz
rovnice, pomoci nichZ by se to dokazovalo, by byly po-
nékud jiné.

Priklady

1. Vypoététe délky stran g, b v trojihelnfku ABC, jestli-
Ze je dana strana ¢, protilehly thel y = 60° a téZnice .
Reteni. Vime, Ze
a? + b2 = (42 4 ¢2) : 2. (1)
K tomu ptipffeme kosinovou vétu
¢ = a? 4 b2 — 2ab cos y = a® + b — ab.
Z obou rovnic dostaneme
ab = (4t — %) : 2.
Znamou upravou rovnic (1) a (2) dojdeme k jednodussf
soustavé
a+b =12~ :2,
a—b=](3:—4) : 2.
Odtud jiZ snadno jednak
o =[J28—c2) 2 + (@2 —42): 2] : 2,
b =[J28=) 2 )32 —4): 2]:2,
a jednak

ay =by, by =a.
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Je okamZité patrno, e podminky Felitelnosti jsou

122 —¢ >0,
3c2—4:220,
1282 — ¢2 > 32— 412!

Pro dané délky tak dostdvime
3,3 <2,

coZ jsou podminky fesitelnosti. V pifpadé rovnosti ma
tloha jediné feSenf{ — rovnoramenny trojihelnfk.

2. Je ddna pevna kruZnice k a na nf dva pevné a riizné
body 4, B. Na kruZnici k£ zvolme libovolny bod M # 4,
B a na polopffmce BM sestrojme bod C # B tak, aby
BM = CM. Bod C spojme jeité se sttedem O tétivy AB.
Jak4 je mnozina viech prisettkd X pifmek AM, CO,
JestliZe se bod M pohybuje po kruzZnici k£?

Refent (obr. 57). V trojihelnfku ABC jsou pifmky AM,
CO téznice, bod X je téZisté a tudiz

AX = 3 AM.

Vime, Ze bod M opisuje kruZnici k a z prdvé napsané
rovnice plyne, Ze bod X lezf na kruznici &', ktera ve stej-
nolehlosti o stfedu 4 a koeficientu % je obrazem kruz-
nice £.

Obrécené, zvolme na kruZnici £’ bod ¥ mimo bod 4
a mimo pruse¢tk pffmky 4B s kruZnicf £’. Jemu v uvaZo-
vané stejnolehlosti odpovid4 na kruznici £ bod W, a to

tak, Ze
AN = 3A4Y, . AY =% AN.

Vzhledem k tomuto vztahu se dé sestrojit trojahelnfk
ABC' tak, Ze T je jeho tézisté a N je stfed strany BC'.
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Z toho vieho je patrno: MnoZina viech bodd X (nebo
téZ mnoZina viech tézist trojahelnfks ABC) je kruZnice,
kterd ve stejnolehlosti o stiedu 4 a koeficientu % je obra-
zem kruZnice k. Pritom obrazy bodi A4, B je nutné
z mnoziny vyjmout.

3. Je din rovnoramenny trojihelntk ABC. Kolem
jeho hlavntho vrcholu C je opsdna kruZnice polomérem
r < CB = C4 a z vrcholu 4, B jsou k nf sestrojeny teny.
Najdéte mnozinu viech prisetfki téchto teen, jestliZe
polomér r se ménf.

Refent (obr. 58). a) MnoZina viech prisetiki teden,
které jsou soumérné sdruZené podle osy soumérnosti da-
ného trojuhelnika, je pravé tato osa s vyjimkou bodu C.
(Je to mnozina bodta U, V.)

b) Hledejme tedy mnoZinu viech priseéfka takovych
te¢en, které nejsou soumérné sdruzené podle osy sou-
mérnosti daného trojuhelntka. V obr. 58 jsou to napf.
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tedny ¢, u, jez se protinajf v bodé X. Body dotyku teden ¢,
u oznatme po fadé K, L. Podle véty Ssu o shodnosti troj-

dhelniki je
ACKB ~ ACLA,
CB =C4, CK=CL

a oba trojuhelniky jsou pravouhlé. Proto
XCBK = 4CAL = o.
Dusledek toho je, Ze i
<X ACB = < AXB.

(Obé ramena dhlu ACB se v kladném smyslu ototila
o tyZ uhel w.) Proto bod X lezf na kruZnici opsané troj-
uhelntku 4B8C. ‘
Obréacené. Na kruZnici opsané trojihelniku ABC zvol-
me libovolny bod X' razny od bodd 4, B, C. PH{mky
u' = AX', t' = BX' jsou telny kruznice o stiedu C. Toto
tvrzenf snadno dokdZeme. Piimky «’, ¢’ jsou navzajem

nebot

Obr. 58 B
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kolmé (obvodovy thel nad primérem) a maji dvé osy
soumérnosti, které prochézejf sttedy oblouk AB; to jsou
body U, C. Oba tyto stiedy jsou zaroveii stfedy kruznic
dotykajicich se pfimek u’, ¢. Pro nas ma vyznam jen
bod C. !

Dogdli jsme tak k vysledku: MnoZina viech bodu X je
kruZnice opsana trojihelnfku ABC s vyjimkou bodu C.

4. Je dina pifimka p a mimo ni bod R. Bodem R je ve-
dena libovolnd pifmka g, kterd p¥imku p protne v bo-
dé M. Na poloptimce RM uréime bod X tak,aby RM.
.RX = k2, kde k # 0. Najdéte mnozinu viech bodir X,
jestlize pfimka a se otalf kolem bodu R.

Resent (obr. 59). Sestrojme p¥fmku o jdouci bodem R
kolmo na piimku p. Jejf patu oznaéme 4. Na polopifmce
RA existuje jediny bod B, pro néjZ platf

RA.RB = k2
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Pata kolmice, spu$ténd z bodu B na ptfmku g, je hledany
bod X. Diikaz tohoto tvrzenf provedeme takto:

ARAM ~ ARXB,

nebot majf jeden thel spoledny a oba trojihelntky jsou
pravouhlé. I platf

RA:RM = RX : RB
a odtud jiZ médme
RA.RB = RM.RX = k2.
Bod X lezf tedy na kruZnici £ sestrojené nad primérem

RB

Obricené. Na kruZnici £ zvolme libovolny bod X’ #
# R, B. Jeho spojnice s bodem R protne pi{mku p
v bodé¢ M'. Body R, B, X' jsou vrcholy pravouhlého troj-
dhelnfka podobného trojihelntku RM’'4. Z toho pak

plyne
RA : RM' = RX' : RB,
z &ehoZ opét dostaneme
RA.RB = RM' .RX' = K2,

Z toho vidime, %e bod X’ odpovid4 bodu M’ na p¥imce p.
Vysledek l1ze vyjadrit vétou: MnoZina viech bodi X je
kruznice nad primérem 4B s vyjimkou bodu R, ktery
neodpovidd Zadnému bodu pifmky p.

Pozndmky. Rovnicf RM.RX = k?, kde k # 0, je v ro-
viné mezi body urlena pifbuznost, v nfz bodu M odpo-
vid4 bod X, Této ptibuznosti ifkdme kruhova inverze.

Bod X mizZeme také zvolit na poloptimce MR, ale pak
bod B musf leZet na polopifmce AR.
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5. Je din proménny konvexni &tyftdhelnftk ABCD,
v némi prot&ji strany AB, CD majf konstantnf délku
av /i)rodlouienf se protfnajf v psvném bodé O. Stra-
na AB je kromé toho pevnd, nepohybliva, zatimco
strana CD se ota¢f kolem bodu O. Najdéte mnoZinu
viech prise¢tkd M stran AD, BC.

Obr. 60

Refent (obr. 60). Pro rychlej¥f vyjadfovin{ ozna&me

OA =a, OB =5, OC =¢, OD =d,
AB =b—a=k CD=c—d.
Bodem M vedme rovnobézku s pffmkou OC a ta protne
piimku OB v bodé N. Z podobnosti trojihelnikid MNB,
COB plyne
MN:NB=CO:0B=c:)b,
z &ehoz

MN = 5 NB. (1)
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Dale je patrpo, Ze
AOAD ~ ANAM,

a proto
OD : 04 =MN:NA=4d:a,
MN =2 va. @)

Ponévadz levé strany rovnic (1) a (2) jsou shodné, sho-
dujf se i pravé strany:

¢ nB =2 Na.

b a
Ale NB = NA + k a tudfZ po dosazen{

%NA + % ~ 2 na,
) a
z ¢ehoZ se d4 vypoditat N4:
kac
NA = bd——-a_; = konst.,

za predpokladu, %e bd — ac # 0. Usetka N4 ma tedy
stalou, neproménnou délku, coZ znamena, Zze bod N je
pevny. Prochazejf jim tudiZ viechny pfimky rovnobézné
s OC a proloZené prisedtkem M. Ponévadz zaroveii

MN = %NA = konst.,

plyne odtud, Ze pruseéik M lezf na kruznici (N, N M).

Zvolme obracené na této kruznici bod M’ a s pffmkou
NM' vedne bodem O rovnobézku, kterd na kruznicich
(0, 0D), (0, OC) vytne body D’, C'. Pi{imka M'D’ protne
piimku OB v bodé A’'. Potom

AM'NA ~ AD'O4’
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a proto
M'N:NA" = 0D’ : 04'.

Vime viak, Ze
MN=MN =% NA.
Tim pfedesla rovnice po dosazenf nabude tvaru
%NA:NA’= d:a.
Z toho mame
NA = N4
¢ili body 4, A’ splyvaji, nebot oba lezf na polopfimce
NB. Dikaz tohoto tvrzen{ je jednoduchy. Pifmky M'N,
OC jsou rovnobézné a body A, 4’ lezi v poloroviné OCB,
opainé k poloroviné OCM. To viak znamen4, Ze pffmka
M’ D’ prochazi bodem A nebo jinak, body M’, D', A lezf
v pifmce.
Podobné bychom dokézali, Ze i body M’, C’, B leit
v piimce. Tim jsme dokazali, Ze mnoZina viech boda M
. . . ked
Je kruZnice [N, Tdﬁ
kou AB.
Poznimky. Pri feleni jsme vyloudili pifpad
bd —ac = 0.
Kdyby totiZ tato rovnice platila, plynulo by z nf
b:a=c:d
Piimky AD, BC by byly rovnobézné a bod M by neexi-
stoval. Hledat mnoZinu bodd M by ztratilo smysl.
V kinematické geometrii, kam ptiklad svou povahou

) s vyjimkou prise¢ikd s pH{m-
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ndleZf, se &tyfahelntku ABCD ¥iké kloubovy. Strana 4B
se nazyvid ram, strany AD, BC jsou vahadla (nebo
kliky), strana CD je ojnice.

6. Je dan rovnostranny trojihelntk ABC, ktery je
pevny a mnoZina viech rovnostrannych trojihelnfka
AB'C’, které z ného vzniknou otodenfm kolem vrcholu 4.
Jaka je mnozina viech prise¢fki pffmek BB’, CC'?

Obr. 61

Refent (obr. 61). Z uvaZzované mnoziny trojihelnfkd si
zvolme trojuhelnfk AB’C’, ktery je rizny od trojihel-
nfka ABC. Trojahelntky ABC, AB'C’ jsou souhlasné
shodné. Pifmky BB’, CC’ se proto protnou a jejich pra-
selfk oznatme S. Body B, C, B’, C’ lezf na kruznici
k = (4, AB) a jsou vrcholy rovnoramenného lichobé:-
nfka vepsaného kruZnici k. Podle véty o obvodovych
dhlech platf :
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XCB'B = SCC'B = } <CAB = 30°,
XC'BB'= <C'CB'= } JC'AB’ = 30°.
Podle toho
XBSC’' = 180° — < CC'B— < C'BB’ = 120°,

tj. <BSC = 60°. To viak znamen4, Ze velikost ahlu BSC
nezavisf na velikosti thlu, o né&jz se trojuhelnik AB'C’
ototil ze zékladnf polohy ABC. MnoZina bodu S leZ{ tedy
na kruZnici BSAC opsané trojahelntku ABC.

Kdyby velikost dhlu. o ktery se trojihelnik ABC oto-
& do polohy AB'C’, byla prdvé 60°, pakby B = C'=§
a z toho je patrno, Ze bod B nileZf uvaZované mnoZi-
né bodd. Podobné pfi opalném smyslu otoenf o 60°
bychom ukazali, Ze i bod C néleZf na¥i mnoZiné bodu.

Kdyby posléze bod C’ lezel na men$im oblouku BC
kruZnice ¥, platilo by

XBCC' = XBBC = 30°

XCSB' = 120°.

Vidime, %e i v tomto pifpadé bod S leZf na kruZnici
opsané trojihelnfku 4BC.

Obracené, na kruZnici opsané trojuhelnfku ABC méj-
me libovolny tod § a uvalujme nejprve pipad, Ze
lezf na oblouku BAC. Spojme jej s body B, C. Tyto
pimky protnou kruznici & je§té v bodech B”, C”. Tu platf

B'C" = BC,
nebot BCB'C" je rovnoramenny lichobéZnfk. Kromé

toho
XC'S'B" = XC§'B = 60°
a proto kruZnice opsand trojuhelnfku B”C"S’ prochéz(

a z toho
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i bodem A. Vidime, Ze trojiihelnik AB"C” je rovnostran-
ny, tj. vznikl ototenfm trojihelnfka ABC kolem vrcholu
A. St-jnym zptisobem bychom postupovali, kdybychom
$’ zvolili na m«n¥fm oblouku Be.

MuizZeme tedy fHci: MnozZina viech prisetfka pffmek
BB’, CC’ je kruZnice opsana trojuhelniku ABC.

7. Jsou dany dvé kruZnice £ = (§,7), ¥ = (5, r),
které v bodé O majf vnéj§f dotyk. Bodem O jsou prolo-
Zeny dvé pfimky, které spolu svirajf ostry thel @ kon-
stantnf velikosti. Tyto pffmky protnou prvnf kruZnici
v bodech 4, B a druhou kruznici v bodech C, D. Zjistéte,
jaké kiivky se dotykajf tétiva AB a tétiva CD, jestliZe se
obé pifmky otalejf kolem bodu O, ale stale pfitom svi-
rajf tyZ uhel . i

Refent (obr. 62). Uhel o v prvnf kruZnici je obvodovy
a ponévadz se oti¢enim jeho velikost neménf, vytfnajf jeho
ramena na kruznici £ (na kruZnici £’) tétivy stejné délky.
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Proto se tyto tétivy dotykajf kruznice o (kruZnice o) sou-
sttedné s kruZnicf £ (kruZnicf £’'). Ale pfi otdlenf se
stane, Ze obvodovym thlem bude tihel velikosti 180°— .
Jeho ramena vytinajf v8ak na kruznici &£ (na kruZnici £’)
tétivy téze délky; ty se pak dotykajf kruznice o (kruZni-
ce o’).

Jestlize mame obrédcené tétivu 4’B’ kruZnice £ (tétivu
C’D' kruZnice k'), ktera se dotyka kruznice o (kruZnice o’),

mus{ byt
A'B' = AB (C'D’ = CD)
a potom bud
XA'0OB' = o (xC'OD" = w),
nebo :
JA'OB' = 180° — o (XC'OD' = 180° — w).

Maéame tedy vysledek: Tétivy AB v prvnf kruZnici
(t¢tivy CD v druhé kruZnici) tvoff mnoZinu viech tecen
kruZnice o, soustiedné s kruznicf £ (kruZnice o’ soustfed-
né s kruznicf k').

K tomu je vSak zapotiebf pfipustit i ty dvé polohy thlu
w, kdy se stane Gsekovym.

8. Je dana kruZnice £ a v nf tétiva AB, ktera nenf pri-
mérem. Sestrojme libovolnou kruZnici m, ktera m4 stied
na kruZnici £ a zaroveil se dotykd pfimky AB. Pak te¢ny
a, b, sestrojené po fadé z bodu A, B, ke kruZnici m
(a rdzné od teny AB), se protinajf v bodé X. Najdéte
mnoZinu viech bodd X pfi proménné kruZnici m.

Refeni. a) Predpoklddejme nejprve, Ze stted M kruZni-
ce m je vnitfnfm bodem mensfho oblouku AB kruZnice £.
Z trojuhelnika ABM plyne (obr. 63a)

JAMB = p = 180° — (a + B).
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Ale dhel p ma konstantnf velikost, nebot to je obvodovy
uhel nad (vé€t$fm) obloukem AB. Proto i

a + f = konst.
Z trojuhelnfka ABX se d4 vypotftat ihel § = XAXB:
£ =180° — (2a + 28) = konst.

Tim jsme viak dokézali: JestliZe bod M je vnitfnfm

bodem menifho oblouku 4B, pak velikost tihlu £ nez4-
visf na poloze bodu M. Disledkem toho je, Ze bod X leif
na kruhovém oblouku opsaném nad tétivou 4B a polo-
méru rovném AB : 2sin 2p.
Jesté vypolteme, jak spolu souvisf Ghly p, E. Snadno
zjistime, Ze £
p=90° + 2"

Obrécené. Na kruhovém oblouku AXB zvolme libo-
volny bod X’ rizny od bodi A4, B a spojme jej s body A4,
B. Tim vznikne trojihelntk ABX'. Tomuto trojihelntku
vepi§me kruZnici m’ se stfedem M'. UkaZeme, Ze bod M’
lezf na men&fm oblouku AB kruZnice .

Obr. 63a, b
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Oznaéme
XBAX' = 20', <ABX' = 2p', <AX'B =E.
O téchto uhlech platf
2a’ + 28" + € = 180°.

Stfed kruZnice vepsané trojuhelnfku 4BX’ oznaéme M’.
Potitejme:
3

B = XAM'B =180"— (o' +§) =90° + 5 =p

To viak znamena4, %e bod M’ je bodem menitho oblouku
AB kruznice k, jak jsme méli dokazat.

b) Zvolme nynf bod M na vét$fm kruhovém oblouku

AB kruZnice k, a to tak, aby pata kolmice spusténé
z bodu M na tétivu 4B byla vnitfnim bodem této tétivy
(obr. 63b). Oznaéme

g, = XAMB = 180° — p. = konst.
Pritom p je velikost thlu v pffpadé a). Oznalfme-li jesté
XMAB =a, <XMBA =8,

miZeme psat
a + B = 180° —u,.

Teény, sestrojené z boda A4, B ke kruZnici m, se protnou
v bodé X a svirajf pfitom whel velikosti £,;, 0 némz plati:

£, = <AX,B = 180° — (180° — 2a) — (180° — 2B) =
= 2a + 208 — 180° = 360° — 2, — 180° =
= 180° — 2, = 2p — 180° = E = konst.

Zde opét £ je velikost Ghlu z pfipadu a). Z vypoltu je

117



patrno, Ze bod X, lef na tomtéZ kruhovém oblouku, na
ném? lezely body X v pifpadé a). Dochazime tak k téze
mnoZiné bodi jako prve.

¢) Zvolme jesté bod M na vétifm oblouku 4B kruZnice
k, a to tak, aby se kruZnice m dotykala pfimky 4B na
prodlouZen{, napf. za bod B. Te¢ny ke kruznici m vedené
body 4, B se protnou v bodé X,. Ozna¢me opét (obr.63c)

XMAB =a, <XMBA =8,
XAMB = p, = 180° —pu, <JAX,B =&,
O téchto thlech platf
= 180° — (a + B)
£, = 2(180 °—B) — 2a = 360° — 2u = 180° — E.

Bod X, lezf podle toho na kruhovém oblouku, ktery
oblouk z pffpadi a), b) doplituje — zatim s vyjlmkou
boda 4, B — na kruzZnici.

Obraceny postup se provadf obdobné jako u difvéj-
§ich dvou pifpadu a proto je pienechavam &tendftm.
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d) Viimnéme si viak je$té pfipadu, kdy kruznice m se
piimky AB dotyka pravé v bodé A (nebo v bodé¢ B).
Potom bod B (nebo bod 4) miZeme povaZovat za pri-
se¢fk teen vedenych z bodd 4, B ke kruZnici m a proto
muiZeme body 4, B po¢itat k bodim uvaZované mno-
Ziny.

9. Je dan pravy tihel GOH a jeho vnitfnf bod B. Timto
bodem prochaz{ pevnd pifmka p neobsahujicf bod O a
proménna pfimka % také neobsahujicf bod O. Pifmka p
protina ramena OG, OH po fadé v bodech 4, B a ptimka
k je protind v bodech K, L. Trojihelntkim BAK, BCL
Jjsou opsany kruZnice, které kromé bodu B majf spoleiny
jedté bod X. Zjistéte mnozinu viech bodi X, otadf-li se
piimka £ kolem bodu B.

Refenf. Méjme nejprve pifpad, kdy bod K lef mezi
body O, 4 a pak nutné bod C lef mezi body O, L (obr.
64). Nejdiv si dokazeme, Ze stfedy obou proménnych
kruznic, a tim i bod X, leZf v poloroviné pL. Trojihelnik
ABK je vidy tupouhly s tupym uhlem pfi vrcholu K.
Stfed jeho opsané kruZnice leZ{ tedy vné trojihelnfka,
ale je to vnittn{ bod thlu AKB. LeZ{ tedy v poloroviné
opacné k polorovné pK = pO, tj. v poloroviné pL. Totéz
se d4 fici o stfedu kruZnice opsané trojihelnfku BCL a to
pak znamen4, Ze tfm spf§ v této poloroviné lezf bod X.

Viimnéme si nynf, Zze &tyfihelntk AXBK je tétivovy a

proto
<XAXB = <OKL,
XCXB = XCLB.

Seétenim obou téchto rovnic dostaneme
XAXC = <AXB + <CXB = <OKL + <CLB = 90°.

Potom také je
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Bod .X lezf tudfZ na kruZnici opsané trojuhelnfku OAC,
pfesnéji Feteno (s ohledem na difvéjsf) lezf na pulkruz-
nici AC této kruZnice, kterd neobsahuje bod O.

H
L X
= Y
< 7 \
)N
¢ |/ \
\ \\
B\\\ \
SN WA
0 KX A G
\
Obr. 64

Stejnym zpisobem dojdeme k témuZ vysledku, jestlize
bod A4 lezf mezi body O, K a bod L mezi body O, C.
Obrécené. Na této plilkruznici zvolme libovolny bod
X' # A, C a trojihelnfkim ABX’, BCX' opiSme kruz-
nice. Ty protnou polopifmky OG, OH jeité v bodech X”,
L’. Nynf platf
XOL'B = <BX'C,
<SAK'B = < AX'B.

Se&ten{m obou téchto rovnic dostaneme
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XOL'B + <AK'B = ¥BX'C + XAX'B = 90°

a body K, B, L lezi v pifmce.

Je nutné si jesté viimnout pifpadu, kdy kruZnice opsa-
na trojihelnfku BCX se dotykd (v bodé C) pfimky OH.
Znamena to, ze body C, L splynou. Potom viak nutné
i kruZnice opsani trojihelnfku ABX se v bodé 4 dotyka
piHmky OG. Obé tyto kruZnice se protinaj{ v bodé, ktery
nilezf uvaZované mnoziné bodi.

Vysledek shrneme do véty: Hledand mnoZina viech
prisetiki X je ta pilkruznice AC z kruZnice opsané troj-
uhelntku ACO, kter4 neleZf v poloroviné 0. Do mnoZiny
nesmime poiftat body 4, C.

Cuilent

1. Je déna tsetka AB = 7. Sestrojte a) vnitfn{ bod X
této tsetky tak, aby AX : BX = |/2, b) vnéjif bod 7 tak,
aby platilo A7 : BY = /3, c) oba body pifmky 4B, pro
n& AZ : BZ =/5;)15.

2. Kde lezf bod M, pro néjz AM : BM = —17?

3. Jsou ddny dvé nesoustfedné kruZnice £ = (S, 1),
k' = (5, r). JestliZe O je jejich stfed stejnolehlosti, platf
S§O : 80 = r : v'. DokaZte.

4, Sestrojte trojuhelntk, jestliZze je dina strana 4B, na
nf bod M #£ A4, B osy vnitintho ihlu ACB a vyska 7,, —
Volte AB =7, AM =22, y. = 3,5.

Nivod: Sestrojte nejdifv praseétk N osy vnéjstho thlu
s pifmkou A4B.

5. Vétu 13 lze dokdzat téZ na zakladé ptiloZeného
obr. 65, v némz pifmka CK je osa vnitinfho Ghlu a pf{m-
ka A'B’ je osa vné&jitho dhlu.
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Nivod: Vyjdéte z toho, Ze ACAA’~ ACBB' a
ACA'K, ~ ABCL.

Obr. 65 _

6. Dokazte, Ze ve cvigeni 5 z 3. kapitoly plati
AM? - AN? = k2, kde k£ # O je konstanta nezdvisla na
poloze priuméru MN.

7. Vypoltéte délky téznic v pravotihlém trojihelnfku,
vnémza=3,b=4,¢c=05.

8. Ze vzorcu pro délky téZnic odvodte

a) 4(2 4+ +15) = 3(a® + 5% + ¢?),

b) 16(s% 4 ¢ + ¢8) = 9(at + b* + ¢*).

9. V Stewartové vzorci poloite a) m =¢, n = ?, b)
m =0, n = ?. Co dostanete?

10. Jak se zmén{ Stewartv vzorec, jestlize pficka CM
protne stranu AB na prodlouZen{? UvaZujte oba mozné
pifpady.

11. Vypoltéte délky tsedek, které na strané AB troj-
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thelnfka ABC vytinid osa vnitfntho dhlu a pak uZitim
Stewartovy véty vypodtéte délku osy vnitfnfho Ghlu.

12. Trojahelntk ABM ma stranu AB pevnou, nepo-
hyblivou, ale vrchol M se pohybuje po kruZnici opsané
trojuhelniku ABM.

a) Zjistéte mnozinu viech stiedd kruZnic, vepsanych
trojihelnikim ABM.

b) Zjistéte mnoZinu viech ortocenter trojuhelntki

M.

c) Zjistéte mnozinu vSech téZist trojuhelntkid ABM.

13. Use¢ka AB konstantnf délky ¢ # 0 se svymi krajni-
mi body pohybujc po dvou pi{mkach k sobé kolmych.
Jaka je mnoZina viech stfeda téchto usedek?

14. Je dana kruZnice £ a na nf pevny bod O, ktery je
vrcholem ostrého thlu velikosti w. Tento thel se otadf
kolem svého vrcholu, ale neméni svou velikost. Co oba-
luje tétiva, kterou ramena tihlu vytinaj{ na kruznici?

15. KruZnice £ = (S, r) se otd&f kolem svého bodu 4.
Ke kaZdé pootodené kruznici je sestrojena te¢na daného
pevného sméru. Jaka je mnozZina viech bodi dotyku?

16. Trojahelntk ABC mé pevnou stranu 4B a téZnice
AA’ mé konstantnf délku {,. Zjistéte mnoZinu viech
vrcholia C trojahelnfki ABC, které je mozné z danych
dvou prvki sestrojit.

17. Vnitinfm bodem A4 dané kruZnice k£ = (O, 7) je
proloZena piimka, kterd kruZnici £ protne v bodech B, C.
Pak jsou sestrojeny dvé kruznice, dotykajicf se kruZnice k,
z nichZ prvnf prochaz{ body 4, B a druh4 body 4, C
Tyto dvé kruZnice majf kromé bodu A spole¢ny je§té
bod M. Urdete mnozZinu viech bodd M, jestlize sedna
BC se ménf.
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18. Dvé¢ dané kruZnice k£ = (S, r), ¥’ = (§', ') majf
spole¢né pravé dva rizné body 4, B. Bodem 4 je pro-
loZena libovoln4 pffmka, kterd dané kruZnice protne po
fadé v bodech K, K’. Najdéte mnozinu pruseéfkd viech
piimek KS, K'§’, otd&i-li se pfimka kolem bodu 4.

19. V dané kruZnici je diana pevna tétiva AB jako za-
kladna rovnoramenného lichobéinika vepsaného dané
kruZnici. Druh4 zdkladna ménf stdle svou polohu. Na-
jdéte mnoZinu viech stfedd ramen lichobéZntkd.

20. Priklad 3 ze str. 92 feste za pfedpokladu, Ze kruz-
nice k, k' majf spole¢né dva body nebo Ze jedna z nich
lezf uvnitf druhé.
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