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PREDSLOYV

Na jesedl roku 1966 usporiadal KV MO Vychodosloven-
ského kraja $kolenie pre uspe$nych rieitefov MO kategdrie
B. Jedna z tém preberanych na tomto $koleni je predmetom
tejto knihy. Jednd sa o zndmy Dirichletov ,,zdsuvkovy
princip. Ulohy a problémy preberané na tomto Skoleni sme
doplnili, sustavnejSie usporiadali a v tejto forme ich po-
ddvame,

Tiéto brozrka je v podstate zbierkou prikladov a tloh.
Ostatného textu je velmi malo. Pritom niet rozdielu medzi
prikladom a ulohou. K niektorym ulohdm sme pripojili
ihned do textu rieSenie a nazvali prikladmi. Maja sluzit
ako ndvod na riefenie uloh, ktoré za prikladom nasleduja.
K niektorym dtlohdm vzadu pripojujeme nivody na
rieSenie,

Bro#irka je rozdelend do niekolkych kapitol. Su podfa
nd§ho nézoru odstupiované podla obtiaZnosti. St vSak
medzi sebou nezdvislé, moZno ich teda ¢itat v Iubovolnom
poradi. Formulicia principu, ktory sa v celej knihe po-
uZiva, moZno néjst na zadiatku prvej a zadiatku tretej kapi-

toly.
Autori






1. kapitola

DIRICHLETOV PRINCIP

Pod menom ,,Dirichletov princip* sa obylajne uvddza na-
sledujice tvrdenie:

(d) Ak je viac neZ n predmetov rozdelené do » skupin (n je
prirodzené (Cislo), potom aspod v jednej skupine sa na-
chddzaji asponi dva predmety.

V konkrétnych situicidch tvrdenie (d) hovori napr. toto:

Profesor Kvantifikdtor neméZe rozmiestnit svojich pat
deti do Styroch izieb svojho bytu tak, aby v kazdej izbe
bolo najviac jedno diefa, tj. nutne musia aspoii v jednej
izbe byt aspon dve deti.

Ak mi profesor Kvantifikitor devit fajok svojej zbierky
v zdsuvkach pisacieho stola a std] mé osem zdsuviek, potom
asponi v jednej zdsuvke je viac neZ jedna fajka.

Tvrdenie (d) sa nickedy nazyva ,,zdsuvkovy princip®.
V literatdre sa stretmeme i s oznalenim ,holubnikovy
princip®. Autori, ktori ddvaju tento ndzov tvrdeniu (d), maji
na mysli holuby profesora Kvantifikitora (vo volnom &ase
sa venuje chovu us$fachtilych holubov). M4 totiZ » holub-
nikov, ale viac neZ n holubov. Potom aspoii v jednom
holubniku musi mat dvoch, alebo viac holubov.

Tvrdenie (d) nie je fazké dokazat.

Nech %, je polet predmetov v i-tej skupine (1 =1, 2, .. .,
n). Keby v kaZdej skupine bol naviac jeden predmet (tj.
Ziaden, alebo iba jeden), CiZe k; je mensie, alebo rovné
jednej, pre i = 1,2, ..., n, potom vietkych predmetov by
bolok, +k+ ... 4++kk <1414 ...+ 1=n



Jednad sa teda o tvrdenie na pohfad velmi jednoduché, ale
vhodnym pouZitim mdZeme dostat velmi silné vysledky.
Obycijne pomocou Dirichletovho principu dokazujeme
existenciu takych objektov, ktoré nemoZno (alebo je velmi
tazké) efektivne skonstruovat.

Uvedme priklad.

Priklad 1. Podra antropoldgie neexistuju fudia s vi&Sim
podtom vlasov, ako 500 000. DokdZ%eme, Ze v Prahe existuji
dvaja fudia s rovnakym poétom vlasov.

RieSenie, Najskdr uviZime, Ze Praha md vy$e milién
obyvatelov. Obyvatelov Prahy rozdelime do skupin tak, Ze
do n-tej dame vSetkych obyvatelov Prahy, ktori maju prive
nvlasov (n =0, 1,2, ..., 500 000). PodIla tvrdenia antro-
pologov, kazdy obyvatel Prahy padne do niektorej z tych
skupin. PretoZe PraZanov je viac ako skupin, aspofl v jednej
skupine je viac ako jeden PraZan, tj. existuji dvaja obyva-
telia Prahy s rovnakym poétom vlasov.

Uvedeny priklad je typicky tym, Ze efektivne ndjst
dvoch PraZanov s rovnakym poétom vlasov je z pochopi-
telnych doévodov prakticky nemoZné.

Bezprostredné pouZitie Dirichletovho principu si moZno
overit na nasledujticich dlohdch.

Uloha 1. Stkromnd kniZnica m4 1100 svazkov, pri-
¢om ziaden z nich nem4 viac ako 1000 strdn. Dokd’te, Ze
v kniZnici existuji dve knihy s rovnakym poctom strdn.

Uloha 2. Na vysok $kolu prijali do prvého ronika 120
posluchaov, ktori maturovali na 84 strednych $kolich.
Potom sa v prvom ro¢niku néjdu aspofl dvaja posluchéci,
kteri sa poznaijt zo strednej $koly. Dokéazte!

Uloha 3. Neporiadny $tudent mal v zisuvke ponozky
piatich farieb (z kaZdej farby aspofi dve). Kolko kusov
ponoziek musi po tme vybrat, aby bol isty, Ze mezdi nimi
budu dve rovnakej farby?
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Uloha 4. Hid%eme dvoma kockami. Kolkokrit treba
hodit, aby sme mali zaruené, %e dvakrit padol rovnaky
stifet bodov na kockdch?

Dirichletov princip moZno formulovat i vieobecnejsie:

(D) Ak je viac nez mn predmetov rozdelenych do 7 sku-
pin, potom aspoii v jednej skupine je viac ako 7 predmetov.

Ddkaz je rovnaky ako prv. Nech &; je polet predmetov
v i-tej skupine ( = 1,2, ..., 7n). Keby v kaZdej skupine
bolo najviac m predmetov, tj. ks <mprei=1,2,...,mn,
potom vsetkych predmetov by bolo %, 4+ %k + ... +
F+hka<mtm+ ... +m=mn

Priklad 2. Konferencie sa z¢astnilo 40 delegitov z 13
krajin. DokaZte, Ze delegdcia aspofi jednej krajiny mala viac
ako troch ¢lenov!

RieSenie. Rozdelime delegatov do skupin podla krajin,
tj. v kaZdej skupine sa vietci delegati istej krajiny. KedZe
skupin je 13 a delegatov je viac ako 3.13 = 39, musia byt
aspot v jednej skupine viac ako traja delegati.

Uloha 5. Kolkokrat treba hoditf troma kockami, aby
bolo zistené, Ze aspoii Styrikrat padol rovnaky sticet bodov
na kockach?

Uloha 6. Kolkokrit treba hodif dvoma kockami, aby
trikrat padla td istd dvojica Cisel ? Ulohu rieste a) v pripade,
Ze kocky su rovnaké (t. j. dvojice (2,1) a (1,2) pokladdme
za rovnaké); b) v pripade, Ze kocky su rozne (napr. réznej
farby 3 v tomto pripade dvojice (2,1) a (1,2) povaZujeme za
rdzne).

Predoslé priklady a vlohy sa dali rieSif bezprostrednym
pouZitim Dirichletovho principu. Stadilo vhodne zvolit
rozdelenie do skupin, &o obyéajne vyplynulo zo zadania
ulohy. Casto sa viak stdva, ¥e k rieSeniu neddjdeme takto
bezprostredne, ale sme niteni vyuZit i iné okolnosti, ktoré
vyplyvaji zo zadania tlohy.



Priklad 3. Dany je vypukly $trnististen s 9 vrcholmi.
Dokazte, Ze existuje na fiom vrchol, z ktorého vychddza
aspon 5 hrén.

RieSenie. Ako vieme, pre pocet s stien, pocet v vrcholov
a pocet 4 hrdn vypuklého mnohostena plati Eulerov vztah

s+v=hr+2.

Teda na§ 14-sten ma 14 4+ 9 — 2 = 21 hrdn. Rozdelme
kaZdd hranu napoly, dostaneme 42 polhrin. Tieto roz-
delme do 9 skupin, podfa toho, z ktorého vrcholu vychddza-
ji. Podla (D) v jednej skupine je viac ako 4 t. j. aspon
5 polhran. Teda z jedneho vrcholu vychadza aspon 5 pol-
hridn, CiZe aj hrin.

Uloha 7. Dany je vypukly sedmisten so 6 vrcholmi. Do~
kéZte, Ze prave jedna stena toho sedmistena je $tvoruholnik.

Niekedy vedie k cielu pouzitie Dirichletovho principu
niekolkokrit za sebou.

Priklad 4. Konferencie sa z(iastnilo 70 delegitov, ktori
hovoria 11 réznymi jazykmi. Jednym jazykom hovori
najviac 15 delzgitov. Organizaény vybor rozhodol, Ze za
oficidlny bude povaZovat taky jazyk, ktorym hovori najme-
nej 5 delegitov. Dokdzte, Ze na konferencii boli aspoi 3
oficidlne jazyky.

Rieenie. KedZe delegitov je 70 a hovoria 11 jazykmi,
iste jednym jazykom hovori nie menej, ako 5 delegitov.
Teda existuje jeden oficidlny jazyk, nazvime ho jazyk A.
Jazykom A hovori najviac 15 delegitov, t. zn., Ze ostatny-
mi 10 jazykmi hovori asponi 55 delegitov. Teda medzi ty-
mito 10 jazykmi sa musi ndjst jazyk (oznacme ho B), kto-
rym hovori najmenej 5 delegitov. To je druhy oficidlny
jazyk. Jazykom B hovori najviac 15 delegitov, teda zbyva-
jicimi 9 jazykmi hovori aspofi 40 delegitov. Zasa podla
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Dirichletovho principu moZno spomedzi tychto 9 jazykov
vybrat jeden oficidlny.
¢t Existenciu Styroch oficidlnych jazykov nie je moZné do-
kazat (protiprikladom je napriklad nasledovnd situdcia:
tromi jazykmi hovori po 15 delegatov, siedmimi jazykmi
hovori po 3 delegitov a jednym jazykom hovoria 4 dele-
gati).

Iné podobné ukdZky su napr. v kapitole V.

Uvedieme eSte niekolko réznych, pripadne i ndro¢nejsich
prikladov a tloh.

Priklad 5. Treba dokazat, Ze spomedzi Iubovolne zvo-
lenych 13 (redlnych) &isel moZno vybrat dve, ozname
ich x, y, také, Ze

y—x _
0< 75 <2-V3

RieSenie. Ozname dané &isla ay, a,, ..., aj5. Nech by,
T
2
a, =tg by, ..., a3 = tg by, (Také Cisla urdité existuja.
Spomerite si, Ze funkcia y = tg x nadobtida v intervale

(— %, %) vietky redlne hodnoty). Rozdelime interval

by, . . ., byg s také &isla letiace medzi — = a ; Yea, =tgb,

27
z tychto Casti existuju dve z Cisel by, by, . . ., 13, nech su to
napr. a, f§ (napr. a = by, = b;, alebo podobne). Nech
naviac a < f (t. j. oznadili sme a mensie a § vadSie z nich).

( z n) na 12 rovnakych &asti. PodIa (d) asponi v jednej

Potom0 < f —a <;’—2. Oznatme x =tga, y =tg f. Teda

x je niektoré z &isel a,, ay, . . ., a3, 2 y tieZ.



Kede funkcia tg x je v intervale (— 4
mime

y—x tgf—1ga
I+xy 14tgatgp
a nase tvrdenie je dokdzané.

Uloha 8. Spomadzi 7 - 1 Tubovolne zvolenych &isel
moZno vZdy vybrat dve tak, Ze ak ich oznadime x, y, bude

y—Xx

) rastuca,

(ST

=tg(ﬂ—a)<tg%=2— V3

T
0< < tg ; .
DokéZte!
Uloha 9. Spomedzi fubovolne zvolenych 11 &isel inter-
valu (1,100) sa vidy daju vybrat dve tak, %e ich podiel je
men$i neZ 1,6 a vilsi neZ 1. DokéZte!

Priklad 6. V zihrade tvaru obdf#nika o rozmeroch
20 m X 15 m musi byt menej neZ 26 stromov, ak ma byt
zachované pravidlo, Ze vzdialenost dvoch stromov nie je
mensia neZz 5 m. DokdZte!

Rie3enie. Pripustme, Ze by v zdhrade bolo viac, nez 25
stromov. Rozdelims zihradu na obdliniky rozmerov
4m x 3 m. Takych obd{#nikov sa do nasej zahrady vmesti
préve 25.Tedapodra (d) aspoii v jednom z tychto obd{Znikov
musia byt aspoii dva stromy. KedZe uhloprie¢ka obd{#nika
méi dl¥ku 5m, vzdialenost tychto stromov je mensia
nez 5 m.

Uloha 10. V zihrade o rozmeroch 35m X 42m je
100 stromov. D4 sa v nej nijst obd{#nik o rozmeroch
3 m X 5 m taky, aby na fiom rastli aspoti dva stromy ?

Uloha 11. Ak je na $tvorci rozmerov 10 X 10 umiestené
101 bodov, potom moZno vybrat taky trojuholnik o plo3-
nom obsahu 1 cm? %e na fiom su aspofi dva spomedzi
danych bodov.
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Uloha 12. V zihrade o rozmeroch 80 m X 90 m rastie
365 stromov. D4 sa nijst &ast zdhrady tvaru obdinika
o rozmeroch 5 m X 8 m, na ktorej rastu aspoii 3 stromy ?

Uloha 13. Na obdlZniku rozmerov 27 m X 36 mje
umiestené 1945 bodov. DokéZte, Ze aspofi 7 z nich moZno
naraz pokryt trojuholnikom plo$ného obsahu 3 #m?2

Uloha 14. Ak je v $tvorci o strane 1 umiestené fubovolne
51 bodov, potom mozno niektoré tri spomedzi nich pokryt

kruhom o polomere %
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2. kapitola

ULOHY Z TEORIE CISEL

V tebrii ¢isel moZno pouZitim Dirichletovho principu nijst
gasto neofikdvané vysledky. Dirichlet sim s vspechom
pouzZival tento princip v tedrii Cisel a odtial m4 tento princip
svoje meno. Je viik velmi pravdepodobné, Ze bol niekto-
rymi matematikmi vyuZivany i pred tym. MozZno, Ze nie
tak vyrazne a vedome.

Priklad 7. Dané je 82 prirodzenych &isel. Treba doké-
zat, Ze sa medzi nimi daja ndjst dve také, Ze ich rozdiel je
delite[ny Cislom 81.

RieSenie. Rozdelime dané ¢&isla do 81 skupin, podla
toho, aky zvySok divaju po deleni &islom 81. Teda do
prvej skupiny ddme tie, ktoré ddvaja zvySok O po deleni 81,
do druhej tie, ktoré ddvaju zvySok 1, do tretej tie, ktoré
davaju zvySok 2, atd., aZz do osemdesiatej prvej dime
tie Cisla, ktoré po deleni &islom 81 ddvaju zvySok 80.
KedZe skupin je menej ako Cisel, aspoil v jednej skupine sa
nachddzaju dve &isla. Teda medzi danymi ¢islami sa daja
najst dve, ktoré po deleni 81 ddvaju rovnaky zvySok. Ich
rozdiel je delitelny ¢islom 81.

Uloha 15. Ak je dané # + 1 prirodzenych &sel, potom
medzi nimi existuji dve, ktorych rozdiel je delitelny ¢islom
n. Dokazte!

Uloha 16. Ku ka?dému prirodzenému &slu 7 existuje
Cislo zapisané v desiatkovej sustave v tvare 11...100...0,
ktoré je deliteIné ¢islom n.
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Uloha 17. Ku kaZdému prvodislu p réznemu od 2,5 exi-
stuje Cislo tvaru 111...1 (t. j. zapisané v desiatkovej
ststave iba pomocou cifry 1) deliteIné p.

Priklad 8. Je dané 67 prirodzenych ¢isel. Dokéite, Ze
mozno spomedzi nich vybrat niekolko tak, aby ich stdet bol
deliteIny &islom 67.

RieSenie. Oznz¢me dané &isla ay, a,, .. ., ag. Utvorme
Cisla s, =ay, ss=a;+ ay, 3 =0a; +as+ agy, ...y 8 =
=a,t+a+ a;+ ... + ag + ag. Ak je nicktoré z Cisel
S35 S35 « « .5 Sg7 deliteIné Cislom 67, uloha je rieSend. Ak nie
je, Cisla sy, 5, . .., g7 TOzdelime do 66 skupin a to tak, Ze
do n-tej skupiny dame tie, ktoré po deleni Cislom 67 ddvaju
zvySok n (n =1, 2, ..., 66). Podla Dirichletovho principu
aspofi v jednej skupine sa ndjdu dve, ozname ich s, s, & <
< h. Potom s, — sx je delitelné 67, priCom sp— sx =
=ak+1+ak+2+ eo. + ap.

Uloha 18. Spomedzi  &isel sa d4 vybrat niekolko tak,
Ze ich stcet je delitelny »#. DokdZte!

Podobnym obratom, ako priklad 7 a predosla ulohu, je
mozZné rieSit nasledujuce ilohy.

Uloha 19. Ignic Kvantifikitor (syn znimeho profesora
Kvantifikdtora) rieSi po dobu troch mesiacov pred krajskym
kolom MO aspoii jednu tulohu denne. Pritom za kalenddrny
tyzdefl neriesi viac, ako 13 tloh. DokaZte, %e sa dd nijst
niekolko po sebe iducich dni v uvedenom obdobi, za ktoré
riesi prive 33 uloh!

Uloha 20. Jeho priatelka v tom istom obdobi rieSi
aspoil dve ulohy denne, ale za tyZdef nie viac, ako 17.
Dokazte, Ze bud existuje niekoIko po sebe iducich dni, za
ktoré riesi prave 23 uloh, alebo niekolko po sebe idtcich
dni, za ktoré rie§i prave 46 tloh!

Uloha 21. Nech p a ¢ st nestdeliteIné prirodzené &isla.
DokéZte, Ze existuje prirodzené Cislo #n také, Ze dislo
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1+qg+ ¢+ ... + grjedelitelné Cislomp! Ak 1 4 ¢ +
+ ¢+ ... 4+ ¢" je deliteIné Cislom p a % je prirodzené
¢islo, potom aj Cislo 1 4+ ¢+ ¢% ... + g* (»+1)-1 je deli-
telné Cislom p. DokaZte!

Priklad 9. DokaZte, Ze dekadicky z4pis niektorej moc-
niny ¢&isla 37 konéi skupinou cifier 00001! (Tu i v dalSom,
tym myslime, Ze dané ¢islo m4 v dekadickom zipise okrem
cifry 1 na mieste jednotiek eSte aspon jednu cifru réznu
od nuly. Teda napr. dekadicky zdpis ¢isla 1 nekonéi skupi-
nou cifier 00001.)

Riesenie. Vezmeme Cisla 37, 372, 373, atd., az 37100000,
Ak niektoré z nich po vydeleni ¢islom 100 000 dé zvysok 1,
sme hotovi, pretoZe jeho zdpis v desiatkovej sustave konéi
00001. Ak ziadne nedava po deleni 100 000 zvys$ok 1, roz-
delime ich na skupiny tak, Ze do #-tej skupiny dime tie
¢isla 37%, ktoré ddvaju po deleni 100 000 zvy3ok #, priom
n=0,2,3...,99998,99999. Teda skupin je 99 999
a Cisel 100 000. Existuja dve Cisla A, k také, ze 37¢ — 37 je
delitefné 100 000. Predpokladajme, Ze % > k. KedZe
37k — 37 = 37k (37k-b — 1) a 37 je nestdelite[né s ¢islom
100000, je 37%-% — 1 deliteIné Cislom 100 000, &iZe
37¢-4 ddva po deleni &islo 100 000 zvySok 1.

Uloha 22. Nech &islo p je nestideliteIné s &islom 100 000.
Dokd’te, 7e dekadicky zipis niektorej mocniny &isla p
kon¢i skupinou cifier 00001! Dokdzte tieZ, Ze pre kazdé n
prirodzené existuje také prirodzené Cislo &, Ze p¥ md deka-
dicky zapis konéiaci skupinou # nil a cifrou 1!

Uloha 23. Nech &isla p a ¢ st nestidelitelné. Dokazte, Ze
niektora kladnd mocnina &isla p dava po deleni &islom ¢
zvySok 1.

Poznadmka. Tzv. Mald veta Fermatova tvrdi, Ze td
mocnina &isla p je pe-1. Jej ddkaz je viak podstatne zloZitejsi.

Ak x je redlne (islo, znakom [x] oznalujeme tzv. celd
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cast Cisla x. Je to také celé Cislo, Ze [x] < x < [x] + 1.
Napr.[3]=3, [-71=—-7,[v2] = 1,[-7,2] = —8apod.

Priklad 10. DokdiZte, Ze existuje také prirodzené &islo
k < 100, Ze rovnici | v/x + %] = k vyhovuje aspoi 100
prirodzenych &isel!

RieSenie. Pre x prirodzené, x < 10000 je 1 <[\/x +£] <

< 100. Prirodzené c¢&isla nie va&Sie ako 10 000 rozdelme
do tried tak, Ze do k-tej triedy, £ = 1,2, ..., 100 ddme

tie Cisla, pre ktoré [\/x + %] = k. Aspoil jedna z tychto

tried obsahuje nie menej nez 100 &isel (podfa (D)). Prislu$né
k vyhovuje poZiadavkam dlohy.

gloha 24. DokdZte, Ze existuje také prirodzené (islo %

a) k£ < 6000, Ze rovnici [1/x log x] = & vyhovuje aspon
160 prirodzenych Cisel!

b) £ < 600, Ze rovnici [4/x log x] = k vyhovuje asponi
1600 prirodzenych ¢&isel!

Priklad 11. Nech x je iraciondlne &islo. Ak % je Tubo-
voIné prirodzené Cislo, potom existuja také celé &isla m, n,

00 < m -+ nx < 715' Dokdte!

RieSenie. UvaZujme o &islach x; = x — [x], x, = 2x —
—[2x), ..ok =hkx — [Rx)y 2k, =R+ 1) x — [(R +
+ 1) x]. Tieto vietky &isla su kladné a mensie ako 1. Pre
kazdé 1= 1,2, ...,k k + 1 je [ix] <ix < [ix] + 1. Pri-
tom nemdZe byt x; = 0, pretoZe by bolo x = [sz] a kedZe

[¢x] je celé, bolo by x raciondlne. Vietky Cisla xy, x,, . . .»
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Xr+1 SU navzdjom rézne. Keby totiZ bolo x¢ = x; pre 7 +# J,

bolo by ix — [ix] = jx — [jx], odkial x = M o
je spor. —J
Interval < 0,1) rozdelime na 2 rovnakych Eastl, t.j. uva-
¥ . 1 12 k —
Zujeme intervaly < O’E)’ 7 k)’ 7 k)’ e % ,E).

PodlIa (d) aspoii do jedného z tychto intervalov padm’1 aspon
dve z Cisel x;, X5y . ., Xk1. Nech su to Cisla x4, x; a nech je

x; < x5. Potom je 0 < x; — % < %, Cize 0 < jx — [jx] —
— (ix — [ix]) <. Ak polotime m = [ix] — [js]an=j —

—i,bude0<m+nx<%.

Pozndmka. Z prikladu 11 vypljva, Ze medzi kaZdymi
dvoma (islami a, b e)ustuje &islo tvaru m -+ nx. Podrob-
nejSie: ak @ < b a ak x je iraciondlne &islo, potom existuju
celé Cislam,ntak, e a <m + nx < b.

1
<<

Ddkaz. Nijdeme prirodzené Cislo & tak, aby bolo E
< b — a. PodIa prikladu 11 existuju celé &isla my, n, tak, Ze

0<my+nx< % Nech 7% je najmensie celé &islo, pre

ktoré a < h (mo + ng x), teda h = [ o

je aj h (my + nyx) < b. Keby totiz bolo h (my + nex) = b,
bolo by (A — 1) (my + ngx) = h (mg + nyx) — (my -+ nex) =

=>b— 7> a Stadi teda zvolit m = hmy, n = hn, a bude

]—l— 1. Potom

a<m-4nx <b.
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Uloha 25. Nech x 7 0 je racionélne &islo, ktoré sa dé pisat
v tvare x = %, kde p je celé, ¢ prirodzené a p, g si nesi-
delitelné. Ak % je prirodzené {islo, £ < ¢, potom existuja
také celé Cislam,nze 0 <m+ nx < % Dokézte!

Poznimka 1. AKk x je raciondlne &islo, ¥ # 0, x = % ,

kde p je celé a g prirodzené Cislo a a, f sU také Cisla, Ze
f—a< I potom existuju celé &sla m a » tak, Ze a <

<m-+nx <p.
2, Ak k = ¢ potom neexistuju také celé Cisla m a n, aby

0<m+nx<%.

Uloha 26. DokdJte tvrdenie v poznidmke 1.

Uloha 27. Dok4?te tvrdenie v poznimke 2.

Nasledujici priklad a tlohy vyuZivaju skér myslienku
dokazu Dirichletovho principu, neZ princip sdm. Takd
situdcia sa ¢asto vyskytuje bez toho, Ze by sme si ju uve-
domovali. Nie je to potrebné si uvedomovat, ale je vhodné
nacvidit sa pohotovo my$lienku tohoto typu vyuZivat. Je
samozrejmé, Ze uvedené tlohy moZno riesit i priamo po-
uzitim Dirichletovho principu, av§ak za cenu vadsej taZko-
pddnosti.

Hovorime, Ze prvotisla p, ¢ nasledujui po sebe, ak p < ¢
a ak neexistuje také prvolislo r, 2e p <r < ¢q. Ak p, g s
prvocisla, ktoré nasleduju po sebe a ¢ — p = 2, hovorime,
Ze p, q je pdr dvojiciek.

Priklad 12. Ak je znime, Ze existuje prve 7 prvocisel
nie menSich neZz 1061 a nie vadSich neZ 1097 a existuji
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medzi nimi dve prvoéisla p, ¢ nasledujuce po sebe a také, Ze
p — q = 18, treba dokazat, Ze existuji aspoil dva pary
dvojiciek mf-dz1 1061 a 1097. q

RieSenie. Oznalime py, p,, Py, P> Ps» Pes P2 PrvoLisla
medzi 1061 a 1097 usporiadané podla velkosti. Teda
1061 <p, < py, < ... << pg < p; < 1097. Podla zadania
existuje také 7 (7 je niektoré z isel 1, 2, ,..., 6), Ze p1,, —
— p1 = 18. Ziaden z rozdielov py,, — p; nemoéZe byt ne-
parny. Ale (p, — p1)) + (ps— p2) + ... + (pr — pe) <
< 36. Kedze jeden z tychto rozdielov j 1e 18 sulet piatich
rozdielov neprevySuje 18. Ak medzi tymito rozdielmi je
jeden vas¢i alebo rovny 6, potom medzi zbyvajicimi
Styrmi musia byt aspori dva, ktoré sa rovnaji 2 (lebo ich
sucet neprevysuje 12). Ale, ak by kaZdy rozdiel bol mensi
ako 6, t.j. neprevySoval by 4 a neexistovali by dva rovnajice
sa dvom, potom by uvedené rozdiely museli byt 2, 4, 4, 4, 4
(pripadne v inom poradi). Mdme teda jeden rozdiel 2,
Styri rozdiely 4 a jeden rozdiel 18. Teda aspoii dva rozdiely
4 musia ist po sebs (Dirichletov princip), t. j. nastiva
situdcia p; < Pre1, < Prees priom pr, = pr+ 4, Prip =
= p; + 8. Ale to je spor, lebo p; nie je deliteIné tromi, dava
teda po deleni zvySok 1 alebo 2, potom v$ik bud p; + 4
alebo p; + 8 je delitelné tromi, lebo divaju zvySok po-
stunne 2,0 alebo 0,1.

Uloha 28. Medzi &islami 3 907 a 3 947 je 9 prvodisel
a rozdiel dvoch z nich po sebe iddcich je 12. DokézZte, Ze
medzi 3 907 a 3 947 st aspoil 2 pare dvouélek'

Uloha 29. Ak medzi &ishimi @, b je k = 2 prvodisel,
a < b a rozdiel dvoch z nich po sebe nasledujucich je 2,

potom existuje medzi a a b aspon [2 (h—1)— b— ;— h]

pérov dvojiiek. Dokézte!
Takto ziskany odhad je velmi slaby. Porovnajte ho napr.
s tvrdenim ulohy 28!
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3. kapitola

VACSINOU GEOMETRIA

Dirichletov princip v tej forme, ako sme ho formulovali
v I. kapitole sa tykal iba prirodzenych Cisel, pretoZe sa
v fiom jednalo o pocet prvkov nejakej mnoziny (konecnej).
Niekedy j je viak vyhodné vyuzwat iné veli¢iny na meranie
»velkosti mnoZiny, ako pocet jej prvkov (napr. ak je mno-
ina nekone&nd). MoZe to napr. byt dika plosny obsah,
objem, velkost uhla a pod. V takych pripadoch ,,velkost“
nemusi byt ¢islo prirodzené, ale Iubovolné reidlne cislo
(napr. zlomok alebo aj iraciondlne Cislo). Pre také pripady
je vyhodné formulovat Dirichletov princip takto:
(D,) Ak ay; Ay .- -5 an st TubuvolIné redlne ¢isla, ktorych
sucet je vacsi, alebo sa rovna ¢islu b, potom aspon jedno

z nich je vicSie, alebo sa rovna Cislu P
Dékaz tohoto tvrdenia je uplne rovnaky ako dokaz
Dirichletovho principu v I. kapitole. Keby bolo a; < 712—
prei=1,2,...,n,potombyboloa, +a,+... Fan <

<£+£+...+£=b.
n o n n

Priklad 13. Treba dokdzat, Ze aspon jeden vnitorny

7.

uhol vypuklého n-uholnika je vadsi, alebo sa rovnd ——
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RieSenie. Stufet vnitornych uhlov vypuklého n#-uholnika
je (n— 2) 7, preto podla (D,) aspoii jeden z nich musi byt
n f—

vidsi, alebo sa rovna 7.

Priklad 14. Poldavia md rozlohu 268 138 km2. Je v nej
rozmiestnenych 13 televiznych vysieladiek a retransladnych
stanic. Nejaké miesto spifia normu kvality prijmu, ak nie je
vzdialené od najblizSej stanice ako 80 km. DokdZte, Ze
Poldavia eSte nie je uplne televizifikovang, t. j. existuji v nej
miesta, ktoré nesplfiaji normu kvality televizneho prijmu.

RieSenie. Nech s; je ploiny obsah tej Casti Poldavie,
ktorej miesta s vzdialené od i-tej stanice nie viac, ako
80km,7=1,2,...,13. Ak by bolo kazdé miesto televizi-
fikované, potom by bolo s; + s, + ... + 5,3 = 268 138,
¢iZe podIa (D,) asponl pre jedno 7 by bolo s = 2—6?——3138 =
= 20 626 km?. Ale s; < 7.802km? = 20 160 km? pre kaz-
déi=1,2,...,13. (Nemusi byt nutne s; = 7.80%, pre-
toZe &ast kruhu o polomere 80 km, v strede ktorého je i-ta
stanica, mdZe siahat za hranice Poldavie.)

Vsimnite si, Ze z (D,) ihned vyplyva (d) aj (D).

Uloha 30. Dokézte (d) a (D) pomocou (D,)!

Nech je dand mnoZina M bodov. Kazdy uhol < ABC,
kde A4, B, C su body mnoziny M, nazveme uhlom uréenym
bodmi mnoZiny M. Pripominame, ¢ < ABC znameni
uhol s vrcholom B a ramenami BA, BC, pritom, ak sa
nerovna z, mensi z dvoch moznych. Napr. voiitorné uhly
vypuklého mnohouholnika su uhly uréené vrcholmi tohto
mnohouholnika (ale nie kazdy uhol uréeny vrcholmi vy-
puklého mnohouholnika je jeho vnatorny uhol).

Uloha 31. Ak st dané tri body v rovine, potom aspor

jeden uhol nimi urdeny je vicsi, alebo sa rovnd %n.

20



Poznidmka. Vsetky uhly uréené vrcholmi rovnostran-

ného trojubolnika sa rovnajt —;—n. Vietky uhly uréené

. gl N
vrcholmi pravidelného Stvorstena sa rovnaju tieZ 3 "

Priklad 15. Ak su dané $tyri rézne body v rovine, potom

aspoii jeden uhol nimi uréeny je vacsi,alebo sa rovna —;— 7.
Riesenie. Ak tri z danych bodov leZia na jednej priamke,
je priklad vyrieSeny, lebo potom jeden uhol nimi uréeny sa
rovna z. Pripustme preto, Ze Ziadne tri z danych bodov ne-
leZia na jednej priamke. UvaZujme o $tvoruholniku, ktory
m4 vrcholy v danych bodoch. Rozozndvajme dva pripady.
a) Uvazovany Stvoruholnik je vypukly Potom vSetky
vnutorné uhly tohoto Stvoruholnika st uhly urcené da.nyrm
$tyrmi bodmi. Podla prikladu 13 aspori jeden z nich musi

byt vicsi, alebo rovny CR&

b) UvaZovany §tvoruholnik nie je vypukly. Potom jeden
z jeho vrcholov lezi vo vnutri trojuholnika uréeného ostat-
nymi tromi. (Obr. 1.) Oznalime ten bod D a ostatné
vrcholy A, B, C. Uvazujme o uhloch < ADB, < BDC,

Obr. 1.
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X CDA. Ich stcet je 2 n. Teda zasa podla Dirichletovho
principu (formuldcia (D,)) asponi jeden je vacsi, alebo sa

Iovna — 1 > — 7.
37773

Uloha 32. 5 bodov v rovine uréuje aspoii jeden uhol

vidsi alebo rovny %n. Dokazte!

Uloha 33. 6 bodov v rovine urluje aspoii jeden uhol

vidsi alebo rovny % 7. Dokazte!

Uloha 34. Ak je danych 7 bodov v rovine, potom aspori
jeden uhol nimi urgeny je va&i ako % 7. Dokéte!

Problém. Ulohy 31—34 a priklad 15 vzbudzuju do-
mnienku, Ze plati tvrdenie:
Ak je danych n 4 1 bodov v rovine, (n = 3) potom

‘. ey e, T
asponi jeden uhol nimi ureny je vacsi 7.

Toto tvrdenie sa autorom nepodarilo ani dokazat, ani
vyvritit. Bolo by zaujimavé dokazat toto tvrdenie pre
niektoré dalSie hodnoty #n, napr. n = 7,8, atd.

Analogicky ako (D,) sa daju dokdzat nasledujice obmeny
principu (D,).

(D,) Ak je dané n redlnych Cisel, ktorych stacet je vacsi nez

¢islo b, potom aspoti jedno z nich je vicSie nez %
(Dg) Ak suiCet n redlnych &isel je mensi alebo sa rovna Cislu
b, potom aspoii jedno z nich je mensie alebo sarovna %
(D,) Ak je sucet n redlnych Cisel mensi neZ b, potom aspoid
jedno z nich je mensie ne¥ -
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Uloha 35. Dokadte (D,), (D), (D) podobne, ako sme
dokazali (D,).

I ked kazdé z tvrdeni (D,), (D,), (D;) moZno dokazovat
podobne ako (D,), vietky sa daji z (D,) odvodit (po-
dobne z kazdého tvrdenia (D,), (D;), (D,) ostatné). Na
ukéZku urobime dokaz (D,) pomocou (D,).

Pripustme, Ze a,, g, .. ., an st také Cisla, Ze a, 4+ a, +
+ ... +ar>b. Oznatme ¥’ =a;, + a, + ... as, teda

b

b > b. Podla D, existuje také ay, Ze a; = P

Priklad 16. Dokaite, Ze do krabice tvaru valca vysky
60 cm a priemeru zakladne 40 cm sa nevmesti 2630 stolnote-
nisovych loptiCiek priemeru 3,8 cm.

RieSenie. Objem krabice je 75 412,5 cm3. Predpokladaj-
me, Ze by v tejto krabici bolo umiestenych 2630 loptiCiek.
Potom stcet ich objemov nembze prevysovat 75 412,5 cm?.
PodIa (D,) objem aspoii jednej z nich by musel byt mensi

alebo sa rovnat 7526_%, < 28,69. Ale objem kaZdej z nich

je % (3,8)° > 28,7.

Priklad 17. Treba dokizat, %e v sade tvaru obdf#nika
o rozmeroch 100 m krdt 300 m musi byt menej nez 3851
stromov, ak vzdialenost Iubovolnych dvoch ma byt vicsia
nez 4 m.

RieSenie. Postupujeme podcbae ako v priklade 6.
Pripustme, Ze v sade je viac stromov neZ 3851. Sad roz-

delime na rovnaké obdlzniky o stranich 13i50 a % . Bude

ich 35 X 110 = 3850. PodIa (d) aspoi v jednom z tychto
obd[?nikov sa musia nachidzat aspofi dva stromy. Ked¥e
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. . 100\ 2 300
uhloprietka mé dizku l/(ﬁ + (m

nost aspoii dvoch stromov je menSia ako 4.

Ak by sme sa pokusili (vo funkcii hospodarmeho zihrad-
nika) rozmiestit v sade z predo$§lého prikladu &im viac
stromov tak, aby ich vzdialenosti boh aspofi 4 m, pri
Ziadnom rozmiesteni sa ndm nepodari umiestit do sadu
3000 stromov. Mali by sme sa teda pokisit dokizat, Ze sa
neda umiestit do sadu mensi pocet stromov. Inymi slovami,
v riefeni prikladu (ktoré je inak spriavne) sme pouZili po-
merne slabd metddu.

Ked pouZijeme vhodnejsiu, mbZeme dostat lepsi vysle-
dok. Prezradime ho v nasledujiicom priklade.

Priklad 18. V sade tvaru obdf#nika o rozmeroch
100 m X 300 m musi byt menej nez 2516 stromov, ak
vzdialenost Tubovolnych dvoch stromov ma byt vilsia ako
4 m. Dokézte!

RieSenie. Predpokladajme, Ze v sade je viac ne% 2515
stromov a Ze vzdialenost IubovoInych dvoch je vidsia neZ
4 m. UvaZujme o kruhoch, ktorych stredy su miesta,
v ktorych st zasadené stromy a ktorych polomery si rovna-
ké a to 2 m. PodIa predpokladu Ziadne dva z tychto kruhov
nemaja spoloény bod (lebo vzdialenost stromov je vicSia
nez 4 m). Vetky kruhy leZia vo vmitri obd{Znika o rozme-
roch 2 4 100 4 2 m krat 2 + 300 + 2 m, pretoze stromy
rasti v sade a teda kruh méZe siahat von najviac o 2 m,
Plo¥ny obsah tohoto obdf#nika je 31 616 m2. Suéet plos-
nych obsahov kruhov nemoze byt vacsi nez 31 616. Teda
podIa (D) aspoii jeden z nich m4 plo$ny obsah nie vacsi nez
?% << 12,5659 m? Ale plo$né obsahy tychto kruhov
si rovnaké a to 7.2% < 12,5663. To je spor.

2
) < 4 vzdiale-
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Samozrejme, ani vysledok tohoto prikladu nebude naj-
lep$i moZny. Je dobre moZné, Ze maximalny pocet stromov,
ktoré sa daji umiestit pri zachovani vzdialenosti 4 m do
sadu, bude mensi nez 2515.

Na prvy pohlad je jasné, Ze do sadu moZno umiestit
1976 stromov. Umiestime ich tak, Ze sad rozdelime na
§tvorce strany 4 m a do ich vrcholov nasadime stromy.

Bude ich (%) + 1) x (—3%) + 1) — 26 x 76 — 1976.
a
A waw v
\ / N\ /
a T \\ // \\ //
/ / /)!
\ \
// AN / N /
1’4 1’4
a=4m
. pbvodne' umiestenie Sikovnej§ie umiestenie
Obr. 2.

Ale pri SikovnejSom umiesteni sa ich dd umiestit viac.
D4 sa umiestit dokonca 2219 stromov. Umiestime ich
podfa schémy na obr. 2 (je tam 44 radov po 26 a 43 radov
po 25 stromov). Teda maximélny podet stromov, ktoré
moZno v sade umiestit je niekde medzi 2219 a 2515. Kazdé
ziZenie tohto intervalu znamena novy matematicky vysle-
dok. Pritom zvySenie dolnej hranice predpoklad4 umieste-
nie vi&fieho poltu stromov do sadu a zniZenie hornej
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hranice predpokladd ddkaz, Ze do sadu nemoZno umiestit
viac neZ k stromov, pri¢om k je nejaké Cislo mensie nez
2515.

Uloha 36. Doka’te, %e v obdfiniku o rozmeroch 197
krat 94 sa nedd umiestit 24 000 bodov tak, aby kazdé dva
mali vzdialenost nie menSiu nez 1!

Uloha 37. Dokézte, e v obdizniku o rozmeroch a, b sa
4+ ;)ez(b +¢) bodov tak, aby
vzdialenost Tubovolnych dvoch bola vicSia ne% !

Uloha 38. DokdZte, %e v obdlzmku o rozmeroch a, b

sa ned4 umiestit viac nez [—62— e (a + b)] -+ 1 bodov

tak, aby vzdialenost [ubovoInych dvoch bola viiia ne% ¢!

Priklad 19. Jama kruhového tvaru priemeru 6 m je
zakryta 15 doskami (t. j. nie je vidiet ani kdsok jamy). Do-
kd’te, Ze Sirka aspofi jednej dosky nie je mensia neZ
40 cm!

RieSenie. Zadanie tilohy moZno presnej$ie sformulovat
takto. Dany je kruh priemeru 6 m, ktory je pokryty 15 ro-
vinnymi pasmi p,, pay ..., P15 Nech Sirky pdsov sa 4,
hys ...5 his. Mame dokdzat, Ze aspoil pre jedno ks plati
h1 => 40 cm.

Uvazujme o gulovej ploche priemeru 6 m, ktorej stred
lezi v strede daného kruhu. Cez kaZdé dve priamky, ohra-
ni¢ujice pas p;, vedme roviny kolmé na rovinu daného
kruhu. Tieto dve roviny vyrezi z gulovej plochy &ast (je
to Cast gulovej plochy, ohraniCujicej gulova vrstvu alebo
gulovy vrchlik). Jej plosny obsah je 6mh; alebo mensi.
Ked?e pisy pokryvaja kruh, tieto &asti gulovej plochy
pokryvajui celd gulovi pslochu. Plo3ny obsah celii gulovej

1 1

plochy je 36z. Teda iZ 6 7 hy = 36 7, odkial ’Z h¢ = 6.
-] =]

ned4 umiestit viac neZ
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Teda podla (D,) aspoti pre jednu zo $irok 4 je s = S m =
= 40 cm. 15
Uloha 39. Kruh polomeru R je pokryty # pasmi. Do-
kézte, $irku aspofl jedného pdsu je vilSia alebo rovnd
2R
n
V nasledujicich prikladoch a ulohich nech je v rovine
dand priamka p a nech je zvolena jedna z polrovin, ozna¢me
ju ¢+, na ktoré p deli rovinu ¢.

q* X

/ Ry Sz P
n S,

Obr. 3,

Viimnime si nasledujiicu zaujimavi situdciu. Zvolme
Tubovolne bod X v polrovine g+ neleZiaci na priamke p.
Na priamke p existuje 5 useliek u,, u,, uy, #,, 45 bez spo-
lotnych bodov s tymito vlastnostami. Ak zostrojime kruZ-
nice k; so stredom S; v p* polomeru #; tak, aby u; bola jej
tetivou, potom bod X leZi vo vmitri kaZzdej kruZnice k; pre
1=123,4,5.

Tieto tseCky moZno zostrojit takto (obr. 3). Bodom X
vedieme rovnobeZku ¢ s priamkou p. Nech g+ je jedna
z polpriamok na ktoré deli X priamku g. Nech r, je pol-
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priamka s pociatkom X pretinajica p a zvierajuca s gt
uhol 1° s, je polpriamka s poliatkom X pretinajica p
a zvierajica s ¢+ uhol 35° r, nech zviera uhol 36°, s, uhol
70°, ry uhol 71°, s, uhol 105° r, uhol 106°, s, uhol 140°,
r, uhol 141°, s; uhol 175° (obr. 3). Nech R, je prieseénik
1 s p, Sy priesecnik s, s p, R, prieselnik 7, s p, S, prieseénik
sy 8 p, atd.

Nech %, je usetka R,S,, u, useCka R,S,. atd. Zrejme
tieto usecky nemaji spoloény bod. Ak zostrojime kruZnicu
kq tak, Ze u; je jej tetiva a kruZnica k; ma polomer u;, bod X
leZi nutne vo vnitri k;. Obvodovy uhol na kruZnici &;
prislichajici tetive »; ma totiz 30°, kdeZto trojuholnik
s vrcholom X a zidkladfiou #%; méd pri vrchole X uhol
34°.

Sest tseliek s tymito vlastnostami zostrojif nie je
moZné.

Priklad 20. Nech je na priamke p dané 6 useliek u,
aZ ug bez spolo¢nych bodov. Nech %; st také kruZnice so
stredmi v polrovine ¢+ polomeru u;, %e u; sd ich tetivy.
Potom neexistuje bod, ktory by leZal vo vnutri kazdej
z tychto kruZnic.

RieSenie. Nech X je lubovolny bod roviny o. Dokéze-
me, Ze X neleZi vnutri kazde) z danych kruZnic, Ze leZi
mimo niektorej (t. j. asponi jednej) z danych kruZnic.

Rozoznivajme tri pripady.

a) Bod X lezi na p. Bod X le#i vo vnutri kruZnice k;
préve vtedy, ked leZi na useCke u;. KedZe tieto usecky ne-
maji spoloény bod, X bude leZat nanajvys vo vnitri
jednej z kru¥nic k&;.

b) Bod X leZi v polrovine o~ opadnej k polrovine o+, ale
nie na p. Potom X zasa leZi vo vnutri nanajvys jednej
z danych kruZnic, pretoZe Casti prislu§nych kruhov leZiace
v p~ nemaju dva a dva spoloény bod.
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¢) Nech X leZi v polrovine g+ a nie na priamke p. Pos-
pdjame bod X s koncovymi bodmi dseliek #;. Oznaéme
a; uhol pri vrchole X trojuholnika so zakladfiou u; a s vrcho-
lom X. KedZe vietky zdkladne leZia na jednej priamke,
suet uhlov a; je mensi nez 180°% t. j. a; + @y + a3 +
+ a4 + a5 + ag < 180°. Teda podla (D,) aspoi jeden
z uhlov @; je mensi neZ 30°. KedZe obvodovy uhol na
kruZnici k; zostrojeny nad tetivou ma 30°, bod X padne
mimo tejto kruznice.

Poznamka. RieSenie sa lahko upravi i pre pripad, Ze
niektoré z seliek u, aZ s maji spolo¢ny koncovy bod, ale
okrem neho Ziaden iny.

Uloha 40. Nech je na priamke p dané » tseliek u,, u,,
... Uz b2z spoloénych bodov (alebo so spoloCnymi iba
koncovymi bodmi). Nech &; st kruZnice so stredmi leZia-
cimi v o+ také, Ze u; st ich tetivy a k nim prislichajice
stredové uhly si a (vietky rovnaké). Ak #n.a = 360°, potom
neexistuje bod leZiaci vo wvnutri tychto kruZnic. Ak
n.a < 360° tak sa useCky uy, ..., #, daji zvolif tak, Ze
existuje bod leZiaci vo vmutri vietkych tychto kruZnic.

Uloha 41. Nech je na priamke p dané n tseliek u,, u,,
...»Un b2z spoloénych bodov (alebo so spoloénymi iba
koncovymi bodmi). Nech k; st kruZnice so stredmi le-
Fiacimi v o+ také, Ze u; su ich tetivy a k nim prislicha-
juce stredové uhly su a;.

Ak ¥ a; = 360°, potom neexistuje bod leZiaci vo vontri

i=1
vietkych tychto kruZnic.
Ak X a; < 360°, tak sa tuseCky u,, ..., un daji zvolit
im1
tak, Ze existuje bod leZiaci vo vnutri vSetkych tychto
kruZnic.
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4. kapitola

KODOVANIE

Priklad 21. Dané si dve cifry (napr. 1, 2). Kolko sa
dd ndjst trojcifernych Cisel zostavenych iba z tychto cifier
takych, aby sa Tubovolné dve (isla 1i$ili aspont na dvoch
miestach ?

RieSenie. SkuSinim sa pdm podari néjst napr. tieto
Styri Cisla, ktoré maji uvedenn vlastnost 111, 122, 212, 221,
Kazdé dve sa liSia aspodl na dvoch miestach (napr. prvé
dve na druhom a trefom mieste.) Ind §tvorica je 222, 211,
121, 112. I pri viacerych pokusoch sa nim nepodari ndjst
pat takych ¢isel. Pokiisime sa dokazat, Ze skutolne viac
ako 4 Cisla s danymi vlastnostmi najst nemoZno.

Dvojciferné ¢isla, ktoré sa lifia na dvoch miestach moZno
zrejme najst iba dve, napr. 11 a 22 alebo 12 a 21. Pred-
pokladajme, Ze trojcifernych by bolo viac ako 4. Rozdelime
ich na dve skupiny. Do prvej dime tie, ktoré zainaji
cifrou 1, do druhej tie, ktoré zadinaju cifrou 2. Potom
podla (D) aspoti v jednej z t§-hto skupin musia byt aspoil
3 cisla. Tieto tri Cisla sa medzi sebou li§ia aspofi na dvoch
miestach. Ale cifru na prvom mieste m3ji rovnaki. Ak
tato prvu cifru vynechdme, dostaneme 3 dvojciferné &isla,
ktoré sa li§iax m=dzi sebou na dvoch miestach. To v§ik
nie je moZné. Teda existuju najviac 4 trojciferné (isla,
ktoré sa vi=tky medzi sebou li§ia aspori na dvoch miestach.

Uloha 42. Ukézte, Ye moZno najst 8 $tvorcifernych (16
pitciferny:h) &isel zostaveny:h z dvoch cifier tak, Ze Tubo-
voIné dve Cisla sa li$ia aspori na dvoch miestach a viac neZ
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8 Stvorcifernych (16 pitfcifernych) &isel s touto vlastnosfou
neexistuje.

Uloha 43. Uka’te, e nemoZno nijst viac ako 2»-1
n-cifernych &isel zostavenych z dvoch cifier tak, aby Tubo-
volné dve z nich sa li§ili aspori na dvoch miestach. Pokdtste
sa dat ndvod na zostrojenie 27! n-cifernych ¢&isel s touto
vlastnostou (indukciou podla 7).

Uvedeny priklad a dlohy maji zaujimavy vyznam. Dané
dve cifry m6Zu znamenat dva signdly, ktoré pouziva ne-
jaké zariadenie na prendSanie zprdv (telegraf a pod.). Napr.
1 znadi impulz + a 2 impulz —, alebo 1 znadi bodku
a 2 ¢iarku Morseovej abecedy a pod.

Pri prenaSini zprdv musime pismend naSej obyéajnej
abecedy zakdédovat (oznacit) pomocou signélov, ktoré nase
zariadenie pouZiva, napr. ¢ bude dané ako 11111, b ako
11112, ¢ ako 11221 atd. Pritom, ako kaZdé technické za-
riadenie, i na$ telegraf sa mdZe dopustit pri svojej ¢innosti
chyby. Mohlo by sa stat napr., Ze namiesto poslednej
cifry 1 v oznadeni pismena a prijmeme cifru 2 a rozliStime
namiesto pismena a pismeno b. Ak by sme zakddovali
pismend tak, Ze Cisla oznalujice jednotlivé pismend sa
budu 1i8it aspoii na dvoch miestach, potom vidy moZno
zbadat, ak n4s telegraf urobi jednu chybu. Ak by sme za-
kédovali pismeni tak, Ze sa &isla oznalujice pismend budu
1isit aspofi na troch miestach, potom dokonca mdZeme
jednu chybu i opravit. Ak telegraf vysle jednu cifru chybne,
k6édové oznaCenie iba jedného pismena sa bude od vysla-
ného &isla liit iba na jednom mieste.

Pri tychto ulohich je potrebné zistit, kolko pismen moZ-
no zakédovat pomocou &isel (kédovych oznacani) n-cifer-
nych, kde 7 je dané prirodzené &islo. Ide o to, ¢i budeme
mnt k dispozicii dost ¢isel na zak6dovanie. Nemusime totiZ
kédovat (a teda prendstt) iba pismend abzacedy, ale aj iné
tudaje alebo znaky, ktorych méze byt fubovolny pocet.
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Dalej je zrejmé, Ze je nepodstatné & pouZivame cifry
a Cisla, alebo iné znaky a ich skupiny.

Priklad 22. Treba dokizaf, Ze nemoZno zostrojit viac
neZ 4 pitciferné Cisla (stale iba pomocou dvoch cifier 1, 2)
tak, aby sa TubovoIné dve z nich liSili aspofi na troch
miestach. Pritom $tyri také Cisla je moZné zostrojit, napr.
11111, 22211, 11222, 22122,

RieSenie. Predpokladajme, Ze mime aspoil 5 pitci-
fernych Cisel, ktoré sa li§ia medzi sebou aspofi na troch
miestach. Rozdelime ich na dve skupiny. V prvej skupine
budu tie, ktoré zalinaju cifrou 1, v druhej tie, ktoré zaci-
naja cifrou 2. Podla (D) aspofi v jednej z tychto skupin
budi aspoii tri Cisla. Ak vynechdme z nich prvi cifru (ta
je pre vietky rovnaki), dostaneme 3 Stvorciferné disla,
ktoré sa liSia aspofl na troch miestach. UkdZeme, Ze takéto
situdcia nie je moZnd. Nech A, B, C su tieto tri Cisla.
Cisla A a B sa lidia aspofi na troch miestach a &isla B, C
tieZ asponl na troch miestach. Odtial vyplyva, Ze existuji
aspoft dve miesta, na ktorych sa zdroven li§i 4 od B a B
od C. KedZe su k dispozicii iba dve cifry, toto nie je
moZné.

Uloha 44. Dokajte, e nemo¥no zostrojit viac nez 8
Sestcifernych Cisel pomocou cifier 1, 2 tak, aby sa Tubo-
voIné dve z nich liSili aspoil na troch miestach. Zostrojte
8 takych Cisel!

Uloha 45. Dokazte, e nemoZno zostrojit viac neZ 16
sedemcifernych &isel pomocou dvoch cifier tak, aby sa
TubovoIné dve z nich lisili aspofi na troch miestach!

Priklad 23. Treba dokézat, Ze nemoZno nijst viac neZ
28 osemcifernych (isel zostavenych z cifier 1, 2 tak, aby sa
ka?dé dve li§ili aspofi na troch miestach.

RieSenie. Predpokladajme, Ze takych ¢&isel méime 29,

32



nech st to A,, A, ..., Ay Ay Nech G; je mnoZina,
ktord pozostdva z &isla A; a vSetkych tych osemcifernych
Cisel, ktoré sa liSia od A; prive na jednom mieste pre
i=1,2,...,29. Ziadne dve rozne G; nemaji spoloéné
prvky, pretoze A; sa od A; (i #) liSi aspoll na troch
miestach. VSetkych osemcifernych &isel je 28 = 256, teda
podla (D,) aspoii jedna mnoZina G; md najviac 22—53 <9
prvkov. Ale zrejme vSetky mnoZiny G; majii po 9 prvkov.

Uloha 46. Podla vzoru prikladu 22. znovu rieste tilohu
45!

Uloha 47. Doké?te, e nemoZno néjst viac ne [%]

n-cifernych Cisel zostavenych z dvoch cifier tak, aby sa
ka?dé dve liSili aspoii na troch miestach!

Priklad 24. Dokdzte, Ze nemozno najst viac nez 4 Sest-
ciferné Cisla zostavené z dvoch cifier tak, aby sa fubovolné
dve liSili aspofl na Styroch miestach!

RieSenie. Predpokladajme, Ze mime aspoti 5 Sestcifer-
nych ¢isel, ktoré sa lifia medzi sebou aspoii na Styroch
miestach. Rozdelime ich na dve skupiny. V prvej skupine
budi tie, ktoré zalinaji cifrou 1, v druhej tie, ktoré za-
¢inaju cifrou 2. Podla (D) aspofi v jednej z tychto skupin
budd aspoii tri &isla. Ak vynechidme z nich prvu cifru
(td je pre vSetky tri rovnakd), dostaneme tri pitciferné
Cisla, ktoré sa liSia aspori na Styroch miestach. UkaZeme,
Ze tito situdcia nie je moZnid. Nech A, B, C su tieto pat-
ciferné &isla. Cisla 4 a B sa li$ia aspofi na tyroch miestach
a Cisla B a C tieZ aspoii na $tyroch miestach. Odtial vyplyva,
Ze existuju aspoil tri miesta, na ktorych sa zaroved A lii
od B a zirovell B od C. Ale 4 od C sa tie? li§i aspoii na
Styroch miestach. Preto musi byt aspoil jedno miesto, na
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ktorom sa aj A li§i od B, aj B od C a ziroveti A od C.
KedZe su k dispozicii iba dve cifry, toto nie je moZné.

Poznamka, Vsimnite si, Ze rieSenie prikladu 24 sa temer
zhoduje s rieSenim prikladu 22.

Uloha 48. DokéZte, ¥e¢ nemo¥no zostrojit viac ne% 8
sedemcifernych &isel z dvoch cifier tak, aby sa kaZdé dve
li§ili aspod na Styroch miestach! Zostrojte 8 takych Cisel!

Uloha 49. Dokézte, Ze nemoZno zostrojit viac neZ 16
osemcifernych &isel z dvoch cifier tak, aby sa kazdé dve
1i3ili aspoft na §tyroch miestach! Zostrojte 16 takych
Cisel!

Uloha 50. Dokéte, e nemoZno zostrojit viac nes 274
n-cifernych Cisel z dvoch cifier tak, aby sa ka?dé dve liSili
aspofi na §tyroch miestach!

Priklad 25. Pomocou Styroch cifier (napr. 1, 2, 3, 4)
nemoZno zostrojit viac neZ 16 takych trojcifernych disel,
aby sa kaZdé dve li§ili aspofi na dvoch miestach. Treba
dokazat toto tvrdenie a ukézaf, Ze 16 takych Cisel sa d4
zostrojit.

RieSenie. Pripustme, Ze mdme viac neZ 16 takych &isel.
Rozdelime ich na 4 skupiny podla toho, aké je prvé cifra.
Podla (D) aspo1i v jednej z nich bude najmenej 5 Cisel. Ak
z nich vySkrtneme prvi cifru, dostaneme 5 (alebo viac)
dvojcifernych é&isel, ktoré sa li§ia na obidvoch miestach.
Tieto dvojciferné &isla zasa rozdelime do 4 skupin podla
prvej cifry. KedZe ich je viac neZ 4, v jednej skupine by
museli byt aspol dve. Teda dve z naSich Cisel by mali
rovnakd prvi cifru. To je spor s tym, Ze Cisla sa liSia na
oboch miestach.

Nasledujuce &isla st trojciferné, kaZdé dve sa li$ia najme-
nej na dvoch miestach a st zostrojené pomocou $tyroch
cifier: 111, 122, 133, 144, 221, 232, 243, 214, 331, 342,
313, 324, 441, 412, 423, 434.
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V nasledujicich tilohich budeme stile hovorit o cifrdch
a n~cifernych ¢islach i ked cifier bude viac nez 10. MéZeme
mat pritom na mysli iné neZ dekadické (desatinné) Ciselné
sustavy. ESte lepSia moZnost je vidiet pod ciframi signily
(znaky) a pod n-cifernymi &islami n-Clenné skupiny signd-
lov (zakédované zpravy) a pod.

Uloha 51. Pomocou  cifier nemo¥no zostrojit viac ne%
k2 trojcifernych Cisel tak, aby sa Tubovolné dve z nich li§ili
aspoii na dvoch miestach. Dokazte!

Udame teraz ndvod na zostrojenie k2 trojcifernych &isiel
pomocou £ cifier, z ktorfch fubovolné dve sa liia najmenej
na dvoch miestach.

€1

o

Obr. 4.

Nech cifry su ¢y, ¢ ..., ¢x (Ziadna z cifier nie je nula,
pripadne é&isla tvaru 001, 023 a pod. povaZujeme tie za
trojciferné). NapiSme si cifry ¢,, ¢,, . .., ¢k do kruhu (obr.
4). Zostrojime k skupin trojcifernych ¢&isel tak, Ze v kaZdej
skupine bude % &isel. Prva skupina bude mat na prvom
mieste cifru ¢,. Budid ju tvorit &isla ¢ c,¢;, ¢16560 €16363,
+«.s Cyckck. Druhd skupina bude mat na prvom mieste
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cifru ¢, Budu ju tvorit Cisla cycocq, CoCaCas CaCuCar CafsCa

-> CoCkC_15 Co€1Ck. LU0 skupmu zostrojime z prvej tak,
Ze v i-tom Cisle prvej skupiny prv cifry (t. j. ¢;) nahradime
cifrou ¢,, druhd cifru nahradime nasledujucou cifrou
podla poradia na obr. 4, t. j. ak i < k, miesto ¢; piSeme
c1.1> 3k 7 = k, miesto ¢ piSeme ¢,. lery na tretich miestach
nemenime. Trenu skupinu zostrojime z druhej podobne
ako druhd sme zostrojili z prvej. Na prvom mieste bude
cifra ¢;. Cifru na druhom mieste zase nahradime cifrou
nasledujticou v poradi podla obr. 4. Cifry na tretich mies-
tach nemenime. Teda tretiu skupinu budd tvorit &isla
C3€5C15 €3CaCay C3CsCay - - -5 CaCkCh_py C3C1Ck_15 C3€2Ck. Podobne
zostrojime dalsie skupiny Cisel zaCinajtice postupne ciframi
¢y €5 atd. aZ cx. Napr. skupma k-ta bude pozostdvat
7 cifier CkCkCyy CKCyCay CCoCay - « +5 CCE_oCk—15 CkC—_1Ck

Overenie, Ze kaZdé dve z takto zostrojenych A2 troj-
cifernych ¢isel sa liSia aspofi na dvoch miestach, prene-
chavame Citatelovi. Ak by vam to robilo potiaZe, je uzitoéné
zostrojit si ich pre 2 = 5,6 pripadne viac.

Uloha 52. Pomocou k cifier nemoZno zostrojit viac ne?
k3 Stvorcifernych é&isel tak, aby sa Iubovolné dve z nich
1i$ili aspofi na dvoch miestach. Dokdzte!

Uloha 53. Pomocou  cifier nemo¥no zostrojit viac neZ
kn-1 p-cifernych Cisel tak, aby sa Iubovolné dve z nich
1i§ili aspofi na dvoch miestach. Dokazte!

Priklad 26. Treba dokdzat, Ze nemoZno pomocou k% ci-
5

fier zostrojit viac neZ pitcifernych ¢isel, z ktorej

k
Bk — 4)
kaZdé dve by sa li$ili aspofi na troch miestach,
RieSenie. Pripustme, Ze mime m pitcifernych d{isel,

z ktorych kaZdé dve sa li§ia aspoil na troch miestach, dalej
. . . k5 \
Ze pouZivame iba k cifier a Ze m > GF — 4y Nech su to
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tisla Ay, Ay, ..., An. UvaZujme o mnoZinich G,, G,,
.+.> Gm, priCom ka?dd mnoZina G; pozostdva z Cisla A,
a zo vietl ych pitcifernych Cisel, ktoré sa od A; liia prave
na jednom mieste. Ziadne dve z tychto mnoZin nemaji
spolo¢né body (lebo &isla A; od A; sa liSia asposi na troch
miestach). Nech /; je polet prvkov mnoZiny G;. Teda

2 I; < k5, pretoZe k5 je poclet vSetkych pitcifernych Cisel.
i=1
k5

2
Teda podla(Ds) aspoii pre jedno 7 je I; < % < =
=5k — 4, (5k — 4
To viak nie je moZné, pretoZe kazd4 mnozina G; mé prave
5k — 4 &lenov.

Uloha 54. Dokazte, ¢ pomocou k cifier nemo¥no
zostrojit viac neZ [ﬁ
z ktorych kazdé dve sa liSia aspofi na troch miestach!

Uloha 55. Dokazte, ¢ pomocou % cifier nemoZno
kn

(A+nk—1)+ (g)<k_1)z)’
En

A+n—D+(3)&—12+(3) &~ 19

n-cifernych disel, z ktorych Iubovolné dve by sa lifili
a) aspoii na piatich, b) aspori na siedmich miestach!
Zrejme odhad ziskany v ulohe 54 nie je najlepsi. V prikla-
de 22 a ulohe 44 sme ziskali lepSie odhady. Oviem, aj
metody boli zloZitejsie.
V3eobzacnd uloha: kolko je maximélne n-cifernych Cisiel
napisanych pomocou % cifier s vlastnostou, Ze kaZdé dve sa

n-cifernych Cisel,

zostrojit viac neZ a)

b)
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liSia aspofi na % miestach, je pre prax (konkrétne pre kyber-
netiku) velmi déleZitd. Dodnes nie je uplne vyrieSena,
i ked rieSenie pre niektoré konkrétne (a malé) hodnoty para-
metrov k, n, k je zname (niektoré sme vyrieSili v pred-
chadzajucej kapitole).
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5. kapitola

ESTE KOMBINATORICKA TEMA

Dirichletov princip formulovany vtvare(D)j je svojou pova-
hou kombinatoricky, preto moZno olakdvat, Ze bude vhod-
ny na rieSenie tloh kombinatorického charakteru. Ulohy
takého typu boli uvedené v predchidzajicej kapitole. Ako
ukaZeme v nasledujucich tlohéch, (D) vedie k cielu v mno-
hych pripadoch, ked nemame k dispozicii prakticky Ziadne
iné prostriedky.

Priklad 27. Je dané 6 priamok v priestore, z ktorych
Ziadne dve nie st rovnobezné a Ziadne tri neprechddzaju
tym istym bodom. Potom sa daju najst tri z nich tak, Ze
lezia v jednej rovine, alebo tri, ktoré sii navzajom mimo-
bezZné,

RieSenie. Oznalme dané priamky p;, pss P3 Pas Pss Pe-
Priamky p,, p,, p3» P4, 5 rozdelime do dvoch skupin. Do
prvej dame tie, ktoré sa s priamkou p, pretinajia a do
druhej tie, ktoré su s p; mimobezné. PodIa (D) aspoii jedna
z tychto skupin obsahuje tri priamky. Nech si to napr.
21, Pa, Py (na ich oznaleni zrejme nezileZ).

Povedzme, Ze st to priamky prvej skupiny. Teda pg
pret.ma Pu P2 P Ak sa Ziadne dve z prlarnok P1> P2 Py 1E-
pretinaju méme tri priamky, ktoré si navzdjom mimo-
bezné. Ak sa dve z nich pretinaji a pridime k nim priamku
Pe> mame tri priamky, ktoré leZia v jednej rovine (nepre-
tinajd sa v jednom bode, to je podmienka tlohy).

Ak su p,, p,, ps z druhej skupiny, uvaZujeme podobne.
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Teraz je priamka p, mimobeZnd s kaZdou z nich. Ak sa
kazdé dve z priamok p,, p,, p; pretinaji, mame tri priamky
v jednej rovine. Ak sa dve z nich nepretinaji, pridime
k nim pg a mame tri priamky navzajom mimobeZné.

Uloha 56. V $achovom turnaji, ktorého sa zulastiuje
6 hracov, sa vidy ndjde trojica hriov, ktori medzi sebou
hrali uz kazdy s kazdym, alebo trojica, v ktorej Ziaden so
Ziadnym e3te nehral. DokaZte!

Uloha 57. Mame v rovine 6 bodov, z ktorych Ziadne tri
neleZia na priamke, pospdjanych navzajom modrymi alebo
Cervenymi useCkami (t. j. niektoré dva s spojené modrou,
niektoré dva Cervenou useckou, ale kazdé dva si spojené).
Dokdzte, Ze potom na tejto schéme sa da najst aspon jeden
jednofarebny trojuholnik, ktorého vrcholy sui niektoré
z danych bodov.

Priklad 28. 17 vedcov si navzijom dopisuje (kazdy
s kazdym), pritom v celej koreSpondencii sa vyskytuju iba
tri témy. DokaZte, Ze existujd traja z nich, ktori si medzi
sebou dopisuju na rovnaku tému,

RieSenie. Vyberme jedného z vedcov (ITubovolne)
a ostatnych 16 rozdelme do troch skupin tak, Ze do kazdej
skupiny ddme vSetkych tych, ktori si s t(ymto zvolenym
piSu na tu istd tému. Podla (D) aspoii v jednej skupine sa
ndjdu Siesti. Teda mame Sest vedcov, ktori si so zvolenym
pisu na rovnakd tému. Nazvime ju témou €. 1. Ak si spo-
medzi tychto Siestich dvaja piSu na tému & 1, pridime
k nim zvoleného a mame troch, ktori si piSu na tému ¢. 1.
V op.¢nom pripade mime 6 vedcov, ktori si medzi sebou
piSu iba na tému ¢. 2 a tému ¢&. 3.

Medzi tymito §iestimi si zvolme jedného. Zbyvajicich
piatich rozdelime na dve skupiny. Skupinu tych, o si
5o zvolenym piSu na tému ¢. 2 a skupinu tych, ¢o si piSu na
tému &. 3. Podla (D) aspoii v jednej skupine sa ndjdu traja.
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Tito traja si bud v3etci piSu na rovnaki tému a rieSenie je
hotové, alebo sa ndjdu dvaja, ktori si pi§u na tému rovnakd
50 zvolenym. Potom mame znovu troch, ktori si piSu na
rovnaki tému.

Uloha 58. V priestore je dané 17 priamok. Dokate, e
sa medzi nimi daji ndjst tri, ktoré su bud vSetky navzijom
rovnobeZné, alebo vietky navzdjom roznobezné, alebo na-
vzajom mimobeZné.

oha 59. V $kole, ktora ma 17 tried, sa hra futbalovy
medzitriedny turnaj systémom ,,kaid}" s kazdym*. Turnaj
probieha poc‘.as troch dni. Dokazte, Ze existuju tri tnedy,
ktoré vietky zdpasy medzi sebou zohraji v ten isty den.

Uloha 60. V rovine je dané 17 bodov navzdjom pospé-
janych tuse¢kami farby Ciernej, ervenej a modrej, pritom
Ziadne tri neleZia na jednej priamke a kazdé dva si spojené.
Dokézte, Ze v tejto schéme existuje jednofarebny troj-
uholnik s vrcholmi vybranymi spomedzi danych 17 bodov.

Skuseny rieSitel si urCite v§imol, Ze priklad 27 a tlohy
56 a 57 sa rieSia rovnako. Podobne priklad 28 a ulohy 58
aZ 60 znamenaju len rézne modifikicie rovnakého problé-
mu. Takéto tlohy moZeme rieSit spolocne, t. j. vSetky
naraz, ak sa postavime na dost vieobecné, abstraktné sta-
novisko. V matematike sa ¢asto postupuje tak, Ze ulohy,
ktoré ma]u v jadre spolo¢nii myslienku, sa snaZia mate-
matici rie§it naraz. Na to zavadzaji nové abstraktné pojmy.
Ulohy, o ktorych sme hovorili, moZno uspeSne riesit
pomocou pojmu graf.

Pod grafom rozumieme nejakd mnoZinu, ktorej prvky
volime vrcholmi grafu, priCom niektoré dvojice vrcholov
grafu su v istom vztahu (reldcii). Napr. taky graf méze
predstavovat isty okamzik Sachového turnaja. Jeho vrcholy
budu hraéi (icastnici turnaja). Niektoré dvojice hraov uz
zipas odohrali. Vztah, o ktory tu pdjde spociva v tom, Ze
dvaja hrd¢i odohrali zipas. Ak dvojica vrcholov grafu je
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v danom vztahu, hovorime, Ze tie dva vrcholy sd spojené
hranou (v tom grafe).

Graf obylajne znazorfiujeme tak, Ze vrcholy grafu sa
body v rovine (vyznalené napr. kriZkom) a ak su dané dva
vrcholy spojené hranou (st vo vztahu), tak prislu$né body
jednoducho spojime tse€kami alebo inymi ¢iarami. Pritom
sa moze stat, Ze ticto iary sa pretinaju aj v inych bodoch,
neZ st vrcholy grafu. Preto treba pri nacrtoch vrcholy

1 2

Obr. 5.

starostlivo vyznacit. Na obr. 5 je zndzorneny graf Sachové-
ho turnaja v istom okamZiku. Z neho mozno vyditat, Ze
hrag & 2 a hra¢ ¢. 5 uZ zohrali medzi sebou zapas, kdeZto
hraci ¢. 4 a ¢. 6 nie.

Uplnym grafom nazyvame taky graf, ktorého kazdé dva
vrcholy su spojené hranou. Taky je napr. graf Sachového
turnaja po jeho skonfeni. Vietky zdpasy su uz odohrané,
teda kazdd dvojica hrdfov uZ svoj zdpas odohrala, t. j.
ka?dé dva body na prislusnom grafe st spojené hranou.

V daliom sa budeme zaobzrat va&§inou uplnymi grafmi.
Aby sme zachytili na Gplnom grafe také pripady, ako je
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$achovy turnaj, ktory eSte neskondil (t. j. nie vietky zépasy
si odohrané), budeme pouzivat dva druhy vztahov. Dva
vrcholy grafu (hradi) buda v prvom vztahu, ak uz odohrali
zdpas a budd v druhom vztahu, ak eSte zdpas neodohrali.
Pri znazorifiovani takych grafov pouZivame viac farieb.
Napr. ak dvaja hradi zipas odohrali, tak vrcholy ktoré
ich predstavuji spojime modrou, ak neodohrali, spojime
ich ¢ervenou diarou. Vo vSeobzcnosti hovorime, Ze graf je
sfarbeny dvomi farbami (je dvojfarebny), ak v fiom vystu-
puji dva rdzne vztahy.

Uvedme niekolko prikladov. Dvojfarebny graf moze byt
napr. nejakd mnoZina bodov v rovine pospajanych usecka-
mi dvoch farieb. V tomto priklade dva vztahy st naozaj
dané dvomi farbami. Alebo graf znizorfiujuci priklad 27.
Jeho vrcholy budu predstavovat dané priamky. Dva vrcholy
budid spojené Cervenou usefkou, ak dané priamky su
roznobeZzné a budd spojené modrou useckou, ak dané
priamky si mimobsZné.

Je samozrejmé, Ze sa nemusime obmedzit iba na dva
vztahy (dve farby). Budeme sa zaoberat i viacfarebnymi
grafmi. Napr. graf zndzorfiujici priklad 28. je trojfarebny.
Vrcholmi budu nasi vedci. Dva vrcholy spojime Ciernou
farbou, ak si prislu$ni vedci dopisuji na prva tému, spo-
jime &ervenou, ak si pi$u na druhi tému a spojime modrou,
ak si piSu na tretiu tému. Podobne tlohu 58. moZno znd-
zornit trojfarebnym grafom. Vrcholy budd dané priamky.
Dva vrcholy spojime napr. ¢iernou hranou, ak si priamky
rovnob=¥né, fervenou, ak su réznob=?né a modrou, ak
su mimobzZné.

Je uZ iste jasné, ako vyzeraji viacfarebné grafy. Ak bude-
me hovorit o k-farebnom grafe, budeme mat na mysli graf,
v ktorom nevystupuje viac ako k farieb.

V dalSom slovom n-graf budeme oznacovat viplny graf,
ktory md n vrcholov.
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Aby sme mohli sformulovat nase tlohy, efte povieme,
¢o je to podgraf. Graf H nazyvame podgrafom grafu G,
ak kazdy vrchol grafu H je aj vrcholom grafu G a ak dva
vrcholy grafu H s spojené hranou prave vtedy, ked sd
spojené hranou v grafe G a ak st spojené, tak hranou rovna-
kej farby ako v G. Napr. H, na obr. 6 je podgraf grafu G
(prislu$né rovnako oznacené vrcholy povaZujme za totoZné,
kreslime ich znovu len kvéli prehfadnosti), ale H, nie je
podgraf grafu G.

H,

G H

3 4 Obr. 6.

Teraz je zrejmé, Ze priklad 27. a ulohy 56. a 57. moZno
sformulovat takto:

V kazdom dvojfarebnom 6-grafe existuje aspoi jeden
jednofarebny uplny podgraf s tromi vrcholmi (krétko:
existuje jednofarebny trojuholnik).

Podobne abstraktna formuléicia prikladu 28. a 1loh 58.—
60. modZe zniet:

V kazdom trojfarebnom 17-grafe existuje aspod jeden
jednofarebny trojuholnik,

Uloha 61. Dokajte tieto dve tvrdenia!

Priklad 29. DokdZte, Ze v kadom §tvorfarebnom 66-
grafe existuje jednofarebny trojuholnik!
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Riefenie. Vyberieme si jeden vrchol 66-grafu Tubo-
volne. Zbyvajucich 65 vrcholov rozdelime do Styroch sku-
pin podIa farby hrany spéjajicej tieto vrcholy s vybranym.,
V aspofi jednej skupine musi podfa (D) byt 17 vrcholov.
Ak su dva z nich medzi sebou spojené hranou tej istej
farby ako s vybranym vrcholom, potom mdme jedno-
farebny trojuholnik. V opatnom pripade mime 17 vrcho-
lov pospijanych medzi sebou iba tromi farbami. Podla
ulohy 61. medzi nimi existuji tri pospijané iba jednou
farbou.

Uloha 62. Dok4jte, %e v kazdom patfarebnom 327-grafe
existuje jednofarebny trojuholnik!

Uloha 63. Ak v ka*dom k-farebnom m-grafe existuje
jednofarebny trojuholnik, potom v kaZdom (% + 1)-fareb-
nom (km 4+ m — k + 1)-grafe existuje jednofarebny troj-
uholnik. DokéZte!

Je jasné, Ze v ka*dom dvojfarebnom 7-grafe, 8-grafe
atd. existuje jednofarebny trijuholnik (z ¢oho to vyplyva?).
MbéZeme olakdvat, Ze ich bude viac ako v 6-grafe. Nevieme
v§ak, ani kolko jednofarebnych trojuholnikov minimdlne
musi byt v dvojfarebnom 6-grafe. Tuto otdzku rozrie§ime
pomocou nasledujiceho prikladu.

Priklad 30. Ak v tplnom grafe sfarbenom dvomi far-
bami existuje takych 5 vrcholov 4, B, C, D, E, Ze jedno-
farebny trojuholnik s vrcholmi 4, B, C je inej farby ako
hrana spéjajica body D, E, potom v tomto grafe okrem
trojuholnika 4, B, C existuje eSte aspofi jeden iny jedno-
farebny trojuholnik. DokéZte!

Riesenie. Nech je troiuholnik ABC biely a hrana DE
&ierna. Z hrin DA, DB, DC musia byt podla (d) asponi dve
jednej farby. Keby boli biele, uZ mime druby jedno-
farebny trojuholnik (biely). Podobne, bud dve z hrin
EA, EB, EC st Cierne, alebo médme biely trojuholnik.

45



Uvazujme pripad, ked nemédme (d2l3i) biely trojuholnik.
Potom z uvedenych hrin si aspod Styri Cierne. Z jedného
z vrcholov 4, B, C podla (d) vychddzaju teda aspofi dve
Cierne. Tieto dve Cierne hrany spolu s hranou DE dajt
lierny trojuholnik.

Priklad 31. V dvojfarebnom 6-grafe existuju asposi dva
jednofarebné trojuholniky.

RieSenie. Vieme, Ze v dvojfarebnom 6-grafe existuje
aspoii jeden jednofarebny trojuholnik. Oznaéme vrcholy
6-grafu 4, B, C, D, E, F tak, Ze A, B, C st vrcholy tohoto
jednofarebného trojuholnika (povedzme bieleho). Ak su
vietky hrany spajajice body D, E, F tieZ biele, midme dva
biele trojuholniky v naSom 6-grafe. Ak je niektora z nich
ierna, podla prikladu 30 existuje v naSom grafe eSte dalsi
jednofarebny trojuholnik.

Uloha 64. Zostrojte dvojfarebny 6-graf, v ktorom ne-
existuju tri jednofarebné trojuholniky.

Priklad 32. V kaZdom dvojfarebnom 7-grafe existuju
aspoii 4 jednofarebné trojuholniky.

RieSenie. V 7-grafe existuju aspofi dva (pozri priklad
31) jednofarebné trojuholniky. Vynechime z daného
7-grafu vrchol jedného jednofarebného trojuholnika, i viet-
ky hrany, ktoré vychddzaji z tohto vrchola. Dostaneme
6-graf, v ktorom podla prikladu 31 existuji aspoii dva
jednofarebné trojuholniky. Ked teraz vritime vynechany
vrchol a hrany, zistime, Ze v naSom 7-grafe su aspod tri
jednofarebné trojuholniky. Aspofi dva z tychto musia mat
spoloény vrchol, pretoZe tri trojuholniky maja 9 vrcholov
a na grafe mame k dispozicii iba 7 bodov. Teraz vynechaj-
me tento vrchol a vietky hrany z neho idice. Tym dosta-
neme 6-graf, ktory ma aspoli o dva jednofarebné troj-
uholniky menej ako dany 7-graf. Podla prikladu 31 v fiom
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existuji aspoil dva jednofarebné trojuholniky, teda v pé8-
vodnom 7-grafe st aspod 3 Styri.

Uloha 65. Dokizte, Ze v dvojfarebnom a) 8-grafe; b)
9-grafe; c) 10-grafe; d) 11-grafe existuje aspodi a) 7; b) 11;
¢) 16; d) 22 jednofarebnych trojuholnikov.

Priklad 33. Treba dokazat, Ze v dvojfarebnom n-grafe
(n & 10) existuje aspofl % n? — 1—29— n + 61 jednofareb-

nych trojuholnikov.
Riesenie. Tvrdenie dokdZeme indukciou podla ».
1) Pre n = 10 tvrdenie vyplyva z dlohy 65.
2) Predpokladajme, Ze v dvojfarebnom #-grafe je aspoii

% n? — % n + 61 jednofarebnych trojuholnikov. Doké-
Jeme, Ze v dvojfarebnom (z + 1)-grafe je najmenej
% (n+ 12 — 122 (n + 1) + 61 jednofarebnych trojuhol-

nikov.

Vezmime TubovoIny dvojfarebny (» + 1)-graf. Je v fiom
aspoil tolko jednofarebnych trojuholnikov, ako v dvoj-
farebnom n-grafe, teda podfa indukéného predpokladu

aspofi = n2 — 1—9 n -+ 61. Tieto maji dohromady 3 ( ;

19 1,
- = n+61) vrcholov. Teda aspoi [ 1 (5 n? —

- 7 n+ 61)] trojuholnikov musi mat podla (D) spolo&-
ny vrchol. Pre kazdé n je

(n——) + 386 — (329) > 0,
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odkial postupne
n? — 39n 4 386 > 0,
3n% —3.197 + 3.122 > 2n% — 18n — 20,

%%ﬂ—%m%0>@+0@—mx

a teda

3 1 , 19

n——H' (7” —_ 7”‘{-61) > n— 10.

To znamend, %e aspoll 7n-9 trojuholnikov ma spoloény
vrchol. Ked tento vynechdme, dostaneme n-graf, ktory ma
0 7-9 trojuholnikov menej, nez nd§ (n + 1)-graf. Teda
podla induk&aého predpokladu v (n + 1)-grafe je aspofi

1 19

Z o2 27 — =
7 " 2n+6l—l—(n 9)

— et - @ el
jednofarebnych trojuholnikov.

Priklad 34. Treba dokézat, Ze v dvojfarebnom 24-grafe
existuje asponi jeden jednofarebny 4-graf.
+ RieSenie. Zvolime si vrchol 4 na 24-grafe. PodIa (D)
existuje aspofi 12 vrcholov, ktoré si s vrcholom A spojené
hranami rovnakej farby, nech je to napr. biela farba. Zpo-
medzi tychto 12 vrcholov zvolme vrchol B. Tento je spo-
jeny podla (D)aspon so Siestimi zpomedzi tychto dvandstich
hranami rovnakej farby. T4to méZe byt a) biela, b) Cierna.

Ak tychto 6 vrcholov je spojené navzajom hranami rovna-
kej farby, je priklad dorieseny, lebo tam existuje dokonca
jednofarebry 6-graf. Predpokladajme, Ze tychto 6 vrcholov
nie je pospdjanych hranami rovnakej farby.
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Ak nastane pripad a), sme hotovi, pretoZe 4-graf's vrchol-
mi A, B, ku ktorym su pridané dva vrcholy zpomedzi
poslednych 6-tich spojené bielou hranou, je jednofarebny
a to biely.

Ak nastane pripad b), pouZijeme skuto¢nost, Ze v dvojfa-
rebnom 6-grafe existuje jednofarebny trojuholnik. Medzi
poslednymi 6-timi vrcholmi existuji 3 pospajané jednou
farbou. Ak je biela, pridime k nim vrchol 4 a dostaneme
biely 4-graf. Ak je ¢ierna, pridime k nim vrchol B a dosta-
neme Cierny 4-graf.

Uloha 66. DokdZte, %e v dvojfarebnom 24-grafe existu-
ja aspoti dva jednofarebné 4-grafy!

Uloha 67. Dokazte, Ze v dvojfarebnom 192-grafe existu-
je asponi jeden jednofarebny 5-graf!

Poznimka. Je znime, Ze v dvojfarebnom 18-grafe
urdite existuje jednofarebny 4-graf, ale v 17-grafe uz ne-
musi existoval. Teda najmensie Cislo » také, Ze v dvoj-
farebnom n-grafe u2 urcite existuje jednofarebny 4-graf je
18. Najmensie &islo n také, aby v dvojfarebnom n-grafe
urlite existoval jednofarebny 5-graf dodnes nie je zndme.
Vieme, Ze je menSie ako 70.

Podobne nie je zndme, &i tvrdenie prikladu 29 moZno
dokazat pre 65-graf, t. j. & v kazdom Stvorfarebnom 65-
grafe existuje jednofarebny trojuholnik.
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6. kapitola

NAVOD NA RIESENIE NIEKTORYCH
ULOH

V tejto Casti uvedieme rieSenie niektorych 1loh. Podrob-
nost rieSenia zdvisi od toho, ako sa nim zd4 dani wloha
obtiaZna. V niektorych pripadoch uvedieme tplné rieSenie
a v niektorych len kratky navod.

Cisla uddvaju &islo tiohy podla &islovania v kapitolich
IazV.

3. Aspoii 6. Rozdelime ich do skupin podla farby. Podla
d aspoil v jednej skupine budu aspod dve, teda ndjdu sa
dve rovnakej farby. Keby vybral 5, mohlo by sa stat, Ze
kazd4 bude inej farby.

4. Vietky mozné sutty su: 1 +1=2,1+2=3,.

6 +6=12, t.j. 11 réznych suttov. Stadi teda hodit 12 krét

5. Vsetkymoznesuétysul 4+14+1=314+14+2=
=4,...,6+6+6=18,1t7.16 réznych suétov. Stadi
hodit 49 krat.

7. Na ziklade Eulerovho vzfahu (pozri priklad 3) md
dany sedemsten 7 — 2 + 6 = 11 hran. Nech i-ta stena je
ng-uholnik. Sacetn, 4+ n, 4+ ... 4+ 7, = 22 = dvojnasob-
ku poctu hran. Podla D aspofi jedno n; = 4. KedZe kaZda
stena je aspofi trojuholnik, tak nutne prive jedna je $tvor-
uholnik,

9. Oznalme a,, a,, ..., a; dané (isla. MdZeme pred-
pokladat 1 < a; < a, < ... < a;; < 100. Ozname b; =
=logai, 1= 1,2, ..., 11 (desiatkovy logaritmus). Zrejme
plati 0 < b, <b, < ... < b;; <2, Rozdelime interval
(0,2) na desat rovnako velkych ¢asti. Podla (d) aspoii vjednej
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&asti buda dve &isla, nech st to by, bj, i # . Plat teda

by — bj| < 2 t| « 2 3 odtial vyplyva tvr-

0 & 1°g 10

denie.

10. Ano, pouite (d)!

11, Rozdel’te $tvorec na pravouhlé trojuholniky o stra-
nich dizky 1, 2, /5!

14. Stvorec rozdelime na 25 §tvorcov o strane % Asponi

v jednom sa nachédzaju tri body. Polomer kruZnice opisa-

V2 2 2 1
nej §tvorcuostrane 5 je =~ 10 =102 <E=7

16. UvaXujte n 4 1 &isel 1, 11, 111, ..., 11...11 a po-
uZite dlohu 15!

17. PodIa tulohy 16 existuje &islo tvaru 11...1100...00
delitelné &islom p. Ale 11...1100...00 = 11...11 X
X 100...00. Druhy st¢initel nie je delitelny ¢islom p, lebo
je podla predpokladu rézny od 2,5.

19. Oznaéme a,, @y, ..., ay; poet uloh, ktoré Ignic
vyrie§i prvy, druhy, ..., tridsiaty treti defi. Takou istou
uvahou ako v rieSeni prikladu 7 moZno dokizat, Ze existuje
niekolko po sebe idticoch dni, ked podet rieSenych dloh je
delitelny ¢&islom 33. Ale 33 dni je menej ako 5 kalendr-
nych tyidfiov, teda pocet rieSenfch uloh je mensi ako
5.13 = 65 a teda rovnd sa 33.

20. RieSenie rovnaké ako u prikladu 8.

21. PodIa tlohy 15, medzi Cislami @t =1 + ¢ + ¢* +
+ ... +¢i=1 2 HSp+ 1, emstulu dve, ktorych
rozdiel j je deliteIny Elslom p Nech su to Cisla as, a5, 1 < j.
Ale ag— a1 = ¢ 4 =gl 4+qg+ ...+

+ ¢~ 1). KedZzepaq 51'1 nesﬁdeliteIné pdelil+ ¢ —|— q?
. g1,

_|_.
Druhé tvrdenie vyplyvazrovoostil + ¢+ g2+ ... +
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+ ... 4 gkV (n+1) (1 .+ .

22, Uvazu]me ¢isla 1, p, p Y . p1°° 000, Podra tlohy 15
existuju 7 <j < 100000 také, Ze 100000 deli <cislo
p! — pt = pi(pr—t — 1). KedZe p a 100000 st nesude-
litelné, potom 100000 deli p/4 — 1 a teda dekadicky
zdpis tohoto &isla kon&i poZadovanou skupinou cifier.

23. Uloha je zovieobecnenim tlohy 22.

24. Pre x prirodzené, x < 1000000je0 <[+1/xlogx] <
<6000 (0 <[*vxlogx] < 600). Podla (D) existuje
k < 6000 (B < 600) také, Ze dand rovnica md aspori 160
(1600) rieeni.

25. Pozorne si prezrite riefenie prikladu 11 a poznimku!

29. Ak oznadime prvocisla medzi a, b ako py, s, . . ., Pk,
tak (p, — py) + (pa — o) +- ... + (pr — pr_y) <b
Ak x je polet pirov dvouélek mime b —a = 2% + h +
4+ (k—x—24=4k—8+h—2xatedax = [2(k—2)—

b—a—nh
———

31. Rozozndvame dva pripady. Ak dané tri body leZia na
priamke, tak jeden uhol nimi uréeny je z. Ak body neleZia
na priamke, potom uvaZujeme vndtorné uhly trojuholnika,
ktory urlujui. KedZe ich sulet je =, podla (D,) dostdvame
tvrdenie.

32. Oznadime dané body 4,, A4,, ..., A;. Ak tri z nich
leZia na priamke, tak je dloha rieSend. Ak Ziadne tri z nich
neleZia na priamke, budeme rozozndvat tri pripady.

a) Body A4,, 4,, A, A,, A tvoria vrcholy vypuklého
pituholnika. Tvrdenie plynie podfa prikladu 13.

b) Body A,, A; leZia vnitri trojuholnika 4,A4,A4, (v pri-
pade potreby body preznalime). Ked?e << A,4,4, +
+ < 4,44, + ¥ A34,4, = 2n, podla D aspoii jeden

z nich je vicsi alebo sa rovna 3 ™
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c) Bod A4; lezi voitri vypuklého $tvoruholnika 4,4,4,4,
(v pripade potreby body preznadime). Potom bod A; leZi
vnuatri prive jedného z trojuholnikov 4,4,4,, A,4,4,
(pozri obr. 7) a pokraujeme ako v Casti b),

A,

A4
Obr. 7.

33. Ak tri z nich leZia na priamke, tloha je riefend. Ak
dané body tvoria vypukly Sestuholnik, tvrdenie vyplyva
podla prikladu 13. V ostatnych pripadoch nijdeme troj-
uholnik a bod v jeho vmitri (porovnaj rieSenie tlohy 32).

34. Rovnako ako tlohy 32 a 33. Diskusia je viak zlo-
Zitejsia.

36. Pozri nasledujicu Glohu!

37. Predpokladajme, Ze mime umiestené » bodov
v obdiZniku o rozmeroch a, b tak, Ze vzdialenost Tubo-

¥y

voInych dvoch je vacsia neZ e. Okolo kaZzdého bodu opiSeme

kruZnicu o polomere % Maime teda 7 kruhov, ktoré leZia
vnutri obd{Znika o rozmeroch @ + ¢, & + ¢ a Ziadne dva

4(a+ &) (b + e),

med

z nich nemajt spoloény bod. Keby » >
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tak aspoii jeden z uveden§ch kruhov by mal plo$ny§ obsah
< (@a+ &)+ ¢ <n£2(a + e b+ e me
n 4@+ +e)  4°

fo je

spor. e
38. Rozdelime obdlZnik na $tvorce o strane V2 a ob-

dialniky o stranich nie vi&Sich. Vietkych ich bude
b
( ‘/3“] + 1) ([if—] n 1)<2;"’+—( a+B)+1.

KruZnica opisand kaZzdému z nich m4 priemer nie vacs
nez e.

39. Oznalime Sirky pdsov Ay, Ay, ..., k. UvaZujme
o gulovej ploche polomeru R, ktorej stred leZi v strede
daného kruhu. Rovnako ako v rieSeni prikladu 19 utvo-
rime &asti gulovej plochy. Plo3ny obsah i-tej asti bude
mensi alebo rovny 2n Rh. Plosny obsah celej gulovej plo-

chy je 47 R? teda % 27 Rhy = 4= R*a podla (D)) existuje

il
; také, %e h = ?.

40. a 41. Rovnako, ako priklad 20.

42, DokédZeme len Cast, tykijucu sa Stvorcifernych Cisel.
Napr. nasledovnych osem ¢isel méd pozadované vlastnosti:
1111, 1122, 2211, 2222, 1212, 2121, 1221, 2112. Pred-
pokladajms, Ze existuje devit Stvorcifernych Cisel tak, Ze
TubovoIné dve sa liSia aspofi na dvoch miestach. Rozdelime
ich do dvoch skupin podIa toho, ¢i zaéinajui cifrou 1 alebo
2. Aspoil jedna skupina obsahuje aspofi pit Cisel. Vy-
nechajme z nich prvu cifru, ktord je u vSetkych rovnaka.
Dostaneme pit trojcifernych isel, z ktorych Tubovolné dve
sa lisia aspofl na dvoch miestach. To je viak spor s pri-
kladom 21.
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43. Dokazujeme matematickou indukciou. Indukény
krok sa robf podobne, ako sme previedli rieSenie ulohy 42
pomocou prikladu 21.

Udédme nivod na kon3trukciu. DokdZeme dokonca
nasledujuce silnejSie tvrdenie.

. PrekaZdé n > 2 existuju dve skupiny A, B, n-cifernych
Cisel, utvorenych pomocou cifier 1, 2 s nasledovnymi
vlastnostami:

a) ka?d4 zo skupin A, B, ma prave 27! prvkov,

b) Tubovolné dve &isla, ktoré bud obidve patria do sku-
piny A,, alebo obidve patria do skupiny By, sa lisia asponi
na dvoch miestach,

c) Tubovolné dve ¢isla, jedno zo skupiny A,, druhé zo
skupiny By, sa lifia aspoil na jednom mieste.

Pre n = 2 je tvrdenie pravdivé, nech napr. skupina A4,
obsahuje &isla 11, 22, skupina B, {isla 12, 21. Predpokla-
dajme, Ze tvrdenie plati pre n. Zostrojime skupiny A,
By, s uvedenymi vlastnostimi.

Do skupiny A»,, dime Cisla, ktoré vzniknud z Cisel sku-
piny A, pripisanim na koniec cifry 1 a z &isel skupiny By,
pripisanim na koniec cifry 2. Podobne, do skupiny Bs,,
ddme ¢&isla, ktoré vznikli pripisanim na koniec cifry 2 ku
¢islam skupiny A, a cifry 1 ku Cislam skupiny B,. Teda
napr. B, obsahuje &isla 112, 222, 121, 211. Podmienky
a), b), c) sa overia bezprostredne.

44. Predpokladajme, Ze je moZné zostrojit 9 Cisel s uvede-
nymi vlastnostami. Rozdelime ich do dvoch skupin, podla
toho, ¢i zainaji cifrou 1 alebo 2. Podla (D) aspofi jedna
skupina obsahuje aspoti 5 &isel. Vynechanim prvej cifry,
ktord je u vSetkych rovnaki, dostaneme 5 pitcifernych
gisel, z ktorych TubovoIné dve sa liSia aspofi na troch
miestach. To je viak spor s prikladom 22.

47. Predpokladajme, Ze mime & > [n—%] Cisel s uve-
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denymi vlastnostami. Oznaéime ich 4,, 4,, ..., Ax. Nech
G je mnoZina vietkych tych n-cifernych Cisel, ktoré sa
od A; liSia najviac na jednom mieste. Vsetkych n-cifernych
disel je 27, Dve rozne G; nemaji spoioénf/ prvok. Nech & je

pocet &isel v mnoZine G;. Potom X %; < 2#, teda aspoit

=1

jedno Ay < —i— < n+ 1. Ale to je spor, lebo kazdid G; mi

prave n + 1 prvkov.
48—50. Pozri ulohy 42, 43!
51. Predpokladajme, Ze je moZné zostrojit 4% + 1 Cisel
s uvedenymi vlastnostami. Rozdelime ich do % skupin
podfa prvej cifry. Aspoil jedna skupina obsahuje %2 + 1
¢isel. Tieto vSetky maji rovnaki prvia cifru. Rozdelime
ich znovu do % skupin podIa druhej cifry. Aspoii v jedne;j
skupine budd dve ¢isla. Tieto ¢isla maji rovnaka prvi
a druht cifru, ¢o nie je moZné, lebo podfa predpokladu sa
liSia aspofi na dvoch miestach.
kn
(nk+1—n)
lisel s uvedenymi vlastmostami. Oznatime ich 4;, 4,,
s An. Nech G; je mnoZina tych Cisel, ktoré sa od ¢isla
A; lidia najviac na jednom mieste. Ak di je pocet prvkov

54. Predpokladajme, Ze je moZné zostrojit >

mnoZiny G, nutne Z d; < kn. Stadi poutzit (D,) a fakt, Ze

di=nlk—1)+ 1.

55. Postupujeme podobne ako v rieSeni ulohy 54, ale
do G; dame tie Cisla, ktoré sa od A; li§ia najviac na a) dvoch
miestach, b) troch miestach.

56—57. Pozri priklad 27!

58—60. Pozri priklad 28!

62. Rovnako ako priklad 29. NepouZijeme viak ulohu 61,
ale priklad 29.
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63. Matematickou indukciou.

64. Na obr. 8. Vyznalena je len jedna farba.

65. a) Podla prikladu 32 v dvojfarebnom 8-grafe existuji
asponi 4 jednofarebné trojuholniky. Aspofi dva z nich maja
spolo¢ny vrchol. Ak ho vynechdme, dostaneme dvojfarebny
7-graf, ktory md aspod o dva jednofarebné trojuholniky
menej, ako na§ 8-graf. KedZe méa aspofi 4 jednofarebné
trojuholniky, tak na$ 8-graf mi aspoii 6 jednofarebnych

Obr. 8.

trojuholnikov. Tieto maji spolu 18 vrcholov, tedy aspoi
jeden vrchol ndsho 8-grafu je spoloény aspoii trom jedno-
farebnym trojuholnikom. Ak ho vynechime, dostaneme
7-graf, ktory ma aspoil o tri jednofarebné trojuholniky
menej, ako 8-graf. Znovu pouZijeme priklad 32, tedy 8-graf
ma aspofi 7 jednofarebnych trojuholnikov.

d) Podla c) v 11-grafe existuje aspoit 16 jednofarebnych
trojuholnikov. Tieto maji spolu 48 vrcholov, teda aspori
jeden vrchol 11-grafu je spolony piatim jednofarebnym
trojuholnikom. Ked ho vynechime dostaneme 10-graf,
ktory m4 aspofi o 5 jednofarebnych trojuholnikov menej,
ako 11-graf. Postupujeme dalej rovnako, ako v pripade a).

66. Postupujeme rovnako ako v rieSeni prikladu 34. Ak
uvedenych 6 vrcholov je spojené jednou farbou, alebo
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vietky hrany okrem jednej si rovnakej farby, je tloha
rieSend.

Predpokladajme teda, Ze existuji aspori dve hrany biele.
V pripade a) stadi ku kaZdej z bielych hrin pridat vrcholy 4
a B a mame dva biele 4-grafy.

Ak nastane pripad b), postupujeme nasledovne. V danom
6-grafe existuju aspoii dva jednofarebné trojuholniky (pozri
priklad 31!). K bielemu (ak existuje) pridime vrchol 4,
k Ciernemu (ak existuje), priddme vrchol B. V kaZzdom
pripade mame dva jednofarebné 4-grafy.

67. Podobne ako priklad 34, ale zostrojime tri vrcholy
A, B, C.
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