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PREDSLOV 

Obsah tejto knižky v podstatě nepřesahuje rámec toho, 
60 sa vyučuje o pravděpodobnosti na gymnáziách. 
Pravda, osnovy dávajú pravděpodobnost až do štvrtého 
ročníka. Okrem toho váčšinou sa tejto partii nevenuje 
veTká pozornost. 

Preto sme koncipovali knižku ako samostatný a ele-
mentárny výklad niektorých základných pravdepodob-
nostných pojmov. Tento výklad by mal byť přístupný 
širokému okruhu čitatelov. 

Aj dodatky o kombinatorike a nekonečných radoch sú 
napísané ako samostatný celok. Pravdaže, v nich sme sa 
sústredili len na tie najnevyhnutnejšie poznatky, použité 
na niektorých miestach základného textu. Ostatně, pře 
nádejného matematika by mohlo byť právě zaujímavé 
samostatné zovšeobecniť to, čo sme vyložili na jednodu-
chých príkladoch. 

Napokon příklady (riešené i neriešené — s připojenými 
výsledkami) tvoria kostru celej knižky. Nemali sme 
v úmysle budovať teóriu, ale príkladmi ilustrovat niekto-
ré myšlienky a problémy teorie pravděpodobnosti. 
Citatelom prajeme, aby sa dočkali hodné radosti zo 
správné rozriešených úloh. 
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1. kap i to la 

UDALOSŤ A JEJ PRAVDEPODOBNOSŤ 

Pojem pravděpodobnosti je nám známy z běžného 
života. Ak sme o niečom pevne presvedčení, hovoříme, 
že je to isté na 100 %. Ak však o niečom prehlásime, že 
máme 95% istotu, pripúštame, že zo 100 prípadov asi 
v piatich dané tvrdenie neplatí. 

V matematike vyjadřujeme pravděpodobnost nejakej 
události nie v percentách, ale odpovedajúcim číslom 
z intervalu (0,1). Teda nehovoříme o pravděpodobnosti 
57 %, 13 %, 20 % a pod., ale 0,57, 0,13, 0,2 a pod. 
Skutočnost, že pravděpodobnost nejakej události je 0,2 
intuitivné chápeme tak, že při „velkom počte" pokusov 
nastane tá událost asi v 1/5 prípadov. 

Spočiatku budeme pracovat s tým azda najjednoduch-
ším modelom: budeme predpokladat, že daný experiment 
má len konečný počet možných výsledkov a všetky sú 
rovnako pravděpodobné. Napr., ak hádžeme kočkou, 
ktorej steny sú očíslované číslami 1 až 6, máme 6 mož-
ných výsledkov; označme ich cov co2i a>6. Ak 
je tá kočka pravidelná a homogenná, předpoklad, 
že vsetky výsledky sú rovnako pravděpodobné (t. 
j., že každá číslica bude ,,rovnako často" padat) je 
přijatelný. 

Deflnícia 1.1. Nech Q = {a)l9 a>2) .... a>n} je neprázdná 
množina. Podmnožiny množiny Q budeme nazývat tiez 
iidalmfami; XpecÁálne t) sa nazýva nemožná událost, Q sa 
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nazýva istá událost. Pravdepodobnostou P(A) události A 
rozumieme číslo 

kde m je počet prvkov množiny A (počet prvkov prázdnej 
množiny 8 je 0) a n je počet prvkov mnoíiny Q. 

Příklad 1.1. Vykonajme hod pravidelnou kočkou,-na 
stěnách ktorej je postupné jedna, dve, tri, . . . , šest bo-
diek. Aká je pravděpodobnost události, že na padnutej 
stene bude párny počet bodiek ? 

Riešenie. V našom případe je Q — {coA, a>2, . . 
pričom prvok coí odpovedá stene, na ktorej je právě 
t bodiek. Pýtáme sa teda na pravděpodobnost události 

ktorá má tri prvky. PodTa definície platí P(A) = 3/6 ^ 

Příklad 1.2. V hromadě hracích kariet je 32 dobře 
zamiešaných kariet. Vyberieme tri. Aká je pravděpodob-
nost toho, že všetky tri budu červene \ 

Riešenie. Prvkov základného priestoru A je tolko, 
kolko je možných róznych trojíc kariet vybratých spo-
medzi 32. Ako je známe (pozři Doplnok I), trojprvko-
vých kombinácií z 32 prvkov možno vytvořit celkom 

Preto Q = {ft)lf o)2, . . . , 9fl0}. Každé a)i je trojica ka-
riet. Jednou trojicou je napr. trojica (červená sedma, 
červená osma, zelený túz). Označme ju coí#. Událost A, 

A = {co2, ft>4, cofl}, 

= 1/2. 
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ktorej pravděpodobnost hladame pozostáva len z ta-
kých trojíc, v ktorých všetky karty sú červene. Uvedená 
trojica coÍ9 nepatří do A (čo zapisujeme co^ ^ A). A obsa-
huje tolko prvkov (trojíc), kofko trojprvkových kombi-
nácií možno vybrať spomedzi ósmich prvkov. A to je 

Příklad 1.3. Do stanice vchádza vlak s dvanástimi 
vozňami. Nastupuje doňho 7 cestujúcich. Aká je pravdě-
podobnost toho, že všetci siedmi pocestujú v róznych 
vagónoch (t. j. v žiadnom vagóne nepocestuje viac ako 
jeden z nich) ? 

RieSenie. Podobné ako v predošlých príkladoch je 
P{A) = mjn9 kde n je počet všetkých možných roz-
miestnení 7 cestujúcich do 12 vagónov a m je počet 
takých rozmiestnení, při ktorých sú každé dve osoby 
v dvoch róznych vagónoch. 

Číslo n je vlastně počet variácií s opakovaním 7-ej 
triedy z 12 prvkov. Prvého cestujúceho móžeme umiest-
niť do Tubo volného z 12 vagónov. K lubovolnému umiest-
neniu prvého cestujúceho^máme 12 umiestnení druhého, 
teda prvých dvoch cestujúcich móžeme umiestniť cel-
kom 12.12 = 122 spósobmi, prvých troch 12.12.12 = 
= 123 spósobmi atď. Vidíme teda, že n = 127. 

Číslo m je zase počet variácií bez opakovania 7. triedy 
z 12 prvkov. Prvého cestujúceho móžeme umiestniť do 
rubovolného z dvanástich vagónov, druhého už len do 

Preto 
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Iubovolného zo zvyšných jedenástich atď. Teda na 
umiestnenie všetkých siedmich máme možností celkom 

12» m = 12 .11 .10 .9 .8 .7 .6 = — f 5! 
Preto 

PIA) = 
m 12.11 .10 .9 .8 .7 .6 = 0,1114. 
n 1 2 . 1 2 . 1 2 . 1 2 . 1 2 . 1 2 . 1 2 

Napriek tomu, že formálně je riešenie příkladu 1.3 
v poriadku, zdá sa, že výsledok nie je v súlade so skutoč-
nosťou. Skúsenosti ukazujú, že nemožno akceptovat 
předpoklad, že nastúpenie cestujúceho do Iubovolného 
z vozňov je rovnako pravděpodobné. Okrem toho 
cestujúci obvykle necestujú nezávisle jeden na druhom, 
ale vo váčších, či menších skupinkách. Použitý matema-
tický model je nevhodný. (Pravdaže, ťažkosti uvedeného 
rázu nie sú špecialitou teorie pravděpodobnosti. S podob-
nými ťažkosťami třeba rátat pri aplikovaní Iubovolného 
matematického aparátu v praxi.) 

Příklad 1.4. Predpokladajme, že v sérii 100 výrobkov 
je 5 chybných. Vyberme spomedzi tých 100 výrobkov 
náhodné 10. Aká je pravděpodobnost toho, že medzi 
týmito desiatimi výrobkami budú právě tri chybné ? 

Riešenie. Počet n všetkých desaťmiestnych výberov 
zo 100 výrobkov, tj. počet všetkých kombinácií desiatej 
triedy zo sto prvkov je ^ 

Skutočnosť, že vyberáme náhodné znamená vlastně to, 
že každá z týchto desatíc (teda každý prvok základného 
priestoru) je rovnako pravděpodobná. Tri chybné vý-
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21 spósobmi. robky spomedzi piatich inóžeme vybrať 
Zvysných sedem výrobkov musí byť dobrých, teda 
vyberáme ich spomedzi 95 dobrých výrobkov. Na výběr 

moz-siedmich spomedzi 95 dobrých výrobkov máme í - j 
ností. Ku každej z týchto sedmíc dobrých máme 
trojíc chybných výrobkov. Preto desátíc skúmanej 
vlastnosti (7 dobrých, 3 chybné) je 

m = 
y . V 
cize 

P(A) = m 

- (?) 0 • 

n 
MM (̂ J' 

Příklad 1.5. Hádžeme dvoma hracími kočkami. Áká 
je pravděpodobnost toho, že súčet bodiek na oboch koc-
kách bude 9 ? 

Biešenie. Tento příklad použijeme aj na to, aby sme si 
připomenuli pojem kartézského súčinu dvoch množin. 
Kartézským súčinom dvoch množin A, B (označenie 
A x B) rozumieme množinu všetkých takých usporia-
daných dvojíc (x, y)9 že ze A, y eB. Vnašom příklade 
je A množina výsledkov na prvej kocke, B je množina 
výsledkov na druhej kocke. Všetky možné výsledky při 
hode dvoma kočkami sú charakterizované vsetkými 
dvojicami (i, ;), kde ¿ = 1,2, . . . , 6, j = 1,2, . . . , 6, teda 
kartézským súčinom 

Q - {1, 2, . . . , 0 } X {1, 2, . . ., 6} . 

i) 



Základný priestor teda pozostáva z n — 3tí prvkov. 
Podrobné rozpísané 

Q = {(1,1), (1,2), . . . , (1,6), 
(2,1), (2,2), . . . , (2,6), 
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(6,1), (6,2), (6,0)} . 

Napr. prvok (5,2) charakterizuje tú skutočnosť, že na 
prvej kocke padla stená s piatimi bodkami, na druhéj 
stená s dvoma bodkami. 

Udalosť M, ktorej pravděpodobnost hladáme pozo-
stáva z týchto prvkov 

M = {(6,3), (3,6), (4,5), (5,4)} . 

teda m = 4 a 
4 1 P(M) = = — • v ' 36 9 

Přiklad 1.6. V telefónnej ústredni možno vytáčať 
trojmiestne čísla (0 móže byť aj na začiatku). Aká je 
pravděpodobnost toho, že v náhodné vytočenom troj-
miestnom čísle budu všetky cifry rózne ? 

Rieienie. Všetkých možností je tolko, kolko je variá-
cií s opakováním třetej triedy z 10 prvkov 0, 1, 2, . . . , 9. 
teda 

n = 103. 

Fakt, že sme vytáčali náhodné znamená, že všetky tro-
jice sú rovnako pravděpodobné. 

Do skúmanej události A patria tie usporiadané trojice 
(t, ý, k), v ktorých sú i, j, k navzájom rózne. Počet m 
takýchto trojíc je počet všetkých variácií (bez opakova-
nia) tretej triedy z 10 prvkov, teda 
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m = 10.9.8. 
Preto 

™ - T O O q " ° ' 7 2 ' 

Cviéenia 

1.1. Na otvorenie trezoru jo potřebné poznat určité troj« 
miestne číslo (nula móže byť aj na začiatku). o) Aká je pravdě-
podobnosti toho, že při 27 náhodno volených trojČísliach otvo-
ríme trezor ? b) Kolko volieb třeba urobit, aby pravděpodob-
nost toho, že trezor otvoríme bola váčšia ako 1/33? 

1.2. Aká je pravděpodobnost, že při hode dvoma hracími 
kočkami padne na oboch to isté číslo ? 

1.8. V triede je 12 dievčat a 15 chlapcov. Aká je pravděpo-
dobnost toho, že medzi prvými desiatimi podia abecedy je 
právě 5 dievČat ? 

1.4. Aká je v Športke pravděpodobnost výhry tretej ceny 
na jeden tip ? (Zo 49 čísel tipujeme 6 čísel, pričom na tretiu 
cenu musíme uhádnut právě štyri čísla.) 

1.5. Do výtahu v dvadsatposchodovej budově vstupuje 
5 osob. Aká je pravděpodobnost toho, že každý výstúpi na 
inom poschodí? (Předpokládáme přitom, že vystupujú nezá-
visle na sebe a pravděpodobnost vystúpenia na ktoromkolvek 
poschodí je rovnaká.) 

1.6. Aká je pravděpodobnost toho, že dvaja náhodné vy bra-
ti ludia nemajú ten istý mesiac a deň narodenia? (Na roku 
nezáleží, 29. február vylúčime z úvah.) 

1.7. Na festivalové predstavenie kúpili si nezávisle po 
jednom do jedného radu lístky 3 Američania, 5 Francúzi, 
2 Poliaci a 5 Sovieti. Aká je pravděpodobnost toho, že všetci 
příslušníci tej istej krajiny budú sediet spolu? 

Pravda, siahať po definícii pravděpodobnosti nemusí 
byť vždy najschodnejáou cestou. Niekedy je vhodné 
rozložit danu událost na jednoduchšie, resp. vyjádřit ju 
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pomocou iných událostí. K tomu služia množinové ope-
rácie. Budeme používat tri. 

Komplement A' množiny A je množina tých prvkov 
coeQ, ktoré nepatria do A. Stručné zapísané, A' = 
= {co eí2; co ^ A}. V teorii pravděpodobnosti sa A' nazý-
va aj opačnou udabsťou k události A. 

Zjednotenie A (J B množin A, B je množina právě 
tých prvkov coeQ, ktoré patria aspoň do jednej z mno-
žin A, B. (Ale móžu patřit aj do obidvoch!) Teda 
A \J B = {co eQ\ coeA, alebo co eB}. 

Konečne prienik A f ) B množin A> B je množina 
právě tých prvkov co e Q, ktoré patria súčasne do oboch 
množin A} B; A f ) B = {co eQ\ co eA a co eB}. 

Nech napr. A je událost spočívajúca v tom, že na hra-
cej kocke padne stená s párnym počtom bodiek, B — 
padne stená s počtom bodiek váčším ako 2. Teda 

A = {co2, co4, co6} , B = {co3, co4, co5, co6} . 
Potom 

A' = {cot, co3, co5} 
spočívá v tom, že padne stená s nepárnym počtom bo-
diek, 

A f)B = {co4, co6} 

spočívá v tom, že padne stená, na ktorej sú štyri bodky, 
alebo stená, na ktorej je 6 bodiek; konečne 

A U B = {co2, co3, co4, co5, C0g} 

nastane, ak padne stená s váčším počtom bodiek ako 1. 
K tomu, aby sme vedeli vypočítat pravděpodobnosti 

událostí A', A f ) B, A (J B je potřebné poznat počty 
prvkov množin A\ A f ) B, A (J B. (Označme ich 
m(A')y m(A fí B), m(A U R) m(A)9 m{R).) Naj-
lahšio je to v případe události A\ 
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Ak událost i obsahuje m{A) = m prvkov a celý pros-
tor obsahuje n prvkov, tak událost A' obsahuje n — m 
prvkov, totiž tie prvky z Q, ktoré nepatria do A. Pieto 

m{A') = n — m — n — m{A) , 

P<A') = = = — - m{Al_ = n n n n 
= 1 — P(A). 

Pravděpodobnost opačnej události (k události 4̂) je teda 
číslo 1 — P{A). 

V případe událostí A f ) B, A U -B je situácia kompli-
kovaná tým, že počet prvkov množin A f ) B, A [J B 
nie je určený počtom prvkov množin A, B. A f ) B móže 
byť například prázdna množina 6, dvojprvková ako 
v predošlom příklade a pod. Ak je ale známy počet 
prvkov A f l By už je známy aj počet prvkov množiny 
A \J B. Nech napr. m(A ( 1 5 ) = 3, m(A) = 8, m(B) = 

= 7. Potom „mesiačik" A f ) B' (množina tých co, ktoré 
patria do A, ale nie do B; označuje sa tiež A — B) 
obsahuje 8 — 3 = 5 prvkov. Celá množina A má 8 
prvkov; z nich 3 patria aj do B, teda 5 je takých, čo 
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partria do a nepatria do B. Podobné zistíme, že mno-
žina B f ) A' má 7 — 3 ^ 4 prvky, teda množina A \J B 
má celkom 5 + 3 + 4 = 12 prvkov. 

. Prejdime k všeobecnému případu. Nech množina 
A f ) B má k prvkov, množina A má m1 prvkov, množina 
B má ra2 prvkov, t. j. m(A f ) B) = k, m(A) = mlf 
m(B) = ra2. Potom množina A f ) Bf má m1 — k prvkov, 
množina B f) A' má ra2 — k prvkov, teda počet prvkov 
množiny A Ú B je 

m{A U B) = {mx — k) + k + (m2 — k) = 

= m1 + ra2 — k = m(A) + m(B) — m(A f ) B) . 
Ak predelíme uvedenú rovnost poétom n prvkov zá-
kladného priestoru Q, dostaneme 
P(A [)B) = 

_ m{A U B) _ m(A) m(B) _ m(A Q B) _ 
n n n n 

= P(A) + P(B) - P(A C)B). 
Dokázané rovnosti 

P(A') = 1 - P(A) , (1) 
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P(A U B) - + P(B) - P(A 0 B) (2) 

budú v dalších príkladoch našim základným pracovným 
prostriedkom. 

Všimnime si špeciálny, ale dóležitý případ, kedy 
A, B nemajú spoločné prvky, t. j. A f ) B = O ta-
kýchto udalostiach hovoříme, že sú disjunktně, alebo, 
že sa navzájom vylučujú. V takom případe 

m{A J B) = m(A) + m(B) , 
teda 

P,A i, B) = m{A U B) = m{A) + m(B) -
n. t i n 

= P(A) + P(B). 

Pravděpodobnost zjednotenia navzájom sa vylučujúcich 
událostí sa rovná súčtu ich pravděpodobností: 

A n B = 0 => P(A U B) = P(A) + P(B) . (3) 

Implikácia (3) je ostatně bezprostředným dósledkom (2). 
Ak totiž A Cl B = tak P{A f ) B) = P(8) = 0, 
teda 

P(A (J B) = P(A) + P(B) — 0 = P(A) + P(B). 

Příklad 1.7. Hádžeme tromi hracími kočkami. Aká je 
pravděpodobnost, že aspoň na jednej bude šestka? 

Riešenie. Lahsie vypočítáme pravděpodobnost udá-
losti A: ani na jednej kocke nepadne šestka. Skutočne 

PIA) - 5 5 5 53' { ) 6 . 6 . 6 ~ 6* ' 

pretože všetkých usporiadaných trojíc z čísel 1, 2, . . 6 
je 63 a všetkých usporiadaných trojíc z čísel 1, 2, . . 5 
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je 5n. Skúmaná udalosť — aspoň na jednej kocke padne 
sesťka — je opačnou k události A, Preto pře jej pravdě-
podobnost) platí 

K3 

Příklad 1.8- Opat hádžeme tromi hracími kočkami. 
Aká je pravděpodobnost, že padne nanajvýš jedna 
sesťka ? 

Riešenie. Nech A0 je událost: nepadne žiadna šestka, 
A x — padne právě jedna šestka, A — padne najviac 
jedna šestka. Potom A = A0 (J Alt A0 f ) A1 = 9, 
teda 

P(A) = P(A0) + P(AX) . 
Zrejme 

2 U Bz, kde Bi znamená, že na i-tej 
kocke padne šestka, ale na zvyšných dvoch nie. Teda 
napr. Bx pozostáva zo všetkých trojíc (6, i, j), kde i ^ 6, 
j 6. Takých trojíc je 5.5 teda 

K2 
P(BJ = 6S 

Podobné 

' P(Bt) = P(B3) = -jjl , 

teda (vzhladom na to, že Bx, B2, Ba se navzájom vyluču-
Í Ú ) 

P{At) = P{BJ + P(B2) + P(B3) = , 
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PA) = + = 0-93. 

Příklad 1,9. Hádžeme dvoma hracími kočkami. Aká 
je pravděpodobnost toho, že aspoň na jednej padne 
šestka ? 

Riešenie. Podobnu úlohu sme riešili v příklade 1.7. 
Tentokrát nepoužijeme opaónú událost, ale rovnost (2). 
Nech A je událost — šestka padne na prvej kocke, B — 
šestka padne na druhej kocke. Máme vypočítat P(A U B); 

P(A U B) = P(A) + P{B) — P(A 0 B). 
Ale P(A) = P(B) = 6/36, P{A f ) B) = 1/36, teda 

36 1 36 36 36 

Chvalabohu, pomocou opačnej události vyjde ten istý 
výsledok. 

P(A U B) = l-P(A'DB') = = i i . 

Konečne, prvky množiny A (J B možno systematicky 
vypísať: 

(6,1), (6,2), . . . , (6,5) 
(1,6), (2,6), . . . , (5,6) 
(6.6) 

Skutočne, P{A U B) = • 
OD 

CviCenia 

1.8. Aká je pravděpodobnost toho, že dvaja náhodné výbra-
tí Tudia majů v ten Í9tý deň narodeniny ? 
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1.9. Aká je pravděpodobnost toho, že z r náhodné vybratých 
hutí aspoň dvaja majů v ten istý deň narodeniny ? 

1.10. Skupinu z kolkých fudí musíme mat, aby sine s prav-
depodobnostou vačsou ako 1/2 mohli tvrdit, že aspoň dvaja 
élenovia tej skupiny majů narodeniny v ten istý deň ? 

1.11. Do výtahu sedemposchodového domu nastupujú 3 oso-
by. Aká je pravděpodobnost toho, že aspoň dve z nioh vystú-
pia na tom istom poschodí ? (Podobné ako inde předpokládá-
me, že vystupujú nezáviste na sebe a pravděpodobnost 
vystúpenia na lubovolnom poschodí je rovnaká.) 

1*12. Aká je pravděpodobnost toho, že při sedemnásobnom 
hode hracej kočky padne šestka a) právě dvakrát b) najviac 
dvakrát c) aspoň dvakrát ? 

1.18. Z dvanástich predajní masa v meste v štyroch predra-
Žujú tovar. Náhodné vyberieme na kontrólu 2 predajne masa. 
Aká je pravděpodobnost toho, že a) v oboch predražujú tovar 
b) v oboch predávajú bez predražovania c) aspoň v jednej 
predražujú tovar ? 

1.14. Medzi 10 dobrých žiaroviek bolo omylom priemieše-
ných 5 chybných. Náhodné vyberieme 3 z tých 16 Žiaroviek. 
Aká je pravděpodobnost toho, že a) věetky tri sú dobré 
b) právě jedna je chybná c) aspoň jedna je chybná ? 

1.15. Do okresnóho města v okrese, v ktorom je 30 obcí sa 
schádzajú dvadsiati branci."Aká je pravděpodobnost toho, že 
aspoň dvaja budú z tej istej obce? 

Vlastnost (3) móžeme zověeobecnit na viac činitelov 
ako 2. Už v příklade 1.6 sme to použili. 

Přiklad 1.10. Dokážte: Ak A1t A 2, . . -, Am su navza-
jom sa vylučujúce události (t. j. A{ f j Aj = 0 pře i ^ 

j)> tak 
P(A1 LM 2 U • • • U ¿n) = + P(At) + 

. . . + i V « ) . 
Riešenie. Dókaz urobíme indukciou pomocou (3). Pre 

n = 1 uvedené tvrdenie platí {PiAJ = Pí^!)). Predpo-

18 



kladajme, že platí pře nějaké n. Máme ju dokázat pře 
n + 1. Majme teda n + 1 navzájom sa vvlučujúcich 
událostí Aly A2, ..., A,„ Au+X (t. j. A{ f) Aj = 6 pre 
i * ))• 
Potom události 

A = Ax U * * • U -̂ »j = 

sú tiež disjunktné, t. j. A f ) B = 9. Keby totiž existo-
val prvok co e A fi B, potom by existoval taký index i 
spomedzi 1 ,2 , . . . , n, že co eA{\ súčasne co eAn+1, teda 
od eAi 0 An+1> co nie je možné, pretože i ^ n + 1. 
Podia (3) potom máme 

P(AX U . . - U An+1) = P(A U B)= P{A) + P(B) 
= P(Ax U ... U An) + P(An+1) , 

teda, ak použijeme iudukčný předpoklad, dostaneme 

P{Al U - • - U An+1) = P(AX) + ... + 
+ P(An) + P(An+1) . 

Příklad 1.11. Skúsme sformulovať a dokázat tvrdenie 

Obr. 3 
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analogické rovnosti (2) pre tri množiny, t. j. vyjádřit 
P(A U B (J C) pomocou P(A), P(B), P(C) a pravděpo-
dobnosti prienikov. 

RieSenie. Zostrojme Vennov diagram. Máme (m(E) — 
počet prvkov množiny E) 

m(A U B U C) = kx + k2 + kz + + n2 + 

+ n3 + k = (kx + nx + n2 + k) + (k2 + n2 + 

+ + k ) + (¿3 + »i + + — K + w2 + 

+ n3 + 2jfe) = m(A) + m{B) + m(0) — + k)— 
— {n2 + k) — (nz + k) + k = m(A) + m(B) + 

+ m(C) — m(A H 0) — m(A f ) B) — m(B f j C) + 
+ m(A n B n C). 

Dostali sme teda vzorec 

P(A \JB JJC)= P(A) + P(B) + P(C) — 

-P(A C\ B) — P{A f)C)-P(B f)G) + 

+ P(A n B n C). 

Teraz uvedený vzorec dokážeme pomocou vztahu (2): 

P{(Á uB) uC) = 
= P(A U B) + P(G) — P((A U B) 0 G) = 

= P(A) + P(B) — P(A n B) + P(C) — 
-P((A 0 G) \J {B Ci C)). 

Ale podia toho istého vztahu (2) je 

p((a n G) u (b n c)) = p a nc> + 
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+ p(b n c ) - p ( ( a n c) n & nc» = 
= P(A 0 O + P(B f)C)-P(A f)B OC). 

Preto 

P(A (J B U 0) = P{Á) + P(B) + P(C) — P(Af)B) — 

- P((A f)C)\J(BC) C)) = P(A) + P(B) + 

+ P{C) — P(A f)B) — P(A C)C) — P(B n<?) + 
+ P(A Cl BC)C). 

CviCenia 

1.16.Dokážte: Ak^4,Beúlubovolné události , takP(A f)B') = 
= P(A) — P(A C\B). 

1.17. Nech A, B sú také události, že P(A \J B) = 3/4, 
P{A') = 2/3, P(A f | B) = 1/4. Nájdito a) P(A) b) P(B) 
c) P(A f ) B% 

1.18. Dokéžte: Ak A, B sú . Tubovorné události, potom 
P(B) = P(B Cl A) + P(B Cl A'). 

1.19. Vyjadrite podobné ako v příklade 1.11 P{A M B (J 
\JC\JD\JE) pomocou P(A), P(B), P(C), P(D), P(E) 
a pravděpodobností prienikov. 

n 
1.20. Néjdite vzorec pře výpočet P (U Ai) a dokážte ho 

indukciou. 

Příklad 1.12. Na 5 vešiakov si 5 návštevníkov odložilo 
5 úplné rovnakých klobúkov. Při odchode si náhodné 
vyberajú klobúky. Aká je pravděpodobnost, že aspoň 
jeden z návštevníkov odíde v tom istom klobúku ako 
prišiel ? 

Riešenie. Nech Ai znamená: ¿-ty zákazník odchádza 
s tým istým klobúkom, s ktorým prišiel. Hladáme 
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U / l j U ••• IM S ) . Podia cvičenia 1.19 (resp. 
1.20, n = 5) 

P{A, U A2 U • • • U = P M J + P(At) + 

+ ... + - x n a%)—p{Ax n a*) -

- . . . - p ( a 4 n - 4 . ) + PMi n ^ n ¿ j + 

+ p{a1 n A2 n At) + ... + P(A, n ^ n a j -

—p(a1 o a 2 oa3 . . . —P(A, f ) A t n 

n ^ n a,) + p{a, n a, n a3 n a4 n a,) . 
Počítajme P(A±)r Všetkých rozmiestnení piatich klobú-
kov na páť vešiakov je 5! (počet permutácií z 5 prvkov). 
At nastane, ak prvý návštěvník vezme svoj klobúk; 
ostatní štyria sa móžu podělit o zvyšné klobúky 4! 
spósobmi. Preto 

PIA \ ^ iL = 4-3 2 1
 = _L K í ] 5! 5 . 4 . 3 . 2 . 1 5* 

Podobné 

P{A2) = P(A3) = P(At) = P(AS) = 

Vypočítajme teraz P(At f ) ^2)- Všetkých rozmiestnení 
je opat 5!, ale „priaznivé" sú len tie, při ktorých prvý 
a druhý návštěvník natrafili na svoj klobúk. Z vy sní 
traja sa preto móžu podělit o ostatně klobúky už len 3! 
spósobmi. Preto 

jj, a y* \ 3! 3 . 2 . 1 1 
P{AX n A>¿) = ^ - - 5 T -
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Podobné 

p(a1 n ̂ 3) - a,) = ... = p(a4 n = 1 
5.4 

a analogicky 

P{Ax nA2nA3) = P(A, = 

= P(A3 OAtCl A6) = g-i-3 , 

1 
= P(A2 () A, 0 A, f ) A%) = 

p(Ax A6) = 

5 . 4 . 3 . 2 ' 

1 
5 . 4 . 3 . 2 . 1 

Ak uvážíme, že událostí A Xi A2, AB je pat, prieni-
kov Ax f) A2, Ax f)A3, ... je , prienikov Ax O 

O A2 fi A3, Ax Q A2 f) Ai9 . . . je , atd. dostaneme 

P(AX \JA2 U IMo) = ( í ) | - ( 2 ) x 4 + 

+ (3) 5 .4 .3 _ (4) 5 . 4 . 3 . 2 + (5) ~5Í = 

_ 5.4 5 .4 .3 
— 1 — i — r 2 .1 .5 .4 ' 3 . 2 . 1 . 5 . 4 . 3 

5 . 4 . 3 . 2 1 . 1 1 1 1 
+ TT = 1 čTi 1—čTT 7T + ~?t 4 . 3 . 2 . 1 . 5 . 4 . 3 . 2 1 5! 2! 1 3! 4! ' 5! 
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Cvičenia 

1.21. Sekretářka náhodným spósobom rozmiostňuje pat liš-
to v do piatich správné napísaných obálok. Aká je pravděpo-
dobnost toho, že aspoň jeden list sa dostane do správných rúk ? 

1.22. 32 kariet rozdali medzi štyroch hráčov. Aká je pravdě-
podobnost toho, že aspoň jeden z nich dostane všetky karty 
rovnakej farby ? 

1.23. V novostavbě odovzdali ěiestim obyvatelem šest 
róznych krúčikov od šiestich označených listových schránok. 
Aká je pravděpodobnost toho, že a) žiadny nedostal správný 
klúčik t. j. klúčik od svojej schránky b) jediný dostal správný 
klúčik c) aspoň jeden dostal správný klúčik d) aspoň dvaja 
dostali správný klúčik ? 

Zdá se, že je na čase, aby sme upustili od předpokladu, 
že všetky prvky priestoru Q sú rovnako pravděpodobné. 
Budeme predpokladať, že pravděpodobnosti jednotli-
vých jednoprvkových množin {coť} sú dané. Napr. ak 
hádžeme nepravidelnou kočkou, nebudú všetky steny 
padat s rovnakou pravdepodobnostou. Příslušné pravdě-
podobnosti sa v praxi získavajú (odhadujú) experimen-
tálne a v našich príkladoch sú vopred dané. Nech napr. 
P(W) = ^ ( W ) = 1/9, P ( W ) = P ( K } ) = 2/9, 
P({o>B}) = P({o>a}) = 1/6. (Prirodzene, súčet všetkých 
P({a>i}) musí byť 1.) Pravděpodobnost iných událostí 
určíme pomocou vztahu z příkladu 1.10. Všetky {a><} sa 
totiž navzájom vylučujú. Preto je rozumné definovat 
pravděpodobnost nejakej události A ako súčet pravdě-
podobností tých {co*}, pre ktoré cúí eA. Napr., ak A zna-
mená padnutie steny s párnym počtom bodiek, tak 

P(A) = P ( W u W U W) = 
= P ( W ) + P ( W ) + P ( W ) = 
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Pravděpodobnost toho, že padne stená s počtom bodiek 
váčším ako 3 je 

P(B) = P({ft)4} U W U {co.}) = 

= P ( W ) + P({«us}) + P ( W ) = 

9 6 6 9 

Deflnícia 1.2. Nech Q = {cou ..con} je konečná ne-
prázdná mno£ina, pl9 p2i ..., pn sú nezáporné čísla, 
ktorých súČet je 1. Pravdepodobnostou události A CZ& 
je číslo 

P(A) = 2 Pi 
at^eA 

Ďalej definujeme P(6) = 0. 
Všimnime si, že pojem pravděpodobnosti z definície 

1.1 je špeciálnym prípadom pravděpodobnosti z definí-
cie 1.2. Skutoéne, položme v definícii 1.2 px = p2 = 

= ... = pn = —. Potom n 

P(A) = 2 - = - rn(A) = m(^4) 

(D .ea n n n 
kde m(A) je počet prvkov množiny A. 

Tiež si je hodno povšimnúť, že aj pri tomto zo-
všeobecnení zostanú v platnosti rovnosti (1), (2) t. j. 

P(A') = 1 — P(A), P(A U B) = P(A) + P(B) — 

- p(a n b) 
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a teda aj implikácia (3): 

A n B = O => P(A U B) = P(A) + P(tí) . 

Příklad 1.13. Dva přístroje pracujú tak, že po celý 
deň je zapnutý aspoň jeden z nich. Přitom 1. přístroj 
pracuje 70 % dňa, 2. prístroj 65 % dňa. Aká je pravdě-
podobnost, že v určitý časový okamih budú zapojené 
oba přístroje? (Předpokládáme, že sa zapínajú a vypí-
najú nezávisle jeden na druhom.) 

Riešenie. Nech A je udalosť — v danom okamihu je 
zapnutý 1. prístroj, B — zapnutý je 2. přístroj. Podia 
předpokladu A (J B = Q je istá udalosť. Preto 

1 = P(A U B) = P(A) + P(B) — P(A f)B) = 
= 0,7 + 0,65 — P(A 0 B) 

odkial 

P(A f)B) = 0,7 + 0,65 — 1 = 0,35. 

Cvičenia 
1.24. V přístroji sú tri súčiastky. Pravděpodobnost toho, že 

v urči tom okamihu pracuje určitá súčiastka je pre každú 
z nich 0,5, že pracujú súčasne určité dve spomedzi nich je 
(pre každú dvojicu) 0,1875, že pracujú věetky tri naraz je 
0,0625. Aká je pravděpodobnost toho, že v danom okamihu 
nebude pracovat ani jedna súčiastka ? 

1.25. V skupině tlmočníkov je 90 % takých, čo ovládajú 
jazyky A, F , iČ. Pravděpodobnost, že tlmofiník ovládá A je 
1/3, pře F tiež 1/3, pre R 2/3, pravděpodobnost, že ovládá 
vŠetky tri uvedené jazyky je 1/30. Aká je pravděpodobnost 
toho, že tlmoČnťk ovládá aspoň dva jazyky ? 
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2. k a p i t o l a 

GEOMETRICKÁ PRAVDEPODOBNOSŤ 

Co je to vlastně pravděpodobnost ? Aké sú jej vlastnosti ? 
V kapitole I. sme odpovedali na prvú otázku formálně, 
a to tak, že sme sa obmedzili len na určitý druh problé-
moví množina možných výsledkov je konečná. 

Ale aj v tomto jednoduchom případe sme viděli, že 
pravděpodobnost P je vlastně zobrazenie 

E |—• P(E), 

ktoré každej množině E určitého typu (také množiny 
nazveme meratelnými — v danom případe to boli lubo-
volné podmnožiny danej konečnej množiny) priraduje 
reálne číslo P(E)y pričom platí napr. toto: 
P(0) = 0, P[Q) = 1; 
P(E) ^ 0 pre všetky meratelné množiny E\ 
P(E) + P(F) = P(E U f ) + P(E O F) pře vsetky me-
ratelné množiny E> F. 

Aby sme sa v tomto pohlade na vec utvrdili, uvedie-
me niekolko jednoduchých a okrem toho velmi popu-
lárnych príkladov iného druhu. 

Nech Q je nějaká rovinná množina, A d Q, pričom 
vieme vypočítat obsah množin A i Q. (Nebudeme pre-
cizovat, čo to znamená ,,vieme vypočítat obsah"; pojde 
obvykle o množiny ako pravouholník, kruh, jeho časti 
a pod.) Množiny, ktorých ,,obsah vieme vypočítat" 
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nazveme opáť meratefnými. Aká je pravděpodobnost, 
že nějaký bod, ktorý padne do Q padne aj do A ? 

A, Í2 bývajú nekonečné množiny. Preto nie je možné 
definovat pravděpodobnost pomocou počtu prvkov. 
Zdá sa byť však prirodzeným definovat pravděpodob-
nost události A ako podiel plošných obsahov 

kde m(A) resp. m(Q) je obsah množiny A resp. Q. 
Odhliadnuc od toho, že sme nedefinovali podrobné všet-
ky pojmy, opáť priraďujeme každej „meratelnej" mno-
žině E číslo P(E) a zobrazenie E ] > P(E) má opáť 
vyššie uvedené vlastnosti. 

Příklad 2.1. (Buffonova ihla). V rovině je daný neko-
nečný systém navzájom rovnoběžných priamok vo 
vzdialenosti d. Na túto rovinu hádžeme ihlu dlžky 
k(k < d). Aká je pravděpodobnost toho, že ihla přetne 
niektorú z rovnobežiek ? 

Riešenie. Priradme každej polohe ihly dve súradnice: 
vzdialenost g jej středu od najbližšej z priamok a uhol 

f J i 2 

mm. 
0 n 

Obr. 5 
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<p ihly s daným systémom priamok (ktorý vhodné orien-
tujeme); 0 ^ Q ^ dj2, 0 ^ <p < TI. Ihla přetne najbližěie 

k 
položenú priamku, ak sin <p ^ q. 

¿t 
Všetkým možným polohám ihly odpovedá pravo-

d uholník Q = <0, n) x (0, —) . Polohám ihly, v ktorých 
¿É 

ihla přetne niektorú z priamok odpovedá množina A 
k 

tých bodov (g?, p), pře ktoré je 0 ^ q ^ — sin <p. Mno-
Jc 

žina A je ohraničená sinusoidou g = — sin <p a priamkou £t 
p = 0. Pravděpodobnost, že ihla v nejakej polohe 
(g?, g) přetne niektorú z priamok, t. j. pravděpodobnost, 
že odpovedajúci bod (q), g) padne do množiny A je po-
měr plošných obsahov 

_ m(A) 

Číslo m(Q) je obsah obdížnika, m(Q) = n. Na druhej 
straně 

n 
m(A) = j — sin q> átp = — . 2 = k. 

o 
Preto 

™=n-
Cvičenia 

2.1. Hádžeme mincu na stol, na ktorom je štvorcová siet 
(priemer mince je 3/4 strany štvorce). Aká je pravděpodob-
nost toho, že minca bude celá obsiahnutá v niektorom štvroci ? 
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2.2. Na danej kružnici umiestnime náhodné a nezávisle na 
seb« dva body A, B. Aká je pravděpodobnost toho, že dížka 
úsečky AB nebude váčšia než poloměr tej kružnice? 

2.3« Duelanti sa majů střetnut na súboj v náhodné vybraný 
čas medzi piatou a Siestou hodinou ráno. Ten, ktorý přídě prvý 
Čaká na protivníka len 5 minút, potom odchádza. Aká je 
pravděpodobnost toho, že sa súboj uskutoČní ? 
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3. kap i to la 

NEZÁVISLÉ UDÁLOSTI 

Začnime s jednoduchým príkladom. 

Přiklad 3.1. Hádžeme dvakrát tou istou kočkou. Aká 
je pravděpodobnost toho, že po oba rázy padne šestka 
(označme túto událost znakom ( + , +)); že prvý raz 
padne šestka, druhý raz nepadne (událost ( + ,—)); 
že prvý raz nepadne, druhý raz padne (událost (—, +)); 
že nepadne ani raz (událost (—, —)) ? 

Rieěenie. Při dvojnásobnom hode kočkou je možných 
celkom 36 výsledkov (1, 1), . . ( 1 , 6), (2, 1), . . . , (2, 6), 
. . . , (6, 1), . . . , (6, 6). Pri prvom hode je totiž možných 
6 výsledkov a ku každému z nich máme 6 možných 
výsledkov pri druhom hode. Základný priestor (istá 
událost) Q pozostáva teda z 36 prvkov 

£ = {(1,1), (1,2), . . . , ( 6 , 5 ) , (6,6)}. 
Událost, ktorú sme označili znakom ( + , + ) nastane 
vtedy, keď po oba razy padne šestka, teda 

( + , + ) = { ( * , 6)}. 
Preto 

P ( + ' = 36 = ~6~ " T " 
Ďalej 

( + , —) = {(6, 1), (6, 2), (6, 3), (6, 4), (6, 5)} . 
teda 
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P(4-
36 6 6 

Podobné 

(— + ) = {(1, 6), (2, 6), (3, 6), (4, 6), (5, 6)} , 

5 5 1 P{—> +) = • — • 

36 6 6 
Konečne 

( - , - ) = {(1, 1), (1, 2) (1, « ) , . . . , (5, 1) (5, 5)}. 

teda 

p < - , - ) = 2 5 5 5 * — m 

36 6 6 

Čitatel si iste památá, že 1/6 resp. 5/6 je pravděpodobnost 
toho, že pri jednom hode padne resp. nepadne šestka. 
Preto si lahko sám z výsledkov 

vytvoří hypotézu. Overme si ju najprv na dalších príkla-
doch. 

Přiklad 3.2. Hádžme trikrát po sebe kočkou, vypišme 
všetky události súvisiace s padnutím resp. nepadnutím 
šestky a vypočítá jme ich pravděpodobnost. 

Riešenie. Základný priestor Q má teraz 63 = 216 prv-
kov. Nás zaujíma 8 = 23 událostí ( + , + , + ) , ( + , + , — ) , 
( + , — + ) , (— + , + ) , ( + , — —), (— + , —), 
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(—, —, +} , ( — — , —). Podobné ako predtým vypo 
čítáme 

P{+,+,—) = 

P(+,—,—) = 

1 1 1 1 
• 

1T ' 6 ' 

5 1 i 5 
63 ~6 T ' 

1 5 1 
1 T ' "6 

« 

T f 

5 1 1 
6 

• • 
t 

52 1 5 5 
6» 6 

• 

6~ ' i r ' 

5 1 5 
• 

6 
• 

6~ 9 

5 5 1 
6 ~6~ 

• 
9 

5 3 5 5 5 
63 6~ 

• 

6 " 6 " 

Cvičenia 

8,1. Hádžme trikrát po sebe kočkou. Aká je pravděpodob-
nost toho, že a) právě dvakrát padne šestka b) aspoň raz 
padne šestka c) šestka padne nanajvýš dvakrát? 

3.2» Hádžme pátkrát mincou. Aká je pravděpodobnost 
toho, žo a) nikdy nepadne znak b) právo třikrát padne znak 
c) právě dvakrát padne znak d) najviac dvakrát padne znak? 

3.3» V desiatich urnách je po deviatich bielych a jednej 
čiernej gulke. Vytiahneme z každej urny po jednej gulke. Aká 
je pravděpodobnost toho, že vsetky budú biele ? 
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3.4. Vytahujeme gulky z troch urien. V prvej sú 3 biele 
a 2 čierne gulky, v druhej 5 bielych a 1 čierna, v tretej 3 biele 
a 4 čierne. Vytiahneme z každej urny po jednej gulke. Aká je 
pravděpodobnost toho, že váetky tri budú biele? 

« 

Příklad 3.3. Nech Q = {xl9 . . .,Xi} je konečná množi-
na pozostávajúca z i prvkov, 6 ^ A C Q, A pozostáva 
z m prvkov. Nech Q x Q je množina všetkých usporia-
daných dvojíc (x, y) prvkov z množiny Q. Aká je pravdě-
podobnost toho, že oba prvky x, y patria do množiny A 
(inak povedané, že v oboch opakovaniach nastane udá-
los t i ) ; z e x e A , y ^ A \ z e x$.A, y e A \ f e x $ A , y $ A 

Riešenie. Spomínané události označíme po rade ( + , + ) , 
( + , —), (—, + ) , (—, —). Všetkých usporiadaných dvo-
jíc (;x, y) prvkov množiny íi je i. i = iDalej, počet prv-
množiny ( + , + ) je m.m = m2, teda 

vi M i \ m% m m 

Počet prvkov množiny ( + , —) je m.(i—m), teda 

P ( + , _ > » _ L = Í L = 
% % 4 ^ X ) 

Podobné 

Označme znakom p pravděpodobnost události A, t. j. 
m 

p = P{A) = znakom q pravděpodobnost opačnej 
1 *n 

události A\ t. j. q = P{A') = 1 — P(A) = 1 — = 
t 

= 1 — p. Potom 
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p(+,+) = p.p = p2, ) = p-?> 

= —) = ?•? = <72-

Příklad 3.4. Nech £? = {colf co2, co3, to4, a)5}, = 
= {a)ly a> 2, w3}, (takže P(4) = p = 3/5). Nech = 
= Q x í ) X . . . X Í2 je množina všetkých usporiada-

n- krát 
ných w-tíc prvkov z Í2 (t. j. množina všetkých možných 
výsledkov při w-násobnom opakovaní „pokusu" Q). 
Aká je pravděpodobnost události B, že n-tica (xl9 xt 
..., xn) bude mať prvky z množiny A právě na miestach 
. . • A 
] 1> ? 2 y 9 Jk • 

Riešenie. Všetkých prvkov množiny í?" je 5.5 5 
= 5 \ Do súradníc jl9 . . . , jk móžeme dosadit po 3 prvky, 
na iné miesta zvyšné dva prvky, takže všetkých prvkov 
skúmanej množiny je 

2 3 3 3. . . . = 3*.2n~*, 
h h h 

teda 

Cvičenia 

3.5. Hodme 1 000-krát kočkou. Aká je pravděpodobnost 
toho, že a) šestka padne právě 200-krát b) padne aspoň 
100 krát? 

3.6. Hodme kočkou n-krát. Aká je pravděpodobnost toho, 
že a) šestka padne právě fc-krát b) padne aspoň ¿-krát c) naj-
viac ¿-krát ? 
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3.7. Správca mincovně dává do každej kazety so 100 min-
cami jednu falošnú. Král' dá preveriť 100 kaziet tak, že z kaž-
dej vyberie po jednej minci a tuto preskúma. Aká je pravdě-
podobnost toho, žo ťalsovutul bude prichytený? 

Pojem nezávislosti resp. závislosti si vysvetlíme najprv 
na nasledujúcich dvoch príkladoch. 

Příklad 3.5. Majme v urne 7 bielych a 9 modrých 
guliek. Vyberieme jednu z nich, vrátime ju spát a zamie-
ěame. Potom znovu vyberieme gulku. Aká je pravdě-
podobnost toho, že obe gulky budú biele (událost BB), 
že prvá bude biela, druhá modrá (BM), že prvá bude 
modrá, druhá biela (MB), že obe budú modré (JO/)? 

Riešenie. Všetkých možných dvojíc při tahaní je 
16.16. Pretože prvú móžeme vytiahnut spomedzi 7 bie-
lych a druhů tak isto, obsahuje množina BB 7.7 prvkov, 
teda 

Podobné 

P(MM) 

Náš příklad je ostatně špeciálnym prípadqm příkladu 
3.3, kde p = 7/16, q = 1 — p = 9/16. 

Příklad 3.6. Opát vyberáme z urny, kde je 7 bielych 
a 9 modrých guliek. Ale prvú vybratú gulku nevrátíme 
do urny. V urne teda zostáva po prvom tahu len 15 gu-
liek, z ktorých vyberáme druhů. Opát sa pýtáme na 
pravděpodobnosti událostí BB, BM, MB, MM. 
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Riešenie. Počet všetkých dvojíc vybraných guliek sa 
zmenší: prvú vyberáme spomedzi 16, druhů spomedzi 15, 
teda počet všetkých výberov je 16.15. Na to, aby prvá 
z guliek bola biela je 7 možností, na to aby aj druhá bola 
biela je už len 6 možností (prvú vytiahnutú — bielu 
gulku sme nevrátili). Preto 

7 6 P(BB) = — . v } 16.15 
Podobné 

P < * * > = 1 0 5 -

V čom sa líšia příklady 3.5 a 3.6 ? V prvom případe bol 
druhý ťah „nezávislý" od prvého. V druhom případe zá-
visel výsledok druhého ťahu od výsledku prvého, teda 
od toho, akej farby bola prvá vytiahnutá gulka. Všimni-
me si, že vo všetkých príkladoch tejto kapitoly (okrem 
příkladu 3.6) išlo o „nezávislé" opakovania. Výsledok 
druhého hodu kočkou nezávisí od toho, aké číslo padlo 
pri prvom hode. 

Aké bolo matematické vyjadrenie faktu „nezávislos-
ti" ? Vo všetkých príkladoch sme „příslušné" pravdě-
podobnosti vynásobili. To nás vedie k tejto definícii. 

Deflnícia 3.1. Události A, B nazývame nezávislé, ak 

P(A ()B)= P(A) P(B). 
Ako je to napr. v příklade 3.1? Nech Ax je udalosť 

spočívajúca v tom, že pri prvom hode padne šestka, 
teda 
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Al = {(«,1), (6,2), (6, 3), (ti, 4), (6, 5), (6, 6)} = 

= ( + , - ) U ( + > + ) 
a nech A2 je událost spočívajúca v tom, že při druhom 
hode padne šestka, teda 

A2 = {(1, 6), (2, 6), (3, 6), (4, 6), (5, 6), (6, 6)} = 

= (-,+) U (+.+)• 
Potom 

Ax n ^ 2 = {(6, 6)} = ( + , + ) , 

P [ A l ) = W = T ' P { A i ) = 36 = T ' 

P(A, n At) = - 1 . = i - . - i = PlAJ P(A2) , 

teda události Ax, A2 sú nezávislé v zmysle definície 3.1. 
Rozoberme podobné příklad 3.6. Nech Bx je událost 

(v priestore dvojíc (xx, x2) guliek, kde xx ^ x2) spočíva-
júca v tom, že prvá vytiahnutá gulka je biela. Ak ozna-
číme jednotlivé biele gulky znakmi bx, b2, ..., b7 a modré 
znakmi mx, ra2, . . ., me, potom 

Bi = {(bi i b2), ...,(&!, 67), (bx, ...,(&!, rae), . .. 
. . . , (í>7, 6J, . . . , (67, Ď6), (Ď7, mx), . . ( ř > 7 , m9)}. 

Počet prvkov množiny Bx je 7.15, teda 

(Je to taká istá pravděpodobnost ako pravděpodobnost, 
že vytiahneme bielu gulku pri jedinom tahu.) 
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Nech M2 je množina tých dvojíc, v ktorých na dru-
hom mieste je modrá gulka, t. j. 

M2 = {(&!, mj), . . ( b 7 , mj, (ra2, mj, ..(me, mx), 
. . ( 6 l f ra9), . . . , (67, ra9), (mx, rae), . . ( r a 8 , m9)} . 

Množina M2 pozostáva z 15.9 prvkov. Preto 

TU X/T \ . 1 5 . 9 9 
w = - i 0 5 s s ¥ ' 

Naproti tomu 
f ) M 2 = {(6i, . . . , (6 7 9 m1)9(61 ,m8) l . 
. . ( & 7 , m2), . . . , (61? m9), . . . , (&7, m9)} . 

Počet prvkov množiny Bx fi M2 je 7.9. Preto 

w n * . > = * = / w w . 

Teda události i?! a Jf 2 nie sú nezávislé. 

Cvičenia 
3.8. Zistite, Či sú nezávislé události A — na kocke padne ste-

ná s párnym počtom bodiek, B — stená s piatimi alebo áiestimi 
bodkami. 

8.9. Zistite, fii sú nezávislé události A — na kocke padne ste-
ná s párnym počtom bodiek, G — stená s nepárnym počtom 
bodiek. 

3.10. Dokážte, že 8 a A sú nezávislé pre každú událost 
A (Z O. 

3.11. Dokážte, že A a Q sú nezávislé pře každú událost 
A C 

3.12. Dokážte: Ak A, B sú disjunktné události, tak A, B sú 
nezávislé právě vtedy, ked aspoň jedna z událostí A, B má 
nulovú pravděpodobnost. 
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3.13. Z ósmich tlmočníkov ovládajú R alobo A siedmi, lun R 
ěieati, A štyria. Sú události R, A nezávislé? 

3.14. Dokážte: Ak A, B sú nezávislé události, tak sú nezá-
vislé aj A\ B'. 

3.15. Dokážte: Ak A, B sú nezávislé události, tak sú nezá-
vislé a j A' a B. 

Pojem nezávislosti má> pravda, svoj intuitivný obsah 
a nie je vždy nevyhnutné přistupovat k formalizácii. 
Úlohou matematika je přitom nájst primeraný matema-
tický popis danej reálnej situácie. 

Příklad 3.7. Predpokladajme, že na terč strielajú dva-
ja střelci. Pravděpodobnost toho, že prvý zasiahne ciel 
je 0,8, u druhého je táto pravděpodobnost 0,9. Aká je 
pravděpodobnost toho, že obaja střelci trafia cier, ak 
předpokládáme, že sa navzájom neovplyvňujú. 

Riešenie. Označme znakmi A resp. B události spočíva-
júce v tom, že prvý resp. druhý střelec trafí ciel, teda 
P(A) = 0,8, P(B) = 0,9. Podia podmienky úlohy sú 
A, B nezávislé, teda 

P(A DB)= P(A) P(B) = 0,8.0,9 = 0,72 . 

Predošlú úvahu sme mohli este takto interpretovat: 
Predpokladajme, že obaja střelci vystrelia 100 krát, 
teda Q =• a)2, . . c u 9 9 , co100}f kde každé coí je dvo-
jica výstrelov. A pozostáva z tých dvojíc coj, v ktorých 
trafil ciel prvý střelec, B z tých dvojíc o)Í9 v ktorých 
trafil ciel druhý střelec. Rovnost P(A) = 0,8 móžeme 
chápat tak, že množina A má 80 prvkov. Pretože B 
nastáva z každých 10 pokusov přibližné 9krát (nezá-
visle na A), spomedzi uvažovaných 80 prvkov (množiny 
A) nastane 8.9 = 72-krát. To znamená, že spomedzi 
80 prvkov množiny A 72 patří aj do B, teda 
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Příklad 3.8. Urobme tie isté předpoklady ako v pred-
chádzajúcom příklade. Aká je pravděpodobnost toho, 
že aspoň jeden z nich trafí ciel? 

Riešenie. Máme vypočítat P(A U B). Podia vztahu 
2) z kapitoly 1. platí 

P(A U B) = P(A) + P(B) — P{A n B) = 

= P(A) + P(B) — P{A) P(B) = 

= 0,8 + 0,9 — 0,8.0,9 = 0,98 . 
Iný spósob riešenia. Keďže A, B sú nezávislé události, 

nezávislými sú aj události AB' (cvičenie 3.14) spočíva-
júce v tom, že prvý resp. druhý střelec netrafí ciel. 
Pretože (A \J B)' = A' f | B\ máme 

P(A U B) = 1 — P((A U By) = 
= 1 —P(A' n B') = \ —P(A')P(B') = 

= 1 —0,2.0,1 = 0,98 . 

Alebo ešte iný spósob. A U B = (A f) B) U 
u (A n B') U (A* n B), pričom A f)B, A ()B\ 

A' H B sa navzájom vylučujú, teda 

P(A U B)= P(A ClB) + P(A n Bf) + P(A' f| B). 
Ak sú ale A, B nezávislé, tak^sú nezávislé aj A, B' resp. 
A\ B (cvičenie 3.15), teda 
P{A U B) = P{A) P(B) + P(A) P(B') + P(A') P(B) = 

= 0,8.0,9 + 0,8.0,1 + 0,2.0,9 - 0,98 . 
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Cvičenia 

3.16. V trojčlennej porotě sú dvaja Členovia seriózni a pri-
jímajú správné rozhodnutie s pravdepodobnosťou p. Třetí 
člen poroty sa rozhoduje tak, že vyhodí mincu a hlasuje podTa 
toho, óo mu spadne. Porota přijímá rozhodnutie, za ktoré 
hlasujú aspoň dvaja jej členovia. Aká je pravděpodobnost 
toho, že sa porota rozhodne správné ? 

3.17. Otec chce povzbudit syna v tenisovom tréningu a sru-
buje mu odměnu, ak vyhrá dva po sebe nasledujúce zápasy 
z troch podia schémy otec, tréner, otec, resp. tréner, otec, tre-
ner. Ktorú z týchto alternativ si má syn vybrat, ak otec hrá 
horšie ako tréner ? 

8.18. Kolko Tudí sa musíte opýtať na dátum narodenia, aby 
ste medzi nimi našli člověka s vašim dátumom narodenia, a to 
s pravdepodobnosťou vačšou než 1/2 ? 

Příklad 3.9. Dvaja páni X a Y strielajú proti sebe pri 
súboji. Pravděpodobnost toho, že X trafí je 0,6, pravdě-
podobnost toho, že Y trafí je 0,8. Pán X striela prvý, 
pretože Y ho vyzval na súboj. Strielajú striedavo až po 
prvý zásah. Aká je pravděpodobnost toho, že X nebude 
trafený ? 

Riešertie. Označme událost, ktorej pravděpodobnost 
hladáme znakom A. Potom 

A =AX U A2 U ¿3 U .. > 
pričom Ax nastane, ak X zasiahne Y pri svojom prvom 
výstřele, A2 nastane, ak X ani Y netrafia na prvýkrát, 
ale X zasiahne Y pri druhom výstřele, A3 nastane, ak 
X prvýkrát zasiahne Y až pri tretom výstřele atd. Je 
zřejmé, že události Alf A2f As, . . . sa navzájom vylu-
čujú, teda 

P(A) = + P(A2) + P(AS) + ... 
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Podia předpokladu P(A1) ~ 0,6. A2 nastane, ak súčasne 
X netrafí Y, (pravděpodobnost čoho je 0,4), potom Y 
netrafí X (pravděpodobnost čoho je 0,2), na čo X trafí Y 
(pravděpodobnost toho je 0,6), teda (vzhladom na ne-
závislost) 

P(A2) = 0,4.0,2.0,6 . 
Podobné 

P(A3) = 0,4.0,2.0,4.0,2.0,6 = (0,4.0,2)2.0,6 , 
P(A4) = (0,4.0,2)3.0,6 atd., 

teda 

P(A) = 0,6(1 + 0,4.0,2 + (0,4.0,2)2 + 
+ (0,4.0,2)3+ . . . ) = 

= 0,6(1 + 0,08 + 0,082 + 0,083 + 0,084 + . . .). 

V zátvorke je geometrický rad s kvocientom 0,08 a pr-
vým členom 1. Preto (pozři Doplnok II) 

P(A) = , = 0,65 . v ' 1 — 0,08 

Cvičenie 

8,19. Aká je pravděpodobnost, že X obíde nasucho, ak prvý 
začne strielať Y ? 

Příklad 3.10. Od akého strelca si móže dovolit pán 
X dat sa vyzvat na súboj (t. j. X striela prvý), ak chce, 
aby pravděpodobnost jeho úspěchu bola váčšia ako 0,9 ? 

Riešenie. Nech p je pravděpodobnost zásahu u pána Y. 
Položme <7 = 1 — p. Potom 

P(A) = 0,6 + 0,4.^.0,6 + 0,4.^.0,4.<7.0,6 + . . . = 
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— 0,6(1 + ? . 0 , 4 + (g. 0,4)' + . . . ) = 
_ 0,6 
" 1 — g.0,4 ' 

Žiadame, aby P{A) > 0,9. Riešením nerovnice 

0,6 

dostaneme, že 
0,3 

» > M f l = 0 , 8 8 " - ' 

teda stačí, aby 1 — p = q > 0,84, t. j. p < 0,26. X má 
nádej na úspěch váčsiu ako 90 %, ak jeho súper triafa 
s pravdepodobnosťou menšou ako 0,26. 

Cvičenia 

3.20. Predpokladajmo, že X si neinóže vybrat 8úpera, ale že 
má dost času vopred trénovat a zlepšit svoje střelecké schop-
nosti. Na aký stupeň dokonalosti sa musí dostat (opat striela 
prvý), ak chce aby pravděpodobnost úspěchu bola váčsia ako 
0,9? 

3.21. Aké střelecké schopnosti má mať pán Z, aby pri súboji 
proti pánovi Y (ktorého pravděpodobnost zásahu je 0,8), pri 
ktorom Z striela prvý, mal Z nádej na úspěch váčšiu ako 0,5 ? 

Příklad 3.11. Aké střelecké schopnosti musí mať pán 
Z, aby si mohol dovolit uraziť sa a teda vyzvat pána Y 
na súboj (v tom případe Y striela prvý), ak pravdě-
podobnost úspěchu má byť váčšia než 0,5 resp. 0,9 ? 

BieSenie. Nech p je pravděpodobnost toho, že Z za-
siahne ciel. Pravděpodobnost úspěchu pána Z je 

0,2. p + 0,2(1 — p) 0,2p + 

44 



= 0,2p(l -f 0,2(1 - p) + (0,2(1 - p)f +••.) = 

0,2p 
1 — 0,2(1— pj" 

Máme nájsť také p, aby 
0,2p 

1— 0,2(1— p) > 0,5 . 

Obr. 6 

Pozrime sa na graf funkcie y = — J ''f- = 
o 1 — 0 , 2 ( 1 — p ) 

•= _j_ ^ • Zaujímajú nás hodnoty p e (0,1). V tomto 

intervale uvažovaná funkcia rastie. Preto P(A) iS 

^ ^ ^ íS 0,2. Najváčšiu šancu má Z, ak striela 
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so 100 % istotou, a v tom případe má nádej na úspěch 
0,2. 

Cviéenie 

3*22. Na akého pána U si móžc dovolit urazit sa pán X(U 
potom striefa prvý), aby jeho nádej na úspěch bola váčšia ako 
0,5 resp. 0,9 ? Pán X triafa ciel s pravdepodobnostou 0,6. 

Příklad 3,12. Majme teraz troch pánov A, B, C, ktorí 
majů vzájomný súboj podia tohto pravidla: začína 
strielať A, móže si vybrat B alebo C. V případe, že 
prvýkrát vystřelil na B, striela potom B na C, C na A 
atď. Prirodzene, ak je niektorý z účastníkov vyřaděný 
striela nasledujúci podia uvedeného poradia. Ak ale po 
prvýkrát vystřelil A na C, potom striela C na B, B na 
A atď. 

Na ktorého protivníka má A začat strielať, aby jeho 
nádej na úspěch bola váčšia, ak pravdepodonobsť zása-
hu je 0,7 u A, 1 u B a 0,4 u C. 

Řieéenie. 1. Predpokladajme, že A začal strielať na B. 
Sú dve možnosti: 

oc) A netrafí B, B trafí C, A trafí B a je po súboji. 
Pravděpodobnost tejto události je 0 ,3 .1 .0 ,7=0 ,21 . 

(i) A trafí na prvý raz B, načo následuje súboj medzi 
G a A. Pravděpodobnost, že A v ňom zvíťazí je 
0,7(0,6.0,7 + 0,6.0,3.0,6.0,7 + 0,6.(0,3.0,6)2.0,7 + 

+ . . . ) = 0,6.0,72
 l _ í

Q l s = 0,358. * 

Teda pravděpodobnost úspěchu A v případe, že zahájil 
střelbu na B je 

0,21 + 0,358 = 0,568 . 
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2. Predpokladajme, že A začal strieiať na C. V tomto 
případe má A (nenulovú) nádej na úspěch len vtedy, 
keď C zastřelí B a A vyhrá v nastávajúcom súboji 
medzi C a A. Pravděpodobnost toho je 

0,3.0,4(0,7 + 0,3.0,6.0,7 + (0,3.0,6)2.0,7 + . . . ) = 

0,3.0,4.0,7 
1 — 0,3.0,6 = 0,102. 

Vidíme, že A má váčšiu nádej na úspěch, ak začne strie-
lat na B. 

Este váčšiu nádej na úspěch bude mať A, ak sa bude 
tvářit, že striela na B, ale vystřelí do vzduchu. Potom 
B zastřelí C a A triafa B s pravdepodobnosťou 0,7 > 
> 0,568. 

Keby sa A tvářil, že striela na C, ale vystřelil by do 
vzduchu, mal by A nádej, že C zastřelí B a, A vyhrá 
súboj s C takúto: 

0,4(0,7 + 0,3.0,6.0,7 + (0,3.0,6)2.0,7 + . . . ) = 

M - 0 , 7 
~ 1—0,3 .0 ,6 

Cvičenia 

3.23« Akú má nádej A, ak začína strieiať C (neovladajúci 
základy pravděpodobnosti) ? Pravděpodobnost, že C začne 
strielat na A je taká istá ako pravděpodobnost, že C začne 
strierať na Bf t . j. 1/2! 

3.24. Akú má nádej A, ak začne strieiať ¿?? 

8.25. Čo má robit A, ak striela prvý a chce zachránit C (tre-
bárs na svoj úkor) ? 
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V predcliádzajúcich príkladoch sme mlčky pracovali 
aj s viac ako dvoma nezávislými udalostami. Události 
Alf . . A n sa íiazývajú nezávislé, ak 

p ( A n Ah n • • • n A i t) = p ( a , ) p(a>,) . . . p(Ajk) 
pre všetky konečné postupnosti . . ., jk, kde 1 ^ 
^ ji < ?2 < • • • < jk ^ 2 ^ k ^ n. Teda 3 události 
Ait A2, sú nezávislé (n = 3), ak 

P(AX n A%) = P(A,) P[At), P(A, n At) = PiAJPiAJ, 

P(At n Aa) = P(A2) P(A,) 

(tu je k = 2) a navýše (i = 3) 

P(Al n A2 n At) = P{AX) P(A2) P(A3) . 
Zaujímavé je uvedomiť si v tejto súvislosti, že napr. 
v uvedenom případe (n = 3) k nezávislosti Al9 A2, Az 
nestačí ani podmienkaP^! f ) A2 fi ^a) = 
P(AZ) ani nezávislost každých dvoch z událostí Aly A2, 

Příklad 3.13. V triede je 24 žiakov. Z nich vie 6 plá-
vat, lyžovat sa aj korčulovat sa, 6 vie len plávat (a nevie 
sa lyžovat ani korčulovat), 6 sa vie len lyžovat a 6 len 
korčulovat. Nech Ax je událost spočívajúca v tom, že 
náhodné vybratý žiak vie plávat, A2 spočívá v tom, že 
sa vie lyžovat a v tom, že sa vie korčulovat. Dokážte, 
že Al9 A2 resp. Alf resp. A2t Az sú nezávislé, ale 
Al9 Á2, nie sú nezávislé. 

Riešenie. Množina Ax pozostáva z tých žiakov, ktorí 
ovládajú všetky 3 uvedené športy a navýše zo šiestich 
špecialistov — plavcov, teda má 12 prvkov, P(Ai) = 
= 12/24 = 1/2. Podobné P(At) = P(A3) = 1/2. Dalej 
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ax n a2 = ¿i o a3 = a2 n a9 = ¿i n a2 n a3 

je množina pozostávajúca zo ěiestich univerzálnych 
sportovcov. Preto 

Podobné sa dokáže nezávislost Ax a Az resp. A2 a Aa. 
Naproti tomu 

P(ÁX n A2 n As) = - L ^ - i = P(AX) P(A2)P(A3). 

Cvičenia 
8.26. Hádžeme dvoma kočkami. Nech Al je událost spočí-

vajúca v tom, že na prvej kocke padne stená s nepárnym 
počtom bodiek, At spočívá v tom, že na druhej kocke padne 
stená s párnym počtom bodiek. Konečne nech Aa spočívá 
v tom, že súčet bodiek na oboch kockéch je nepárny. Dokážte, 
že Alf A% resp. Al9 A% resp. Aa, Az sú nezávislé, ale Alf At, A% 
nie sú nezávislé. 

8.27. Nech Q — {m^ a>a, oí4, a>5}, P({a>!}) = ^({<0«}) = 
= P({íos}) = l/4,P({a><}) = 1/12, P({tt>»}) = 1/6. Položme dalej 
A = {ctíj, a>4, cog}, B = {o)8j a>4, to»}, C = {ťtí8> o>4}. Dokážte, že 
P(A f ) B ()C) = P(A) P(B) P(<7), ale nie váetky dvojice 
A, B, C sú nezávislé. 
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4. kap i to la 

PODMIENENÁ PRAVDEPODOBNOSŤ 

Vraťme sa k příkladu 3.6. V urně sme mali 7 bielych 
a 9 modrých guliek. Pravděpodobnost P(MX) vytiahnu-
tia modrej gulky (pri prvom ťahu) je teda 9/16. Ak vsak 
vytiahneme prvú bielu gulku a nevrátíme ju, pri dru-
hom ťahu sa pravděpodobnostně poměry menia. Pravdě-
podobnost, že bude vytiahnutá modrá gulka (za před-
pokladu, že prvá vytiahnutá gulka bola biela) je o niečo 
váčsia — 9/15. 

V příklade 3.6 sme, pravda, vypočítali P(i?i) = 7/16, 
P(M2) = 9/16 . Ale M2 je udalosť spočívajúca v tom, že 
druhá vytiahnutá gulka je modrá, bez ohladu na to, aká 
bola prvá. (Základný priestor Q pozostáva z dvojíc 
tahaných guliek a obsahuje celkom 16.15 prvkov.) Tých 
9/15 je pravděpodobnost události M2 podmienená tým, 
že sa uskutočnila událost B x \ označme ju znakom 
P(M2\BX). čím je charakterizovaná? Ako ju definovat, 
resp. vypočítat ? 

V příklade 3.6. sme zistili, že 

P(B1 fl Mt) = = • = P(BJ PíMJLBJ . 

A právě túto rovnost použijeme na definíciu podmiene-
nej pravděpodobnosti. 

Deflnícia 4.1. Nech A, Bsúlubovdné události, P(B) > 0. 
Potom definujeme 
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píi\fí\ - n b) 
P(A\B) P{B)~ 

Číslo P(A\B) nazývame podrnienenou pravdepodobnosťou 
události A za podmienky, ze nastala událost B. 

Příklad 4.1. Mladé dievča má 20 potenciálnych pyta-
čov. Vie porovnať vlastnosti každých dvoch z tých, 
ktorí ju už popýtali o ruku. Ak sa rozhodne vydat sa, 
berie si posledného z tých, ktorí ju pýtali (odmietnutí 
pytači už neprichádzajú do úvahy), a to vtedy, ak je 
najlepší zo všetkých dovtedajších pytačov. Povedzme, 
že siedmy pytaó v poradí bol úspěšný. Aká je pravdě-
podobnost toho, že si za muže vzalo najlepšieho spo-
medzi všetkých dvadsiatich ? 

Riešenie. Nech A je událost — dievčina si vybrala naj-
lepšieho spomedzi dvadsiatich mládencov, B — vybrala 
si najlepšieho spomedzi prvých siedmich. Vieme teda, 
že B nastala a pýtáme sa na P(A\B). 

Sedem prvých pytačov možno usporiadat celkom 7! 
spósobmi. Přitom, ak je siedmy pytač najlepší, pre-
došlých 6 pytačov móžeme usporiadat 6! spósobmi. 
Preto 

Podobné 

Uvažme ešte, že A (\B = A, (Najlepší spomedzi dvad-
siatich je najlepším aj spomedzi siedmich.) Teda 

1 

P(A\m - P(A n i ? ) - - 7 P(A\B) - p{B) - - j - - — • 

7 
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CviSenia 

4.1» Na Prírodovedeckej fakultě studuje 30 % poslucliáčov 
matematiku, 20 % matematiku a j fyziku. Aká je pravděpo-
dobnost toho, že Student Studujúci matematiku bude študovat 
a j fyziku ? 

4.2. Hráč vytiahol 4 karty spomedzi 52 kanastových kariet; 
všetky sú Červené. Aká je pravděpodobnost toho, že všetky 4 
budu srdcové alebo všetky čtyři budú kárové ? 

4.8. Dané sú pravděpodobnosti P{A) = 1/2, P(B) = 1/3, 
P(Af)B) = 1/6. Vypočítajte P ( 4 | £ ) , P(B\A), P {A'\B'), 
P(B' \A'). 

4.4. Dané sú pravděpodobnosti P(A f ) B). 
Vypočítajte P(A\B). 

4.5. Vypočítajte P(B\A) v případe, že A C B. 
4.6. Vypočítajte P(B\A) v případe, že A fi B = 

Příklad 4.2. Z města X do města Y sa možno dostat 
dvomi cestami podia priloženej mapy. Automobilista, 
ktorý nepozná cestu sa vydá správným smerom, ale na 
každej križovatke sa rozhoduje náhodné; všetky mož-
nosti sú rovnako pravděpodobné. Aká je pravděpodob-
nost, že automobilista príde do města Y ? 

Riešenie. Označme znakom A událost — automobi-
lista príde do Y, Bx — automobilista sa vybral po dolnej 
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(právej) ceste, B2— po hornej (Tavej) ceste. Podia pod-
mienok úlohy, P(5X) = -P(-Bí) = 1/2. Ak sa ale vydal po 
hornej ceste, potom pravděpodobnost, že najde Y je 
1/3 (má 3 rovnako pravdepodobnosé možnosti), teda 
P(A\B2) = 1/3. Podobné dostaneme, že P(^4|5x) = 1/2. 
Uvážme, že 

A = (A OB,) \J (A D B2) 
Skutočne, ak ( o g A (automobilista prišiel do Y), tak 
alebo (oeB1 f) A (prišiel do Y po dolněj ceste), alebo 
(oeB2 f ) A (prišiel do Y po hornej ceste), teda A C 
C(A C)Bi) U (A 0 B2); podobné sa dokáže opačná 
inklúzia. Pretože A f j Blt A f ) B2m navzájom vyluču-
jú (cesty Bl9 B2 sa pretnú až v F), máme 

P(A) = P(A n -Bi) + P(A n Bt) = 
= P(BJ P{A\Bl) + P{Bt) P(A |B2) = 

1 1 1 1 5 

Postup, ktorý sme použili v přiklade 4.2 možno zo-
všeobecniť. Nech 

A CzljBi, Bx 0 Bi = 6 ( » # / ) . 
i=l 

Potom 

A = (A ftBJ \J (A ()B2)\J ... \J (A C\Bn), 
teda 
P(A) = P(A n B t) + P ( A f ) B g ) + . . . + P{A n Bn) = 

- P(Bl) P{A\Bt) + P(BS) P(A\Bt)+ ... + 
+ P(Bn) P(A\B„) , 

53 



alebo krátko zapísané 

P{A) = 2 P ( 5 , ) P ( i á | £ , ) . 
1 = 1 

Příklad 4.3. Matematický pavilon v Mlynskej dolině 
v Bratislavě stojí na dosť neznámom mieste M. Aká je 
pravděpodobnost, že študent motorista ho najde? Při-
tom z hlavnej cesty na vedlajšiu odbočuje s pravde-
podobnosťou 1/3; pri križovatke ciest rovnakóho význa-
mu má každá z možností rovnakú pravděpodobnost. 
Študent začne hladat pri Lafranconi L smerom von z měs-
ta (L —> V) a přestane hladat, ak přejde dvakrát po 
tom istom mieste, alebo ak přídě na Pražskú cestu (P)y 
Devínsku cestu (D), pred televízne štúdio (T7) alebo na 
cintorín v Slávičom údolí (C). (Prirodzene přestane hla-
dat aj vtedy, ked nájde Matematický pavilón M.) 

B 

L> 

i > 

B 

L> 

H 

S 
Obr. 8(Hlavnými su cesty LVSP a LVBD.) 

Riešenie. Študent má dve možnosti Bl9 B2. Bud pojde 
vlavo (F, B), alebo vpravo (F, S). Ak sa dá po ceste Bí9 

pravděpodobnost, že nájde M je * • ^ = (najprv 
o m o 

odbočuje na vedlajšiu cestu pri botanickej záhradě B, 
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potom prechádza křižovatkou H ciest rovnakého význa-
mu). Ak sa dá po ceste B2y pravděpodobnost, že nájde 

M (t. j., že pojde po ceste S, K, Hy M) je — . —• y = — . 

Preto (označme nájdenie M na prvý pokus znakom Mx) 
P(MX) = P[BX) P(MX\BX) + P(B2) P(M1\B2) = 

_ 1 1 1 1 1 
~~ ~2 z ' TŠ^ ~9~" 

Uvedený výsledok je v súlade s našou skúsenosťou. 
Nájsť Matematický pavilón v Mlynskej dolině je dost 
ťažké. 

Příklad 4.4. Povedzme, že po uvědomění si neúspechu 
študent pokus nájsť M zopakuje podia tých istých pra-
vidiel. Aiá je pravděpodobnost toho, že študent nájde 
Matematický pavilón pri týchto dvoch pokusoch? 

Riešenie. Označme znakom M2 udalosť: študent nájde 
M pri druhom pokuse. Potom 
P(M2) = P(M2 n p) + P(m2 n T) + P(M2 n o) + 

+ P(M2 0 D) + P(M2 f)L) = 
= P(P) P(M2\P) + P(T) P(M2\T) + ... + 

+ P(L)P(Mt\L). 
(Do L sa dostává, ak pri prvom pokuse přejde dvakrát to 
isté miesto t. j. F. V tom případe odchádza k L a otočí 
sa.) Vidno, že třeba najprv vypočítať pravděpodobnosti 
P, T, <7, D, L (pri prvom pokuse). Podobné ako pri vý-
počte P{MX) dostaneme 

v ' 2 3 2 3 2 3 2 12 9 

L,V,S,P L, V, B,H,K, S,P 
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L,V,S,K,T L,V,B,H,K,T 

K ' 2 3 2 3 3 2 2 72 

L,V,B,D L,V,S,K,H, B,D 

2 3 2 3 2 ' 2 3 3 2 2 36 

L, F, Hy K, S, F L, F, S, iT, # , tf, F 

(Všimnime si, pře kontrólu, že P ( i f ^ + -P(P) + .... + 
+ P{L) = 1.) Počitajme teraz podmienené pravděpo-
dobnosti 

p w p ) = 1 4 4 + 4 4 4 4 = 1 . 

p ( j f , i T ) = p m o = 1 4 + 1 4 4 4 4 = » , 

„ . . . . ^ 1 1 , 2 1 1 1 1 5 
P t J f j z » = y . T + T . T . y . T . T = — , 

ninr i r \ 1 1 1 1 , 1 1 1 1 
P W L ) = y y y y + y y y = y 

Po dosadení dostaneme 

D , „ . 25 1 1 13 1 13 
¿ W = ^ 7 2 - y + "Í2 ' 7 2 + 1 2 -72 + 

25 5 1 1 • A 

+ 7 2 - 2 7 + 8 8 " » = ° ' 1 3 5 -
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Při dvoch pokusoch (Mx f ) M2 = 8) je teda 
P(Ml U M2) = Ó , í l l + 0,135 = 0,246 . 

Přiklad 4.5. Předpokladajme teraz, že student pod-
nikne len jeden pokus, ale nekončí ho v případe, že pre-
chádza dvakrát po tom istom mieste. Aká je pravdě-
podobnost toho, že nájde M ? 

Riešenie. Študent má v podstatě dve možnosti: Točit 
sa v smere hodinových ručičiek a přitom hladat My 
alebo točit, sa naopak. (Predpokladajme, že nemóže 
otočit automobil do protisměru.) Pravděpodobnost jed-
nej lavotočivej otáčky (začínáme medzi H a B) je 

1 1 1 1 1 _ 1_ 
I 7 T 7 ~šT ~ ~Í2' 

Podobné pravděpodobnost jednej pravotočivej otáčky 
(začneme medzi i ř a i f ) je-

1 X J. 1 _ 1 
" j P ' T ' T " 3 T ~ "72 ' 

Preto 
1 1 1 1 1 1 1 1 1 P(M,) 1 -- + y v 2 3 3 2 ~ 2 3 3 2 72, 

, í 1 l 1 ( 1 V - ii •. • •— > —•— • — • • - i i . . . 
.2 a 3 . 2 172 J 

j r ' ^ ' 

l l l - l l l l , 
•+• . . —l— • • • —•— 4-

2 3 2 2 3 2 72 

+ I . I . Í . Í 1 L 
• 2 3 2 v. 72.J 
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36 l 1 + 72 + 72* + " ' 

+ ~Í2 [ l + ~T2 + 72« + ' ) = 
1 1 1 1 __ 

36" _ 1 h ~12 _ 1 Í T ' 

Vidíme tgda, že pravdepodobnosť úspěchu sa zvýši 
celkom nepatrne. Neoplatí sa teda motat dvakrát 
(dokonca nekonečne velakrát) po tom istom mieste. 

Cvičenia 

4.7. Majme 4 urny. V prvej sú 3 biele a 2 Čierne guločky, 
v druhej 2 biele a 2 čierne, v tretej 1 biela 4 čierne a vo štvrtej 
5 bielych a jedna Čierna. Náhodné vyberieme jednu urnu 
a z nej gulóčku. Aká je pravdepodobnosť toho, že bude biela? 

4.8. Prvý stroj vyrába 50 % výrobkov určitého druhu, dru-
hý stroj 30 % a třetí stroj 20 %. Z toho chybných výrobkov 
je u prvého stroja 3 %, u druhého 4 %, u tretieho 6 %. Aká je 
pravdepodobnosť toho, že náhodné vybratý výrobok bude 
chybný ? 

Příklad 4.6. Predpokladajme, že v určitom mieste po-
čas sezóny patinu dní prší, inokedy je pekne. Predpoved 
dážďa býva chybná v polovici prípadov, predpoved 
pěkného počasia v desatine prípadov. Aká je pravde-
podobnosť toho, že predpoved počasia na niektorý deň 
bude správná ? 

Riešenie. Nech událost Ax znamená, že prší, A2— je 
pekne, Bx — predpovedali dážď, B2 — predpovedali pěk-
né počasie. Máme vypočítat 0 C\B2)) = 
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P{AX 0 ^i) + n Bz). Přitom vieme, že P{AX) = 
= 1/5, P{A2) = 4/5, PiA^BJ = 1/2, P ^ J ^ ) = 1/10, 
P^l-Ba) = 9/10 . Zře jme 

P(Al) = P(A1 0 + 0 Bt) = 
= P^Ji?,) P(BX) + P(AX\B2) P(B2) = 
= P (AX\BX) P(BX) + P(A1\B2)(1-P(B1)), 

teda 

Odtiar dostáváme 

= p(B2) = i — J - - T -

Preto 

P[AX n BJ = P(BX) P{AX\BX) = 
1 

T 
1 

. 
2 

1 
" T ' 

P(A 2 n b2) = P(B2) P(A2\B2) = 
3 
4 

9 
10 

27 
~~ 40 ' 

P(AX n b j + p(a2 n b2) = i - + 
27 
40 

4 

Příklad 4.7. V herni hrá hráč, ktorý má 50 Kčs. Pri 
každej hře móže s rovnakou pravdepodobnosťou vyhrát 
resp. prehraf 1 Kčs. Zaumienil si hrať dovtedy, kým ne-
bude mať 100 Kčs. Aká je pravděpodobnost toho, že 
přídě o všetky peniaze? 

Riešenie. Nech p(x) je pravděpodobnost toho, že hráč, 
ktorý má x korún príde pri daných pravidlách (a predsa-
vzatí mat 100 Kčs) o všetky. Zrejme p(0) 1, p(100) = 
= 0. 
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Pri prvej hře sú dve možnosti. Bud vyhrá 1 Kčs 
(potom má x + 1 Kčs) a vtedy je pravděpodobnost 
bankrotu p(x + 1), alebo prehrá 1 Kčs a pravděpodob-
nost bankrotu je p{x — 1). Vzhladom na to, že pravdě-
podobnost výhry i prehry je 1/2, máme 

= \ v ( x + l ) + y P(x — l ) • 

Riešenie tejto rovnice nájdeme skusmo: každá lineárna 
funkcia p(x) = cx + d je jej nesením. Z podmienok 
p(0) = 1, p( 100) = 0 dostáváme 

1 = d , 0 = 100c + 1 , 
teda 

50 1 
V našom případe je x = 50, teda p(50) = 1 — 

100 2 

Příklad 4.8. Opitý člověk stojí krok od priepasti 
a pohybuje sa po jednej priamke (kolmej na směr prie-
pasti), pričom pravděpodobnost toho, že urobí krok 
k priepasti je p (p < 1/2). Aká je pravděpodobnost toho, 
že spadne do priepasti ? 

Riešenie. Označme znakom Kx resp. K2 událost spo-
čívajúcu v tom, že opitý spadne do priepasti, ak je jeden 
resp. dva kroky od nej. Máme vypočítat P(i£\). Pretože 
pravděpodobnost toho, že opitý urobí krok k priepasti 
resp. od priepasti je p resp. 1 — p, máme 

pík,) = p + ( i - p ) p(Kt). 
K2 sa móže uskutočnit len tak, že opitý sa dostane zo 
vzdialenosti 2 krokov do vzdialenosti 1 kroku od prie-
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pasti (pravděpodobnost čoho je taká istá ako P(.Ki)) 
a potom zo vzdialenosti 1 kroku do vzdialenosti 0 krokov 
(to je událost Ki), teda 

P{Kt) = P(K ,) P(K J . 

Odtial dostáváme kvadratickú rovnicu 

p(K1) = p + (i—p) (P(Kt)r 
alebo 

( l - p ) (P(K1))*-P(K1) + p = 0. 

Jej riešenie je 

= 1 ± V(l — 2pY = 1 ± |1 — 2p\ 
2(1 - p) 2(1 - p) 

Pretože p < 1/2, platí 11 — 2p\ = 1 — 2p, teda 

_ l ± ( l - 2 p ) _ / 1 

».a - 2 ( 1 _,p) - \ y 
i — p 

Pravděpodobnost toho, že opitý spadne do priepasti je 
pl( 1 - p). 

Rozmanité úlohy možno riešiť aj pomocou tzv. Baye-
sovej formule. Skór ako by sme ju odóvodnili vo všeobec-
nosti vysvetlíme ju na příklade. 

Příklad 4.9. Na fakultě študuje 60 % dievčat. Spo-
medzi chlapcov študuje matematiku 25 %, spomedzi 
dievčat 10 %. Aká je pravděpodobnost toho, že náhodné 
vybratý student matematiky bude dievča ? 

61 



Riešenie. Vieme, že P(D) = 0,6, P(Ch) = 0,4, 
P(M\Ch) = 0,25, P(M\D) = 0 , 1 . Máme vypočítat 
P(D\M). Vyjdeme z rovností 

P(D n M) = P(M) P(D\M), 
P(D n M) = P(D) P(M\ D) . 

Odtial 
P(T)\M\ = P(D) PW\D) = ° . 6 - 0 , l _ 0,06  

K { ' P(M) P(M) P(M) ' 
Pravděpodobnosti P(M) vypočítáme obvyklým spóso-
bom. 

P(M) = P(D n M) + P(Oh n M) = 
= P(D) P(M\D) + P(Ch) P(M\Ch) -
= 0,6.0,1 + 0,4.0,25 = ,0,16. 

Preto 

Uvedenú úvahu móžeme urobit aj vo vseobecnejsom 
n 

případe. Nech M C U A > pričom A sú navzájom 
i=i 

disjunktně. (V predošlom příklade bolo n = 2, Dx = D, 
D2 = Ch.) Potom 

P m M ) = J5ej^QAL, 
pričom 

P(M) = 2 P(M n A ) = 2 P(A) P(M\Di), 
i-1 t=1 

teda 

P(Dj\M) = /(A)PWA) , 
2 P(Di)P(M\Di) 

1 = 1 
* 

A to je už Bayesov vzorec. 
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Cvičenia 

4.9. Majmc 3 urny. V prvej sú 3 biolc a 2 čorvunó guTky, 
v druhej 1 biela a 4 červené, v tretej 2 biele a 3 červené. Ná-
hodné vyberieme gulku z niektorej náhodné vybratej urny. 
Vidíme, že je biela. Aká je pravděpodobnost toho, že bola vy-
tiahnutá z prvej urny ? 

4.10. Prvý stroj vyrába 50 % výrobkov určitého druhu, 
druhý stroj 30 %, třetí 20 %. Chybných výrobkov sa na prvom 
stroji vyrobí 3 %, na druhom 4 %, na tretom 5 %. Vyberieme 
jeden výrobok a zistíme že je chybný. Aká je pravděpodobnost 
toho, že bol vyrobený na prvom stroji ? 

4.11. V určitej oblasti je 60 % žien. Vyšších ako 180 cm 
je přitom 4 % mužov a 1 % žien. Niektorá osoba je vyšáia 
ako 180 cm. Aká je pravděpodobnost toho, že je to žena? 

4.12. V urně sú tri gulky. Sú biele a čierne, ale nevieme, kto-
rých je korko. VŠetky hypotézy (3 biele, 2 biele a 1 čierna, 
1 biela a 2 čierne, 3 čierne) sú rovnako pravděpodobné. Vy-
tiahneme jednu gulku a vidíme, že je biela. Aké sú podmienené 
pravděpodobnosti jednotlivých hypotéz ? 

4.13. Při vyšetřovaní pacienta je podozrenie na tri na-
vzájom sa vyluČujúce choroby s pravdepodobnostou výskytu 
0,3 resp. 0,5 resp. 0,2. Laboratórna skúška dáva kladný vý-
sledok u 15 % chorých na prvú chorobu, u 30 % na druhů 
a 20 % na tretiu. Aké sú pravděpodobnosti jednotlivých 
chorób po "vykonaní laboratórnej skúšky s kladným výsled-
kom? 

4.14. Riešte podobnú úlohu ako v 4.13 s tým rozdielom, že 
laboratórna skúška je urobená pátkrát a dáva v Štyroch pří-
padoch kladný v jednom záporný výsledok. 
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5. k a p i t o l a 

AXIÓMY TEÓRIE 
PRAV D E POD 0 BIÍ OSTÍ 

Už dvakrát sme spomenuli, že pravděpodobnost je 
vlastně zobrazenie, ktoré každej množině E z néjakého 
systému množ ině priraďuje reálne číslo P(^), V prvej 
kapitole pozostával Sř zo všetkých podmnožin danej 
konečnej množiny. V druhéj kapitole pozostával Sř zo 
všetkých množin v danej rovinnej oblasti, ktorých 
„obsah sa dá vypočítat". 

Teraz sa postavíme na axiomatické stanovisko. Pre 
teóriu pravděpodobnosti nie je natolko dóležitá konštruk-
cia systému Sř resp. zobrazenia ako ich vlastnosti. 
Úlohou teórie pravděpodobnosti je potom odvádzat 
z jednoduchých, axiomaticky VyiĎiedzených vlastností, 
zložitejáie a tak vytyárať účinný aparát pre riešenie 
praktických úloh. 

Ostatně, axiomatická metoda je čitatelovi iste známa. 
Už tradičné sa axiomaticky vymedžujú pojmy4 bod, 
priamka, rovina. Najjeánóduchšie je tiež postavit sa na 
axiomatické stanovisko při vymedzení pojmu čísla. Iný 
dost známy příklad pojmu, ktorý sa definuje axiomatic-
ky (aj keď zatiaT možno nie zo školskej praxe) je pojem 
grupy. 

V našom případe máme teda zobrazenie P: Sř R 
a chceme vymedzit niektoré vlastnosti, ktoré budú určo-
vat pojem pravděpodobnost. Najprv sa budeme zaobe-
rat definičným oborom Sř zobrazenia P. Sř pozostáva 

64 



z podmnožin danej množiny Q. Nemusí však pozostávať 
• zo všetkých jej podmnožin. 

Definícia 5.1. Systém ¥ podmnožin neprázdnej množiny 
Q sa nazýva o-algebrou, ak má tieto vlastnosti: 

1.»9* je neprázdný. 
2. Ak E tak aj E' = Q — E eSr. 
3. Ak Et eSř (i = 1, 2, . . . ) , tak aj Ex U E2 U • •. U 

\J En U ... e y . Množiny patriace do Sř nazývame 
ndalostami, alebo meratelnými množinami. 

Množinu Ex \J E2 \J ... U En U . . . označujeme ob-
00 

vykle znakom \J En. Je to množina tých xeQ> ktoré 
71=1 

patria aspoň do jednej z množin En. Podobné znakom 
OD 
0 En alebo Ex f | D • • • 0 E* O • • • označujeme 

n=1 
množinu tých x 6 Q, ktoré patria do všetkých množin En. 

Příklad 5.1. Nech En = (2"", 2"ft+1). Nájdime množi-

ny U En, 0 En* 
n=l n=l 
RieSenie* Znázorníme si situáciu na obrázku. Zdá sa, že 

00 
platí rovnosť \J En = (0,1). Dokážme ju. 

n = l «0 
Nech xe\J En, potom existuje také n, že xeEn = 

n = l 
= (2~n, 2~n+ ) C (0,1), teda xe(0, 1). Naopak, nech 
#6(0 , 1), t. j. 0 < x 1. Potom existuje také n, že 
2"" < x. Vezmime z týchto n najmenšie a označme ho 
znakom n 0 . Potom 

1 1 . 
2". < X 9 2n>~1 X 
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metože n0 — 1 < n0 a n0 je najmenšie spomedzi spo-
prenutých prirodzených čísel. Vidíme teda, že existuje 
také prirodzené číslo n09 že 

x e (2^, 2^+ 1) C (2^, 2~n»+1) 
teda 

x e U 2"»+1) . 
71 = 1 

Dokázali sme teda skutočne, že 

Ü En = U (2"", 2~n+1) = (0, 1) . 
71 = 1 71 = 1 

0O 
Co sa týka prieniku f ) Ent je to prázdna množina 8. 

n=i 
00 

Keby totiž existoval prvok a; e f) , potom by x e Ex = 
= (1/2, 1) t. j. x ^ 1/2 a súčašne xgE3 = <1/8, 1/4) 
t. j. a: ^ 1/4, ale to nie je možné. 

Příklad 5.2. Nech Q = (0, 1) a nech Sřx = {G, (0,1/2), 
(1/2,1), (0,1)}, = {8, (0, 1/2), (1/2,1), (0,1)}. Zistite, 
či , sú (T-algebry. 

Riešenie. Uvažujme najprv o ^ je neprázdný, 
¡řx je uzavretý vzhladom na komplementy. Konečne, 
Sřx je uzavretý vzhladom na spočítatelné zjednotenia. 
Vidíme teda, že Sfx je <r-algebra. Na druhej straně Sř% 
nie je a-algebra, pretože (0,1 /2) , ale (0,1) — (0,1 /2) = 
= (1 /2 ,1)*^ 2 . 

CviSenia 
5.1. Dokážte tzv. de Morganove pravidlá 

(U z * ) ' = C\K< ( 0 E n y = 0 K -
71=1 71 = 1 n-1 n-1 
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5.2. Nech En = A — ]//i, 1 + JIn). Vypočítajte \J En, 
Cc H = 1 

71 = 1 
5.8» Zistite, Či systém y všetkých intervalov na číselnej 

osi je (7-algebrou. 
5.4. Uvažujme o systéme y pozostávajúcom z (0,1) 

všetkých intervalov tvaru (0, 1/n) a všetkých intervalov tvaru 
(1 />*, 1). Zistite, či je y a-algebrou. 

5.5. Dokážte, že každá rr-algebra y je uzavretá vzhladom 
na spočítateíné prieniky t j . ak Eney(n = 1, 2, . , .), tak a j 

n=l 
5.6. Dokážte, že každá rr-algebra y jo uzavretá vzhTadom 

na konečné zjednotenia a prieniky. 
5.7. Ak y je <7-a]gebra, tak 6, Qey. 
5.8. Ak y je (T-algebra a E, Fey, tak a j E — F = {xeG; 

xeE, x$F) t y . 
5.9. Neprázdný systém y podmnožin danej množiny Q je 

<7-algebrou právě v tedy, ked je uzavře tý vzhladom na kom-
plementy a vzhladom na spočítatelné prieniky. 

5.10. Dokážte, že systém y podmnožin množiny Q je 
cr-algebrou právě vtedy, ked má tieto vlastnosti: 1. Q e y . 
2. E, Fey =» E — F = {xeQ; xeE, x$F}ey. 3. Eney 
(n = 1,2, ...)=> (J En e y. 

71=» 1 
Teraz pristúpime k axiomatickej definícii pravdě-

podobnosti. 

Deflnícia 5.2. Nech Sf je o-álgebra podmnožin ne-
prázdnej množiny Q, P: £ř —> R je zobrazenie, ktoré 
každej množině E priraďuje reálne Sislo P(E). 
Zobrazenie P nazývame pravdepodobnosťou, ak má tieto 
vlastnosti: 
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1. P(tt) = O, P{Q) = 1 . 
2. P(E) ^ O pre všetky EzSř. 
3. Ak En e Sř (n = 1, 2, . . . ) a En f ) Em = O (n ^ m), 

tak 

P(EX U ^ U ' " U U • • •) = 2 W , ) . 
71 = 1 

Vlastnost uvedená pod císlom 3 sa nazýva a-aditívnost 
zobrazenia P. 

Příklad 6.3. Ilustrujme si <r-aditívnosí na tomto pří-
klade: En = (2'm, 2~n+1), n = 1, 2, . . P ( ( o , 6}) = 
= b — a. 

Riešenie. Podobné ako v příklade 5.1 zistíme, že 

u En = (0, 1), teda 

p ( ú ^ ) = i . 
n=l 

Na druhej straně P(£n) = 2~n+1 — 2"* = 2"», teda 

® ® 1 1 1 1 
V PfiJJ = V2"n = 1 1 h • • • H u . . . 

n - i n=i 2 4 8 ^ 2" ^ 
je geometrický rad s kvocientom 1/2. Preto 

1 

2 P ( ^ « ) = — = i . 
n=l | 

2 

Vidíme teda, že 

P( Ů = 2 P(En) • 
n=i n=l 



Příklad 5.4. Ilustrujme teraz <r-aditívnosť 11a inom 
příklade: Hádžeme kočkou dovtedy, kým nepadne 
šestka. Nech E0 je udalosť spočívajúca v tom, že šesťka 
nepadne nikdy, En je udalosť spočívajúca v tom, že 
šesťka padne prvýkrát při w-tom hode. 

Riešenie. V tomto případe je rozumné položit Q — 
— ixoy xi> • • '9 xn, • • •}• Potom En = {#„} (n = 0, 1, 2, 
...). Události En> sú zrejmenavzájom disjunktně (En fl 

00 

n Em = 8 pre n # m), U En = Í2, teda 
n=o 

P( (j^n) = 1 • 
n=0 

Na druhéj straně pre n ^ 1 je 

p(F\ - 5 5 5 1 - í 5 ! " " 1 1 

teda 
oo oo / K \n—1 1 

6 6 6 6 ^ 6 J 6 U J 
je geometrický rad s kvocientem 5/6. Preto 

1 
® ~ 6 ~ 

Z i W = F- = 
n=i , 

6 
Zo cr-aditívnosti dostáváme 

1 = P{ U = 5 P{E.) = + 2 P(Ea) = 
?}— O n=o n=1 

= W + i , 
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teda 
P(Eq) = O . 

Pravděpodobnost toho, že šestka nepadne nikdy je 0. 

Cvičenia 
5.11. Dokéžte, že pravděpodobnost je koneČne aditívna, t j . 

P(<J Ei) = S P(Ei), ak E^E, = 6(ť * i). 
i=l i=l 

5.12* Dokážte, že pravděpodobnost je subtraktívna, t. j. 
P(E — P) = P(E) — P(P), v případe, že F C E. 

5.18» Dokéžte, že pravděpodobnost je monotónna, t. j. 
z inklúzie F C E vyplývá, že P(F) ^ P(£?). 

5.14» Ak P: Sř R je nezáporné a <x-aditívna, tak P(0) = 0. 
Dokážte. 

5.15. Dokéžte, že P(E') = 1 — P(E). 
5.16. Dokážte, že pře všetky E, P e ^ je P(tf) + P(P) = 

= P(e \j F) + pes n ^ 
5.17. Dokéžte, že pře všetky Ex, . . EneSř platí 

P((jeí) = s p(E{) — s p ( ^ n ^ ) + s p ^ n ^ n w —• • * 
i=l í=l i<j i<j<H 

. . . + ( _ D ^ i p t j , n * , n 

Nakoniec si dokážeme dve zložitejšie tvrdenia. 

Příklad 5.5. Nech En e Sf, En C En+l (n = 1 ,2 , . . . ) , 

^ = U 
» = 1 

Potom 
P(S) = lim P(En) . 

Riešenie. Položme = JE7X, Fn = En — En.x {n = 
00 00 

= 2, . . . ) . Najprv dokážeme, že U ^n = U En = E. 
71 = 1 71 ~ 1 
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Na jednej straně totiž Fu C En C E, teda \J Fn C E. 
71 = 1 

Nech na druhej straně x e E . Potom sú dve možnosti: 
1) x patří do všetkých Ei9 teda aj do Ex = Fl9 čiže 

xe\JFn. 
71 — 1 

2) x nepatří do všetkých Ei. Označme znakom n 
najmenšie prirodzené číslo, pre ktoré x e En. Potom 
n > 1 (inak by a; patřilo do všetkých Ei) a x £ 2?n-i« 

00 
Preto x e E n — = teda » e U ^ 

n—1 

Zo (T-aditívností pravděpodobnosti P dostáváme 

P(E) =P(UFn) = ^P(Fn). 
n=l n = l 

Podia deflnície je súéet nekonečného radu limitou po-
stupnosti čiastočných súčtov sn, 

8n = P(FJ + P(F t) + . . . + P(F„). 
Pod Ta cvičenia 5.12 ( E t ^ C E i ) je však pře i > 1 
P(Fi) = P(Ei — E i = P(E{) — PíEi^). Preto 

= P ( ^ ) + {P(E2) - P(E,)) + (P(Ea) -
- P(EJ) + ... + (P(En) - P(tf„_,)) = P(En). 

Odtial dostáváme 

P(E) = 2 P(Fn) = lim «„ = lim P(En). 
n=l n-^oo n-*-a> 

Přiklad 5.6. Nech En e Sf, En+1, (n = 1, 2, . . . ) , 

E = ň En. 
n-1 
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Potom 
P(E) = lim P{En). 

n-»QD 
Riešenie. Položme Fn = E'n. Potom Fn eSř, Fn C 

C Fn+\ (w = 1> 2, . . . ) , teda podia příkladu 5.5 a cviče-
íiia 5.15 je 

= 1 -P(E') = l-P((C\En)') = 
n=1 

= l - P ( Ů ^ ) = 1 — P ( U Fn) = 
n=l n=l 

= 1 — lim P(Fn) = 1 — lim P(E'n) = 
w-̂ oo n-*oo 

= 1 — lim (1 — P(Ž?„)) = 1 — 1 + lim P(En) = 
n-»-ao n-»oo 

= lim P(En) . 
oo 
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D o d a t o k 1. 

KOMBINATORIKA 

Uvažujme o množině A = {an a2, ..., aw} . 
Permutáciou z n prvkov al9 a2, ..., an nazývame taký 

prvok množiny A x A x . . . X A (t. j. usporiadanú 
n činitelbv 

n-ticu), ktorý obsahuje každý z prvkov au a2, . . a n 
právě raz. 

Přiklad D 1.1. Všetky permutácie z prvkov 1, 2, 3 sú 

t ^ / 2 — 3 1, 2, 3 
/ \ 3 _ 2 1, 3, 2 
_ ^ 1 — 3 2, 1, 3 

* ^ 3 — 1 2, 3, 1 
\ 1 _ 2 3, 1, 2 

* ^ 2 — 1 3, 2, 1 
Zrejme prvý prvok móžeme vybrat tromi róznymi 

spósobmi, druhý prvok už len dvomi róznymi spósobmi, 
třetí prvok už len jedným spósobom. Spolu máme 

3 .2 .1 = 3! možností. 

Teda všetkých permutácií z troch prvkov je 3! = 6 . 
Všeobedne platí: Počet všetkých permutácií z n prv-

kov je Pn = n\ 
Variáciou r-tej triedy z n prvkov a19 a2, . . ., an (r ^ n) 
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nazývame taký prvok množiny A x A x . . . X A(t. j. 
v 

r činitelov 
usporiadanú r-ticu), ktorý obsahuje každý z prvkov 
al9 a2, . . . , Q>n najviac raz. 

Příklad D 1.2. Variácie druhej triedy zo štyroch prvkov 
a2, a3, a4 sú: 

a4 

resp. 
/ ct > 

at az 
\ a4 

a2 a 
\ a 

a. 
v 
\ a4 

a4 a2 
\ a, 

1 
(a1ta4) ft^-d 

* 

ra*o3> 

1 

é 

( W 

a, a2 a0 a4 

Obr. 9 

(alf a2), (a^ a3), (ax, a4) 

(»2» ai)» («2» aa)> (a2> aá) 

(«3, <0 , (a3> ®a)» (a3* ^4) 

(a4, (a4, a2), (a4, a3) 

Celkom máme 4.3 = 12 variácií. 
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Příklad D 1.3. Nájdimc počet všetkých variácií tretej 
triedy zo šiestich prvkov a, b, c, d, c, /. 

Zrejme prvý prvok móžeme vybrat šiestimi róznymi 
spósobmi, druhý prvok už len piatimi róznymi spósobmi 
a třetí prvok štyrmi róznymi spósobmi. Spolu máme 
6.5.4 možností. Teda počet všetkých variácií tretej 
triedy zo šiestich prvkov je 

A * J. 6 ! 6 . 5 . 4 = — . 

Všeobecne platí: Počet V{ny r) všetkých variácií r-tej 
triedy z n prvkov je V(n, r) = n(n — 1) ... (n — r + 
+ 1) = n!/(n —r)! 

Kombináciou r-tej triedy z n prvkov 
(r ^ n) nazývame lubovoínú r-prvkovú podmnožinu 
množiny A = {alt a2, ..., an}. 

Příklad D 1.4. Kombinácie tretej triedy zo štyroch 
prvkov a, 6, c, d sú: 

{a, 6, c} , {a, b, d} , {a, c, d} , {6, c, d} . 

Příklad D 1.5. Porovnajme počet (7(4, 3) všetkých 
kombinácií tretej triedy zo štyroch prvkov a, b> c, d 
s počtom F(4, 3) všetkých variácií tretej triedy zo šty-
roch prvkov a, 6, c, d. 
Kombinácie Variácie 
{a, 6, c} (a, 6, c), (a, c, b)y (6, a, c) 

(6, c, a), (c, a, 6), (c, 6, a) 
{a, 6, d) (a, 6, d), (a, d, 6), (6, a, d) 

(6, d, a), (d, a, 6), (d, 6, a) 
{a, c, d} (a, c, d), (a, d, c), (c, a, d) 

(c, d, a), (d, a, c), (d, c, a) 
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{ib, c, d} (6, c, cZ), (6, rf, c), (c, (Z) 
(c, d, 6), (d, c), (d, c, 6) 

Teda F(4, 3) = (7(4, 3).3! a z toho C(4, 3) = F(4, 3)/3! 
Všeobecne platí: 

r) = r).r! 
a z toho 

kde C(nt r) je počet všetkých kombinácií r-tej triedy 
z w prvkov. Symbol sa nazýva kombinačně číslo. 

Variáoia r-tej triedy s opakováním z n prvkov al9 a2, 
. . . , an (r, n sú lubovoTné prirodzené čísla) je každý prvok 
množiny A x A x . . . X A, kde A = {aly ..., a„}. 

r činitelov 

Příklad D 1.6. Utvořme všetky variácie tretej triedy 
s opakovaním z dvoch prvkov a, 6. Vieme, že sú to 
všetky prvky množiny A x A x A, kde A = (a, 6}. 
Kedže pře kartézský súčin platí asociatívny zákon, je 
A x A x A = (A x A) x A. Prvky A x A sú 

a ^ a (a, a) 
^ 6 (a, 6) 

h ^ a (6, a) 
^ b (b, b) 

A X A má teda 2.2 = 22 prvkov. 
Prvky (̂ 4 x A) x A sú 

/ \ ^ a a > á) 
<<*> < 6 (a, a, b) 
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(a b) ^ a 6' a) 
(a> 0 ) \ b (a, 6, b) 

(b a) ^ a a' a ) \ 6 (6, a, 6) 

(0> 0 ) \ 6 (6, 6, 6) 

(.4 x X A má teda 22 .2 = 23 prvkov. Preto počet 
všetkých variácií tretej triedy s opakovaním z dvoch 
prvkov je 23. 

Všeobecne platí: Počet všetkých variácií r-tej triedy 
z n prvkov s opakovaním je nT. 

Příklad D 1.7. Ak chceme v Sazke obsiahnuť všetky 
možnosti, musíme utvoriť všetky variácie dvanástej 
triedy z troch prvkov 0, 1, 2. Teda ako tipy musíme vsa-
diť všetky prvky množiny A x A x . . . X A, kde 

12 činitelov 

A = {0, 1, 2} a tých je 3 ia = 531 441. 

Často nás zaujíma počet tzv. permutácií s opakova-
ním z prvkov, z ktorých niektoré sú rovnaké. 

Příklad D 1.8. Majme 3 prvky, z ktorých 2 sú rovnaké: 
a, a, 6. Ak by sme rovnaké prvky očíslovali a utvořili 
všetky permutácie z prvkov av a2, 6, dostali by sme 

(al9 a2, 6), (a2, al9 b) 
(a2, b, ax)9 (a19 b, a2) 
(6, al9 a2)9 (6, a2i ax) 

teda celkom 3! permutácií. Pretože však alf a2 sú rovna-
ké, je vždy 2! usporiadaní (tie, ktoré vzniknú len permu-
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tovaním prvkov a2) rovnakých. Róznych je teda len 
3!/ 2! permutácií. Sú to (a, a, 6), (a, 6, a), (6, a, a). 

Permutáciou s opakováním z n prvkov, z ktorých 
je rovných a1? rovných a2, . . n k prvkov rovných 
ak + n2 + • • • + % = w) rozumieme taký prvok 
množiny X ^ X • •« X v ktorom je súradníc 

n činitelov 
rovných n2 rovných a2, . . . , rtu rovných ak. 

Počet všetkých takých permutácií s opakovaním je 
n\ . 

Tij! 7l2! . . . 71*! 
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Dodatok II. 

NEKONEČNÉ RADY 

V teorii nekonečných radov je základným pojmom po-
jem (nekonečnej) postupnosti. (Nekonečná) postupnost 
je funkcia definovaná na množině všetkých prirodzených 
čísel. Hodnotu postupnosti / v čísle n označujeme zna-
kom fn (teda /„ = celú postupnost znakmi 

{/«}»=i 
alebo 

{/l> /2» fs> • • • » fni • • • }• 

Příklad D 2.1. Napište niekoTko členov nasledujúcich 
postupností 

Inak zapísané 

m - = h i jl i . i \ 
\ n Jn-i l ' 2' 3' 4' T 

( n + i r - lo 3- i A n + 1 \ 
l » J»-1~ ť ' 2 ' 3 ' 4 ' n ' •• /' 

{(—írKř-i = { — i , i , — i , i , . . . , ( — i ) - , •••}, 

/ 1 r _ /1 1 1 1 1
 \ 
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Označme an = —, bn = — , cn = (—l)n, dn = Po-
n n 2n 

1 K 1 0 1 A 1 

tom napr. a10 = — , bl0Q = = — , c22 = 1, 
c67 = —1 a pod. 

Vidíme, že niektoré postupnosti majů tendenciu ustá-
lit sa, blížit sa (v matematike používáme termín konver-
govat) k určitej hodnotě, iné nie. V prvom případe hovo-
říme, že postupnost má limitu, čo označujeme znakom 

lim an = a. Zdá sa napr., že by malo platit lim — = 0, 
n-+ oo n->oo W 

7 1 + 1 1 
l i m = \ t ijm — = 0. Prirodzene najprv mu-
n-*>oo n n-ťco " 
síme presne formulovat, čo znamená, že postupnost 

niá za limitu číslo a (lim an — a), alebo, čo je to 
n-+<x> 

isté, že postupnost {an}®=1 konverguje k číslu a. 
Deflnícia D 2.1. Postupnost {a»}®=i niá za limitu 

číslo a, ak k lubovolnému číslu e > 0 existuje také reálne 
číslo 7io> že pře všetky prirodzené čísla n > n0 je 

|an — a\ < e 
alebo, čo je isté, 

a — e < an < a -f- e . 

Příklad D 2.2. Dokážme, že lim 1 \n = 0. 
n-*-co 

Nech e > 0. Položme = lje. Nech n > n0. Potom 
l/n < ljn0 = e, teda 

1 ^ 1 \an — a\ = 0 = — < e. n n 
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Příklad D 2.3. Dokažme, že lim n + 1 = 1 . 
Tl-fCD Wr 

Opat by sme mohli rovno udat n0, od ktorého počnťío 
je \an — a\ < e. Ukážeme si však, ako sa také n nájde. 
Třeba odhadnut rozdiel 

& » — a\ = 
n -f 1 — 1 

n 
1 
n 

Rozdiel 1 \n bude menší ako e právě vtedy, keď n > l/s. 
Preto opat položíme n0 = 1 je. Ak je n > w0, tak 

1 1 
an — a = — < — = e. n n0 

Příklad D 2.4. Dokážme, že lim — = 0. 
n-Koo ^ 

Má byť 

- F - 0 2n {2 ) < £ . 
To bude vtedy, keď 

n log — < log e , 

teda keď |pozor! log - i - < oj 

log e 
n > 

log \ 

Položme teda n0 = log ¿/log (1/2). Ak n > nQ, tak po-
stupné 

loge 
n 

l o g y 
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teda 

n l o g y < l o g £ > 
log ( y ) < log e, 

[tJ - t t <e, 

< £ . 

Tak isto ako v příklade D 2.4 sa dokáže, že lim <(l = 0, 
ak len \q\ < 1, t. j. —1 < q < 1. n->Qo 

Základnou úlohou teorie nekonečných radov je, zhru-
ba povedané, spočítat nekonečne vela čísel 

00 

01 + + + • • • + an + . . . = 2 a« > 

kde {an}£=i je nějaká postupnost. Napr. třeba spočítat 
váetky čísla 

1 1 1 1 _ ® 1 

Prirodzene, aj v tomto případe třeba najprv presne po-
vedať, čo taký súčet znamená, ako je definovaný. 

Deflnicia D 2.2. Nekonečný rad 
00 

«1 + «2 + • • • + an + . . . = 2 an 
n*=l 

konverguje, ak existuje 
lim an9 

oo 
kde 

8n = + «2 + • • • + att (» = 1, 2, . . . ). 
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00 

Súčtom nekonečného radu 2 an nazývame potom túto 
CO 71 = 1 

limitu. Symbolom 2 a» označujeme aj nekonečný rad, aj 
jeho súčet. 11=1 

Příklad 1) 2.5. Zistite, či konverguje nekonečný rad 
® 1 
2 a vypočítajte jeho súčet. 

V tomto případe je 
1 

51 = T* 
1 _ 1 1 

2 ' 2 2 2 a 2 3 ' 

1 1 1 1 

Preto 
lim sn = lim f 1 — = 1 — 0 = 1. 

n - ^ O O 71-+OD v ^ / 

<*> 1 
Vidíme teda, že nekonečný rad 2 -^konverguje a jeho 

71 — 1 

súčet je 1. Táto skutočnosť sa dá znázornit aj na číselnej 
osi. 

i i 1 1—i—i 
Q* T " w L w ' ^ 

V y a2mŽ ^ p ^ f * 
Obr. 10 
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Podobné ako v příklade D 2.5, dá sa rozhodnúť o kon-
vergencii každého geometrického radu. 

Rad ax + az + ... + an + . . . sa nazýva geometric-
ký, ak existuje také číslo q (tzv. kvocient), že pře váetky 
n je 

dn — q&n-i j 
teda 

a2 = qau a3 = qa2 = q2av a4 = q3av . . ., 
an = qn~lax. 

Příklad D 2.6. Každý geometrický rad, ktorého kvo-
cient qe{—1, 1) je konvergentný, pričom 

ax 
<*i + «íff + cixq2 + «i?3 + - - • + ai <t 1 + . v = -

a 
Máme dokázat, že lim*H = a 1 / ( l— <7). Vynásobme 

najprv rovnost 

«» = «1 + Cil <1 + al(l2 + • • • + Clfl11"1 

kvocientoin q. Máme 

snq = axq + axq2 + . . . + axqn~l + axqn . 

Po odčítaní dostaneme 

— snq = cix — axqn , 
teda 

(1,(1— q»)  
S»= 1 - q ' 

Pretože lim qn = 0 pre q e (—1, 1), dostáváme, že 
TI-»-® 

lim s„ — a ' ( 1 - 0 ) 

n-foo i — q i — q 
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Přiklad D 2.7. Zistite, či konverguje nekonečný rad 

0,7 + 0,7.0,4 + 0,7.0,42 + 0,7.0,43 + . . . + 
+ 0,7.0,4n-1 + . . . 

Pretože ide o geometrický rad s kvocientoni 0,4, rad 
konverguje a pre jeho súčet platí 

2 0,7.0,4*-! = 0,7 + 0,7.0,4 + 0,7.0,42 + . . . = 
» = 1 

= — M ' 
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VÝSLEDKY CVIČENÍ 

tt> " S r - °>027 b > > 4 ~ «• > 37 

1.3. 

10* ' ' 103 
G 1 
36 G 

13 mm 
i&r 

1.4. —-—-— 

20.19.18.17.1G  
20.20.20. 20. 20 = 0 , 5 8 1 4 

j ft 365.364 = j$64 
' 365.365 " 365 

1.7. Štyri skupiny móžu sedieť napr. zTava doprava 4! spó-
sobmi. Přitom móže sedieť AmeriČania 3!, Sovieti 5!, Fran-
cúzi 5! a Poliaci 2! spósobmi. Teda priaznivých možností je 
4!3!5!5!2!. Všetkých možností je zře jme 15!. Preto 

p _ _4!3!5!5!2! 

1.8. 1 — 

15! 

364 1 
365 365 
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" 1 365*" ^ 2" 
Pre r = 22 je p = 0,4757, pre r = 23 je p 0,5073. 

7.0.5 1.11. I 73 

o £ ->(ÍK •»-•(ír 
, . (2) 1 . . ( i ) 11 , , 14 1» 
1.1». «) - p j - Yf b ) - p r - w =) 1 — 33 - W 

ra - „jim 
m= 91 m 

I t A \ \ " / IV v - y \ - y 45 24 67 

•14. a) -TT̂ T- = — b) — = C) 1 — — = — 

! . « . ! _ 3 0 2 9 28
30;o" ' 1 2 - 1 1 = 0,9998 

1.16. Pretože (A — B) f ) (A fi B) = 9, A = (A — B) \J 
U (A n B), plfttí P(A) = P(A —B)+ P(A n B). 

1.17. P(A) = y b)P(B) = - | c) P(A-B) 
1.18. ß = ( 5 n ^ ) U ( ß n A% přitom (B fi A) H 

H (B fi A1) = 8. Preto P(B) = P(B fi A) + P(B fi A% 
1.19. = p(A) + P(B) + 

+ P(C) + P(D) + P(E) — P(A n Ä) - P(A 0 ° ) — 
— ...—P(D()E) +P(AÇ)B Cl C) + P(A n o n D) + 
i - . . . + P(c 0 D n E)-P(A n * n c n ^ ) — 

^-P(Bf)Cf)nf)E) +P(AÇ)BÇ)C f)D fi E). 

1.20. P(Û^i) = £ P(Ai) — S P(Ai H Aj) + 
t=i i=-l i<i 
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+ s P Í ^ I V í í v * ) — .. + = 
i<i<k 

= s(-1)»+» s p m , , n ^ n - - - ( v * ) 

Dókaz. Predpokladajmo, že veta platí pře nejakó n\ máme ju 
dokázat pře n + 1. Majme n + l množin A,, ^4,, . . An, 
-4n + l . Podia indukčnóho předpokladu 

n+i n+i 
P(\JA{) = 2P(Ai)— 2 P ^ i f l ^ ) + 

i=2 i=2 2 á « í 
+ s p ^ n ^ í v * ) — . . 2&<3<k 

»+1 »+1 
= s p(Ax n ^ ) - z pmí pm< n + 

i=2 <=2 2ái<JS»+l 
+ , , ? p ^ n ^ n ^ n ^ ) - . . - + 

+ ( - í r i p ^ f j ^ f i . . . n^n+i). 
Ale 

»+1 n+l n+1 n+l 
P(U^i) = IM<) = ^Mi) + p(LMí)—•P(UMi0^i))= 

i= l i—2 <=2 i=2 
n+l n+l 

= P(-4j) + 2 P ( ^ ) ~ S P M i H ^ ) — SP(2Í.fV<) + 
2á«j^n+l i=2 

+ s p ^ r V i / v * ) + 2 PíA.n^ifi^í) — • • • 

. . . - ( - i ) ^ p ( A x n A, n . . n = 
n+l 

= 2P(,4<)- 2 PiAiftAj) + Z PMíH^n^fc)- ••• 
i - l l á « i ^ n + l l^i<i<fcán+l 

+ ( — i ) « « P M , n ^ . n •• n 
1 1 1 1 

1.21. 1 — !! ^ 3! 4! 5! 
1.22. Neeh Ai jc událost spočívajúca v tom, žo i-tý hráfi 

dostáno všetky karty rovnakej farby. Potom P(AX) = 

= PIA,) = P(A%) = P(Aé) = 4/(3
g

2j B P(AX 0 = 
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= P(At n -4a) =,..., = P(Ai n A*) = 4-3/( 8 ) ( 8 ) ' 
n -i, n j.) = • • • = put* n ^ n = 

= 4.3.2/(3
8

2) (*4) ( " ) = P { A l n A, n a , n A t ) , 

teda hr&daná pravděpodobnost je 
4 _ (4\ 4.3 Í4\ 4.3.2 

(3
9
2fwm UJmt 16 

8. 
4.3.2 

PXXV 
1.23. Najprv rozriešime c). Podobné ako v příklade 1.21 

zistíme, že Nadaná pravděpodobnost Px je 

1 2! 3! 4! ^ 5! 6! 
a) Událost „nikto nedostal sprévny klúčik" je komplementom 
k události ,,aspoň jeden dostal správný klúčik". Preto pre 
pravděpodobnost P0 toho, že nikto nedostal sprévny klúčik 
platí. 

P i p _± _ 1 , J L x l 
0 1 1 2! "3! f 4! 5! 6! " 

b) Neeh Bi je událost spočívajúca v tom, že i-tý obyvatel 
obdržal správný krúčik, ale ostatní obyvatelia nie. Máme 
vypočítat vlastně = £ P(B{). Počítajme najprv 

P(BX) = P(AX - (At U A, U - • • U = 
= P(ax) - P((Ax n A%) u ^ . n ^ i u - -

. . . u ( i , n . 

Podia cvičenia 1.20 (pozři příklad 1.11) je však 

i-2 4=2 2£«/£« 
+ . . . n • • • o - 4 . ) -
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4! Cahko zistíme clalej, že P(At f^ = 6! 6 .5 7 

= ' - ^ « n ^ n . . . i v . ) = 

= J j - . Preto 

0 6 ^ " ( a ) 6 ^ 3 + 

+ r 6 ) J L _ ! _ + _ L í _ . 
^ U J 6! 6! 6.2! 6.3! ^ 6.4! 6.5! 

Pretože P(BX) = P(BX) = . . . = P(5 , ) , pravděpodobnost P{ 
toho, že préve jeden obyvatel obdržal správný klučík sa 
rovná číslu 

P Í = 6P<B>> = T T - ¡fr + T r - T T 
d) Nech událost A znamená — aspoň dvaja dostali správný 
klúČik, B — právě jeden dostal správný lrfúčik, C — aspoň 
jeden dostal správný kfúčik. Potom C = A \J Bt fl P = 0, 
teda (podia c) a b)) 
P(0) = P(A) + P(B), 
PUL) = P(C) - P ( f í ) = 1 + + - s p — ¿ j — 

l 2! 3! 4! 5! J 
2 2 2 ^ 
2! 1 3! 4! 1 5! 6! 

Inak zapísané 

PW - . - i - + - i — i . + -L—L-

- H + U + Ť - t ) -
~ ( 1 2!~) ("2l + í r ) _ 

00 



1.24. Nech A, resp. 5 , resp. C sú události spočívajúce v tom, 
že prvá, resp. druhá, resp. tretia súČiastka pracuje. Máme 
vypočítat P(A' fi B' 0 c')• A l e A' 0 B' ( c' = M U 5 U 
U C)\ teda 
P(A' n B' n O') = 1 — P(A U B ¡J C) = 
= 1 — P(A) — P(B) — P(C) + P(A 0 5 ) + P(A n C) + 

+ P(B n C) — P(Af]B f)C) = 
= 1 — 3.0,5 + 3.0,1875 — 0,0625 = 0. 
Pravděpodobnost toho, že žiadna súčiastka nebude pracovať 
je teda 0. 

1.25. Podra příkladu 1.11, ktorého tvrdenie je v poriadku aj 
v zovšeobecnenej schéme, platí 
0,9 = P(A [)F\JR) = P(A) + P(F) + P(R) — P(A fi F) — 

— pía o R)—P(F n E) + P(A n F n R) = 

= i + i + - P(F(\r) + ~ • 
Odtiar 

P(A OF) + P(A 0R)+P(F0K) = ^ ' 

Nás, pravda, zaujíma 
p((A n F) u (a o r ) u n R)) = + + 
+ P(F 0B)^P(A0F0R)-P(ADPC)R)-

— P(A0F0R)+p(Af)FC\R) = 

2.1. Skúmajme polohy středu mince. Véetky možnosti polo-
hy sú charakterizované štvorcom (obr. 11), polohy, při kto-
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rých je minca obsiahnutá v niektorom očku danej siete sú 
charakterizované stvorčekom, ktorého strana je 1/4 strany 
velkého štvurca. Pieto 

V = (H 
a4 16 

Obr. 11 

2.2. Zvolme na kružnici (s polomerom r) pevne bod O, na os 
x-ovú nanóěajme polohu bodu A (dlžku oblúka ÓA). na os 
t/-ovú polohu bodu B. HTadaná pravděpodobnost je poměr 
„vyšrafováného obsahu*' k obsahu štvorca, teda 

2nr 

2nr 

Obr. 12 Obr. 13 
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(2 nr)' 
2*8* Na súradnicové osi nanóáajmo možný čas příchodu 

jednotlivých duelantov. VzhTadom na to, že A čaká na B 
najviac 5 min. a takisto B na A, jehladaná pravděpodobnost 
podiel „vyšrafovaného" obsahu a obsahu štvorca, teda 

V = 
575 

3 600 
23 

144 

3.1. 
ment: 

1 — 

3.2. 

3.3. 

3.4. 

a) 

6* 

o - 15 
61 

91 
216 

216 
b) Najjednoduchšie cez komple-

5» 3.5* 3 .5 
68 ' 6a ' 6a 

b) 
910 
1010 

3 . 5 . 3 
5 .6 .7 

2» ' 2' 

A A i . 
5 ' o ' 7 

d) 2S 

14 

+ 

= 1 — 

(3 + 0 
•ť 26 

26 

215 
216 
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•» ra ar (if b>;i„rn 
»-»odrtir^yrKinír 
••¿cwmr 

3.7. Pravděpodobnost, že při jednej kazote objaví falošnú 
mincu je 1/100, že je neobjaví je 1 — 1/100, že ju neobjaví 
ani v jednom případe, je 

í i L-V00. 
I íoo ) 

8.8. P(A) = , P(S) = i . , P(A fi B) = - i • i - ; události 
Af B sú teda nezávislé. 

8.9. P(A) = P(C) = H G) = 0 # ^ . ~ , teda udá-
losti A, C nie sú nezávislé. 

3.10. P(A fi 0) = P(8) = 0 = P(A) P(6). 
8.11. P(A fi D) = P(A) = P(A). 1 = P(A) P(Q). 
8.12. Ak P{A) = 0, alebo P(B) = 0, tak P(A fi B) = 

= P ( 0 ) = P(A) P(B). Naopak, nech sú A, B nezávislé. Po-
tom 0 = P(A fi B) = P(A) P(B), teda P(A) = 0, alebo 
P(B) = 0. 

3.18. P(A) = i - = i , P(A fiP) = - , P(R) = 4 = 

pričom P M fi P) = A = i - . l = P(A) P(R). 

8.14. P(A' fi B') = P((.4 J B)') = 1 — P(A (J B) = 
= 1 — P{A) — P(B) + P(A fi B) = 1 — P(A) — P(B) + 
+ P(A) P(B) = (1 — P(A) (1 — P(B)) = P(A') P(P ' ) . 

3.15. P(B) = P(A fi B) + P(A' fi B) = P(A) P(B) + 
l P{A' fi B). Proto P(A' fi B) = P(B) — P{A) P(B) = 

= P(B) (1 — P(A)) = P(B) P(A'). 
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8.16. Tu sú tieto navzájom sa vylučujúce události: všetci 
t ra ja hlasujú správné, prví dvaja správné, třetí nesprávne, 
prvý a třetí správné, druhý nesprávne, prvý nesprávne, druhý 
a třetí správné. 

1 1' v 1 , v 1 
P-P-Y + p p'~2 + p (< ~ + ( ~ ~ V ) P'~2 = P 

Porota přijímá teda správné rozhodnutie s pravdepodobnos-
ťou p. 

3.17. Nech pl je pravděpodobnost toho, že syn vyhrá nad 
otcom, pt — že vyhrá nad trenérom. V alternativo otec, 
tréner, otec je pravděpodobnost úspěchu 

PiPÍPI + 2»J»«(1 — Pi) + (1 — Pi) PtPi = PiP%(2 ~ Pi). 
v druhej alternativo 

P2P1P» + PiPií 1 — Pt) + (1 — Pi) P1P1 = PiPt(% — Pt) • 
t Pretože pt > p2l t . j. ^ , ( 2 — px) < ptp%(2 — pt), druhá 

alternativa je pre syna výhodnejáia. 

3.18. Pravděpodobnost toho, že niekto bude mat vaše 
dátum narodenia je 1/365, že nebude je 1 — 1/365. Pravdě-
podobnost toho, že z n osób žiadna nebude mat to isté dátum 
narodenia čo vy, je 

že aspoň jedna bude mat to dátum, je 

Hladáme teda naj menéie také prirodzené Číslo n aby 

1 — í 1 — "315")" > T ' w > log a e T - l o g 365 ' n * 2 8 1 ' 

3.10. Nech A je událost spočívajúca v tom, že v súboji X 
nebude zasiahnutý. Potom 

P{A) = 0,2.0,6 -f 0,2.0,4.0,2.0,6 + . . . = 
= 0,2.0,6(1 + 0,4.0,2 + (0,4.0,2)* + . . .) = 
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8.20. Nech p je pravděpodobnost toho, že vytrénovaný X 
t raf í cieL Potom 

P(A) = p + (l—p).0,2.p + 
+ (1 — p). 0,2.(1 — p).0,2.p + ... = 

= pil + (1 —p). 0,2 + ((1 —p). 0,2)» + . . . ) = 

= i-(i?Lpho,2 > M ' 
ak p > 36/41 = 0,878 . . ., teda X bude úspěšný, ak p ^ 0,88. 

8.21. Nech p je pravděpodobnost toho, že Z t raf í ciel, 
B je událost spočívajúca v tom, že Z v celom súboji nebude za-
siahnutý. Potom 
P(B)=p + (1 p)-0,2.p + ... = l_(i?Lp).Q92 >Q'5' 
ak p > 49/99 = 0,49 . . t e d a stačí, aby p ^ 0,5. 

8.22. (1 — p).0,6 + (1 —p) .0 ,4 . (1 —p) .0 ,6 + . . . = 
0,6(1— p) " 

1 —(1 —í>).0,4 
Přitom 

0 , 6 . ( 1 - p ) akP<-L 
1 — (1 —í>).0,4 > U , W f < 16 ' 

0 ,6 . (1— p) . 3 
> 0,5 , ak p < — 1 —(1—j?).0,4 ^ ' ' 8 

Teda X má nádej váčdiu ako 0,9 na strelcov s pravdě podob-
nostou zásahu menáou ako 1/16; na streleov s pravdepodob-
nostou zásahu menšou ako 3/8 má X nádej na úspěch váčdiu 
ako 0,5. 

8.28. Ak C začne strielat na A, sú dve možnosti pře úspěch 
A: 
1. C netrafí A, A netrafí B, B zastřelí C a A t raf í B; pravdě-
podobnost toho je 0,6.0,3.0,7 = 0,126. 
2. Q netrafí A, A t raf í B a vyhrá nastávajúci súboj s C, 
Pravděpodobnost toho je 
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0,6.0,7(0,6.0,7 + 0,6.0,3.0,6.0,7 + . . . ) -

= °-6-0'7 i - S o . e = ° ' 2 1 6 1 -
Ak G začne strielat na B, potom je len jedna nédej: C traťí ií, 
na čo A vyhrá súboj s G; pravděpodobnost toho je 

0,4(0,7 + 0,3.0,6.0,7 + . . . ) = = 0,3414. 

Preto pravděpodobnost toho, že A vyjde zo súboja vítazne je 
0,5(0,126 + 0,2151) + 0,5.0,3414 = 0,3412. 

3.24. Tu je jediná možnost: B začne strielat na G (pravdě-
podobnost čoho je 0,5), pravdaže, t raf í ho, na Čo A t raf í By 
teda pravděpodobnost úspěchu A je 0,5.0,7 = 0,35. 

3.25. Kedže A chce zachránit G bude namiesto mierenia na 
C strielat vždy do vzduchu (pravděpodobnost, že A t raf í C 
je teda 0, pravděpodobnost, že A t raf í B je, pravda, 0,7). 
Sú dve možnosti: 1. A začína strielat smerom na G. Aby G 
vyšiel zo súboja bez úrazu musí traíit B a vyhrát súboj s A. 
Pravděpodobnost toho je 

0,4(1.0,4 + 1.0,6.1.0,4 + . . . ) = ^ o q = M . 

2. A. začne strielat smerom na fl. Ak má G vyhrát, musí A traíit 
Bt načo G vyhrá súboj s A. Pravděpodobnost toho je 

0,7(0,4 + 0,6.1.0,4 + . . . ) = i ^ l = °>7-

Ak chce teda A zachránit; C, musí (okrem toho, že ho b.ide 
Sanovat) začat strielat na B a mierit při tom zvlááť pozoi n i. 

8.26. P(A t) = P(A2) = P(A3) = 1/2, P(A, f j ^2) = 
= p(A, n A,) = P(A, n A,) = P(A, n ^ n = 
= 1/4. Teda P(A{ f ) At) = P(Ai) P(A,) pře i # j, ale 
P(At n A, n A,) * PiAJ P(A,) P(AS). 

8.27. P(A) - i + ~ + -i- = ~ , P(B) = i , 

P(C) = 1 + ^ = 1 . Ďalej, A f ) B f ) C = {«>,} =Af)C. 
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Teda 

= ^ = p(A) p(B) p(o, 
ale 

P(A n C) = ± * i - . l = P(A) P(C). 

Podobné P{B f ) C) # P(B) P(C). Naproti tomu f | B) = 
= P(A) P(B). 

4.1. P(F\M) = P(F f ) M)jP(M) = 0,2/0,3 = 2/3. 

4.2. Hladáme P(S {J K\Č) = P(S\Č) + P(ič|(5),kde S zna-
mená, že všetky štyri sú srdcové, K — kárové, 0 — červené. 
Máme P(S\Č) = P(S(\Č)IP(Č)-, P{Č) = (2|)/(S|), PiSft <?) = 
= P(S) = [ll)l{5l), teda P(S\Č) = (11)/(2I) = 0-047. Pretože 
P(KI (5) = P(S| (5), je P (S J X | Č) = 2. H s | (5) = 0,094. 

4.8. Podia definície P(A\B) = P(Af\B)IP(B) = r / - j -

= 1 . Podobné P(B|,4) = P(A B)IP(A) = 1 / 1 = 1 . 

Lahko sa zistí, že P{A') = 1 — 1 = 1 , P(B') = 1 — 1 = 1 . 
¿ i O O 

K tomu, aby sme vedeli vypočítat P(A'\B') však potřebujeme 
poznat P(A' f ) B') = P((A J B)') = 1 — P (A t j B). Ale 

P(A \JB) = P(A) + P(B) — P(A f ) B) = 1 + 1 - 1 == 

= 1 . Preto P(A' f ] f i ' ) = 1 — y = y , teda P(A'\B') = 

= P(A' f | B')jP(B') = 1 / 1 = 1 . Podobné P(B'\A') = 1 . 
4.4. Pretože P{A f ) B) = P(A) + P(B) — P(A U B) a 
P(A\B) = P(A H B)IP(B), platí ' 

P(A\B) - P{A) + P{B) ~ P ( A U B) 
P(fí) 

4.5. P(B\A) = 1. 
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4.6. P(B\A) = 0. 

4.7. P(P) = ÍP(B(\Ui)= ípmPWUi)-!- ÍP(B\Ui) = 
i - 1 i - 1 4 i = l 

= l i l + A + 1 + A) = J L 
4 u T 4 T 5 T 6 j 15 

4.8. P(Ch) = S fi Ch) = £ P(Ck\Ai) P (Ai) = 0,03. 
.0,5 + 0,04.0,3 + 0,05.0,2 = 0,037. 

1 1 
P(AX)P(B\AX) 3 * 5 1 4.9. P(AX\B) = 8 1 3 1 1 1 2 2' ¿ J W P I B M , ! + 

0,5.0,03 15 
0,5.0,03 + 0,3.0,04 + 0,2.0,05 37 

4 11 P(ŽW\ = P(Ž)_P(V\Ž)__ 
1 1 J P(Ž)P(V\Ž) + P(M)P{V\M) 

0,6.0,01 3 
0,6.0,01 + 0,4.0,04 11 

4.12. Označme jednotlivé hypotézy Hx (3 biele), H% (2 biele, 
jedna čierna), Hz (1 biela, 2 čierne), Ht (3 čierne). Potom 

£ P(H{) P(B\H{) <=i 
1 1 
4 1 

1 . 1 + 1 l + l . l + l . o 2 ' 
4 4 3 4 3 4 

Podobné 
P(H,| B) = 1/3, P ( t f , | B) = 1/6, P(H41B) = 0. 
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4.18. Dané hú F(/>x) = 0,3, P(D2) - 0,5, P(Da) = 0,2, 
P(L\DX) = 0,15, P(L\Dt) = 0,3, P(L\DZ) = 0,2. Podia 
Bayesovej formule 

P(D\L) -

0,15.0,3 9 
0,15.0,3 + 0,3.0,5 + 0,2.0,2 47 

Podobné P(D%\L) = 30/47, P{D9\L) = 8/47. 

4.14. V tomto případe P(L\DX) = 0,154.0,85 = 0,002, 
P(L\D%) = 5.0,3*.0,7 = 0,028, P(L\DZ) = 5.0,2*.0,8 = 
= 0,006. 

P(n\n PW*>i)PV>i) -
n i A W - S P ( £ l A ) p ( A ) -

0,002.0,3 3 
0,002.0,3 + 0,028.0,5 + 0,006.0,2 79 ' 

P(D%\L) = 70/79, P(DS\L) = 6/79. 

5.1. xe ( J Eny o x$ J En o Vn, a ^ t f , ~ Vn, a e ^ i ~ 
o x 6 p) J^á. Druhů rovnost móžeme dokázat a j pomocou 
prvej takto: f ) En = f ) (E'n)' = (<J ¿7;)'; preto (() En)' = 
= ((J KYY = U K-

5.2. U En = (0,2), ň En = {1}. 
n—1 »=1 

5.8. Nie je, pretože (a, &)' = (— oo, a) \J (6, 

5.4. Sř je uzavretý vzhTadom na komplementy, ale nie je 
uzavretý vzhTadom na spočítatelné zjednotenia, pretože 
0 ( 1 /n, 1> = (0,1>É<7\ 

n-1 
5.5. Ak En € . r , tftk a j E'n e toda fl En - ( J E'n)' € <f. 
5.6. Nech Elt . . P o l o ž m e Fi — E{ (ť = l, . . n), 

Fi = En (i = n + 1, n + 2, . . .). Potom (i = 1, 2, 
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. . . ) , teda k i Ei = \ i F i ^ y . Tvrdenie o prienikoch vyplývá 
t=l i=1 

aj z de Morganovho pravidla 

n = •( ' j E'„y. 1=1 i = l 
5.7. Nech Eey. Potom aj E'esř, teda D = E J E'ey. 

Odtial 8 = Q'ey. 
5.8. E — F = E fi F'ey. 
5.9. Ak je y cr-algebrou, tak je uzavretý vzhladom na spoČí-

tatelné prieniky podia cv. 5.5. Naopak, a j y je uzavretý 
vzhradom na komplementy a spočítatelné prieniky, tak je y 
uzavretý a j vzhladom na spočítatelné zjednotenia, pretože 
U En = (rt E'ny. 

5.10. Každá (T-algebra y má uvedené vlastnosti vzhladom na 
cv. 5.7 a 5.8. Naopak, nech sú splněné uvedené podmienky. 
Potom je systém y (podia 1) neprázdný a (podia 3) uzavretý 
vzhladom na spočítatelné zjednotenia. Konečne, ak E e y , 
tak (podia 1 a 2) a j E' = Q — Eey, t e d a y je uzavretý vzhla-
dom na komplementy. 

5.11. Položme ^ = ^ ( » = 1 , 2 n ) , ! 1 ^ 8 (i = n + 
+ 1, n + 2, . . . ) . Potom P( ,J E{) = F{)= £ P{Ft) = 

i-1 <=1 i=l 
= £ P(Fi) + 0 = £ P(Ei). <= 1 i=1 

6.12. Ak F C E, tak E = F \J (E — F)y pričom Et E—F sú 
navzájom disjunktné. Preto podia 5.11 P(E) = P(F) + 
+ P(E — F). 

5.18. Podia 6.12 je 0 ^ P(E — F) = P(E) — P(F), teda 
P(F) ^ P(E). 

5.14. Položme En = & {n = 1, 2, . . . ) . Potom Q En = 0, 
od n«=l 

En sú navzájom disjunktné. Preto P(8) = £ -P(8), teda rad 
00 « = 1 
2 P(8) konverguje. Pře čiastočné súčty sn nekonečného radu 

n-1 
f p (8) platí: Bn = P (8) + . . . + P (8) = nP (8). Ale lim nP (8) 
existuje právě vtedy, ked P(8) = 0. 
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5.15. Podía cv. 5 . 1 2 j e P ( £ ) = P(Q — E) = P(Q) — P(E) = 
= 1 — P(E). 

5.16. Zrejme E \J F = (E — F) ' J (E f) F) U ( F ~ E)> 
E = (E — F) [J (E 0 F), F = (F — E) J (E fl F). Odtial 
P(E) = P(E — F) + P(E H P(F) = — + 
+ H P), P(£7 ý F) = — P) + f i F ) H- p ( F — 
— E) = P(E) + P(F) — P{E H F). 

5.17. Dôkaz je ten istý ako v cv. 1.20. 
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