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UvVoD

Otodfme-li pfsmeno V o devadesit stupiiit doprava
nebo doleva, dostaneme znaménko nerovnosti. Nevyhne
se mu nikdo, kdo se jen trochu zabyva matematikou,
a intuitivnd s timto znaménkem pracuje kazdy, nebof
denné viichni pouZfvime pojma ,,vétsf nezi‘‘, , mensf
nez‘ atp.

Bez nerovnosti se neobejde ani Matematickéd olympid-
da; vyskytuje se skoro v kaZdé tiloze — nezavisle na ka-
tegorii Fediteld. Ve v&t3iné tloh hraji nerovnosti pouze
pomocnou roli, ale podetné jsou i tlohy, v nichZ je ne-
rovnost podstatnou slozkou, v nichZ jde tieba o to vy-
felit jednu & vice nerovnosti (& ptesnéji, v dnesni
terminologii, nerovnic) o jedné &i vice neznidmych, kde se
jednd o urdeni rovinného oboru, ktery je popsin nerov-
nostmi atp. DilezZitost nerovnostf a nerovnic ve skolské
matematice je konec konct zdiraznéna i skuteénosti,
¥e specialnd jim byly v&novény u# dvé publikace Skoly
mladych matematiki: svazek 5 F. Veselého O nerovno-
stech a svazek 18 K. Havlitka Analytickd geometrie
@ merovnosti.

I v tomto svazku Skoly mladych matematikii pijde
o0 nerovnosti, oviem z ponékud jiného hlediska ne% tFeba
u obou zminénych publikaci. Zde budeme chipat ne-
rovnost ve smyslu odhadu, budeme se ptat, zda néjaky
vyraz, v némz vystupuji ¢isla 2,, z,, ..., , — oznadme
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tento vyraz symbolem F(z,, #,, ..., ,) —, lze odhad-
nout jinym, jednodussim, nebo pro nase konkrétnf idely
vhodnéjsim vyrazem G(z,, z,, ..., z;). Budeme zkritka
vysSetfovat nerovnosti tvaru

(U'l) F(xnzz, ..-,CD”) gG(Zl,ZJa, --"xn):

pfitem? &sla z,, z,, . . ., z, budou leZet v néjaké pfedem
dané mnoZiné M. Vyraz G(z,, z,, ..., x,) pak bude
hornim odhadem vyrazu F(z,, z,, ..., Z,), a naopak —
vyraz F(z,, z,, ..., ,) bude dolnim odhadem vyrazu
G(xy, g, - .., Zn).

Nespokojime se pfitom jen tak s néjakym odhadem;
budeme chtit, aby nerovnost (U.1) byla v néjakém
smyslu pfesnd. Tuto pfesnost miZeme vyjadfit raiznym
zpusobem: miZeme napf. poZzadovat, aby pro jistou
n-tici &fsel z,, z,, ..., 2, z M nastala v (U.1) rovnost;
nebo miZeme pozadovat, aby rozdfl mezi pravou a levou
stranou bylo moZno uéinit libovolné maly; nebo mzZeme
chtit, aby jistd konstanta — napf. konstanta ¢, ma-li
vyraz G tvar c.G(z,, @,, . . ., &,) — byla nejlepf moni,
t). napt. takova, %e nerovnost (U.1) uZ neplatf, zvoli-
me-li @ ve tvaru &.G, kde je & < ¢; nebo muZeme poZa-
davek pfesnosti vyjadFit jinak. Ilustrujme to na pfikla-
dech.

P¥fklad U.1. Pro kazdé redlné ¢&fslo = plati
z < el

plati viak také = < ajz|+ 8, jeli $ =20 a a =1.
Oznadime-li F(z) = 2z a G, s(x) = ajz| + B, dostaneme
odhad

F(z) = Ga, (@),



ktery plati pro viechna reilnd &sla z, je-li a =1
a B = 0; nejlepsim hornim odhadem ze viech odhadd
tvaru @, s oviem bude vyraz G,.(z) = |z|, nebot
G,o(z) = Q,, s(x). Jinymi slovy: konstanty x =1, § =0
jsou ze vSech konstant « = 1 a 8 = 0 nejlepst.

PFiklad U.2. Zvolme za M interval <0, %> a polozme

F(z) = sin 2. Zkoumejme horn{ odhady H,(z) tvaru
«.z & dolnf odhady Ds(x) tvaru §.z, tj. zkoumejme, kdy
pro viechna z € M platf

Dy(z) < sinz < H,(x)
¢ili
(U.2) fr <sinzx < ax.
Lze ukazat, Ze to platfi pro a =1 a 8 §% (viz téZ
ol_)r. 1), zatimco pro « <1 neplatf horni odhad a pro
g > —i— neplati dolni odhad (uvédomte si, Ze viude je

podstatné, ze x € M!). Nerovnosti

y‘ /. //y.x




2 rsidnz gz
T
jsou ptitom pfesné v tom smyslu, Ze rovnost nastivé

jednak pro z = 0 a u dolnfho odhadu je§td pro z = —921 .

Konstanty 8, = % a oy =1 jsou nejlepsi moZné, nebot
je-li B <% a a > 1, pusti

fr < fx <sinz S ax < ar.
Pi¥iklad U.3. Budte «, § kladnd ¢&isla, M interval (a,o0)
a F(z) = %V:LT—T . Cht&li bychom vyraz F(z) od-

hadnout shora vyrazem typu H,(z) = yz, y > 0. Z geo-
metrie vime, %e vyraz F(z) popisuje &ist hyperboly

(viz té% obr. 2). Je-li y < %, bude nerovnost

(U.3) i:‘— Jor = ot < yz

y /§= 7X
>4

x¥

Obr. 2.



platit jen pro nékteré hodnoty z, nikoliv pro vdechna
x € M (felte rovnici §}/2® — a® = ayz!). Hornf odhad

dostaneme, volfme-li y % . Nejlepsf horni odhad pf¥i-

tom dostaneme, volime-li y =y, = % , nebot pro

y > v, & pro ka¥dé z € M plati
%V?v’—a’ S ypow <y,

Zde nelze ukdzat, Ze by v nerovnosti (U.3) nastavala
Pro y = y, rovnost, naopak, nerovnost je vidy osird.
Rozdil mezi pravou a levou stranou vsak konverguje
k nule, roste-li # do nekoneéna, tj. rozdil mezi pravou
a levou stranou lze udinit libovolné maly volbou vhodné
hodnoty 2.

Nerovnosti typu odhadi se v Matematické olympiddé
dasto objevuji. Napt. v 8. roéniku byl v kategorii B zadén
tento piiklad: ,,Dokaite, Ze pro kaZdou trojici kladnych
d4isel a, b, c plati vztah

1 1 1
(“+b+0)[7+7+?] =9;
naleznéte viechny trojice, pro néZ nastivd rovnost.‘

To lze chapat jako tlohu dokazat odhad

1
a+b+c’
ukédzat, %e je pfesny a Ze devitka je nejlepsf moZnd
konstanta. Tato tloha je specidlnim piipadem tlohy,

které se objevila ve 2. rodniku Matematické olympiady
v kategorii A a kde Slo o to dokédzat nerovnost

1 1 1
[7+?+?]29



1 1 1
(Ud) (@ +2+... +x,.)[?1 +;; +.. +}—) = n

My se k této tloze vratime v dal§im a uvedeme dva zpii-
soby Fefeni této vdlohy — viz pfiklad I.1 a piiklad II.2.

V tomto svazku uvedeme nékolik uziteénych odhada
nebo — chcete-li — nerovnostf. Jejich vyznam —
a i smysl tohoto svazetku — je v tom, Ze je dobré
je znit, védét o nich, nebot se mohou hodit pfi Feseni
fady tloh, s nimiz se tenaf setkd [viz napf. nerovnost
(U.4) — autor ztroskotal kdysi privé na této tloze
a dodnes se za to hanbf; kdyby byl znal Cauchyovu
nerovnost, vytesil by ji obratem ruky, ale tehdy jesté
svazky ékoly mladych matematiki neexistovaly].
To v8ak neni jediny jejich vyznam, a fekl bych, %e neni
ani hlavni. Za dulezitéjsi nez zndt tyto nerovnosti pova-
Zuji umét je dokdzat, & presnéji védél, jak se dokazuji.
V téchto ditkazech (a my u nékterych nerovnosti uve-
deme dikazi nékolik) je totiZ skryta fada p&knych idejf,
§ikovnych podetnich obrati a pod., coZ vée lze vyuiit
i v fadé jinych matematickych problémi.

Doporudujeme proto &tendii, aby pifi etb® tohoto
svazetku maximalné spolupracoval, aby sledoval hlavn{
ideje dtikazi jednotlivych tvrzeni a pokusil se je odliit
od téch krokd, které predstavujf jistou podetni rutinu,
aby se zamyslel nad tim, zda se na dany problém lze
divat i z jiné strany a zda existuje moZnost zobecrio-
vani. To byl konec koncu i divod toho, Ze nékteré ne-
rovnosti jsou dokazoviny vicerym zplsobem, a¢ by se
to mohlo nékdy zdat zbytedéné & zbyteéné sloZité.

Kazda kapitola obsahuje fadu iloh, jejichZ Feseni by
mélo &tendfi pomoci v tom, aby se mohl podilet na pravé
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potadované spoluprici. Ulohy jsou rézného stupnd
obtiZnosti a v zdvéru svazku jsou obsaZeny vysledky,
navody k Feseni nebo celd FeSeni; bylo by viak vhodné,
kdyby &tenaf nalistovani poslednich strinek odloZil na co
nejpozdéjsi dobu. Bylo by moZno dodat vice iloh é&i
piikladi, domnivdm se vSak, Ze ulohy zde obsaZené
mohou zainteresovaného &¢tenafe podnitit k tomu, aby si
podobné tkoly kladl sim; pfitom bych chtél pfipome-
nout, Ze beze smyslu nejsou ani zddnlivé zcela trividlni
tlohy jako volba specidlnich é&fsel v dané nerovmosti
(viz napf. dlohy II.1 a II.2 nebo dlohy IIL.3, IIT.4
a II1.5) —i takovy vysledek miiZe byt zajimavy a nékdy
dokonce osvétli nerovnost vice nez vztah s obecnymi
vektory. A &tendf, ktery bude mit skutedny zijem,
najde inspiraci v seznamu literatury na koneci svazku:
zvladté v knihach [4], [5] a [6] najde mnoho dalgich
vhodnych iloh.

Nakonec nékolik slov k uZiteénosti nerovnostf,
o nichZz budeme hovofit. Vyjdéme t¥eba z elementirni

nerovnosti
(a - b)2 2 0 ’

ktera plati pro viechny dvojice redlnych &isel @, b.
Plyne odtud, Ze a% — 2ab + b2 = 0, &ili Ze a? 4 b2 =
= 2ab, ¢ili Ze

1 1
(U.5) ab < 5 a? + - b2,

Tim jsme tedy odvodili jednoduchy odhad vyrazu
ab, ktery je zajimavy ptedevSim pro a =0, b = 0.
Odhad (U.5) znal uZz Eukleides a my v dal§im uvidime,
jak je uZiteény (geometricky znamend, Ze plocha obdél-
nika nenf v&tsi nez polovina plochy &tverce sestrojeného
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nad dhloptitkou!); zobecnénim tohoto odhadu, s nim%
se téZ setkdme, je odhad

] 1 11
W< =t — b [ >1g>1,— —=1].
s 5@+ p>Lg>1—+

Tento odhad je jednim z nejduleZitéjiich pomocnych
prostfedka pfi FfeSenf rtznych problémii matematické
analyzy, a to problémiu velice netrividlnich. § trochou
nadsizky lze ¥ici, Ze na tomto odhadu je zaloZena ne-
jedna matematicka teorie. Snad tedy &tendt uvéi, Ze
nerovnosti, s nimiZ se setka, nejsou jen samotdelnym
prostfedkem Matematickych olympidd.
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PRIPRAVNA KAPITOLA

V dalsim podstatné vyuZijeme tohoto pomocného tvrzent:
Véta P.1. Budif « redlné &islo, t > 0. Pak platt

Pl) t*—at+a—1=0proa>1lapro a<0,
(P2 tr—at+a—1<0 proace(0,1).

Rovnost v (P.1) ¢ v (P.2) nastdvd tehdy a jen tehdy, je-li
t =1,

Poznimka P.1. Pro hodnoty « = 0 a « = 1 neni ve vété
P.1 vysloveno Zadné tvrzeni. Je vSak ihned vidét, Ze pro
tyto hodnoty plati v (P.1) rovnost pro viechna ¢ = 0.

Uloha P.1. Ptedpoklidejte, Ze platf (P.1) pro > 1, a do-
ka’te, %e pak plati (P.1)pro« < 0 a (P.2) pro « € (0, 1).

Z ptedchizejici dlohy plyne, Ze stadi dokazat (P.1)
pro « >1, a tim uZ bude dokizina celd véta P.1.
BudiZ s > 0 a budiZ n pfirozené ¢fslo. Pak je
gl —1  gon—1 _8— . -
n+1 n n+1(8+8“ +otetl)—

Sl w14 . fst1) =

s—1

= n(n+

) (ns» —s*1— ... —8—1);
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odtud plyne (musfme rozlidit piHpady 0 <s < 1a s >1),
e

st —1  s—1
(P.3) P Rl

a Ze rovnost nastane tehdy a jen tehdy, je-li s = 1.

0

v

Jsou-li nyni m a n p¥irozena &sla, m > n, plyne z (P.3)

m o n ___
8 l_s 120;
m n

poloZime-li zde § = #¥» (¢t > 0) dostavime nerovnost
pn —1— 2 ¢ —1)=o0,
n

coZ je nerovnost (P.1) pro racionalnf ¢&sla r >1:
(P.4) tr—rt4+r—1=0, r>1 racionilni;
tato nerovnost je ostra pro ¢ # 1.

Je-li nyni « iraciondlni &slo, a > 1, existuje posloup-
nost {ry} raciondlnich &fsel r, >1 tak, Ze limr, = a.

k> o
Pro kaidé r, plati (P.4); pfejdeme-li tam k limité pro
k - oo, dostdviame (P.1) i pro a > 1. Tato nerovnost
uz oviem nemusi byt ostrd pro ¢ #1. To viak
,»napravime‘’ takto: Je-li « >1at # 1 (¢ > 0), poloii-
me

a = r.f, kde r je raciondlni &¢islo,» > 1,8 > 1.

UZijeme-li nerovnosti (P.4) pro ¥ misto pro ¢ (tf # 1),
bude

@y —rtP +r—1 >0 &li ¥y >rtf—r + 1.
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Pak viak je
t*—abt+a—1=@Fy—rft+r8—1 >
>rf—r+1—rft+1rf—1 =
=rfP—pt+p—1) =0,
takZe nerovnost (P.1) je opét ostra pro «a >1 a t # 1.

Poznimka P.2. V&tu P.1 lze oviem snadno dokazat,
ovldddame-li zéklady diferencidlniho podtu.

V daléim budeme pouZivat oznadeni, které nyni za-

vedeme: BudiZ n pfirozené &islo, z,, z,, ..., z, komplex-
ni &isla; n-tici téchto &isel budeme znadit x:
X =(2,Zy, ..., Zs),

a budeme hovofit o (komplexnim) vektoru x. Budou-li
¢isla z,, 2,, ..., ¢, reilnd, ¥ekneme, Ze vektor x je
redlny. Nékdy budeme hovoiit o bodu x — bude tfm
minén bod n-rozmérného eukleidovského prostoru, ktery
m4 soufadnice z,, z;, ..., Zs

A nynf oznadenf:
1=(,1,...,1); 0=(0,0,...,0);

X =0 znameni, 2ez. = 0prok=1,2,...,n (how'rofi-
me pak o nezdporném vektoru x);

x >0 znamena, Jex;, >0prok =1, 2, ..., n (hovo¥i-
me pak o kladném vektoru x);

x # 0 znamena, Ze 2, #0 pro k=1, 2, ..., n (8.
pro vdechna k);

X 3£ 0 znamend, Ze z; # 0 alespoii pro jedno z &fsel k;

1 1 1 1

‘;‘=(?1, z—z,...,-z':] prOX;éo,
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x? = (27, 23, ..., 22) pro X = 0 a kladné &islo p resp. pro
x >0 a redlné ¥slo p; specidlnd je

Vx'= (V. Vza, ..., Van)s
x| = (=], [, - - - |2al) 5
ma(X) je pro redlny vektor x nejmendl z ¢fsel z,, z,, . . .,
Tn;
M, (x) je pro redlny vektor x nejvétst z ¢sel x;, x,, .. .,
Zn.
Jo-li x = (%,,%,, ..., %) 8 Y = (Y1, Ya» - -5 ¥Yn), pak
x+Y =(x1+y1’zz+y2) ---;%‘I‘?/n),
X.Y = (ZyY1, LYz - - -1 TaYn)

c.X = (cx,, ¢x,, ..., c%,) pro komplexni &fslo e,
X _ (& & ﬁ] oy =0

) 4 [3/1 Ty’ " Yn pro y '

X =yznamend, ¥e 2, =y, prok =1, 2, ..., n.

Rekneme, %o vektory x a y jsou imérné, a zapiSeme
to symbolem

x~Yy,

existuji-li redlnd &sla «, B tak, Ze a® 4+ B2 >0 a Ze
ox = fy

(tj. axx =Py Prok =1, 2. ..., n).
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Kapitolal.

ARITMETICKY, GEOMETRICKY
A HARMONICKY PRUMER

Budi? x = (z,, Z,, . . ., %s). Oznadme

(L1) An(x) = 2+ 2+ ...+ Ta

n

tzv. aritmeticky pramér &sel x,, z,, . . ., x,; ddle oznadme
prox =0

(1.2) Go(x) = Jzs2s. - .20

tzv. geometricky pramér &sel z,, z,, ..., Z, a konetnd
oznadme pro x = 0

(L3)  Halx) = §—— =
ERET R
tzv. harmonicky pramér &sel z,, z,, ..., %
Je ihned vidét, Ze pro x >0 je A,(x) >0 a
1 1
@4 %(3) - 2w
&ili
1 1
@8 Ha(%) dux) = H,.(x).A.(—x—) -1

pro kazdé x >0.
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Daile je zfejmé, Ze pro

(I.6) T, =2y = ... =Tp,=a >0
je
(L.7) An(x) = Go(x) = Ho(x) = a.

Oznaéime-li dile pro x >0 log x = (log z,,log z,, ...,
log z,), je z definice aritmetického a geometrického prii-
méru vidét, Ze

1
(I.8) logGu(x) = Y (log z, +log z, + ... 4 log z,) =
= A,(log x) .

Pomoci tohoto vzorce lze fadu vlastnosti geometrického
priméru odvodit z vlastnosti aritmetického priméru.

Oznaéime-li e* = (6%, e, ..., e%), plati tento vzoree,
ktery je ,inverzni‘ ke vzorci (I.8):
(1.9) Ao(e%) = e4al,

DokéZeme toto dileZité tvrzeni:

Véta 1.1, Necht je x > 0. Pak je
(L10)  ma(x) < Ha(x) < Gu(X) = Aa(x) < Ma(x).

Jsou-li alespots dvé z Elsel x, , x,, . . ., x, riznd, jsou viech-
ny nerovnosti v (1.10) osiré.

Tato véta v sobé zahrnuje fadu nerovnosti; dokidZeme
je postupné. Dukaz pfipadu

(I.11) ma(X) < Ha(x)

je snadny: Bez Gjmy na obecnosti mizZeme piedpokla-
dat, Ze plati
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(1.12) 2, 2,2 ... £X, ST,,
1

plitem? je z, >0. Pak je mu(x) =z, a :— <1 pro
k

k=12, .,n To znamena, Ze
1 , z, z,
— .. —=—4 — — =<
gttt ot t2s

<1414 ...4+1=n
a po vydsleni této nerovnosti kladnym &fslem [a:i +

1
+a:i 4+ ... F —51—] dostavame (I.11). — Bude-li alespoii
2 n
jedna z nerovnosti v (I 12) ostra, bude ostra alespori
jedna z nerovnosti L1 =1(k=12,...,n)adostane-

me ostrou nerovnost mp(X) < H,.(x) — Bude-li platit
(I.6), bude m,(x) =a a to spolu se vztahy (I.7) ddva
rovnost

Ma(X) = Hy(x) .

Stejné snadno se dokédZe nerovnost

(1.13) An(x) < Mo(x) .
Opét totiz muZeme predpokladat, Ze plati (I.12); pak je
Mn(x)=xn az+ &+ ... +2% ST +24 ... +
+ 2, = nM,(x), odkud uZ (I.13) plyne. — Bude-li ales-
poni jedna z nerovnost{ v (I.12) ostrd, dostaneme ostrou
nerovnost d.(x) < M,(x), kdezto v piipadé (1.6) bude
Mn(x) = An(X) =a.

Nejdilezitéjsi z nerovnosti (I.10) je nerovnost mezi
aritmetickym a geometrickym primérem — oznadme ji
(AG):

(AG) Ga(x) < A,(x).
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Dikazu této nerovnosti vénujeme zvlastni odstavec;
zatim viak predpokldadejme, Ze (AG) platf, a dokaZme
za tohoto pfedpokladu posledni z nerovnosti v (I.10),
nerovnost

(1.14) Ho (%) < Gu(x) .

Z definice geometrického priméru pfedeviim plyne, Ze

(I.15) G’,.[%] = _G,,l(—x) prox >0.

Nerovnost (AG) plati podle pfedpokladu pro kazdé
x >0, a plati tedy i pro % , 5.

(L.16) G,,[%] < 4, (%] .

Tuto nerovnost miZeme pomoci vzorci (I.5) a (I.15)
zapsat ve tvaru
1 < 1
G.(x) = Hu(x)

a odtud uZ plyne (I.14). — Je-li alesponl jedna z nerov-
nostf v (I.12) ostrd, je (podle pfedpokladu!) ostrd i ne-
rovnost (1.16), a tedy je pak H,(x) < Ga(x).

Pozndmka 1.0. Vzorec (I.10) shrnuje celkem 10 nerov-
nosti. My jsme zde dokazali dvé pfimo a jednu za p¥ed-
pokladu, Ze platf nerovnost (AG); zbyvajici uZ z téchto
ty¥ nerovnosti plynou. Radu z t&chto zbylych nerov-
nosti lze ovéem dokdzat pfimo: napk. m,(x) < Q. (x),
ma(X) = Aq(x) a dalsf. Také to, Ze v jistém smyslu pre-
ferujeme nerovnost (AG), nenf podstatné: Ctenat snadno
dokaZe, Ze nerovnost (AG) plyne z nerovnosti (I.14),
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a tak lze tedy dokédzat (I.14) a v8echno ostatni odvodit
z této nerovnosti. Doporudujeme proto &tendfi, aby si
rozmyslel, které z deseti nerovnosti obsaZenych v (I1.10)
lze dokézat p¥imo, bez ,,okliky*‘ pfes nerovnost (AG).

Diikaz nerovnosti (AG)

Existuje cela fada dikazi této nerovnosti, liicich se
metodou, niro¥nosti a pouZitymi pomoenymi prostied--
ky. Jen v knize [1] je uvedeno téchto dukaza dvanact.
Zde uvedeme zatim &tyii dikazy; jejich myslenky lze
vyuzft i v fadé jinych dvah.

Prvni dikaz je (pravd&podobnd) i historicky nejstarsf:
vznikl kolem roku 1820 a jeho autorem je A. L. Cau-
chy (1789—1857). Tento dilkaz je zajimavy mj. také
tim, Ze vyuZivi tzv. regresivn{ (zpétné) indukece.

U% v dvodu jsme ukizali, Ze platf nerovnost

(I17) ab = % (a® + b?) pro véechnaa = 0,5 = 0;

z odvozeni této nerovnosti je vidét, Ze bude ostra, bude-li
a #b., Zvolme z, >0, z, > 0 a poloZme v (I.17)

a = )z;, b = |/z,; pak bude
— 1
(1.18) V"’l"’z = ) (21 + 25)
¢ili
Gz(x) é Az(x) ’

pFiem% nerovnost je ostra, je-li z; # z,. BudiZ nyn{
Y = (%1, Y25 ¥s» Yo) > 0. Podle (I.18) pak je

- 1 — _ 1

Vylya s 5 (1h+y.) & V?/s?/d S ) (s + )
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a tedy
(L19)

4 i n
V?/lyzys?h = V]/ ?/13/2-]/?/3?/4 <

1 1
= V—2‘(?/1+?/2)- ’2—(.’/a+y4);

tato nerovnost bude ostra, bude-li ¥, # y, nebo y, #* y,.
PoloZme déle v (I.18)

1 1
T = 5} Y1+ ¥2), 23 = ) (Ys + ¥4) -

Dostaneme

|5 o+ w05 a0 =

1 1

< 7(?/1‘*‘1’/2)4‘—2'(?/3‘*‘%) _ Yo b Y+ Yt U

== 2 4 3

pfitom tato nerovnost bude ostri, bude-li y, + ¥, #
# Yy + Y., 8 tedy specidlné v ptipadé, kdy je y;, =y,
a ¥y = Y, (a kdy tedy v (I.19) nastava rovnost), ale kdy
Ya ¥ Y3. Spolu s (1.19) dostavame tak nerovnost

Gyy) = Ayy),

kterd je ostrd, jsou-li alespon dvé z &fsel y,, y,, ¥, Vs
razna. ,

Stejnym postupem miZeme nyni matematickou in-
dukef dokazat, Ze nerovnost (AG) plati pro » = 2, 4, 8,
16, ..., tj. pro &sla tvaru 2%, kde k je ptirozené &fslo.
Plati-li totiz (AG) pro 2 = n,

Gu(x) = 4a(x),
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dokdZeme (AG) pro 2t*! = 2n takto: Pro y = (y,, ¥,

eeos Yns Yni1s Ynszs « - -» Y2n) poloZime u = (¥, vy, ...
Yn) & ¥ = (Yni1r Ynsas - -, Yzn). Podle Indukéniho pi‘ed-

pokladu je

G(u) < 4,(u) a G,(v) < 4A.(v),
a tedy

Gonly) = | Ga(U)-Ga(v) < VAu(u). A,(v)
a z nerovnosti (I.18), pouZité pro z, = A.(u) a z, =
= A,(v), pak plyne

Ganly) < VAa(u). 4a(v) < An(u) -;— An(v)

= Aznly) .

Uvahy o tom, kdy je tato nerovnost ostrd, si &tenar
provede snadno sam.

Tifm jsme dokazali nerovmost (AG) pro specialni
hodnoty n. Pro zbyvajici pfirozena é&fsla ji dokdZeme
zpétnou indukef, ktera tvrdi: Plati-li (AG) pro » = 2,
plati i pron — 1.

UvaZujme proto pro x = (r,, &3, ..., Tay) >0
vektor y = (y,, ¥a, ..., ¥a), definovany takto:

yi=x proi=12...,n—1;
zl+z2+---+xn—l

n—1

Yn =

Pak je téZ y > 0; nerovnost G,(y) < A4.(y), kterd podle
pledpokladu platf, mé tvar

n

o) Jamy s, [ E B o

n—1
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T+ a4 ..+ Tay + ‘”1+3’2;L|‘_---1- + 2y

= =
n

_ ot A ... +a:,._1.

n—1

To muZeme zapsat té% takto:
[Gra(x)]n 7D [An 1 (X)]V* = Ana(X)
Vynasobime-li tuto nerovnost kladnym &fslem
[An_i(x)]72m,
dostaneme nerovnost
(Gra ()]0 < [An, ()70,

odkud plyne nerovnost (AG) pro n — 1 umocnénfm. —
Jsou-li alesponi dvé z &sel z;, z,, ..., o, riznd, jsou
riznd i alespoti dvé z &isel ¥, ¥, . . -, Yn_1, Yn; DETOVNOSE
v (I.20) je pak ostrid a ostra bude i vysledni nerovnost
Gn—l(x) < A'n—l(x)'

Druhy diikaz byl publikovén v roce 1954 a jeho autorem
je G. Ehlers: Uvazujme takové x >0, Ze je

(I.21) Ty Xy . Ly =1
(tj. [Gn(2)]*= 1). Pak lze nerovnost (AG) upravit na tvar
(1.22) nt+ x4+ ...+ =n.

DokéZ?eme indukei, %e (I.22) plati za pfedpokladu
(1.21).*) Piedeviim plati nerovnost (I.22) pro n = 1.

*) Dikaz je uveden té v 6. svazku Skoly mladych mate-
matikd Matematickd indukce (str. 35, pfiklad 4).
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Predpoklddejme nynf, Ze plati pro n, a méjme vektor
y= (!ln ceoy Yny yn+1) takovy, Ze

YiYa: - YnYnia = 1.

Mezi &sly y,, ¥s, - - -, Yny1 Pak musf existovat dvé &isla
¥ a y; (v #§), pro néZ plati: y; < 1, y; = 1. Bez djmy
na obecnosti 1ze pfedpoklidat, Ze to jsou &fsla ¥, & y,.
Joe tedy y;, <1 a y, =1 ¢ili y —1<0 a y,—1=0
Gili (y, —1)(y,— 1) =< 0. Tuto posledni nerovnost
lze zapsat takto:

Vit 1=y+9,.

Piidteme-li na obou stranich vyrazy y, + y, + ... +
~+ Yn + Yn41, dostaneme

(1.23) ittt Yt oYt Y =
2l 4y +ys+ oo Y-

PoloZme
Ty =Y1Y2, T2 =Yg, Tg =Y4s -5 Tn = Yny1 -
Pak vektor x spliiuje podminku (I.21), nebot
Ty Tg. o Tn = YYsYse « Ynyp =1
a podle indukénfho pfedpokladu pak plati (I.22), tj.
ittt =yt Yt Y20,
Z nerovnosti (1.23) tedy plyne
3/1+?/z+ e +yn+yn+1 2l4mn,

coz je (I.22) pro » 4+ 1. — Bude-li alespori jedno z;
rizné od 1, bude nerovnost v (I.22) ostra, kdeito pro
T, =3 = ... =x, = 1 plati v (I.22) rovnost.
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K nerovnosti (AG) pro z = (2,, 2, . . ., 2,) > 0 dojde-
me nyni tak, Ze poloZime

r; = ,’i=1,2,...,n

_&
Ga(2)
Pak je z,z,. ..z, = 1, a tedy

1
+ x4+ ... +zn=m(zl+zz+ e Fz)=m,

odtud uzZ plyne, Ze G,(z) < A.(z).

Tieti diikaz pochédzi od E. Jacobsthala a byl uvefejnén
v roce 1951. Je sice pondkud umély, uddvd viak sou-
tasnd zajimavy vztah pro rozdil A.(x) — G.(x).

Budiz x = (z;,,, ..., %,)ak = 1,2, ..., n; oznaéme

k
(L24) 4,= Bt Ht T % g, = Vo

Jotedy k. Ay =z, + 23+ ... + 2, & Gf =225, . .7
a odtud dostdvame tyto rekurentni vztahy

(L.28) (k4 VApy, = kdp + 2esq, Gl = G§-Zina s
k=12 ...,n—1.

Pak je
L R S
k+1—k+1‘ k k-l—lxkﬂ—
ok 1 41
_k+1A"+k+1 GE
.
G G kt1
(1.26) A,y = L+1 At T T [ 5:‘]

p2:



Nyni uZijeme nerovnosti (P.1) z pHpravné kapitoly pro
« =k + 1; tato nerovnost mé pak tvar

1 =>(kk+1)t—k pro t=0,
pfitemZ pro ¢t # 1 je nerovnost ostra. PoloZime-li zde

dostaneme
(h] z(k+ 1)t G"*‘ —k,
Gy

coZ po uZit{ v identitd (1.26) dava:

k G §
Ao 251 At k+1[ 22N 1)—Ic]=
k k
=k+1AL+Gk+1 k+1Gk
éili

@2 (ra—Gr) 2 g (— ).

ProtoZe pro k = 2 je 4, = Q,, plyne z posledn{ nerov-
nosti
A, =26, pro k=23,...,n,

coZ pro k = »n je nerovnost (AG). Jsou-li alespori dvé
z &sel 2,, x,, ..., z, rlizna, je nerovnost (AG) ostra:
Ize totiZ ¢isla z; uspotddat tak, aby bylo z, # x,, a pak
je (jak vime nap¥. uZ z prvnfho dikazu) 4, > G,.

Z (1.27) ihned plyne
(dn—Gy) 2 %(A,,—G,,) pro nz=p=2,
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a specialné tedy
(1.28) (4s—G) = % (43— Gy) .

Ctvrty diikaz nebudeme provadst do viech podrobnosti;
ty si ¢tenaf snadno doplni. Dikaz vyuziva jisté zajimavé
vlastnosti aritmetickych a geometrickych prameéri.
Budiz tedy x > 0 a ptredpokladejme, Ze plati (I.12).
Aritmeticky primér 4,(x) oznadme pismenem a a utvof-
me z vektoru x novy vektor y takto: Prvek x, (nejmensi
prvek v x) nahradime &fslem a, prvek z, (nejvétsi prvek
v x) nahradime éislem z, + z, — a, prvky z,, z,, ...,
Z,_, ponechime beze zmény. Bude tedy y = (y,, ¥.,
-+ Yn1s Yn), kde

Y1 =0, Y = Ta, Y3 = T3y -« o3 Yny = Tagy
Yn =2, + 2p—a.
Ztejmé je
(I.29) A,(y) = Aa.(x) =a,
tj. aritmeticky primér se pfi pfechodu od vektoru x
k vektoru y nezméni. Podivejme se, jak se bude chovat
geometrlcky primér: Podle (I.12) je =, < 2; < z, pro
1=1,2, , 0, a tedy je
e =+ &+ ...+ =
=S4+t .. TS
éxn+xn+ cer T Tn = N2T,
Gili z, < A,(x) < =z,. To znamend, %e je a—z, =0
ax,—a =0, ¢l
0=(@—=z)(tn—a)=
= a(®, + ¥ — @) — 2, %0 = Y)Yn — T1%n .
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Dostali jsme tak nerovnost

T\ Zn = Y1Yn
vyndsobime-li ji kladnym éslem 2,2,...2,_;, =
= Yo¥Ys- - -Yn—1, dostaneme po odmocnéni nerovnost
(1.30) Gu(x) = Galy),

tj. geometricky primér se pfi pfechodu od vektoru x
k vektoru y nezmend{.
Vsimnéme si nyni vektoru y. Jsou dvé moZnosti:

(a) &islo a je nejmensi z &isel y,, y,, ..., ¥a; (b) &islo a
nenf nejmensi z ¢sel y,, 5, ..., Yn.
V piipadé (a) jea < y: pro ¢ =2, 3, ..., n; uvédo-

mime-li si, jak jsou definovana é&fsla y;, dostivame ne-
rovnosti
(1.31)

A5, aS%, ..., 0 82,052, f2,—a.

Sedtenfm téchto nerovnosti dostavdme

m—laLz,+23+ ...+ Ty t+2,+2,—a=
=nds(x)—a =(n—1a
¢ili
n—1las=(nrn—1a.
Zde viak nutnd musi platit rovnost, a tedy musf platit
rovnosti ve véech nerovnostech v (I.31):

=2y =Z3=... =Ty =T, + Tn—0a.

Protofe y, = a, dostivime odtud y, =y, =.
= Y., = a; & protoZe A,(y) = a, plyne odtud, Ze ta.ké
Yo =T, + T, —a = a. Vektor y mé tedy v pi‘ipadé (a)
tvar

(2,a,a,...,06,a).
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V pHpadé (b) bude mezi ¥sly y,, y;, ..., ¥» existovat
dslo mensf neZ a. Ponévad: viak A.(y) =a [viz
(I.29)], musf mezi nimi existovat i &slo vét3i neZ a

(jinak by totiz bylo a = A.(y) <% =a, a to je
spor). Uspotdddame-li tedy &isla yy, s, ..., ¥ podle veli-
kosti: i, Yiyy -+ Yin_y» Y1, bude se &islo a(=y,) vy-
skytovat alespoii jednou mezi &sly yi,, %5, - - i, - *)

Nyni utvotme z vektoru y novy vektor z stejnym po-
stupem jako jsme to uéinili u vektoru x: PoloZ{me

2] =0y 29 = Yigs 23 = Yigs -0y
Zay = Yip_p 2 =Y + Y%, —a
(uvédomte si, Ze jo A.(y) = a). Pak bude (viz (I.29)
a (1.30))
A.(Z) =a a G.(y) =< Ga(2).

Mezi &sly 2,2, ..., 2., se vyskytuje alesponi jedno
&slo a, a protoZe 2, = a, je &fslo a ve vektoru z zastou-
peno alespofi dvakrit. Stejné jako u vektoru y zjistime,
%e bud mé z tvar (g, @, g, ..., a, a), nebo je jedno z &isel
z (¢ = 2) mensf nei a, tj. plati
2iy <Z7'. g Zjy é e é ziﬂ—-l g 21"’ ,

kde z;, <a a mezi &sly z;,, ..., 2;, | se &slo a vyskytuje
alesponi dvakrat.

Budeme-li v tomto procesu pokrafovat, dostaneme
po k-tém kroku (k <n) vektor u = (u,, uy, ..., Un),
v ném% alespofi k é&fsel bude rovnych a, a pfitom bude
platit

An(X) = Auly) = 4u(2) = ... = Au(u) =@,
Gu(x) S Gu(y) £ Gi(2) = ... S Gp(u).

*) DokaZte, Ze nemiiZe byt y;, = a.
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Po nejvyse n—1 krocich dojdeme k vektoru w = (a, a,
...,a), nebot pak bude w, =w,=... =w,, =a,

n n
a tedy také w, = a. Ale G,(w) = Ja.a.....a =|a* =aq,
takZe mame

Ga(X) < Gu(w) = a = 4,(x),

coZ je nerovnost (AG).

Poznamka 1.1. Ditkazem nerovnosti (AG) je dokédzdna
véta 1.1 jako celek. Viimnéte si, Ze jsme dokézali vlast-
né o néco vice; ukazali jsme totiZ, Ze rovnost v (I.10)
plati tehdy a jen tehdy, je-li z, = 2, = ... = 2,.

V jistém smyslu jsou tedy nerovnosti v (I.10) pfesné;
v dal3im viak ukdZeme, Ze existuje celd fada vyrazu
F(z,, z,, ..., T,), které lze vloZit napf. mezi A,(x) a
G, (x). Tvrzeni z prvniho odstavce této poznidmky oviem
zaruduje, %e pro z, =z, = ... = ¥, musi byt

F(zl’ LTI .’17,,) = An(x) = Gﬂ(x) .

Uloha I.1. Ctvrty dikaz nerovnosti (AG) lze upravit
tak, Ze se vyuZiva geometrického priméru G,(x) =g.
Provedte to.

Uvedeme nyni nékolik pfikladi, v nich% jednak uZije-
me nerovnosti z véty I.1, jednak odvodime daléf vztahy
pro praméry.

PFiklad I.1. (2. roénik MO, kategorie A.) Budiz x = (z,,
Zy, ..., &) > 0. Pak platf
I.32)
1, 1 1 .
x1+xz+---+xn)[T+~x—'+---+ ]gn.
1 2

Tn
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Nerovnost (1.32) neni totiZ niéim jinym ne# upravenou
nerovnost{ mezi harmonickym a aritmetickym prims-
rem: Jo H,(x) < A.(x) a z (1.5) plyne

1 = H,(x)4, [%] = A.(x)A, (%J ;

4sobfme-li tuto nerovnost &islem 72, dostdvame
(1.32). — Dokonce z véty 1.1 plyne, Ze rovnost v (I1.32)
nastane tehdy a jen tehdy, bude-li 2, =z, = ... = z,.

Pifklad 1.2. Budiz x >0 a oznadme s =z, + z, +

+ ... + 2, = nd.(x). Pak platf
(133) (1 +2)(1+2)... (1 +20) = kio e

Utijeme-li totiz nerovnost (AG) pro vektor 1 + x (viz
oznateni na str. 13 a 14), bude

(L + 2)(1 + z) ... (14 2a) = [Gall + X)]* S

St +o0pr = [ £ a+m)'=( £ T2

8 n
=0+ 40l = (14 2 .
Podle binomického vzorce je nyni

(2723 ()

1 arn—1)...n—Ek+1)
=14+ Z 21 ) s
n 1 k—1Y) & noogk
=‘+k§ll(1—7] (=) m s E

a (1.33) je dokazano.
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P¥iklad 1.3. BudiZ z, <2, <... Sz, a Y, S = ... =
< Y. Pak platf

w3 (;Ea)(y Ea)s

Tato nerovnost se nazyva Cebydevova a lze ji zapsat ve
tvaru

(1.35) 4,(x). 4a(y) < An(x.y) .
(vyznam symbolu x.y byl vysvétlen na str. 14).

Dikaz: Oznatme S,(x) = 2, + z; -+ ... + 2, = nAd,(x).
Zfejmymi tupravami dostivame
I X (zy—ag) = T (neys— 2Sa(y)) =
i=1 k=1 i=1
= n8n(X.y) — Sa(X)Sa(y) ,

{El ’E (T — xotps) = Z (nziyr — ©Sa(y)) =
= nS.(x.y) — n(x)S (y)-

Setteme-li obé rovnosti, dostaneme po tpravé

nSn(X. y) — Sa(2)Saly) =
1

-5 ‘Z (@ — Ty + Ty — TY)) =

1 k=1

o) —

n n
X I (m— 2 — )
i=1 k=1
Z podminek na z; a y; plyne, Ze vyrazy (z; — z;) a
(i — y) maji stejné znaménko; je tedy (x;i— z:).
n—y)=0proi, bk =1,2, ..., n To viak znamen4,
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ze nS.(x.y) — Sa(x)Sa(y) = 0, a po vynasobeni této
nerovnosti &islem % dostaneme nerovnost A.(x.y) —
— Aa(x)A4.(y) = 0, coZ je (I.35).

Z dikazu je vidét, Ze nerovnost (1.34) plati také za
predpokladu

TI2X 2. 2T 8 Y 2Y = Y-

Nerovnost (1.34) & (I.85) 1ze zobecnit i na vice vekto-
ri: BudiZ z = (2,25, ...,2s) @ 0 <2, <2, < ... £ 25.
Pak plyne z (I1.35)

An(x)An(y)Ax(2) S An(x.y)A4u(Z) ,

nebot A4,(z) = 0. Abychom mohli u#it (I.85) pro vekto-
ry u =xy a z, musi byt z,y, S x,y, < ... = zay.. To
neni obecnd zarudeno; budeme-li viak predpokladat

0=22%S...2%, 02y, =Y S... SV

bude také 0 < z,y;, < z,y, < ... < 2,9, & tedy podle
(1.35) je A.(x.y)A.(z) < A.(x.y.Z) &ili

An(x). Ax(y). Au(x) S Au(x.y. Z).

Odtud specialn® plyne: Je-li m pfirozené &fslo a je-li
x=0,je

(1.36) [0 < Aa(xm) .

Vzorec (I.35) ukazuje, jak lze odhadnout aritmeticky
primér soudinu dvou vektord A,.(x.y). Vzorec pro
aritmeticky primér souétu dvou vektori je jasny:

(L37) A +y) = Aux) + Auly) .
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U geometrického priméru je naopak jednoduchy vzoreé
pro pifpad souéinu dvou vektora: Je-lix =20ay =0,
Je

(1.38) Ga(x.y) = Gu(x).Galy) .

Nez si vSimneme geometrického priméru souétu dvou
vektori, dokéZeme toto tvrzeni:

Véta 1.2. Budif z = (2,2, ...,2s) >0, Go(2) = 1.
Pak je pro kaZdé x >0

(1.39) A.(x.2z) = Gu(x) .

Ke katdému vektoru x > 0 existuje veltor z (zdvisly na x)
tak, e Q,(z) = 1 a Ze v (1.39) plati rovnost.

Dtkaz: Z nerovnosti (AG) pledeviim plyne, Ze
An(x.2Z) = Gu(x. 2); uZijeme-li vak (I.38), je Gp(x.2z) =
= Ga(X).Gn(Z) = Gn(x), nebot G.(z) = 1. Tim je do-
kézéna nerovnost (I.39). Zapidme ji ve tvaru

A,(x.z) = G,(x.2);

podle véty I.1 zde nastiva rovnost tehdy a jen tehdy,
je-li z,2, = 42, = ... = Znz,. Témito rovnostmi je viak
vektor z uréen. Sta&f volit '
_ Ga(x) .
4= T’ 1= ]-: 2:
pak je z; > 0, nebof x > 0 a tedy G.(x) >0, a déle je
zizg = Gu(X) prot = 1,2, ..., n a G,(z) = 1.
Nyni uZ miZeme dokizat toto tvrzeni: Pro x =0
ay =0je

(1.40) Gu(x + y) Z Gu(x) + Guly) -

N
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Diikaz: Je-li nékteré z &isel x; hebo nékteré z &isel y;
rovné nule, je G,(x) = 0 nebo G,(y) = 0 a nerovnost
(1.40) zfejmé plati. Proto mtZeme predpoklidat x > 0,
y >0. Pak podle véty 1.2 existuje k vektoru x 4 y
vektor z* tak, Ze G, (z*) =1 a Gu(x+Yy) =A.[(x+Yy).z¥].
Uzijeme-li vzorce (1.37), obdrzime
(L41)  Galx +y) = Aa((x + y).2%) =

= Aa(x.Z*) + A.(y.z¥).
Podle véty 1.2 je dale An(x.z*) = Gu(x) a A.(y.z*) =
= G,(y); odtud a z (I.41) uz plyne (1.40).

Pifklad 1.4. V pfikladu I.1 jsme dokazali, Ze dolnim
odhadem vyrazu A.(x).A, [%] jo jednitka. Hornt

odhad udévé tato nerovnost: Pro x >0 je

1 [Ma(x) 4 ma(x)]?
(L.42) A,.(x).A,.[—x—] = e

Tato nerovnost plyne z nerovnosti, obsaZené v této véto:

Véta 1.3, Budte a, by (k=1,2,...,n) redlnd C&isla,
.mecht je ay =0 pro k=1,2,...,n a nech! je m =

g% SMoprok=12,..,n Pak platt
k

[43) SR +mM S ad=M+m S ab.
k=1 k=1 k=1

Ditkaz: Zfejmé& plati
[_bi — m] [ — ﬁ] 0} = (b — may) (Ma, —by) = 0
273 Qy
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(k=1,2,...,,n). Seiteme-li viechny tyto nerovnosti,
dostaneme

< 5 (b — may) (Max— by) =
k=1

]

= — b,f-{-(M—]—m) % akbk—mM % a,2‘,
k=1 k=1 k=1

coz je (1.43).
Soudasné je z dikazu vidét, Ze rovnost bude v (1.43)
platit tehdy a jen tehdy, bude-li pro kazdé k platit né-

ktera z rovnosti Z— =m a % = M, tj. bude-li bud
k
by = ma, nebo b, = Ma,.
Nerowvnost (I.42) odvodime z (I.43) takto: Pro
1

x = (znxz, sy xn) >o poloiime bk = VE, a =T:'
Xy

Pak je b— = 2 & m = my(x), M = M,(x). Nerovnost
(I.43) ma tval
(*)

bl
I M2
-

0 -+ ma(x) Malo) 3 wi <

< (Ma(x) + ma(x)) z V..
= (Ma(x) + mn(x))-n

Pouzijeme-li nerovnosti (1.17) pro

a= Vki z, & b= Vm,.(x) M,.(x)k

bude

V__

1
z

Tt
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a tedy podle neroxnosti (*)
ma() Mal) (5 £ ) (-
n k=1

n g

n
2_1_)§
=1 Ty

1 n n 1 72
= g [ Sntmo o 5 ] <
[ma(x) + M)}

< L [ M%) + ma(x)]n2 =

= 4n? 4
Odtud uZ plyne (I.42); rovnost v (1.42) ptitom bude
platit tehdy a jen tehdy, bude-li z, =z, = ... = z,.

Piiklad 1.6. Budiz x = (2, x5, ..., Zs) = 0. Oznadme
S=z,4+z+ ...+, 88 =8S—n—1)x, ==, +
+2+ ... FT—(m—Dx (k=1,2,...,n). Jsou-li
vSechna 8, = 0, pak plati

(I.44) 2y Ty = S8,...8,.

Je totiz Sl+Se+---+Sk—1+Sk+1+~--+Sn=
= (n — 1) x; (ovéite to!) &ili
Sl+Sz+ +Sk—1 +Sk+1+ +Sn

T, =
k n—1

Vpravo stoji aritmeticky primeér vektoru (S,, S,, ...,
Se—1» S415 ---» Su), & podle nerovnosti (AG) je pak

Te = (8383 Sk_ySpsr... S D (B =1,2, ..., 7).
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To je celkem n nerovnost{; znsobime-li jejich levé stra-
ny a jejich pravé strany, dostaneme (I.44).

Priklad 1.6. Oznadme pro x = (z,, Z,, ..., ,) > 0 sym-

bolem x% vektor (x,, %,, ..., Zi_y, Ti gy ..., Zn) & budiZ
. Xtz B
@ = Ay ey = S E B B TR

(=12, ...,n0).
Oznadme dile a vektor (a,, a,, ..., a,) > 0. Pak pia,ti
(1.45) Ga(X) < Go(a) < A,(x).
Dikaz: Je
LTy, . Ty = [xl"’z---“n ]1""—” [_xlxﬂ"'x” ]1/("—1)
T, T2
1/(n-1)
. (a:_l:c;—a:,.] = Gy (XD) Gy (X®) ... Gy (Xx™) .
Podle nerovnosti (AG) je G,_(x¥) < 4,_(x¥) = a;,
a tedy mame
Ty ... %y S 40y ... Ay,
odkud plyne prvni nerovnost v (I.45) odmocnénim.
Pouzijeme-li nerovnosti (AG) pro vektor a, mame

Gu(a) =< Aa(a) = a1+az-:...+an _
NEy, + Ny + oo BBy — Xy — Ty — ... — Ty
n—1
= = _
_EnmtzTt ..+ — A

n
coZ je druhd nerovnost v (I1.45).
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Pfiklad 1.7. BudiZz x% vektor z pfikladu 1.6 a oznaéme

T, Ty ... X, YD .
L] =12 .. n)

= G = (552

Je-li g vektor (gy, g5, ..., g.) >0, plati
(L46) Ga(x) S Au(g) < Au(x).

Dikaz: V pfedchozim pikladu jsme ukazali, %Ze
Gn(x) = G.(g). Z nerovnosti (AG), pouZité pro vektor g,
pak plyne prvni nerovnost v (I.46). Z nerovnosti (AG),
pouZité pro vektor x%, plyne, Ze g; = G, ,(x¥) <
< A4, (x) = g;, takZe také

ht+gt...+g=a+a+..4+a,;
odtud uZ plyne druhd nerovnost v (I.46).

Poznimka I.2. Oba posledni pfiklady mj. ukazuji, Ze
mezi vyrazy G,(x) a A,(x) lze zafadit vyrazy G.(a)
a A.(g), které opdt ziviseji na vektoru x; tim méme
konkrétni ilustraci k poznamce I.1. JestliZze nynf k vekto-
ru a sestrojime vektor b stejnym postupem, jakym
jsme v pfikladu I.6 sestrojili k vektoru x vektor a, bude
podle zminéného piikladu, nerovnosti (I.45), platit

G.(a) = Gu(b) < A.(a);

protozZe viak jo Gu(x) < Ga(a) a A,(@) = A.(x), dostali
jsme daldi vyraz G,(b), ktery opét lze vloZit mezi A4,(x)
a G4(x). A tak bychom mohli pomoci pifkladid 1.6 a 1.7
pokradovat v sestrojovani dalsich vyrazi, které ilustrujf
poznémku I.1.

Nerovnosti (AG) lze vyuzitiv geometri;zkych ilohéch:
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Pfiklad 1.8. V 15. roénfku MO byla v kategorii B zadédna
tato tloha: Je dén kvédr o rozmérech a, b, ¢, ktery nenf
krychle. Soudet objemu krychli o hranach a, b, ¢ je v8taf
neZ trojnidsobny objem daného kvidru; dokaZte.

Zde jde o to dokazat, Ze plati

(1.47) a®+ b+ ¢ >3abc pro a,b,c >0.

To viak plyne ihned z nerovnosti (AG) pro n = 3: Je
z + 1‘2 + x4

]/xlxzx,, =< Pro x = (z,, ,, ;) >0, a ne-

rovnost (1.47) dosta.neme poloZime-li z;, = a?, z, = b3,
z3 = c%. ProtoZe vychozi kvidr neni krychle, jsou
alespoii dvé z ¢isel a, b, ¢ rliznd, a nerovnost je tedy
podle véty I.1 ostra.

Uloha 1.2. Vyteste pomoci nerovnosti (AG) tento (tzv.
tsoperimetricky) problém: Mezi viems trojithelniky o stej-
ném obvodu najit ten, ktery md nejvétst obsah.

Piiklad 1.9. V 17. ro¢niku MO byla v kategorii A zadéna
tato tiloha: Pro kazdg t¥i neziporna éisla z, y, z plati

(1.48) @@ —yz) + yly —Vaz) + 2tz — 2y ) 2 0;
dokaZte. V kterych pfipadech nastane rovnost?
Zde stadi pouzit nerovnosti (AG) pro n = 2, podle
nf% je
—_ 1 — 1 — 1
lrssw+aluss@e@talmyss @+y).
Pak je
zz—yz) + yly —|/2=) + 2 —Jay) =
1 i 1
zele—gwta|+y[v—ge+a]+
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tilt—g @t o] gle—yr+u—ar+
+ (e —2p] 20,

coz je (I.48). Odtud je také vidét, Ze rovnost v (I.48)
nastane tehdy a jen tehdy, bude-li z = y = z.

Pfiklad 1.10. Predpokladejme, %Ze x >0, a nechf jsou
A, a G didna vzorci (I.24). UZijme nyni nerovnosti

(P.1) pro a=k+laprot=ﬂ.Pakje

Ay
Ak+1 ]k+1 Ak+1 _
(2] z a0 —i-
1 1
T4, [k + 1)Aisy — kds] =7 Ten
zde jsme uZili prvniho vzorce v (1.25). Je tedy
Ak+l
Ty = A”;
k+1
Podle druhého vzorce z (I.25) je vSak =, = G(;;‘ ,
k

takZe mame nerovnost

o _ 4l
G: = ap

kterou lze upravit na tvar

Grpr ¥ G ¥V _
(I.49) [_A—,H_l—) = (’Tk) (k = l, 2, ceey W — 1)

Tim jsme vlastn® podali daldf, uz pity dikaz nerov-
nosti (AG): Z (1.49) totiZz plyne, Ze -
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&y d; \?
(&) =(2):
a protoZe vime, fe (G, < A, &ili Ze —* <1, jo také

Aa
Gs
4.

) < Au(x).

Ptiklad 1.11. Pomocf véty 1.2 jsme vyse dokdzali nerov-
nost

(L.40) GulX + y) = Gu(x) + Guly) .

Tuto nerovnost miZeme dokdzat pfimo pomocf nerov-
nosti (AG) a nékolika podetnich obrati: Jeli x =0,
y=20 x+y>0je

1 ax+y 1 & =z 13w _
_nflzt—i-y, n§x1+y.+ni§1:c.~+yf
-l eale) 20 (5 o L)
A"(X+y]+ "[x+y]= x+y + G x-t+y

= G). G [ x+ ] +Galy). G (x+y] 'éf(lr—*_f;()y ),

odkud u% plyne (1.40). [Pou#ili jsme téZ vztahu (I.38)
a (1.15).]

Predchozi pffklad ukazuje, co se stane, zaménime-li
pofadi operaci ,,soutet dvou vektori“ a ,,utvofeni geo-
metrického priméru‘‘. V trochu jiném smyslu pojedna-
via o vysledku zimény operacf ,,s¢ftani‘‘ a ,,tvoFeni pra-
méru (aritmetického, geometrického, harmonického)
nésledujfcf dloha.

Uloha 1.3. Budiz x >0, y > 0. Ziejmé je
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(1.50) z Ay(xy, Yy) = Ay ( X2z, X Yx) *)'
ke=1 k=1 k=1

DokaZte, Ze dale platf
m m m

(I.61) LGz, n) £Gy ( Z 7, X yi)
k=1 k=1 k=1

a

(1.52) Z Hywp, ) S H (Z iy, Z ).
k=1 k=1 k=1

Nékteré vlastnosti vektori x se piendsejf i na aritme-
tické a geometrické priméry:

Uloha 1.4. (22. roénik MO, kategorie A.) Budiz déna po-

sloupnost redlnych éfsel z,, z,, ..., 2;, ... takova, Ze pro
kaZdé k > 1 plati
(I.53) Tpy + Tpiq = 20 .

Dokaite, Ze pro aritmetické priméry 4, = % (x, +
+x;+ ...+ =) (=12, ...) plati

(1.54) Apy + Anyy =24, prokazdén > 1.
Uloha 1.6, Budte z; =0 (i =1,2,3,...) a ozna¥me

n
G, = ]/:::1:1:2 sy (n=1,2,3, ...). UkaZte, %e kdyZ pro
ka?dé k >1 je

(1.55) T Tsr = T
je také
(1.56) G Gy = G pro kaZdén > 1.

*) Pro zjednoduleni jsme zde pouzili oznaéeni Ay(xy, yi)
misto disledndjdiho oznadeni A,((zk, Yk)).
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A nakonec uvedme pro procvideni fadu tloh, které
lze snadno vyfedit pomoci pfedchozich vysledki; jedné
se plevdZné o pouZiti nerovnosti (AQG).

Uloha 1.6. Budi% « ostry thel; dokaZte, e plati
tgatcotga =2.

Uloha 1.7. Doka¥te, Ze pro libovolnou trojici kladnych
tisel a, b, ¢ plati

(@a+ b) (b +c)(c + a) = 8Babe.
Kdy nastane rovnost?
Uloha LS. Budte a, b kladn4 &isla. Pro kterou redlnou
hodnotu ¢ nabyva zlomek tl—z (@ + bt%) nejmensf hodnoty ?

Uloha 1.9. Dokaite, fe pro libovolné kladni &fsle a,, a,,
@3, by, by, b plati

3
V@, F8,) (@z + bs) (@5 + b5) =
3 3

= Vala2a3 + Vblb2b3 .

Uloha 1.10. Dokaite, Ze pro libovolnéd kladné &fsla z;,
Zy, ..., Ty plati

:t,, _1

R I e S L

z;

Uloha 1.11. Doka%te, Ze pro libovolné pfirozené &islo

n > 1 platf
n4 1)
!
'n.<[ ) ]
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Uloha L.12. (a) Mezi viemi obdélnfky o stejném obvodu
naleznéte ten, ktery mé nejvét3f obsah.

(b) Mezi viemi obdélnfky o stejném obsahu

naleznéte ten, ktery mé nejmensf obvod.

Uloha 1.13. Mezi viemi obdélnfky vepsanymi do kruZni-
ce 0 poloméru R naleznéte ten, ktery ma nejvétsf obsah.

Uloha 1.14. Mezi véemi trojtihelnfky o stejném obsahu
naleznéte ten, ktery mé nejmensf obvod.

Uloha I.15. Budiz 0 <m <z, <M pro k=1,2, ..., n.

Budte p, kladnéd &fsla a necht je ;‘.. pr = 1. Dokaite,
k=1

Ze platf

n n —& (M + m) 2
(€.87) (kEl Pii) (kgl a:k] = "ilm
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Kapitola II.

CAUCHYOVA NEROVNOST

V této kapitole se budeme vétsinou zabyvat redlnymi
vektory x, y atd. Pijde-li o komplexni vektory, vyslov-
né to podotkneme.

Zatnéme hlavnim tvrzenim kapitoly:

Véta A, Pro kaZdou dvojici redlnyjch vektord x, y plati
(IL1) (Z 290 < (2 23) (2 9d).
k=1 k=1 k=1

Rovnost zde nastdvd tehdy a jen tehdy, jsou-li vektory x
a'y dmérné.

Nerovnosti (II.1) se ¥ikd Cauchyova, nékdy viak také
Schwarzova nebo Bufiakovského — podle matematiki,
ktefi ji zobeonili, resp. dokazali pro obecné&jsi objekty
neZ jsou vektory. Uvedeme zde opét nékolik rozdilnych
diikazt této nerovnosti, kterou miZeme psit téZ takto:

[An(x.y)]2 < Aa(x?). 44(y?)
(dokaZte!).

Cauchyova nerovnost se dasto zapisuje ve tvaru

n n n
wy  (Eanis]Ea]in
k=1 k=1 k=1

ktery dostaneme z (II.1) odmocnénim.



Jeétd nei zadneme Cauchyovu nerovnost dokazovat,
ukd¥eme, Ze ma nazorny geometricky vyznam:

Budi¥n = 2, x # 0,y # 0. Pro tsetky a, b, ¢ z obr. 3
platf

a = Vx% + 22,6 = Vy% +¥5,c= V(xl—yl)z + (22— y2)?.

Podle kosinové véty je 2abcosy = a? 4 b2 — c? (viz
oznadleni z obr. 3) &ili

cosy = @ +2I:b_ < - %1 + Ly = .
Vi + 28 . Vo + o
1 x=[xy, %]
a
¢
i .
0 -
y=nn
Obr. 3

Cauchyova nerovnost v zapisu (II.2) vypada pron = 2
takto:

| 2.9: + @e | < Vo + 23 Vof + 43
¢ili pro x #= 0, y # 0 to znamen4, Ze
|cos (xy) | =1,

kde Xy je thel, ktery sviraji vektory Ox a Oy (a ktery
jsme na obr. 3 oznadili §).
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Chapeme-li (pro n = 2) x a y jako vektory v n-roz-
mérném eukleidovském prostoru, ma Cauchyova nerov-
nost stejny vyznam. Pfi této geometrické interpretaci
Cauchyovy nerovnosti vynikne i vyznam vmérnosti

vektori x a y — pak je totiz | cos (y) | = 1 &ili xy =0
nebo Xy = 7.

Nynf dok4Zeme vé&tu II.1.

Prvni dikaz. Vyraz

(I1.3) P) = Z (ot + 3)* =
(Z 2+ 2(Z map)t + T i
k=1 k=1 k=1

je pro ka#dé realné &islo t nezaporny, takie kvadraticks
rovnice P(f) = 0 ma nejvyde jeden redlny kofen. To viak
znamend, %e diskriminant této rovnice musf byt neklad-
ny, tj.
4 (T o) —4 (X 23) (2 9f) <05
k=1 k=1 = k=1

odtud uZ plyme (II.1). — Rovnost v (II.1) je ekvivalent-
ni s tim, Ze rovnice P(t) = 0 md prdvé jeden realny kofen
ty. Pak viak je z (I1.3) vidét, Ze musi byt y, = —taz
pro k = 1,2, ..., n, tj. vektory x a y jsou &mérné.
Druby dikaz vychdzf z tzv. Lagrangeovy identity
n n n n
(IL4) (Z 2})(Z 48) — (Z zun)? = 2 (e — i),
k=1 k=1 k=1 4 Je=1

jejiz platnost ¢tenaf snadno ovéii. ProtoZe prava strana
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v (I1.4) je nezdpornd, plyne odtud ihned (II.1). — M4-li
platit v (II.1) rovnost, musi byt prava strana v (II.4)
rovna nule, tj. musi byt Ty = 24 Pro vSechny razné
dvopce i, k. Zvolime-li ¢ pevné (a tak, aby bylo
2? + y? # 0), znamend to, Ze vektory x a y jsou imérné.

Poznidmka II.1. Také Lagrangeova identita mé geo-
metricky vyznam: Budiz » = 2 a pouZijme oznaden{
z obr. 3. Je

(@91 + 2ay4)®
(@ + 23) (4 + 43) °

cosly =

a tedy
gin?y = 1 — cos?y = (Y3 — Za1)?
- BCEEICET)

(provedte p¥slusdné vypolty!). Lagrangeova identita mé
pro n = 2 a pro x # 0, y # 0 po uipravé tvar

(Zy1 + Z5y,)° (Z1ys — Z1)* =1
(=% + 23) (¥1 + 32) (@1 + 22) Wi + ¥2) ’

a to neni nic jiného neZ zndmy vztah

cos? (Xy) + sin? (xy) = 1.
Analogicky je tomu i pron > 2.

TFeti dikaz v&ty II.1 vyuZivd nerovnosti (1.17), kterou
jsme dokézali uz v tvodu a kteréd plati pro kazdou dvo-
jici redlnych &fsel a, b:

1 1
— a? — b2
ab < 3¢ + 3 b
s rovnosti tehdy a jen tehdy, je-li a = b. Zvolme libo-
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volné nenulové &fslo ¢ a polofmea = ¢ |2, |, b = % | ¥x |
(k=1,2, ..., n). Dostaneme pak n nerovnostf

(I1.B)  |2ae] = (e ]xkl)[:l:— | % l] < = &%} + l, yi

k=12,..., ),
a po jejich sedétenf mame
n 1 n 1 1 n
(IL8) % [zl = 5 & Z 2} + 5 o 2 Y
k=1 k=1 k=1
Tato nerovnost plati pro ka%dé ¢ 7 0. Nerovnost (II.1)
zFejmd plati, je-li )3 2 = 0 nebo 3 yZ = 0: pak jo toti
T, =2,=.. .=al:c:1=0 nebo yﬁ=—i—y,=... =y,.=0
MiZeme proto pfedpoklidat, ze Z 2 >0a Z y: >0,
a poloZime pak - =

Potom je

o Pap= L fy:=|/(§:x:)<f: %)
k=1 [ k=1 k=1 k=1

a z (II.6 )mame

% | v s]/(z ) (E g).
k=1 k=1 k=1
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n n n
Protode ( E ze)? = | T i ' S (T | mus )%, plyne
k=1 k=1 k=1
odtud (I1.1). — Rovnost nastane tehdy a jen tehdy,
plati-li rovnost ve vSech nerovunostech v (IL.5) a je-li
n n , 1
’Elzkyk =k21 | Zxyx | ; musf tedy byt e |z | = - [ ¥ |
pro k=1,2,...,n a &sla x;, y, musi mit stejnd zna-
ménka, coZ znamena, %e vektory x a y jsou dWmérné.

Poznamka I1.2. Dalsf dikaz Cauchyovy nerovnosti najde
dtena¥ v 33. svazku Skoly mladych matematikia O dy-
namickém programovdnt od J. Moravka.

Ve vété I1.1 jsme piedpokladali, Ze vektory x a y
jsou realné. Jsou-li z; a y; komplexni &isla, plati Cau-
chyova nerovnost ve tvaru

n n n
(IL.7) 2oy < 2 |22 2 g 2.
k=1 k=1l k=1
Je totiz
|2 iy | < Z | 2 |
k=1 k=1

a stadl nyni uZit nerovnosti (II.1) pro redlné vektory
| x| &yl
Poznidmka II.3. Také Cauchyova nerovnost je v jistém

smyslu pFesna; v dalsfm v8ak uvidime, Ze existuje celd

gkala vyrazi F(z,, %, ..., ,), které lze vloZit mezi
n k2 n

(Z zu)® a (2 22) (X 93). (Viz analogickou po-
k=1 k=1 k=1

znamku I.1.)

Uvedeme nynf tlohy na procviden{ a piiklady na uitf
Cauchyovy nerovnosti.
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Uloha I1.1. Dokazte, Ze pro kady redlny vektor x je

(IL8) (Zz)p<n3a;
k=1 k=1

rovnost plati tehdy a jen tehdy, je-li z, = 2z, = ...
= Z,.

Uloha I1.2. Pro kazdé reilné &slo a plati vztah
3(l1+a2+at) = (1 + a+ a??;

dokazte a urlete viechna redlnd ¢fsla a, pro kterd na-
stane rovnost. (4. roénfk MO, kategorie B.)

Uloha II. 3. Budte z, ¥, z nezdporna éisla. DokaZte po-
mocf (I1.1), Ze plati

(1L.9) sz +yz 2z < sz + y? + 2.

Vyuzijte této nerovnosti a nerovnosti (II.1) k novému
dikazu nerovnosti (I.48) z pkikladu I.9.

Priklad I1.1. Ve 2. roéniku MO byla v kategorii B zadéna
tato dloha: Dokaite, Ze pro libovolnou trojici redlnych
disel a, b, ¢ platf

(I.10) (@ +b—c)2+ (b +c—a)+(c+a—0b2=
=ab+ bec 4+ ca.

Vytedime tuto tdlohu pomocf Cauchyovy nerovnosti.
Z (I1.1) ptedevsim plyne, Ze

(II.11) ab + bec + ca £ a® + b2 4 c?
(viz 1tlohu II.3). ProtoZe
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@+b—cf+ (b+c—a)P+(c+a—b=
=a? 4 (b—c)* + 2a(b —c) + b2 + (c —a)? +
+ 2b(c—a) + ¢ 4 (@ — b)? + 2¢(a —b) =
=a?+ b0 +c2+(b—c)P+ (c—a)+
+ (@ —0b)2 = a®+ b+ c?,
plyne (I1.10) odtud a z (II.11). Dokonce jsme ukézali,

Ze rovnost nastane v (II.10) tehdy a jen tehdy, je-li
a=b=c.

Poznimka II.4. Zavedeme-li v pfedchozi{m p¥ikladu ozna-
deni z,, z,, x, misto a, b, ¢ a budeme-li pfedpokladat, Ze
X = (2, %, ;) >0, miZeme pomoci oznadeni z pii-
kladd 1.6 a 1.7 zapsat nerovnost (I1.10) takto:

Si+ 8+ 8 =g+4g+d.

Doporudujeme &tenati, aby uvazil, zda tuto nerovnost
je moZno dokazat pomocf vysledki z kapitoly I a zda ji
lze zobecnit pro » > 3.

Ptiklad I1.2. Budi% z vektor, z >0, a polotme x; = |/z,
Ye = 1_ (k=1,2,...,n). Pak je zyx = 1 a nerov-
nost (IIz.kl) dava
n— (% e = (3 a2 i];
k1 k=1

k=1 %

to je jiny dikaz nerovnosti (I.32).

Piiklad II.3. Nechf reilnd &sla z,, z,, ...,z, (n = 1)
spliiujf nerovnost

&+ z+ ...tz 22— @+ G+ ..+ 2)
Pak jsou viechna &fsla z; nezdpornd, tj. x = 0.
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DokéZeme toto tvrzeni sporem: Pfedpoklédejme, Ze
nékteré z &sel z; je zdporné — nechf je to tteba z,.
ProtoZe z, <0, je

o, + 24 ... F Tny 1, <2+ 294 ... F+ Zny .
Z nerovnosti (I1.8), pouZité pro n — 1 misto n, plyne
42+ Fr, =12+ .+,
a protoZe
B4+ B3+.. .+, <A+x3+.. +2,+5,
plyne ze viech tyF vyse uvedenych nerovnosti vztah

Jo=D@E+g+...F2) <

<=1V +Z+ .. F,
co je spor.

Priklad I1.4. Budte z; komplexni &fsla a «; kladnd &fsla
tekovd, Ze )'i 1 1. Pak plati

i=1 &

(I1.12) 2, + 2.+ ... +za 2 =
S|z P+ ol ..+ an ]z .

Podle (II.1) totiZ plati pro kaZdy reélny vektor (8,, §,,

(&0 = (E o aVa) = (£ (B =

= 3 af?

i=1

a nynf stadf volit

53



ﬂ‘-=——m (t=12,...,m),

Z ||
ke1
n n
je-li £ |2, | #0(vptipadd X 2| = 0 nerovnost (I1.12)
k=1 k=1

zfejmé plati).

Uloha IL.4, Budte a; >0 (k = 1,2, ..., n). Dokaste, %e
pro reilné vektory x, y plati

n n ‘"; 1
(2 2 = (2 mad) (£ - ui)-
k=1 k=1 k=1 O

Riznou volbou &sel &, dostaneme fadu zajimavych ne-
rovnosti.

Uloha I1.5. Budte x a y reilné vektory, y > 0. Pak plati

no g2 ( X xk)z
(I1.13) e T
k=1 k E:l yk

rovnost pfitom nastivd pravé tehdy, jsou-li vektory x
a y Gmérné.

Piiklad IL5. Budte x >0, y >0 vektory, «, f§ &isla.
Pak je :
e = (TRyf) @y ™") -

Pouzijeme-li nynf Cauchyovy nerovnosti (IL.1), kde

oviem misto x; volime zgy? a misto y; volime x} ™y},
dostaneme

(2 o) = (
k=1 13

T

235y%) (B gt 2eyl ) .
k=1
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Volbou &fsel « a f dostdivame rizné odhady. Pro a = 1
& f = 0 nebo pro &« = 0 a f = 1 dostdivdme nerovnost

(II.1), pro a =g = —; dostivame zfejmou identitu,

pPro a = fi = 0 mame nerovnost
n T
(X 2@)® =n T ziy;,
k=1 k=1

kterd ovSem ihned plyne napf. z (II.8). Zvolime-li
f = 1 — «a, dostaneme symetrickou nerovnost

(2 ) < (2 2iogp?e) (2 23 2ey50).
kel kel k=1

Pracujeme-li s komplexnimi &sly, lze Cauchyovu
nerovnost trochu zlepsit. Budte tedy «, ap, ..., an
reilna &sla a 2,, 2, ..., z, ¢isla komplexni a pfedpoklé-
dejme pro jednoduchost (neni to podstatné), Ze je
n

2 gz = 0. Pak plati
k=1
n 1 n n n
1) |2 ezl <5 (2 ad) (2 [al+ |2 2],
k=1 k=1 k=1 k=1
Tato nerovnost je ostfejdi neZ nerovnost (IL.7) (kde
oviem pifeme a, z misto x, y): (IL.7) plyne z (IL.14),
uZijeme-li toho, Ze
1222 |z.
k=1 k=1
DokaZme (I1.14): Polozime =z, = x; + 4yx; pak je
IS wa P = (2 way)?, nebot podle predpokladu je
=1

k=1 k
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2 oy = 0. Ulijeme-li Cauchyovy nerovnosti pro
k=1
reélné vektory a a x ve tvaru (II.1), mdme

n n n n
{2 oz 2= (2 ) < (Z o) (Z 27).
k=1 k=1 k=1 k=1

Nerovnost (II.14) odtud plyne, pouzijeme-li toho, Ze
1

1
2 _ T a - 2
Ty 2 Izkl + 2 Re %
> Re 2 = Re 5 z§§|§z2|.

k=1 k=1 k=1
V Cauchyové nerovnosti vystupujf dva vektory —
x a y. CtensF si jistd snadno odvodf dal¥f analogické
odhady pro vice vektori. Uvedme alespoii dvé ulohy:

Uloha IL.6. Budte x, y, z reilné vektory. Pak platf
(L16) (E zgsz)* < (E o) (Z o) ( 2.
k=1 k=1 = k=1" k=1
Uloha IL.7. Budte w, x, y, z reilné vektory. Pak platf
(IL.16) (X wrez)* = (2 wp) (Z 2p) (T ) (Z 2) .
k=1 k=1 k=1 k=1" k=1

Kdy nastdvé rovnost?

Budiz x >0, y >0. Rozdil mezi pravou stranou
a levou stranou v Cauchyové nerovnosti (II.1), tj. &fslo

(Z 23) (2 93) — (2 z)?
k=1 k=1 k=1
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zndme: uddvid nim je Lagrangeova identita (IL.4). Pro
podil obou téchto séftanch dostdvdme z (II.1) odhad
zdola:

n n
(Z 2) (2 93)
_k=1n k=1 >1.
(2 zy)?
k=1

Horni odhad udéva tato nerovnost:

(2 z}) (Z )
k=1 k=1

(I1.17) - =
( E Tie)?
1 Mmmn m(x)m(y) |*
=3 [ mx)ymly) T V M(x)M(y)

kde m(x) = mq(x), M(x) = M,(x) a podobné pro y.
Je m(x) >0 a m(y) > 0, nebof pfedpoklidame x > 0,
y > 0; tim spife je tedy M(x) >0 a M(y) > 0.

Uloha IL.8. DokaZte nerovnost (I1.17).

Uvedeme je&té dva p¥klady, v nichZ je pouZito Cau-
chyovy nerovnosti:

PHklad I1.6. Budi¥ 2, =z, =2 ... =22, =20 a budte

Y15 Yz, « - -, Yo Te4Ina &éisla. Necht jsou splnény tyto ne-
rovnosti:
(I1.18) T Sy Tt TS+ Y

Lttt T=htYatYs ..o
o4zt ... F Sy +yet+ ...+ Yn
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Pak plati
(IL.19) TR Ty

Ditkaz: Vyndsobime prvni nerovnost v (1I.18) nezépor-
nym é&fslem z, — z,, druhou nerovnost nezipornym &fs-
lem z, — x, atd.; posledni nerovnost v (II.18) vynaso-
bime &fslem z,. Sedteme-li vSechny takto vzniklé nerov-
nosti, dostaneme:

Exf_S_Zxky,,
k=1

Pravou stranu odhadneme pomoci Cauchyovy nerov-
nosti ve tvaru (I1.2) a méme

Lzzsv VZy,,,

odtud uz plyne (I1.19).

Piiklad I1.7. Oznaéme L 7 =X, Z y,F Y, Z :vky,, =27

a predpoklidejme, ie reélné vektory x a y nejsou
tmérné. Pak je podle (IL.1)

72 < XY ¢li XY—2Z%>0.

BudiZ nynf & = (&, &, ..., &) vektor, ktery vyhovuje
témto podminkém:

(1120) % Z{fi = 0, % y;fi =1.
i=1 i=1

Pak plati

(I1.21) S

o= XYy—7¢°
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rovnost zde nastiva tehdy a jen tehdy, je-li
_yX—al

(II.22) 5‘ - XY—‘ZB ’

in —_ CE;Z .

1=12 ...,n.
Dikaz: BudiZ 5, =

X. E: :l:;y¢—Z. ﬁ xf

Z _ i=1 i=1 X7 —7ZX

R XY — 7 = zx7v—7,"%
n n

5 X ER—2 2w gy _p

2 XY —2° XY — 22

Vektor 7 tedy vyhovuje podminkam (II.20).
Budiz ¢ libovolny redlny vektor, ktery také vyhovuje
podminkim (II.20). Pak je

X

X. £ Egy,'—-Z. % E,'SC;
] i=1 R
Xy —22°

i _ =1 _
5 b= XY —78 =
specidlnd lze za £ volit vektor  a mame

X
XY —22"

n
I i =
i=1
Je tedy
(11.23)

n n n
0SS (h—n)f=2 8—23 i+ 2 gf =
‘i“l 'l.=1 'i=1 'i=-l
pp_ X X

2 XY —7t * XY —2Z¢
n X
. 2 -
_i§1 & XY —22°’
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a odtud uZ plyne (I1.21). Rovnost v (1I.21) muZe platit
tehdy a jen tehdy, bude-li platit rovnost v (II.28);
to v8ak nastane pravé tehdy, bude-li & =, (i =1, 2,
..., m), cot je (Ili.22) vzhledem k definici &sel ;.

Poznimka II.5. Ve &tendfi muze vzniknout dojem, Ze
piiklad II.7 je sice moZna zajimavy, ale dosti umély
a neprithledny: nenf vidét, jaky mé smysl. Ale pifkladu
I1.7 l1ze dit mézorny geometricky vyznam: V tvodu
VAl
XYy

nem thlu, ktery sviraji vektory x a y: % = cos?(xy).

N Z? XY—27z .
Odtud je sin? (xy) = 1 — X7 -~ X7 ' pritom

je X 201 Y # 0, nebof vektory x a y nejsou podle

této kapitoly jsme uvedli, Ze vyraz souvisf 8 kosi-

pfedpokladu Gmérné a je tedy x £ 0iy # 0.

Oznadme nynf & = fl &, kde £ je vektor z ptkladu
i=1

I1.7; z druhé podminky v (I1.20) plyne, Ze je & =0
a tedy & > 0. Prvni podminka v (II1.20) ¥ik4, Ze vektor &
je kolmy na vektor x: je totiZ

- (X xé)? —
cos? (x£) = —"}—E— =0 ¢&li cos(x¢) =0
dili x& = % . Druh4 podminka v (I1.20) ¥ka, %e
—~ ({%1 %fi)’ 1
1 —_ i —
s’ yS) =~y 5 ~ T
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Nerovnost (I1.21) znamend, Ze
__r
Y sin? (xy)

&ili Ze
sin? (Xy) 2/% = cos? (;\E) ;
(I1.22) znamen4, Ze vektor & je linedrni kombinac{ vek-
tord x a y.
Pifklad I1.7 1ze tedy formulovat takto: Budte ddny dva
vektory x, y, které nejsou imérné. Je-li & vektor kolmy
k vektoru x, platt

cost (y&) < sin? (xy) ;

rovnost zde platl prdvé tehdy, je-lIi vektor & jistou specidini
linedrni kombinact vektord x a y.
(Nakreslete si obrizek pro » = 3!)

Cauchyovu nerovnost miZeme psat ve tvaru

(T + Zaya + ...+ Taya)? =
S@E+Em+ .+t .. vl

Lze se nyn{ ptait, zda platf néjaksd analogickd nerovnost,
jestlie misto soults budeme uvatovat v zdvorkdch
rozdily. Nejjednodussi to bude v p¥ipadé n = 2: ptame
se, zda je mezi &isly

L=(@y—zy)0 a P=(@—2) U —u

néjaky vztah (tfeba nerovnost), ktery by platil nap¥.
pro viechny nezdporné vektory (z,, z;), (¥,, ¥.). Rozhod-
né neplati pro viechny takové vektory nerovnost L < P,
nebof pro z, =1, 2z, =0a y, =0, y3=1 je L =0
a P = —1, nenf viak zatim jasné, zda tedy pro v§echny
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takové vektory je L = P. Jistou odpovéd (i1 pro n > 2)
dava tato véta:

Véta 11.2. Budle x,, z,, Zp, --., Tuy Yo> Y15 Y25 +--> Yn
nezdpornd &isla a necht je bud
(I1.24) 22>ttt ... a2k
nebo
(IL.25) B>n+yi+ ...+
Pak plati
(I1.26) (xolo — 1Yy — Y2 — - . - — Tulu)? =
= (2§ —af—2— ... —27).
==y — ... —9).
Rovnost nastane tehdy a jen tehdy, budou-li vektory
R = (wmzl» Loy, ooy :c,,) a 7 = (?/o’ Yis Y2 ---» ?/n)
dmérné.

Poznimka I1.6. Vyrazy, stojici na pravé strané nerovnos-
nosti (I1.26), souvisej{ s Einsteinovou teorii relativity.
Einsteintiv princip relativity ukazal nutnost zmény
starych pfedstav o prostoru a ¢asu; tyto zmény jsou
spojeny se jménem holandského fyzika H. A. Lorentze
(,,Lorentzovy transformace*); némecky matematik H.
Minkowski pak prispél podstatnou meérou k vyfeseni
ikolu vybudovat vhodny matematicky aparat pro popis
zakonu teorie relativity. Jak to vSak souvisi s nerovnosti
(I1.26)? V roce 1908 upozornil Minkowski v pfedndsce
»Prostor a &as‘‘ na 80. sjezdu némeckych piirodovédeci
a 1ékaf, Ze ,,nikdo nepozoroval néjaké misto jinak nez
v urditém &ase a &as jinak nez na uré¢itém misté*. Zavedl
dtyfrozmérny prostor tzv. ,svétobodu® [z,, z,, z,, t],
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kde z,, z,, z, jsou soufadnice bodu v trojrozmérném
prostoru a ¢ je ¢as, & mnoZina viech svétobodii se dnes
nazyvé éasoprostor nebo 6% prostorofas. V geometrii
tohoto &asoprostoru hrajf duleZitou roli' vyrazy a? 4
+ 2% + a5 — t? nebo §* — 2} — aF — 2%; piSeme-li zde z,
misto ¢, mdme vyrazy z véty 11.2 (pro n = 3).

Vétu I1.2 lze dokidzat opét riznym zpisobem. Jeden
dikaz vyuziivda Cauchyovy nerovnosti (IL.1); ten viak
zde nebudeme uvadét a odkazujeme na tfeti kapitolu,
kde timto postupem dokdZeme vétu obecnéjsi (viz pii-
klad III.6).

Dva dukazy, které zde provedeme, jsou vlastné
analogiemi obou prvnich dikazi véty IIL.1.

Prvni dikaz. Nechf je splnéna podminka (II.24) a uvazuj-
me kvadraticky vyraz

P(t) = (zof — 90)? -—kzl (@d — yi)* =
=@ — I ;) P — 2@y — T mye) t + (Y5 — T 4i) .
k=1 k=1 k=1

ProtoZe koeficient u ¢2 je kladny, bude P(¢) > 0 pro

&sla ¢, pro néz bude |t} dosti velkd. Zvolime-li t, = %

(to 1ze, nebof vzhledem k (II.24) je z, > 0), bude
Yo = Yo A

(IL27) P(ty) = P(—] __3 [a:k Yo _ y,,] <o,
Zo k=1 To

a to znamend, Ze rovnice P(f) = 0 ma alespoii jeden
realny kofen. Diskriminant této rovnice tedy musi byt
nezaporny, éili
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n n n
Yo — E 2 — e — = o) h— 2 ) 20,

a to je (I1.26). Rovnost zde bude platit pravé tehdy,
bude-li rovnice P(¢!) = 0 mit prdvé jeden redlny kofen.
Pro viechna ¢ tedy bude P(t) = 0 a specialné bude

P[%] = 0. Srovnan{ s (I1.27) ukazuje, %e tim jedinym

0
kofenem bude &fslo ¢, a Ze to nastane pravé tehdy, bude-li
Ye = % % (k=1,2,...,n); to véak znamena, Ze vek-
0
tory (zo, %1, %2, ..y Tu) & (Yo, Y1> Y2, ---» Ya) jSOU
dmérné.

Predpoklddali jsme, Ze je splnéna podminka (II.24).
Je-li splnéna podminka (II.25), zaménfme pouze role
vektoru X a ¥.

Druhy dikaz vyuzivé nasledujici identity, kterou &tend¥
snadno oveéf:

(11.28)

(ZR)[(wo— Z o) — (@3 — Z 25) (i — Z 9p)] =

k=1 k=1 k=1

= (%o Z T — Tp Z Tit)? + (2§ — Z 23) [( T x) (Z 93) —
=1 k=1 k=1 k k=1

— (Z my)?).
k=1

Je-li splnéna podminka (II.24), je prava strana neza-
pornd, nebot posledn{ soudinitel je nezaporny v disledku

Cauchyovy nerovnosti (IL.1). Je-li tedy > z; > 0, plyne
k=1
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nerovnost (I1.26) z identity (I1.28). Je-li 3 22 =0, je
k=1

X, == ... =&, = 0 a nerovnost (II.26) je zfejmeé
opét splnéna. — Rovnost v (I1.26) nastane prave tehdy,
bude-li pravi strana v (I1.28) rovna nule. To pfedevsim
znamena, %e musi platit rovnost v Cauchyové nerovnosti

pro vektory x = (2,, %5, ..., ZTn) 8 Y = (Y1, Y35 + « +» Ya),
tj. podle véty II.1 musf byt tyto vektory Gmérné:
x~yéliar, =y, prok = 1,2, ..., n. Dile musi byt

n n
Yo T T2 = Ty I Z1Yy; Stenaf si uZ snadno dokédze, Ze odtud
k=1 k=1

ply;1e By, = ax,, co’ znamena, %e vektory X a § jsou
Umérné.

Predpokldddme-li, Ze je splnéna podminka (II.25),
musfme identitu (II.28) zfejmym zptisobem upravit.

Uloha I1.9. Uka.zte Ze nerovnost (I1.26) plati i tehdy,
bude-li 2 = Z 2% nebo yi = E ya.
k=1
Vznika nynj phrozené otézka, jaky vztah bude platit

mezi levou a pravou stranou v (I1.26), bude-li soudasné
platit

(I1.29) < Tal <3l
k=1 k=1
Bude pak v (I1.26) platit obracend nerovnost, tj. bude

(I1.30) (a:oyo—kg)l z)? < (@— z 22) (48 — z: ) ?

Uloha I1.10. Uka’te, %e v piipadé » — 1 nerovnost
(I1.30) neplatf nikdy. Pro n = 2 naleznéte dvojici
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vektorii X, ¥, pro které plati (I1.29) i (II.30), a jinou
dvojici vektori X, ¥, pro které (I1.29) plati, (I1.30) véak
nikoliv.

Poznimka IL.7. Ukol, ktery je obsafen v zdvéru pred-
choziho odstavce, staéf vyresit pro n = 2; pfechod k pif-
padu » > 2 je pak snadny: poloiime x; = g = 0 pro
1 =23,4,...,n Pron = 2 vSak ma nerovnost (I1.30) —
a pochopitelné i nerovnost (II.26) — geometricky vy-
znam.

Budiz tedy n = 2. Pro x = (z,, z,) =0, y = (y;,
ys) = 0 oznatme d(x) = |z + a3, d(y) = |/ + 43 (je
to vzdalenost bodu x resp. y v roviné od podatku);
pro jednoduchost zvolme jesté z, = 0, y, > 0. Nerov-
nosti (I1.29) miZeme zapsat takto:

a*x) >0, d¥y) >ui;
druhd nerovnost ¥ké, e bod y lezi v prvnim kvadrantu

[
B
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vné tvrtkruhu se stfedem v poditku a o poloméru g,
(viz obr. 4). Nerovnost (11.30) Ize zapsat takto:
(@91 + xaya)* < (2% 4 23) (41 + 45 — 93) =
= d*(x)d*(y) — yid*(x)
1Y) + oY ]2 ( ]2
— =<1 — .
( d(x)d(y)

Pripomeneme-li si geometricky vyznam Cauchyovy
nerovnosti (viz zadatek této kapitoly), lze tuto nerovnost
zapsat takto:

&ili po Gpravé

Yo
d(y)

cos? (xy) <1 — d?(/;) ]2
dili

sint (53) > (56 J

Oznaéime-li jesté symbolem ¢ tihel mezi 0 a % , pro
ktery platf

: Yo

11.31 =,

( ) sing = — )

m4 vlastné nerovnost (I1.30) tento vyznam:
sin? ()/(\y) > sin? ¢

dili

(T1.32) | sin (Xy) | >sing.

Zvolme nynf z, = 0, z,, z, a y, pevné a vektor y =
= (¥, ¥») zvolme tak, aby se neménilo &slo d(y) (a aby
bylo d(y) >y, ¢&ili d*y) >y3); odpovidajici body
(¢, ¥,) budou pak lefet na &tvrtkruZnici o poloméru
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d(y) (viz obr. 4). Najdeme jesté ¢ tak, aby platilo (I1.31),
a dhel ¢ naneseme na obé strany od usedky 0x. Ty body
Y = (41, ¥»), pro které plati (I1.32) — a tedy (I1.30) —,
lezi na &vrtkruznici AB vné oblouku €D; na oblouku
CD (véetnd obou koncovych bodd) lef pak ty body
Y = (Y1, ¥2), pro které plati za pfedpokladd (II.29)
nerovnost (1I.26).

Velikost thlu ¢ zivisi pochopitelné na é&fslu d(y),
které lze volit (oviem tak, aby bylo d(y) > 7,); ¢im
vétsi bude d(y), tim mensi bude thel ¢ a tim vétsf dast
z oblouku AB zaberou ta y, kterd lezi vné oblouku CD
a pro néz tedy za pFedpokladt (II.29) plati (II.30).
Zélezi pochopitelnd také na poloze bodu x = (z,, z,):
Volime-liz, = z,ad(y) = V2 Yor bude ¢ = 45° a oblouk
CD bude totoZny s obloukem AB, takze (II1.30) neplati
pro #ddné y takové, e d(y) = |/2.y,. Jin4 situace viak
nastane, volime-li z, > x, (a op&t d(y) = V2 Yo) — pak

se oblouk CD prekryje jen s dasti oblouku AB a najdeme
vektory y, pro néz platf (I1.30) (viz obr. 5a, 5b).

AgsC
S X
459
_ 459
f TAzD
0._yﬁ :A D
rz_-yg :

Obr. 5a, b

G8



Pomocf téchto geometrickych tvah tedy mazeme fesit
dlohu II.10.

V poznimce I1.3 jsme se zminili o vyrazech, které lze
vloZit mezi levou a pravou stranu v Cauchyové nerov-
nosti. V nasledujici kapitole se setkime s fadou takovych
vyrazi; zde uvedme na zavér alespoii jeden:

Uloha IL11. UkaZte, Ze pro x >0, y > 0 plati

I1.33 Z 2 X .2 (22 ) <
( ) ( zkyk) kel -"3% + y% ko1 ( % + yk) =

é(z 22 (X v?),
k=1 P

a zjistéte, kdy plati vSude rovnosti.

69



Kapitola III.

HOLDEROVA A MINKOWSKEHO
NEROVNOST

V obou pfedchozich kapitoldch hrala vyznamnou roli
celkem elementirni nerovnost

— 1 1
Vxlng?xl-{—?mz, =20, 2 =0,

kterou muZeme zapsat téZ takto:

1 1

(I11.1) x}2xl? < - % + - Te-

Tuto nerovnost muZeme zobecnit:

Véta NI, Budiz p > 1, q = pi I Pak pro katdou
dwojici ¢isel z, = 0, xzy = 0 platt
1 1
II1.2 airrlfe < — 2, + —x, .
(I1L.2) RS % tg %
Rovnost v (I11.2) platt tehdy a jen tehdy, je-li x, = z,.

Dikaz: Vyjdeme z nerovnosti

(I11.3) o —at4+a—1=<0,

kterd plati pro 0 <a <1 a ¢t >0 a v niZ nastane
rovnost tehdy a jen tehdy, bude-li ¢ = 1.*)

*) Pripomeiime, Zc nerovnost (II1.3) je nerovnost (P.2) z vé-
ty P.1. Zde poprvé pouZijeme této véty i pro jind « nez celi,
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Je-li z, = 0, je nerovmost (IIL.2) zFejm& splnéna.
MizZeme tedy predpoklidat x; > 0 a poloZit v (IIL.3)

t = e ¥ y o= —1— .
Ty p
Pakjoa—l=—t—1=2="P 1 o qm3)ms
p Y q

tvar

[ﬂ]"” L. &m_ Loy

Ty P T q
Vynésobime-li tuto nerovnost kladnym &fslem z, =
-1

=z, ? M 1/e, 217, dostaneme

1 1
zifreyfe — — 2, — — 2, <0,
y 2 q

co? je ekvivalentni s (II1.2). ProtoZe rovnost zde nastane

tehdy a jen tehdy, bude-li ¢ = %‘- = 1, je tim véta do-
2
kézana.
1 p—1 1
Poznimka HI.1. Protoze — = - =1—_—, jsou
q P P

¢isla p a ¢ vdzana symetrickym vztahem
1 1
I11.4 — 4+ — =1,
(I11.4) » g
ktery budeme viude v této kapitole automaticky pouzi-
vat. Pfipometime, Ze pro p = 2 je také ¢ = 2; nerovnost

(IIL.1) je pravé specidlnim p¥ipadem nerovmosti (III.2)
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pro p = 2. — Pravou stranu v (II1.2) miZeme pomoci
(I11.4) zapsat takto:

1 [ 1 ] - 1
— 1——|az, &li Az 1—AD)=z,, 4=—.
) 1 + P 2 1 + ( ) 2 P
Protoze p >1, je 0 <A1 < 1; bude-li se &slo A ménit
mezi 0 a 1, bude se bod Az, + (1 — A) z; pohybovat
po useéce 0 koncovych bodech z; a x,.

Poznamka II1.2. Zvolime-li v (II1.2) =, = a®, z, = b9,
dostaneme nerovnost

1 1
II1.5 ab £ —a®+4 —b°,
(I11.5) » +3
kterd opdt plati proa =0,6 =0, p >1,9 = pil .

Rovnost zde nastane tehdy a jen tehdy, bude-li a® = b°.

Poznimka ITI.3. Také nerovnost (II1.2) Ize dokazovat
riznym zpisobem. Jedna dikazové metoda je zaloZena
na hledani minima funkce

y

F i =xllp 1/G_i —_
f(@) Yy » g

a mii%e ji pouZit ten, kdo ovldda zdklady diferencidlniho
podtu; jiny dikaz, vyuZivajici vlastnosti grafu logarit-
mu, je uveden v 35. svazku Skoly mladych matematiki.

Otto Hélder byl némecky matematik, ktery Zil v le-
tech 1859—1937. Jeho jménem je nazvina nerovnost
(IT1L.6), o nfZ pojednivd tato vita:

Véta .2, Budii x = (z,, 23, ..., Z) 20, y = (¥,
Yoy ooy Ya) 20,0 >1 a% —}-% = 1. Pak plat{
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(I11.6) % oy < ( % Zp)lr . ( f; ypYa ;
k=1 k=1 k=1

rovnost zde nastane tehdy a jen tehdy, budou-li vektory
X a y? umérné.

Dikaz: Oznaéme X = Z 2, Y = E yi.Jeli X = Onebo
k=1

Y—O, je xl—z2= ... =T, =0 nebo =Y =
=y, =0 a nerovnost (III.6) zfejmé plati.

Muieme proto pfedpoklidat, e X >0a Y > 0. Polo-

Zime-li v (IIL.5) a = 2;/XY, b = g/ Y Ve (k = 1, 2,

n), dostaneme » nerovnosti

Ty 1 af vt
(II1.7) ng >4 +_ T
k=12 ...,n,
a sedtenim vsech téchto nerovnosti mame
f‘, x, an x? f‘, a
PNkl W= S U = \LU S S
XYt = p X q Y P q

Tato nerovnost je ekvivalentni s (III.6). — V posledni
nerovnosti plat{ znaménko rovnosti tehdy a jen tehdy,
plati-li rovnost ve v8ech nerovmnostech v (IIL.7), tj.
je-li a» = be &ili

B G Yar—Xaf, k=12 ...,

To v3ak znamen4, Ze x? ~ y?. '

Zvolime-li p = 2, dostaneme z Holderovy nerovnosti
(IT1.6) nerovnost Cauchyovu, a to ve tvaru (IL.2).
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Hélderova nerovnost je tedy zobecnénim Cauchyovy
nerovnosti.

Vyndsobime-li nerovnost (IIL.6) &slem 71 -
1\og 1 \We

=[7] [7] , miiZeme ji zapsat v tomto tvaru:

(I11.8) An(x.y) < [An(x)]V7 [An(yn)]¥e .

P ﬁ T < 0.V tomto piipads

plati nerovnost, ktera se opét nazyvd Holderova a lisf
se od (IIL.6) pouze znaménkem nerovnosti:

Jellio <p <1,jeq =

Véta lIL.3. BudiZ x = (z,,%;, ..., x.) >0, y = (,,
Yas oo 0x¥n) >0,p <1, p 7&03,%—{—%: 1. Pak platt

ML) % agp = (2 ap)io (2 yg)ie;
k=1 k=1 k=1

rovnost zde nastane tehdy a jen tehdy, budou-li vektory
X? g Yy dmérné.

Ditkaz: Jelip <1, p # Oa,—% +-L =1, jo jedno z &-

sel p, ¢ zadporné. Bez jmy na obecnosti lze pfedpokla-
dat, Ze je to &islo ¢ [v opadném pi¥ipadé vyuZijeme sy-
metrie vzorce (III.9) a zaménime role vektori x a y
a parametri p a ¢]. Budiz tedy

0<p<l, ¢<0,
a poloZme

H

q
* = * = 1
p q P
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Pa,k]ep*>la. *+ —p—%=p(1—%]-

= p—p— = 1. Lze tedy pouiit véty 1I1.2 pro p*, g* a pro
vektory u, v: Plati
n n n

(II1.10) T oy < (X upt)iv* (X of*)ler

k=1 k=1 k=1
pro 4 >0, v, >0 (k =1, 2, ..., n). PoloZime-li zde

we =2fYt, =",

bude wv, = 28, ul*= xy; a vf* = yf a (II1.9) plyne

z (III. 10) ekvivalentnimi dpravami.

Uloha I11.1. Pro komplexni vektory x, y ma Holderova
nerovnost tvar

(IIL.11) | 5 ] < (2 e[ ( z AU
k=1 k=1 k=1

[1 <p < oo,_;7 + 7; - 1]. Dokaste (IIL.11) pomoci
(II1.8). Plati pro p <1 (p # 0) opét obracena nerovnost
podobné jako v (IIL.9)?

V Holderové nerovnosti (II1.6) a (IIL.9) vystupuji
dva parametry p a q, vizané vztahem (I1I.4). Chceme-li
Holderovu nerovnost (II1.6) zapsat pomoci jediného
rp_.

S

parametru, stadi dosadit za ¢ vyraz »

n ” n
oy S (2 e (X yzl(p—l))(p—l)lp.
k=1 k=1 k=1
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Po umocnéni odtud mame nerovnost

n n n
(IIL12) (Z @yl < (2 af) (Z yplovpt,
k=1 k=1 k=1
kterd plati pro p > 1 a je zobecndnim Cauchyovy ne-
rovnosti v tvaru (IL.1). — Prop <1, x >0,y >0 je
situace ponékud sloZitéjsi: Holderovu nerovnost (I11.9)
Ize opét zapsat pomoci jediného parametru ve tvaru

(*)

YR

LY = ( % af)Vr ( % yp/@-D)@-Dip
k k=1 k=1

ale nyni uz je tfeba rozlisovat:

(a) Je-li0 <p <1, plynez (*) umocnénim nerovnost

(IT1.12a) (g.‘. Ty = (% 27) ( g; yp/o-V)p-1
k k=1 k=1

=1
kterd je protéjékem nerovnosti (II1I.12).

(b) Je-lip <0, zméni se pfi ,,umocnéni‘‘ nerovnosti
(*) znaménko nerovnosti a dostaneme opét nerovnost
(ITL.12).

Lze tedy shrnout: Nerovnost (ITI1.12) plati pro p >1
aprop < O0;pro0 <p <1 plati obridcena nerovnost
(1I1.12a).

Poznimka III.4. Cauchyovu nerovnost lze geometricky
interpretovat; u Hoélderovy nerovnosti to nenf tak
jednoduché. Zachovame-li oznadeni z kapitoly II, mi-
Zeme pomoci nerovnosti (I11.6) a (II1.9) odvodit tento
vztah, ktery platf pro x >0,y >0, p >1 ar <1:
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( % :t,'c)ll' ( £ y‘fc/(r-l))(r—l)/r
k=1 k=1 Rty
Scos Xy <

(2 apn (3 g
k=1 k=1

n n
( p xﬁ)ll” ( > y,?"”‘”)“"”’"
k=1 k=1

=

3

(3 apye (5 g
k=1

k=1
Uloha II1.2. Velice uZiteénd je nerovnost
(L13)  |u+op S 27 (jup + ),

ktera plati pro komplexnf &isla u, » a pro p = 1. DokaZte
tuto nerovnost.

Uloha I11.3. Zvolte v (II1.6) a (IIL.9) y = (1, 1, ..., 1)
a zapiste takto vzniklé nerovnosti.

Uloha ITL.4. Zvolte v (II1.9) p = —;— a zapite odpovida-

jicf dolni odhad pro 5 kY
k=1

Uloha ITL.6. Jak vypadaji Holderovy nerovnosti, voli-

meli x >0 a y= —;— t Uvédomte si, Ze jde o zobec-

nénf dlohy z pfikladu I.1 resp. II.2. Zvolte speciilné
1

P=5-

Uloha IIL.6. Dokaite, %o pro x =0,y > 0ap = 1 platf
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n
% xg - (k§1 zk)p

(II1.14) ¥ -
T (F g
k=1

a Ze rovnost zde nastavd pro p > 1 tehdy a jen tehdy,
je-li x ~ y. (Pro p = 2 jsme tuto nerovnost vysetfovali
v tloze I1.5.)

Uloha IIL.7. Budi x >0,y > 0. DokaZte, %e nerovnost
(IT1.14) plati také pro p << 0, zatimco pro 0 < p <1
plati obracena nerovnost.

Budiz x =0, y =0. Zvolime-li v (IIL.5) a = a,
b = y, dostaneme = nerovnosti .y gixg +—ut
k=12, ..., 'n) a jejich sedtenim pak nerovnost

y 2 q k=1

@>L5+7=q.

Poznimka IIL.5. V iadé matematick)'rch problémi je tte-
ba odhadnout vyraz 5 z,,yk, ale tak, aby se zdiraznil

podil, kterym pnspiva napr vektor x, a aby se naopak
potladil podil, kterym pfispiva vektor y. Pak se nékdy
hodf odhad (III.15), v némZ provedeme tento obrat:
Je-lie >0, je

Ty = (e2%) [%]
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a z (II1.15), kde ovéem uvazujeme &z, misto z; a —:’i—k misto

Yr, dostavame

(IIL.16) % 2 < e”% % 22 +[i]"z": Y.

€ ) k=1

Je-li nyni ¢ dosti velké ¢islo, bude [—] dosti malé

a druhy séitanec vpravo v (IIL.16) bude maly, takze
piispévek vektoru y bude maly ve srovnéni s p¥ispévkem
vektoru x; pro ¢ >0 dosti malé tomu bude naopak.
Plipomenme, %e tento ,trik* jsme uZ pouzili, oviem
pro p = 2, v tfetim dukazu véty II.1.

Poznamka II1.6. Nerovnost (111.15) Ize oviem ,,vylepsit*¢
Mezi jeji pravou a levou stranu lze vlozit vyraz

n n
(X ap)» (Z yh)ve,
k=1 k=1
tj. plati
n n n 1 n 1 n
Loy < (S )P (S gyt < Zak+— T 4.
k=1 k=1 k=1 P k=1 qd k=1

Prvni nerovnost je Hoélderova nerovmost (III.6), dru-
hou nerovnost dostaneme z (IIL.5), poloZime-li tam

n n
a= ( Z a:”)”?, b=(2 y")l/ﬂ. — Posledni nerovnost sou-
k=

dasné Fka, Ze odhad vyrazu Z zkyk pomoci (II1.15) je
,,horsi‘‘ nez odhad pomoci Holderovy nerovnosti.

Uvedeme nyni nékolik piikladd pouziti Holderovy
nerovnosti (I11.6).
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Pfiklad IIL1. Necht je x >0, y > 0; déle zvolme &isla
a a f§ tak, aby hylo 0 <a <1, 0 <8 < 1. Pak je

Ty = (@3ys) @2 u") .
Pouzijeme-li Holderovy nerovnosti (IIL.6) pro vektory
u, v, kde u; = z7y? a v, = z;~%y;~f, bude ww, = my; a
n n n
IL17) o < (3 oy (I ot wayl-maue,
k=1 k=1 k=1
Ka#dy 2 obou ¢initeld na pravé strané lze opét od-
hadnout pomoci Holderovy nerovnosti: u prvniho voli-
me r >1as > 1 tak, aby bylo%—-{-— % = 1, a uZijeme
(II1.6) s r misto p, s 8 misto ¢, s x*» misto x a s y#?
misto y a mame
B ot < (5 gorryte (B gy
TPy < gorr)lr pe)l/s .
Z Ty = (25 (k=1 ¥’
podobné bude pro druhy &initel

2 ap-siyipe < (3 afp-eimpie (5 ypr-peue,
k=1 T k=1 k=1
kde je o >1, 0 >1 a.—Z—+ % = 1. Obé posledni ne-
rovnosti spolu s (ITI.17) davajf odhad

f“ ZiYx < ( Zn z}:pr)l/rp ( § xl‘cl -a)qo)lqu ( z'n,: ygps)l/ps_
=1 Jo=

k T k-1 k=1 -1

n
. ( > ylgl'-ﬂ)qo)lloq 3
k=1

Zvolme specidlné f=1—a, p=¢g=2, r= 1
a
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1 1 1
ey o= o o o )
pfitom je podle predpokladu 0 < a <1. Pak je
apr = (1 — a)ge = pps = (1 —f)go = 2 a méme

T e

n n
T g ( X xlzcay(’%—-Za))llz ( % x,(cZ—Za)yia)llz é
1 k=1 k=1
n n n n
S(Z g)a/2 (2 A2z (T g2)a-an2 (3 y2)alz
k=1 k=1 k=1 k=1

[prvni nerovnost je nerovnost (III.17)]. Po umocnéni
dostavime vztah

L n n n n
(22 < (Do) (T 50) S (Zaf) (T yd) .
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1

Nerovnost mezi prvnim a tfetim &lenem je Cauchyova
nerovnost (IL.1). Prostiednf vyraz je tedy jednim z vy-
razil, které mizeme vloZit mezi krajn{ vyrazy v Cauchyo-
v& nerovnosti a o nichZ hovofime v poznimece II.3. Po-
znamenejme jeStd, Ze prostiedni vyraz se ménf se zménou
parametru « v intervalu (0,1).

Pfiklad II1.2, Budte a, b, ¢, A, B, C neziporné &isla,
p > 1, a nechf platf

(II1.18) gl 4 clo~b < ple-D Alp 4 Cl» > Bls,

Pak plati
(I11.19) Abc — Beu - Cab = €,

Dikaz: Uzijeme Holderovy nerovnosti (II1.6) pro
n = 2, pfitemz zvolime

z, = (de)Vr, z, = (Ca)V?, y, = al?, y, = clr,
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Z nerovnosti
Ty + oy S (af + @) (7Y - ygleTh)emV
mame
(Aac)V? + (Cac)V» < (Ac + Ca)Vp (@V®~D 4 cVo-D)o~Dip,
Utijeme-li zde nerovnosti (III.18), dostaneme
(ac)¥» BY» < (Ac 4 Ca)l» bl»
a odtud uZ plyne (III.19).

P¥{klad II1.3. Budte z, v, z kladn4 &isla, « realné &fslo.
Pak platf tzv. Schurova nerovnost

(L.20) z*(z—y)(x—2)+y*ly—2)(y—2) +
+22z—2)(z—y)=0.

Tato nerovnost je specidlnim pi{padem mnerovnosti
(IT1.19): Bez Gjmy na obecnosti mizZeme piedpokladat,
Jeje 0 <x =<y <z Zvolime-li pak p =2,a =2z—y,
b=z—=z, ¢ =y —ux, bude platit prvni z nerovnosti
(ITL. 18) (dokonce nastane rovnost); zvolime-li 4 = z*,
B = C = 2%, bude platit i druhd z nerovnosti
(II1. 18) (pro f =0 je z6 = yf, pro B <0 je zf = yf,
a pro vSechna reilna a je tedy za/2 4 z2/2 = y«/2),

Pfriklad II1.4. Budi?z x = (2, 2y, ..., 2,) = 0, p > 1,
a oznatme A; = % &tz +...+z)(k=1,2,...,
n). Pak plati

(IT1.21) z: Az s( P ]’ 3 2.
=1 p— 1)k
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Diikaz: ProtoZe je xz; = kA, — (k —1)4,_, (klademe
A, = 0), je

—_»r “1p —
4z p—1 ARy

= Ap— p—ﬁl— AP [kdy— (k— 1) Ayy] =

_apf1_ _kp k—1p .-
_Ag[1_p__1]+ A

Zvolime-li v nerovnosti (II1.5) a = 4,_, a b = Ap™,
bude

A, A3 <

1 p—1
AP 4 Ap~1yplo-1 —
? e » (4F™)

1 p—1

— Ag_ A

p B+ ” f

a odtud mime

Az——i)_z—l A2 =
p—1—kp (k—l)p(_l P—1 )
sqp PP P (L + 2o )=
1

= o [k — 1), —&dg).

Zde je k =1, 2, ..., n, tj. mdme n nerovnost, a jejich
sedtenim dostaneme:

n p n _
Ap — 3 Ap1 <
k=1 £ p—1 2y Pl =
< pil [—1.42 + 1.47— 2.43 + 2.43— 343 +
P
4.4 (n— 142, —nd2] = — p”inl <0
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il
(IT1.22) Sdr<—P 3 gogy;

ket P—1 41
je zfejmé, e rovnost zde plati pravé t,ehdy, je-li z, =
=2y = ... = Z, = 0. Soulet na pravé strané v (III1.22)
odhadneme pomocf Holderovy nerovnosti (111.6), v niZ
poloZzime y, = APt Pak Je yi = (A272p/w™b = 42
a tedy

k]

2 Apig, < (2 af)ip (3 Ap)pio
k=1 k=1

k=1
¢ili z (I11.22) mame
n p n n
(II1.28) X AP < ——- (X a2 (2 Agp~r.
k=1 p—1 % k=1
Jelliz, =2,=... =2, = 0, nerovnost (II1.21) zfejmé
platf, nebof také 4, = 4, = ... = A, = 0. Je-li alespon

jedno z &isel x; kladné, je A = Z A? > 0a (II1.21) plyne

z (ITI.23) ekvivalentnfmi upra,va,ml vynasobenim ne-
rovnosti (II1.23) &islem 4~1*V» o umocnénim.
Je-li &fslo 4 > 0 (tj. je-li x = 0, x == 0), je nerovnost

v (IIL21) ostré; konstanta [p P ]” jo viak nejlep

mozZné.

Hoélderovu nerovnost Ize zapsat jesté v jiném tvaru:
Oznadime-li 2§ = a;, yf = by, bude z, = al’?, y, = b}/e
a po dosazeni do (III.6) mame nerovnost

(IIL24) 2 alblis < (3 ap)¥® (I b)e,
k=1 k=1 k=1
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p _p— T ; rovnost zde nastavi

tehdy a jen tehdy, jsou-li vektory @ a b Gimé&rné.

ktera plati prop > 1,9 =

Oznadime-li jestd rin o, 7 B, dostdvame vzorec
(I11.25) 3 amhd < (E a) (b,
k=1 k=1 k=1
ktery plati pro a =20, b 20, 0 <a <1, 0 <g8 <1,
at+f=1

S Holderovou nerovnost{ ve tvaru (II1.25) se pracuje
n8kdy pohodlnéji neZ s tvarem (III.8). Ukazuje to i na-
sledujic{ dloha.

Uloha III.8. Doka%te vzorec (III.25) indukei. Dokazte
analogicky i nerovnost (II1.6) a porovnejte pracnost
a prehlednost obou vypoétii.

Hoélderova nerovnost se tykd soudinu dvou vektoru
x, y; je to vidét napf. ze zapisu (III.8). Lze ji viak
zobecnit i pro soudin vétsiho poétu vektori:

Véta 4. Budte x4 = (%iy, Tigy ..., Zin) = 0 vektory,
o >16sla (3 =1,2,...,m) a necht je

1 1 1
ITI.26 — 4 —4 ...+ —=1.
( ) T +...+ o
Pak plati

(IT1.27)

S Tyt ... Tmp S (2 20)V0 (2 o . (T 200) 0
kw1 k=1 k=1

(
k1
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Holderovu nerovnost (I11.6) dostaneme, volime-li
m=2 Xy =X Xg =Y, 1 =P, P =4¢.

Nerovnost (II1.27) lze zapsat ve tvaru

An(X13X(3) oo Xomy) =
< [An(X2)]V7: [An(x78)]V5s ... [An(X0R) ]P0

Tato nerovnost je viak stile dosti nepfehlednd, a pravée
zde vyniknou vyhody zapisu Holderovy nerovnosti ve
tvaru (I11.25): Zavedeme-li totiZ vektory a = (a,, a,,
ey aﬂ)’ b = (bl’ b2’ LS ] bﬂ)’ ey d = (dI’ dﬁs LR ] du)

predpisy

Xq) = @' (t]. 2 = aif?), xo = bV, ..., Xim) = dVom,
a oznadime-li jedté

1 1 1
a=—,f=—, ..., 0=—,
y o P: Pm

bude a 4+ f + ... + 6 =1 a z (II1.27) dostivime

(II1.28) Eafbl...d < (Z a)* (Z b ... (Z dy)f.
k=1 k=1 k=1 k=1

Dikaz véty II1.4 1ze provést indukef pfes m. Nebudeme
zde zabfhat do detailii; ukdZeme jen na tvaru (II1.28),
jak 1ze od m = 2 prejit k m = 3. Ctendt pak u? dikaz
snadno dokonéf.

Predpokladejme tedy, Ze plati (ITI.27) resp. (III1.28)
prom = 2; ukaZeme,Zeproa + f+y =1,0 <a <1,
0<pf<l,o<y<l,aproa=0,b=0,c=0je
(IIL29) T afblel < (2 ao (2 b (Z caf .

k=1 k=1 k=1 k=1
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Oznadme x + B = ¢;pakjes +y = latedy 0 <e < 1.
Utzijeme-li nerovnosti (II1.25) [coZ je (III.28) pro
m = 2!] s e misto «,8 y misto f, s a*/*bfl* misto a a s ¢
misto b, mame

(T11.30)
n n n n
T apblel == X (af’b%°) ¢l < (Z ap’ b)) (3 ).
kool k=1 k=1 k=1
Prvni ¢mitel v poslednim vyrazu opét odhadneme
pomoci (II1.25), kde oviem misto x a § uZijeme «fe
a Ble; je% + é =1, nebot ax + f = ¢:

(") < [(2 aels (2 b = (5 @) (2 B,
L=1 k=1 k=1 k=1 k=1

Odtud a z (II1.30) mime (ITI.29).

Piiklad IIL5. Budiz x = 0. Pak plati
(IIL31) (14 z) (14 x,)... (14 =) = (1 4 Ga(x))™;
rovnost nastava tehdy a jen tehdy, je-liz, = 2, = ... =

=T .

Dikaz: PouZijeme vzorce (II1.28), a to pro n dvoudlen-
nych vektori: a = (1,z,), b =(1,z,), ..., d = (1, z,),

aproa=f=...=0 = % Pak mé (III.28) tvar
1Vn]ln _ 1VUn + :v}"':c;"' .. x'l‘/n <
< (1 + 2)V (1 4 )V ... (1 + z,)¥n,
odkud plyne (III.31) umocnénim. Ditkaz tvrzeni o rov-
nosti pfenechdvime &tendri,
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Uloha II1.9. Doka’te nerovnost (II1.31) pomoci nerov-
nosti (I1.40).

Nerovnost (IT1.31) lze zapsat téZ takto:

[Ga(T + 2)]* 2 [1 + Gu(x)]".
Porovname-li pitiklad IIL.5 s pttkladem 1.2, zjistime, Ze
jsme ukizali

D+ GIr=10+z)1+2)...(1+2)=
=1+ Aax)J°.

Uloha II1.10. Nerovnost (II1.27) je zobecnénim nerov-
nosti (II1.6). Lze analogicky zobecnit také nerovnost
(II1.9) pro vice neZ dva vektory?

Se jménem némeckého matematika Hermanna Min-
kowského (1864-—1909) jsme se setkali u% v kapitole II.
Je po ném nazvana nerovnost (II1.32), kterou odvodi-
me z Holderovy nerovnosti:

Véta lIl.5. Budifx =20,y =0 a p = 1. Pak plati

(TL32) [ (o + gl < (2 2o + (3 gyt ;
k=1 k=1 k=1

rovnost zde nastdvd pro p > 1 tehdy a jen tehdy, jsou-li
velttory x a 'y imérné. — Je-li 0 < p < 1neboje-li p <0
ax >0,y >0, plati obrdcend nerovnost.
Dikaz: VyuZijeme identity
@+ yelr = (@ + %) (@ + )P =
= Zx(Te + Yu)P 7 + yrlTe + P,

kterd plat{ pro k =1, 2, ..., n. Seftenim viech téchto
identit méme
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(IT1.33)
Z (@4 ) = 2 ol + v + 2yl + me)?
k1l k=1 k=1

Pro p > 1 odhadneme oba séitance vpravo pomoci Hél-
derovy nerovnosti:

(I1L.34)
‘Z" or(r + Yl = ( % R [ g‘. (2 + )@ DajVa
k=1 k=1 k=1

Zym+yP P S (Z DY [T (2 + ye)e0e]le.
=1 k=1 k=1

Ale % + _:7 =1, a tedy jo (p— 1)g = p. Z (IIL.33)
a (IIL.34) nyni plyne

Z @t P S LB et + (501 E @+ g

k=1

Je-li é&islo X = E (zx + yx)» rovno nule, nerovnost
k=

(I11.32) zfejmé plati je-li X > 0, miZeme poslednf ne-
rovnost d&lit dslem X's a dostévime (I11.32), nebof
vlevo pak bude X.X V¢ = X1-Va = XUp,

Rovnost v (IT1.32) nastane tehdy a jen tehdy, nasta-

ne-li rovnost v obou nerovnostech (III.34), tedy podle
véty T11.2 tehdy a jen tehdy, bude-li vektor »? imérny
vektoru (x + y)? V¢ a soudasnd vektor yl’ dmérny
témui vektoru. Pak vSak je x ~y.
* Pro p =1 platf v (IIL. 32) vidy rovnost. Pro p <1
(p # 0) uZijeme véty II1.3: Nerovnosti v (II1.34) je
pek tfeba obratit a z identity (II1.33) dostaneme obra-
cenou nerovnost v (II1.32).
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Nerovnost (II1.32) miZeme po ziejmé tpravé zapsat
takto:

(I11.35)
[4a((x + y))]Vr < [4a(x2)M7 4 [Ao(y?)] (p 2 1).

V kapitole I jsme odvodili jistou analogii této nerov-
nosti pro geometrické pruméry — viz (1.40). Metodu,
které jsme tam pouZili (tj. vlastné vétu I1.2), lze upravit
tak, Ze dostaneme jiny dikaz nerovnosti (II1.35) a tedy
jiny dukaz Minkowského nerowvnosti (I11.32).

Vata M6, Budif z — (2,2, .. 2) 20, p>1,
P

q=—"—"3 @ necht je A.(2¢) = 1. Pak je pro katdy
vektor x = 0
(IT1.36) An(xZ) < [Au(x?)]V .

Je-li x = 0 takovy vektor, e A,(x?) > 0, existuje vektor z
(zdvisly na x) tak, Ze je A,(z9) = 1 a Ze v (II1.36) plati
rovnost.

Diikaz: Z Hoélderovy nerovnosti ve tvaru (1IL.8) plyne,
te A,(x.Zz) < [A.(x?)]V?[A4,(27)]Y4, odtud plyne (III.36,,
nebot A4,(z9) = 1. — Je-li x dany vektor, pro ktery je

tslo A = A,(x?) kladné, zvolime z = (z,z,....,2,)
takto:
(Wrs7) zﬁ=%x§’, i=1,2 ..,n

Pak je A (20) — % A, (x%) = 1 a platf (IIL.36). To je

viak Holderova nerovnost, a protoZe (II1.37) znamen4,
%e z¢ ~ x7, plat{ v nf podle véty III.2 rovnost,
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Pomoc{ véty III.6 nyni snadno dokéZeme (III.35):
Budiz z* vektor, ktery je podle véty III.6 ptifazen
vektoru x 4 y. Pak je

[4a((x + y)P)I¥r = Au((x + y)z*) = du(x.2*%) +

+ Aaly.z¥) = [4a(?)]V7 + [Aa(y?)]7 ;

pfitom jsme pouzili vzorce (I.37) (u druhé rovnosti)
a vzorce (II1.36) (v posledni nerovnosti).

Uloha IIL.11. Dokazte Minkowského nerovnost (I11.32)
pro n = 3 za pfedpokladu, Ze plati pro n = 2.

Poznimka III.7. Minkowského nerovnosti lze dit geo-
metricky vyznam: UvaZujme » = 2 a p = 2; pak ma
(1I1.32) tvar

(IT1.38) Vi, + 9+ @+ 9 < i+ 2+ )z + 43

|

Obr. 6

Budiz 4 bod o soufadnicich {z,, 2,], B bod o soufadni-
cich [y, ¥,] & C bod o soufadnicich [z, + ¥;, s + ¥,]

(viz obr. 6). Protoze pro bod [a,, a,] v roviné je Va% + a}
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vzdélenost tohoto bodu od poditku, lze nerovnost
(IT1.39) zapsat takto:

0C <04 + 0B.
Ale OB = AC, tak¥e mime nerovnost
0C <04 + 4AC,

kterou lze vyjadfit takto: Soulet dvou stran v trojihelni-
ku nent mendt nef strana tretf. Nerovnost (II1.38) — é&ili
Minkowského nerovnost pro p == 2 — tedy neni nic
jiného nez tzv. trojuhelnikovd nerovnost. — A podobny
vyznam mé Minkowského nerovmost i pro ostatnf
p = 1: Vyraz

(IT1.39) (@ + aB)Vr = v,(x,, 2,)

lze povaZovat za jakousi ,,deformovanou‘* vzdilenost
bodu o soufadnicich [z,, z,] v roviné od poditku a Min-
kowského nerovnost pak iiké, Ze trojihelnikova nerov-

nost plati i tehdy, méfime-li délky stran trojihelnika
pomoci této ,,deformované® vzdalenosti. Pro srovnanf:
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Je-i p =2, tvoti body v prvnim kvadrantu, jejichz
vzdilenost V:c% + 23 od poditku je rovna jedné, dtvrt-
kruznici; pro p = 1 je ,,vzdilenost*’ dana ¢&islem z, + z,
a body o ,,vzdalenosti*“ v, = 1 od podatku vyplni isetku
AB na obr. 7; kone¥nd pro » = 3 je ,,vzdélenost’‘ dina
¢islem in‘ 4 3 a body o jednotkové ,,vzdilenosti‘‘ v,
od poditku vyplni erchovany oblouk AB.

Nerovnost (1I1.9) ki, Ze pfi méfenf pomoci vzdale-
nosti v,(z,;, z,) s p < 1 trojtihelnfkova nerovnost nepla-
ti, naopak, soudet dvou stran v trojihelniku je mendi

2 - v
nez strana tfetf. Pro p = 5 e na obr. 7 tetkované

vyznadena mnozina téch bodi, pro které je vy,(x,, )) =
= 1 — je to &ast tzv. astroidy.

Uloha IIL.12. Dokaite, e pro komplexni vektory x, y
a pro p = 1 platf Minkowského nerovnost ve tvaru

n n n
(Zlo+ye P2 S(Z |z |p)Ve -+ (2 |y |r)e.
k-1 k=1 k=1

Uloha I11.13. Roziifte Minkovského nerovnost na pii-
pad soudtu vice nez dvou vektord.

Z Holderovy nerovnosti lze odvodit, jak se chové
vyraz [A,(x?)]'» pro pevny vektor x pfi ménicim se p.
Budte tedy r, s &sla, 0 <r <, a x vektor, x = 0.
Je r = ga, kde 0 << a < 1. UtZijeme-li nynf nerovnosti
(III1.25), kde poloZzime a, ==zf, by =1(k=1,2, ..., n)
af=1-—a mime
n n n n n
Saf=2 (). DS (T ) (Z 1) a=(Ta)r.nl"e
- k=1 k=1 k=1 k=1

k=1
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neboli

Protoze a = % , plyne z posledni nerovnosti umocnénim
na 1 vztah
r
(II1.40)  [Aa(x)]¥r < [du(x*)]¥* pro 0 <r <s.
Poznamka III.8. Na rozdil od nerovnosti (II1.40) ne-
musf platit nerovnost
Au(xr) < Ax(x*) pro 0 <r <s:

Stadi zvolit n =2, r =1, 8 = 2, $1=0,x2=—;—;pak

jo Ay(x) = % a Ay(x2) = % < Ay(x). Pro z, =0

az, =2 je oviem A,(x) =1 a A,(x2) = 2 > A,(x).
Oznadme

(I11.41) Sp(x) =z, + 2,4+ ... + 2. ;

je tedy S,(x) =nd,(x). Vyraz S,(x?) se pro pevné
x = 0 chova zcela jinak neZ vyraz 4,(x?) : Pro0 <r <s
plati

(I11.42) [Sa(x7)]Vr = [S(x*)]Ve .

Ditkaz: Pfedpoklidejme nejprve, Ze vektor x =0 je
zvolen tak, aby platilo S,(x’) =1. Pak musf byt
. <1lprok=1,2 ...,n, a tedy je

=z (k=12,...,n).
Seéteme-li viechny tyto nerovnosti, mame S,(x?) <
=< S8.(x*) =1 a odtud plyne (II1.42) odmocnénim. —
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BudiZ nyni x takovy vektor, Ze S,(x7) > 0, a definujme
vektor y takto:

. G
¥ = .0

Pak je S,(yr) =1 a podle prvni &asti dikazu plati
(III.42) pro vektor y, tj. [S.(y*)]V* = 1; soudasné viak je

1 = [Sa(y)]s =
(ITL.42).

Uloha IIL.14. Uka’te, %e pro nékteré vektory x je
S,(x7) = Sa(x?), kdeito pro jiné je Sy(xr) =< 8,(x?)
(0 <r <s).

=12, ...,mn).

= TS0 [Sa(x*)]¥e, a odtud plyne

Predchazejici vysledky ukazuji, Ze u vyraza z (1I1.40)
a (ITI.42) je dalezity exponent% resp. %. Lze se nyni
ptat, co se stane, kdyZz v (III.32) ,,zapomeneme‘ na
exponenty i Pak se tato nerovnost obrati:
Budiz x =0,y =0 a p = 1. Pak plati
n n n
(IT1.43) Sty =Tt ok
k=1 k=1 k=1
pPro 0 < p <1 plati obricena nerovnost
n n n
(I11.44) @ty s+ T ogf.
k=1 k=1 k=1
Dikaz tohoto tvrzeni plyne z (III.42): Zvolme tam
n = 2 a misto dvojice z,, z, uvazZujme dvojici z, yi;

pak m4 tato nerovnost tvar (xf + yf)Vr = (xf + i g)e
Zvolime-li jestd (pro p >1)r =1 a 8 = p, mdme



T+ Y = (@8 + YD)V &l (e + ) Z 2R+ P

(k=1,2,...,n). Seétenim téchto » nerovnosti dosta-
vame (II1.43). — Piipad p < 1 se dokaZe analogicky.

Soudasné je vidét, %e tohoto postupu lze uZit i pro
vice nez dva vektory, takZe pro p = 1 napf. plati:

An([x +y + zP) 2 Aa(x?) + Aaly?) + 4Au(2?) .
V Minkowského nerovnosti (II1.32) tedy nelze bez-
trestné vynechat exponenty l Pokud chceme vzorec

»bez odmocnin® se stejnym znaménkem nerovnosti jako
v (III.32), musime pouZit tdlohy III.2: PoloZime-li
v(III.13Yu =x,av =y (k = 1, 2, ..., n), dostaneme n
nerovnosti (x, + y.)? < 2» YW e +y2) (k= 1,2, ...,n)a
po jejich sedtenif mime Zidanou nerovnost:

S @ty <2 a2+ Ty
k=1 k=1 k=1

prop>1,x=0y=0.

Bez ,,odmocniovani se obejdeme i v tzv. Beckenba-
chové merovnosti, o niz pojednava iloha III.16. Nejprve
viak budeme potiebovat tvrzeni, které je obsahem
nésledujici lohy. o
Uloha TL15. Budiz x 2 0, p > 1, % 4 % — 1. Do-

kaZte, Ze pro vSechny vektory x =0 takové, Ze
S.(ze) = 1, plati

(I1I.45) [Sn)xz)]r < S.(x?),

a Ze existuje vektor z* (zdvisly na x) tak, Ze v (II1.45)
plati rovnost.

06



Uloha III.16. Budiz x >0,y >0,1 < p < 2. Dokaite,
ze pro z = 0 plati nerovnost

[Sallx + y)z)]? _ [Sa(x2) + [Salyz))
Sau((x +yP™) T S.(e7) Sa(yr™) ’

a pomoci (I11.46) dokaZzte Beckenbachovu nerovnost

(IIL.46)

n n n
(o + )P X ap e
(IT1.47) —=1 < k=t 4 ke
2 (xr + y)pt X ab 2 ypt!
k=1 k=1 k=1

Pro¢ zde predpoklddame, Ze 1 < p < 27

Uloha IML.17. BudiZ x >0,y >0,1 < p < 2. Dokaite,
Ze

2 (o + Y Zap+ 2 up

(IT1.48) ":1 e k=l .
X (Yt a4 Ty
k=1 k=1 k=1

porovnejte tento odhad s odhadem (III.47).

Uloha IIL.18. Pro 0 <p <1 se v (II1.47) zmén{ zna-
ménko nerovnosti v opaéné. DokaZte to.

V kapitole II jsme odvodili nerovnost, kterd v jistém
smyslu zobecriovala Cauchyovu nerovnost — misto
soudtt x,y, + 2y + ... + Xy, jsme uvaZovali rozdily
Ty — TalYa — ... — TaYa (vEta I1.2). ProtoZe Cauchyo-
va nerovnost je specidlnim p¥padem Holderovy nerov-
nosti (dostaneme ji pro p = 2), 1ze otekavat, Ze ndjaké
podobné tvrzeni bude platit i pro obecné p.



Piiklad 111.6. Budte x =0, y =0 vektory, z, = 0,

Yo =0 ¢&isla, p >1, ¢ = £1 a necht je splnéna
alespon jedna z podminek
(I11.49) B=Tap, B#= 5.
k=1 k=1
Pak plati
(I11.50)

To— I Ty Z (2§ — X 2f)V? (y§ — I yf)te.
k=1 k=1 k=1

Rovnost zde nastane tehdy a jen tehdy, jsou-li vektory
£ a §r Am8rné [je X = (To, 2y, .., Ta), ¥ = Wos Y15+« s
Yn)]-

Dikaz: Oznadme X = ( Z e, ¥ = ( )'i y$)Ve, Podmin-
k

ky (II1.49) mtZeme zapsat takto: )
(II1.51) zo=X, yo=Y,
a nerovnost (IIT1.50) ma tvar

-

(IIL52)  wyo— 2 Zye = (2§ — Xo)¥r (9§ — o)l
k=1

Piedpokladejme, Ze nerovnost (II1.50) plati pro n = 1.
To znamena, Ze je

(II1.53) zgyy — XY = (a8 — X»)V» (y§ — Yo)la,
pokud je splnéna alespoii jedna z podminek (III.51).

Ale z (II1.53) uZ plyne (III1.52), nebot podle Hélderovy
nerovnosti (II1.6) je

Ms

(IT1.54) ap =X.Y,

k=1
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a tedy z.y, — % Ty = %Yo — X Y. Rovnost v (II1.52)
k=1

nastane tehdy a jen tehdy, nastane-li rovnost v (II1.53)
i v (II1.54). Rovnost v (III.54) znamena, %o x? ~ y¢
(véta IIL.2), rovnost v (IIL.53) znamend, %e vektory
(8, X?) a (y§, Y9 jsou imérné (stile predpoklidime,
ze tvrzeni plati pro n = 1!); to dohromady diva vztah
X? ~ ye,

Zbyva tedy dokazat tvrzeni nafeho piikladu pro
n = 1. To viak uZ je disledkem Holderovy nerovnosti
pron = 2: UvaZujeme-li totiZ v (II1.6) pron = 2 ¢islo X
misto z,, ¢slo (x§ — X?)V» misto z, a podobnd Y a (y§ —
— Y9)Ve misto y, a y,, mime:

XY + (s — X (g — Fo)e <
< (X7 + o — o). (Y o+ 4 — Yojtle = mg

a odtud plyne (II1.53). Ma-li platit v posledni nerov-
nosti znaménko rovnosti, musi byt podle véty IIL.2
vektory (X?, 5 — X7) a (Y9, y§ — Y9) imérné, a odtud
uz plyne imérnost vektora (z3, X?), (y§, Y9).

Dtkaz, ktery jsme pravé provedli, byl jakymsi
,.testem ¢tendfovy pozornosti®. Nebyl totif zcela v pofdd-
ku : KdyzZ jsme pouzili Hélderovy nerovnosti pro n = 2
a pro disla X, (x§ — X»)ib, ¥, (y§ — ¥)Us, predpokls-
dali jsme, Ze je splnéna alespof jedna z podmfinek
(I11.51) [coz jsou podminky (III.49) pro n» = 2]; proto
muzZe byt jedno z téchto ¢tyi &fsel zdporné (pfipadnd
nemusf byt viibec realné — napf. pro 2§ < X7 a p = 2).
Ve vété 111.2 v8ak vyslovnd pfedpokladdme, Ze vektory
X a y jsou nezdporné. Musime proto tvrzeni z pfikladu
II1.6 opravit: Nerovnost (111.50) umime dokdzat jen za
predpokladu, Ze plati
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(II1.56) 28 = % 2 asoudasné yf = § yE.
k=1 k=1

Nestad{ tedy jedna z podminek (III.49), musi byt
splnény ob¢!

Uloha III.19. Porovnéte-li vysledek piikladu IIL.6 [uZ
opraveny, tj. za pfedpokladu (ITI.55)] s vétou IIL.2,
zjistite, Ze u této véty skuteéné stadilo, aby byla splnéna
alespon jedna z podminek (III.49) (kde oviem kla-
deme p = 2). Lze tedy dokazat nerovnost (II1.50) né&ja-
kym jinym zptGsobem za vyuZiti jen jedné z podminek
(1I1.49), nebo je poZadavek (IIL.55) podstatny?

Uloha II1.20. Nerovnost (III.50) je jistou analogif Hol-
derovy nerovnosti. DokaZte, Ze analogicky lze ,rozsi-
Fit“ i Minkowského nerovnost, tj. dokazte toto tvrzeni:
Jellip=1,% =0,y =0a jeli

(I1156) 82322 a @234,
k=1 k=1
je
(II1.567) [(zo + Yo —’E'l (% + ?/lf)”]llp =
= (@ — 3 apfe + (13— 2 g1
k=1 k=1
Kdy nastane v (II1.57) rovnost?

Uloha II1.21. Necht je v pfedchozi tloze p = 2; plati
pak nerowvnost (IIL.57), kdyZ je splnéna jen jedna
z podminek (I11.56)?

Na zavér této kapitoly se vratme jesté k Holderové
nerovnosti. Z ni totiZ plyne toto tvrzeni, ukazujfci, Ze
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pravd strana v (II1.6) udévd v jistém smyslu nejlepsi

hornf odhad vyrazu 5 Tl
k=1

, X 20, A nezaporné &fslo.

- N
Budiz p > 1,9 = p—1

Pak k tomu, aby platilo

(I11.58) k£1 T < A ( kilyg)lfq pro viechnay =0,
je nutné a st_a,éi, aby bylo i

(IT1.59) S ap < Ao,

k=1

Podrobny dikaz prenechame &tenafi s timto ndvo-
dem. Postaditelnost podminky (III.59) plyne ihned
z Holderovy nerovnosti (II1.6), nutnost lze dokéizat

- :
sporem: pfedpokladime-li, Ze X 2} > A7, vede (III.58)
k=1
ke sporu s Holderovou nerovnosti, jakmile zvolime
y ~ X.

Céast tvrzeni, jehoZ diikkaz jsme pravé prenechali

&tenati, Ize zformulovat takto: Je-li i xf > Ar, existuje
k=1
vektor y = 0 tak, Ze ﬁ Ty > A ( % yi)Ye, Pidme
k=1 k=1
n
nynf z, misto 4 a oznadéme y, = ( Z y")”'l. Pak tedy je

E Tl > oY, Cili :coyo— E zky,, < 0. Tento vysledek
dava opét jistou odpovéd’ na, otdzku z dulohy III.19.

101



VISLEDKY A RESENI
NEKTERYCH ULOH

P.1.
Budiz a < 0. Pak je § = 1 — a > 1; pifeme-li v (P.1) 8§ misto

1
aa + misto ¢t (¢ > 0), mdme platnou nerovnost

IV _a ! 1 120
(t] —(—a)T+(—a)— = .

Po vpravé (vyndsobeni této nerovnosti éislem ¢ > 0) dostdvé-
me nerovnost (P.1) pro « < 0.

1
Budiz 0 < a < 1. Pak je § = — > 1; pieme-li v (P.1) #
-3
misto a a 1/ misto ¢, méme platnou nerovnost
(/)f —per/f 4 B —1 20,

Po tpravd (vyndsobeni této nerovnosti &islem —a << 0) dosté-
véme nerovnost (P.2).

I1.

Necht plati (I.12). Utvofme z vektoru x novy vektor y =
= (Y Yo ---» Yn) tak, Ze &islo 2z, nehradime é&islem y, = ¢
a &islo z, nahradime &islem y, = (z,%,)/g; ostatni slozky po-
nechdme beze zmény: y; = %, ¢ = 2, 3, ..., n — 1. Geometric-
ky primér se nezmént :

Guly) = Gu(x) =g,
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zatimeo pro aritmeticky pramér plati
*) A, (y) £ 4,(x).

Je totiz (podle véty I.1) z, <g=<w=, ¢&li 2,—g =0 a
g —z, = 0; a odtud méme

1 z,%.
0S —lEm—0@—m) =5 +o—g— ;"=

=2, + 2y — % —¥n
¢ili 2, + 2, = ¥, + ¥a. Odtud uz plyne nerovnost (*). Opaku-
jeme-li tento postup (tj. sestrojime-li k vektoru y analogickym
zpusobem vektor z atd.), dojdeme — podobné jako u &tvrtého
dikazu nerovnosti (AG) — k vektoru w = (g, g, ..., g); pfitom
bude
Ap(x) Z Ay(y) Z ... Z Ag(w) = g = Gy(x),

coZ je nerovnost (AG).

L.2.

Oznadme 2p dany obvod trojihelnika, a, b, ¢ délky jeho ne-
zndmych stran. Podle Heronova vzorce je obsah trojuhelnika
dén vyrazem

P =|pe—a)lp—b)ip—o).

Utzijeme-li nerovnosti (AG) pron = 3,2, = p—a, 2, = p —
—baxzy,=p—c, bude

> (p—a) +(p—b) +(p—c)

Ve—ap—bp—o) < - -
3p—(@+b+ec) p
T 3 T3
&ili
pa
(*) (p—a)p—b)p—c) < o
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Gislo P bude nejvétsi tehdy, bude-li nejvétsi &islo (p — a).
(p—2b) (p —c). To je odhadnuto shora v (*), soutasné viak
nastane podle véty 1.1 v (*) rovnost prdvé prop —a = p —

2
—b=p—céliproea =b = c[= —3p-],takie maxima,

bude dosaZeno v pfipadé, Ze trojuhelnik je rovnostranny

1.3.

Predeviim lze snadno zobecnit (I.40): jsou-li xj, X, ..u
X,y vektory o n slozkéch, x;, = 0, pak plati

*) Gulxpy + Xy + oo + X)) 2
_2_ Gu(x(l)) + Gn(x(a)) + .00+ Gﬂ(x(m))

(dokaZte to indukei podle m!). Nerovnost (I.51) je pak uZ jen

specidlnim pfipadem nerovnosti (*): stadi volit n =2 a
xp=(Tpw)Hi=12..,m

Nerovnost (I.52) je vhodné zapsat ve tvaru
m m
m (Z =) (Z yi)
o Tk . k=1 k=1
- m
k=1 T + Yk (T
k=1

**

m
z) + (X y)
k=1

tuto nerovnost pak miZeme dokdzat indukef podle m. P¥ipad
m = 2 lze dokdzat pfimo ovéfenim (je to pondkud pracnéjsf),
déle postupujeme takto: Pfedevsim je

mgl TrYx _ 12'; ZrYx Tp+1Ym+1
k=1% T Y k=1 Tk + Yk Tt + Ym+r

PouzZijemme indukénitho pfedpokladu a prvn{ s&itaneo vpravo
odhadneme podle (**) (pro m); bude pak
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m m
(Z ) (2 ye)
m+1

T ZrYre < k=1 k=1

k=1 %k + Y

Bim+1¥mt1

m m Tmyr + N
(o) + (Tyy T Ymn
k=1 k=1

A nyni pouZijeme nerovnosti (**) pro m = 2, kde oviem vo-

m m
lime za =, vyraz X x, za z, &islo ®,.,, za y, vyraz X y,

k=1 k=1
a za ¥y, &islo y,,+,, & dostaneme (**) pro m + 1.

14.

Tato uloha byla zafazena do III. kola MO v roce 1973 a tidast-
nici tohoto kola ji Fefili riznym zptisobem. Jednou z moZnosti
(nikoliv nejelegantnd)si) je pouZiti indukee.

L.5.

Také tuto dlohu je moZino fedit pfimo nap¥. pomoef indukee.
Lze v8ak také pouZit vztahu (I.8) a vysledku dlohy I.4: Z ne-
rovnosti (I.65) plyne, e
log (Zp—1%x+1) = log %, + log Tpyy = 210g .
Oznadime-li log % jako yy, je to nerovnost (I.53) pro posloup-
nost Y1, Yas «oer Yo +-+» 8 jo tedy podle (I.54)
logz, + ...+ logz,_, + logz, + ... + log z, 4, >
n—1 n+1
logz, + ...+ log =,
n -

=2

&¢ili podle (I.8)
log G,,_; + log Gyuyy = 210g Gy
neboli
log Gp_yGpyy = log G%;

odtud uZ plyne (I.56).
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1.6, 1.7, L8

PouZijerne nerovmosti (AG) pro n = 2 [meboli nerovnosti
(1.18)]: v prvni tloze pro z, = tga, z, = ootg a, ve druhé
tFikrdt pro dvojice (a, b), (b, ¢) a (¢, a), ve tfeti pro dvojici

(Ta._ , bt’] . V 1.7 nastane rovnost proa = b = ¢, v 1.8 pro

4
a
t=:|:VT.

1.9

Nerovnost miZeme po upravé zapsat ve tvaru

. .
@ . Gy . Gy +
ba,+bl a, + by ay + b,
3
+V b b & =1;
g, +b ay+b ay+b
posledni nerovnost dokéZeme tim, %Ze na oba séitance na levé

strand pouZijeme nerovnosti (AG) pro n = 3.

1.10

% T Tpn

PouZijeme nerovnosti (AG) pro vektor (—, — s ere

Zs Ty Tn
Tn
z, )

L11

PouZijeme nerovnosti (AG) pro vektor (1, 2, 3, ..., n) a vzorce

1
l+2+3+...+n=?n(n+l).
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1.12

Je to v obou p#padech dtverec. PouZijeme nerovnosti (AG)
pro n = 2.

113

Je to dtverec. PouZijeme nerovnosti (AG) pro n = 2, nejlépe
ve tvaru (1.17).

1.14

Je to rovnostranny trojuhelnfk; viz dlohu I.2.

L.16

Nerovnost (I.57) obsahuje jako specidlnf{ piipad nerovnost
1

(I.42): tu dostaneme, volime-li p, = py; = ... =p, = —.
n

Pokuste se proto nerovnost (1.57) dokdzat pomoci véty 1.3 Gpra-
vou postupu, jimZ jsme z této véty odvodili nerovnost (I.42).

II.1
Za y zvolte 1 = (L, 1, ..., 1).

I1.2

Uzijte (I1.8) pro n = 3 a x = (1, a, a*). Rovnost nastane jen
proag =1,

o3

Uzijte (I1.1) pro » = 3 a vektory x = (z,y,2), y = (¥, 2, Z).
Pti dukazu nerovnosti (I.48) pouZijte toho, Ze — opét podle
(IL.1) nebo (I1.2) pro n = 3 & pro vektory x = (z, ¥, 2),

y=(Vyz. V72, Vzv) — ie

z)yz + y)az + 2 Yoy s V@ + o + Nz + 5z + ay).
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114
< . — 1Yy
VyuZijte toho, Ze z.y, = (@, V“k Yy T/: ,» & pouzijte Cau-
ar

chyovy nerovnosti pro vektory x Va_ ay

1
— (viz oznadenf
Ja
na str. 14).
1.5

Vyuzijte toho, %e z;, = (Vik_—] VE: , 8 pouZijte Cauchyovy
Yr

Vy.

nerovnosti pro vektory ——,
Vy
11.6

"Uzijeme Cauchyovy nerovnosti: nejprve pro dvojici vektori
x.y a z a pak pro dvojici vektord x* a y2.

IL.7

Uzijeme Cauchyovy nerovnosti (II.1): nejprve pro dvojici
vektorah w.x a y.z a pak jestd dvakrdt pro dvojice w?, x?
ay? z2

I1.8
PouZijeme véty 1.3, kde poloZiime a, =z, b, =y, m =

M
m(y) M = y) Nerovnost kterd tak vznikne z ne-

TTM T T Tmx)
rovnosti (1.43), seéteme se zfejmou nerovnosti
M n ’
os[l/z y%— my) (Y)-(Zzﬁ)]
k M(x) m(x) k=1

a po upravé dostaneme (I1.17).
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I1.9

V tomto piipadd je pravd strana v (I1.26) rovna nule, kdeZto
na levé strand je nezdporné &fslo.

11.10

Pron = 1 je (I1.30) ekvivalentni s nerovnosti (z,y, — %,¥,)? <
< 0, kterd neplati. — Uvazujme n = 2. Pro dvojici ¥ = (0,1,
0), ¥ = (0,0,1) plati (I1.29) i (I1.30); pro dvojici # = (1,1,¢),

1
¥ = (l,61), kde je 0 < ¢ < 3 plati jen (I1.29). Pro n > 2
viz pozndmku II.7.
11.11

Prvni nerovnost v (IL.33) plyne z nerovnosti (I1.13) v uloze
I1.5: stadi tam zvolit @y, misto z, e 2f + y2 misto y;. Druhou
nerovnost dostaneme z nerovnosti (1.52): stad{ se uvédomit, Ze

2,2 1
_2_"'&"2_ = — H,(=}, y}), kde H, je harmonicky primsr.
x; + Yi 2

m.1
n n

Je l = a:kykl <5 [z‘kykl ; pravou stranu odhadneme pomoci
k=1 k=1 :

Hélderovy nerovnosti (II1.6), kterou oviem pouZijeme pro

vektory (| @, |, |#a|s «or | @ |)s (lyll,ly,l, vour | Yn|)-
Znaménko perovnosti v (III.11) nelze pro p < 1l.obrétit,

n
nebot napf. pron = 2, x = (L,i), y = (Li) je | Z oy | = O,
k=1

2 2
kde#to X |@|? = I |9 |?= 2. Z nerovnosti (IIL.9) Ize
k=1 k=1

ovSem za jistych pfedpokladi odvodit nerovnost

n n n
|z | 2 (5 | |20 (5 |ye|9)Ve.
k=1 k=1 k=1
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1.2

PHpad p = 1 je ztejmy; pro p > 1 poutijeme (III.11), kde po-
lozimen = 2, x = (4, v)ay = (1, 1).

II11.6

Pifpad p = 1 je zfejmy. Pro p > 1 vyuZijeme toho, Ze

T

= (p—
= yip 1/p,

yl(cp—l)/p

a pouzijeme nerovnosti (II1.12), kde ovSem zvolime
Ty-?/? misto 7 & yP-V/? misto y;.

.7

Zaménime-li v (II1.14) role vektori x a y a pifeme-li tam r
misto p (r > 1), dostaneme platnou nerovnost

n
(Z Yo'
n T
*) R
LT (T gy
k=1

BudiZ nynf p < 0 a oznadme r =1—p. Pak je r > 1 a
r — 1 = —p a nerovnost (II1.14) (pro p < 01) plyne ihned
z (*). Nerovnost (II1.14) 1ze ovSem také pro p < 0 dokézat
stejnd jako v t1loze IIL.6, nebot jsme pouZili nerovnosti
(I11.12), a ta platf i pro p < 0 (viz str. 76). Je-li 0 < p < 1,
postupujeme opé&t zcela stejnd jako v tloze IIL.8; pouZijeme
jen nerovnosti (IT1.12a).

II1.8
Platf.li (II1.25) pro n = 2, je

) a3bf + agbf < (a, + an)* (b, + b))
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Pak je
asd? + a2bf + a2bf <
< (@) + a5)* (b, + b,)? + a.“be =
=< [(61 + a2) + a,]2[(by + b,) + b,1°,

coz je (II1.25) pro n = 3; pfitom jsme pouZili dvakrét nerov-
nosti (*) — nejprve pfimo, a pak tak, Ze jeme kladi a, + a,
misto a, & a, misto a, a analogicky pro b;. Indukéni krok od
n k n + 1 se provede podobné. Zbyvd tedy dokdzat, Ze (*)
skuteénd plati. Tuto nerovnost zapiSeme takto:

&53) ) a5 e =
a, +ay) Lb, +b a, + a, b, +6) = 7

platnost posledniho vztahu dokdZeme dvojim pouZitim vé&ty

1 1
IIL.1. Stadf totiz v (IIL.2) polofit— = a,— = f & ;, =
P q

=L,,,=_”‘_—(i=1,2).
a‘+a’ bl+b3

111.9
Po Gpravd miZeme (1I1.31) zapsat takto:
G (1 + x) 21 4+ Gy(x) = Gy(1) + Gp(x);
tato nerovnost plyne z (1.40), volfme-li tamy = (1, 1,..., 1).

M1.10

Nerovnost (II1.9) Ize zobecnit jen tehdy, udinime-li nékterd
specidlni pfedpoklady. Tak nap#. plati

n n n n
(* Loy 2(3 1‘%)1/17 (Z yh)Va(x Z)r,
k=1 k=1 k=1 k=1

1
jei x >0, y>0,:>0,0<p<l,q<0,r<0&-;+
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1 1

+ + = 1. Nerovnost (*) lze dokédzat takto: Oznatme
r

1

q
vektord x a y.z a pro dvojici parametrd p a s; bude pak -

1 . .
4+ — = —,5 < 0,a pouzijme nerovnosti (II1.9) pro dvojici
r 8

n n
(** T sy 2 (2 aV? (2 (g
k=1 k=1 k=1

.*=L-'t1*1_1_1_
qt=slept>Le*>la-g t

;;_

g
8 -

= 1 a miZeme pouzit Holderovy nerovnosti (II1.6) pro dvo-
jici vektori y* z® a pro dvojici parametri p* a g*:

Déle oznaéme p* =

(nm) g ?ll’ﬁfc < (; yilcﬂ*)l/pll (;5 ziﬂ*)l/q# =
k=1 k=1 k=1

n n
= (T yp (T 2.
k=1 k=1
1
ProtoZe je 8 < 0 a tedy i — < 0, plyne odtud
8

(

Te

n n

vt 2 (B yhYe (5 2

1 k=1 k=1

z této nerovnosti a z nerovnosti (**) uZz plyne (*). — Je-li

opdt 0 < p < l,aleg > 0 ar < 0, nemtZeme tohoto postupu

pouZit, protoze misto (II1.6) musime pouzit (IIL.9) (je totiZ

p* <0, ¢* > 0) a misto (***) dostdvdme obrdcenou ne-

rovnost. Lze v3ak ukézat, Ze v tomto druhém pFipad® ne-

rovnost (*) ani nemuZe obecnd platit a Ze neplati ani ne-
A 1

rovnost obrdcend: stadi zvolitn = 2, p = 5 g=1,r= —5

y = (1, 4), z = (1, 1). Volime-li nyn{ x = (1, 4), dostdvdme
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. 1
nerovnost (*), volfme-li x = [I'T] , dostdvédme obrdcenou

nerovnost.

IIr.11
Pro n = 2 mé nerovnost (II1.32) tvar
(*) [+ 927 + (@ + 9o’ 1? < (@} + 207 + (A + 9D >
K ptipadu n = 3 pfejdeme takto:

Ly = {(51 + %)? + (T2 + ¥2)? + (2, + ?la)”}llp =

= {([(@ + 0)® + (@ + al’I?P + (25 + ya)?}7.
Vyraz v hranaté zdvorce odhadneme podle (*); bude pak

Ly < {(@} + 20" + (9] + 9P + (24 + wal?}0.

Zde odhadneme pravou stranu opdt podle (*), kde viak polo-

ifme (3% -+ 23)Y? misto z,, (¥ + y3)V? misto y, & x,, ¥, misto
%4, Y5 Dostaneme pak

L, < [((a} + a2)7P + 217 + [ + 92)V7)> + o317 =
= (@} + 28 + 2P + (1] + 948 + 9},
coz je (II1,32) pro n = 3.

Im1.12

n
Je }"3 |2 + ¥z |[? < B (|2 | + | ¥ |)? 5 pravou stranu odhad-
k=1 k=1
neme pomoci Minkowského nerovnosti (II1.32), kterou oviem
pouzijeme pro vektory (| [, |@s|s v [ ])s (%25 |9s ]
. ! Yn I-) .
11.13

MtZeme postupovat indukei podle podtu vektori. Pro tii
vektory rozdifime Minkowského nerovnost pomoci téZe ne-
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rovnosti pro dva vektory — ve tvaru (II1.35) — takto: Je
(x +y +2?=[(x +y) +2]? a tedy pro p > 1

[4a(lx +y + 2])]Y% = [4a(l(x +y) + 2P <
< [4a(lx + yPII? + [An(@)P <
S [Aa()]7 + [4a(y")]V? + [4a(2)]7.

II1.14

Protoze S,(x?) = n.A,(x?), stadi pouiit vysledkti pozndmky
III1.8.

Im.15

VyuZijeme toho, Ze S,(y) = nd,(y), a postupujeme stejnd
jako p¥i dukazu véty III.6.

I1.16

Nerovnost (III.46) dokdZeme takto: Sé&ftance (zlomky) na
pravé strané oznadime a? a.b? a vyjddfime S,(xz) resp. S,(yz)
pormoci a resp. b. Pak bude

[Sal(x + y)D)IP = [3(Sa(x*=1))V? + b(Sa(y?~)) V2] ;

pravou stranu odhadneme pomoe{ Hélderovy nerovnosti (pro
n = 21) a dostaneme

[Sa((x + YD < (a7 + BI(Sa(x-1))Ve-D
+ (Salyr-)ie-np-r.

Vyraz v hranaté zdévorce vpravo odhadneme pomoci Minkow-
ského nerovnosti shora (uZijeme totiZ Minkowského nerov-
nosti pro p — 1!) vyrazem S;((x + y)?~') a dostaneme
(IT1.468). Zde bylo podstatné, Ze je 0 < p — 1 = 1 &ili
l<p <2,
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Nynf u2 stadf zvolit v (II1.48) za z ten vektor s vlastnost{
Sp(z%) = 1, ktery je podle ilohy III.15 ptkitazen vektoru
x + y, a uift nerovnosti (II1.45); levd strana se diky volbd
vektoru z nezméni, nebot [S,((x 4 y)z)]? = S,((x + y)?),
pravé strana se nezmensf, nebot [S,(x.z)]? = S,(x?),
[Su(y.z)l? < S,(y?) a dostdvdme tak ihned (IIL.47).

.17

Utzijeme jednak nerovnosti (IT1.43) pro p, jednak nerovnosti
(I11.44) prop— 1 (jop < 2 a tedy p — 1 £ 11). Nerovnosti
(II1.47) a (I11.48) ddvaji pro 1 < p < 2 horn{ a doln{ odhad

n n
vyrazu T (T + y)?/ T (2 + ye)? .
k=1 k=1

II.18

Postupujeme stejnd jako v 1loze III.16. Nejprve ukéZeme, Ze
také v nerovnosti (IT1.46) se zméni znaménko; ptitom pouZi-
jeme Hglderovy nerovnosti pro n = 2 a pro p < 1, tj. musi-
me uZit tvaru (II1.12a). Pak dokdieme — opét pouZitim
obrécené Holderovy nerovnosti — stejnd jako v tloze
IIL.15, %e také v nerovnosti (IT1.45) se pro 0 < p < 1 zménf
znaménko nerovnosti, a dikaz dokonéfme jako v tloze
II1.16 specidlni volbou vektoru z.

I.19

Predevéim je tfeba si uvddomit, Ze pro p = 2 mé nerovnost
(II1.50) tvar

n n n
) mge— o z[/xa— 5 o -Vy.%— P,
k=1 k=1 k=1

kdezto ve vatd II1.2 jsme dokdzali nerovnost

115



n n n
(**) (To — & Zpyx)® = (933— z ‘”lzc)(i‘/%_ z :'/%) .
k=1 k=l k=1

Je ihned vid&t, Ze kdyZ bude splnéna jen jedna z podminek
(II1.49) (pro » = 2), nemus{ mit nerovnost (*) vibec smysl,
nebot na pravé strand mizZe byt komplexni &islo. PoZadavek
(I11.55) jo tedy pro platnost nerovnosti (*) — & t{m i nerov-
nosti (II11.50) — podstatny; nerovnost (**) je naproti tomu
splndna automaticky, je-li jedna z nerovnosti v (ITI.49) obr4-
cend.

II1.20

MuZeme postupovat analogicky jako p¥i dikazu nerovnosti
(I111.50), tj. dokézat (II1.57) pro » = 1 pomoei Minkowského
nerovnosti (IT1.32) a odtud pak dokdzat (IT1.57) pro libovolné
ptirozené n > 1. Zde viak uvedeme ditkaz, ktery vyuZivéd ne-

rovnosti (IT1.50) a je obdobou dikazu Minkowského nerovnosti
(II1.32) (viz str. 88): UZijeme toho, Ze pro p > 1 je

n
(Zo + ¥o)» — Z (& + y)? =
k=1
n
= [2o(2s + Yo)P? —kzl"’k(zk + ¥ +

n
+ [Wo(zo + yo)?* —kzlyk(ﬁ + yu)* ]

Oba vyrazy v hranatych zdvorkdch odhadneme pomoef
(I1I1.50), kde ovSem pro prvnf vyraz volime misto vektoru §
vektor 2 = (% + §)*~* a pro druhy vyraz pak volime misto
vektoru £ vektor ¥ e mifsto vektoru § vektor £; dostaneme
tak nerovnost ’

(*) (o -+ Yo)® —k 21 (T + Yyl 2
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L n
S (@3 — = aD)V? + (y§ — T yp)o].
k=1 k=1
n
d(ze + yo)p — T (m + yp)Plo-Vp,
k=1

Musime ovsem ukézat, Ze jsou splnény piedpoklady (IIL.56)
pro odpovidajici vektory. Pro vektory £ a § to plyne z pod-
minek (III.56), pro vektor £ to ukézeme pomoci Minkowské-
ho nerovnosti (II1.32) a pomoecf podminek (ITI.56):

n n n
(**) I @ +y) S (2 3D + (Z 9P < (B0 + yol
k=1 k=1 k=1

Druhy soudinitel v (*) je tedy nezdporny. Je-li kladny, plyne
(II1.57) z (*) ekvivalentni vpravou; je-li nulovy, musi byt
x ~ y (véta III.5) a v (III.56) musi platit rovnosti a tudiz
(III.57) ztejmé platf. — Rovnost v (III.57) nastane tehdy
a jen tehdy, je-li & ~ §. — Je-li p = 1, plati (ITL.57) pro
libovolné nezdporné vektory %, §.

Im.21

Nerovnost (III.57) v tomto pfipadd nemd smysl, nebof na
pravé strand stoji komplexni &islo.
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