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PREDMLUVA

Tato knfika vias ma seznamit s jednim ze zakladnich
pojmt matematické analyzy, s pojmem limity. Témata
z matematické analyzy nejsou v kniZnici Skola mladych
matematikd piili§ dastd. Také v soutéZich matematické
olympiady jsou tlohy z tohoto oboru pomérné vzicné.
Snad je to proto, Ze problémy, jimiZ se matematicka
analyza zabyva, nelze vétsinou formulovat tak elemen-
tarné, jak je tomu v nékterych jinych oblastech mate-
matiky, a Ze jejich vyklad se Sasto zd4 na prvni pohled
prili§ technicky a suchoparny. Avsak byly to piedeviim
metody matematické analyzy, které v minulosti umoz-
nily rozvoj fyziky a jinych piirodnich véd, a i dnes
zistdvd matematickd analyza dileZitym ndstrojem
aplikaci matematiky. Také proto je uZiteéné se sezndmit
s jejim jazykem, i kdyZ je nékdy hanlivé nazyvan
,».epsilonstinou’‘ podle feckého pismene ¢, které se tra-
diéné objevuje v mnoha definicich. JestliZe vytrvate
a predtete si pozorné cely vyklad, poznite, Ze nabfzf
piileZitost jak k prohloubeni pfesného logického
myslenf, tak i k procvideni matematického ,Femesla‘,
a to ve sméru, kterému nenf na stiedni 8kole vénovano
mnoho &asu.

Knizka obsahuje fadu piikladi. Cheete-li z ni mit co
nejvétdf uzitek, pokuste se priklady fesit samostatné,
difve nez si predtete jejich fesSeni. Totéz plati i o dika-
zech vét, i kdyZz jejich samostatné nalezeni bude pro vés
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asi obtiZné. Ale za pokus to stoji! Ulohy k jednotlivym
kapitolam jsou vétsinou dukazové, ale nékteré vyzaduji
také formulaci novych vysledkt a hledani priklada &
protipfikladd. Jejich feseni vim miiZe pomoci odhalit
,,bludné‘‘ predstavy a tim lépe pochopit latku. K tlo-
him oznadenym hvézdikou je na konci knfzky uvedeno
felenf.

Co se tyte dopliujici literatury, je jeji vybér dost
obtiZny. Prakticky kazda udebnice ,,vy3si matematiky‘
pro vysoké skoly obsahuje pojedninf o posloupnostech
a fadach, které vétSinou mize &ist s porozuménim i po-
krodilejsi student vyssich roénfki gymnazia. P¥ipomen-
me aspoii uéebnice Vojtécha Jarnika Diferencidini podet
I (6. vyd. Academia, Praha 1974) a podstatné obtiZné;jsi
Diferencidint pobet 11 (3. vyd. Academia, Praha 1976).
Ze star§ich publikaci se timto tématem zabyva knizka
Jana Vysina O nekoneénijch faddch (JCSMF, Cesta k vé-
déni sv. 45, Praha 1948).



1. kapitola

POSLOUPNOSTI

1.1. GvoD

S pojmy, jimiZ se budeme v této kniZce zabyvat, jste
se uz urdité setkali. V popularnich kniZkach o matema-
tice jste se sezndmili s historkou o odméné vynalezci
Sachové hry nebo o Achillovi a Zelvé ¢&i o tom, jak mlady
chlapec (a pozdéji slavny védec) Gauss udivil svého
uditele rychlym sedtenim vSech prirozenych &isel od
jedné do sta. MoZné, Ze mnohem dffve vis nad narozeni-
novym dortem napadlo, %e kdybyste prvni den snédli
polovinu dortu a pak kaidy den vidy polovinu toho,
co den predt{m, vydrZel by vam dort ,navéky‘.

Ve gkole jste se seznamili nejprve s piirozenymi d&isly.
Brzy jste si snad polozili otdzku, zda sudych (kladnych)
¢isel je ,,méné nez viech prirozenych &isel* éi zda je jich
,,5tejné mnoho*‘. MoZn4, Ze jste dosli k zdvéru, Ze sudych
gisel je ,,dvakrit méné*, nebof z mnoZiny piirozenych
¢isel musim kazdé druhé vynechat, abych_dostal mnozi-
nu viech sudych (kladnych) éisel. Ale mozni, Ze vis
napadlo napsat nasledujici schéma:

1,2,3, 4,5, ...
2,4,6,8,10, ....

Z ného jste usoudili, Ze sudych &isel neni méné (a oviem
ani vice) neZ viech pfirozenych. Tento zivér je sprav-
néjsi (nebo aspon blizsf matematickému pohledu na
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tento problém), ale o to nam ted nejde. Dulezité je, Ze
jste dospéli jiz jen na kridek od matematické definice
posloupnosti: kazdému ptirozenému ¢islu (oznadme je
tteba n) jste prifadili jeho dvojndsobek (&islo 2x). Ji-
nymi slovy, sestrojili jste mnozinu uspofadanych dvojic
¢isel [n, 2n]. To je zphsob, kterym se postupuje i na
stiedn{ §kole, kdyZ se hovoii o aritmetické a geometrické
posloupnosti. Stejné budeme postupovat i my. Predtim
viak probereme nékolik piikladi, které nas presvédd,
Ze pojmy, které zavedeme, vychazeji z praktickych dloh
naseho Zivota.

Piiklad 1. Pustime-li z velké vysky kamen, zaéne pa-
dat volnym padem. To znamend, %e jeho rychlost » (m/s)
rovnomérné roste: oznaéime-li okamzik, kdy jsme pustili
kamen, znakem ¢, je rychlost kamene v okamZziku ¢

rovna
v = g(t — 1),
kde g je gravitadni konstanta. Draha, kterou kamen ura-
zi, je
1

s=5 g(t — o)

Ptejme sc, jakou drahu urazi kdmen za prvni, druhou,
tfet, ... sekundu. Tato draha bude*)
1

51 =59 za prvni sekundu,

1

& =5 g2t —12] = g— g za druhou sekundu,
1 2 2 5 Feti

8 =5 g3z — 22] = - 9 2 tieti sekundu;

*) V dalsim uvaZujeme ji% jon &iselné hodnoty boz ohledu na
rozmér ptisludnych fyzikdlnich veliéin.
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obecné draha za n-tou sekundu bude

1 2n—1
= —oane—(p—1)2] = " -
s = 5 gl — (p— 1)7) = =
5 2n —_ 1 .
Dostali jsme &isla — 2 fr 2 959 - . 61
spravnéji dvojice &isel ll, ],[ g g] [3 ]
2n—1. .

[n,—z—g], ... . To je tzv. aritmetickd posloupnost,

kterou mnoz{ z vis znaji ze Skoly. Jeji charakteristic-
kou vlastnosti je to, Ze rozdil kteréhokoliv jejfho &lenu
a ¢lenu pfedchozfho je staly, neméni se:

Sy— 8 =83 — S8 = ... =8, —8s_; =

Pfiklad 2. Biologové védi, Ze vdeli samitka se rodi
z oplodnéného vajitka, tj. ma matku i otce, zatimco
véeli samec (trubec) se rodi z vajitka neoplodnéného:
mé tedy jen jednoho rodi¢e (matku). Otdzka znf, kolik
mé trubec prarodidi, praprarodiéd atd. Abychom si
problém zjednodusili, budeme pfedpoklidat, Ze ve zkou-
manych generacich se Zidny jedinec nevyskytuje dva-
krat (coz ovSem v pfirodé nemusi byt splnéno). Oznaéme
z, = 1 (jeden trubec v ,nulté* generaci), z, = 1 (jen
matka v ,,prvni“ — méli bychom spiSe f{kat v minus
prvni — generaci); z, bude podet prarodidl, z; podet
praprarodiét “atd. Protoze trubcova matka mi oba
rodide, je z,”= 2. Z toho je jeden trubec, jedna samitka,
takZe ziejmé =z, =14 2 =3. Tak bychom mohli
postupovat dil. Pokusme se vSak odhalit_obecné pra-
vidlo. Pfedpoklidejme, %e zname x,, @, ..., Tn_g, Tn_y.
Potom kaZdy é&len (n — 1)-nf generace ma matku; otce
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maji jen samidky. Kolik vSak je samidek v této generaci ?
Ziejmd presnd tolik, kolik je vsech é&lenti (n — 2)-hé
generace (nebof kaZdy z nich m4 matku — samidku).
Musfme tedy k x,_, matkam piidat jestd z,_, otch.
Odtud

Tn = Tn_q + Tn_a.

ProtoZe zname prvn{ dvé &fsla (z, = 2, = 1), umime vy-
poditat postupnd i viechna dalsf. Cisla =, (& dvojice
[, 2,]) tvoii tzv. Fibonacciho posloupnost.

Priklad 3. Stafime se ted na chvili zdkaznfky banky,
ktera zhodnocuje vklady sloZenym vrokovanim s roéni
drokovou mfrou p procent. Uroky pfipisuje jednou rod-
né. Vlozime-li do této banky 1 Kds, dostaneme za rok
dastku v, = [1 + _%] korun. Jind banka ma stejnou
roéni urokovou miru, ale tiroky pfipisuje dvakrat rodns.
Vlozime-li 1 Ké&s, budeme mit po prvnim pololetf vklad

(1 + p_ 1 ] korun a po druhém pololets, tj. po roce,

100 2
- p_ 1 L O N
Vk]a‘d””“ll + 100 §]+(1 T 00 2] 100 2~
2
- (1 + o %] korun. Zvolite-li si n&jakou konkrétn

trokovou miru (tfeba p = 4), snadno vypodtete, Ze
v druhé bance vzroste vklad o vétsi &astku. MuZete
stejny postup zkusit pfi podtu trokovacich obdobi za
rok rovném tiem, &tyfem atd. Dostanete ¢astku v, =

1y 1) - .
= [1 + IL(;O —3—] y U= [1 + 1—%:0- . T] atd. Ptitom platf
(pfi daném kladném p) v, < v, < vy < v4. Obecné, pii-
pisuje-li banka 1rok n-krat za rok, vzroste vklad 1 Kds
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na koneci roku na 8astku v, = (1 4+ p

T00m ] korun. Mé-

me zde opét mnozinu dvojic éfsel

[t G} [2 (4 g b [0+ e |

Jsme-li trochu chtivi penéz, urdité nas napadne hledat
banku, kterd by byla ochotna pfipisovat urok co nej-
tastéji. Snad bychom mohli z jedné koruny za rok zfskat
sto, tisic nebo milién! Ale netéste se. Brzy ukaZeme (viz
piikl. 18), Ze i kdybychom nasli banku, v niZ by néjaky
stroj piipisoval troky prakticky ,,spojité‘, tj. v kazdém
okamziku, nestoupla by &istka na konci roku nad uréi-
tou mez. Tato mez zdvisi oviem na konkrétni hodnoté
irokové miry p. Kdyby bylo p = 100 (tj. 1009, tGrokova
mira), vzrostl by vklad za rok vidy na méné nez svij
e-nisobek, kde e = 2,718... je zaklad pfirozenych
logaritm.

Ve viech tiech ptikladech jsme vytvotili jisté dvojice
tisel [n, 8,], [, .), [, vs] ¢ili jistd nekonedna seskupeni
disel

81,82y e vsBny oen )
Lo, Tyy Tay « 00y Tny o0«
Vi Vg ooy Upy v

(PouZivam zde slova seskupeni a nikoliv mnozina, proto-
%e mnoZina je dana svymi prvky, zatimco zde jednak
zale#{ na poradi d&isel, jednak se néktera &isla mohou
opakovat — dokonce v celém ,,nekoneéném seskupeni‘‘
mizZe byt jen konedny podet rtznych é&isel.) Takové
seskupeni &isel budeme nazyvat posloupnosti. Abychom
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mohli tento pojem p¥esné definovat, pfipomerime si po-
jem zobrazen{, s nimz se vétsina étenafu ve 8kole setkala.
Necht jsou dany dvé mnoziny M, H. Pfipomenme, Ze
kartézskym souctnem M x H nazyvime mnozinu vsech
uspofadanych dvojic (z, y), kde x € M, y e H. Zobraze-
nim z mnoziny M do mnoziny H nazyvime podmnoZinu
F kartézského soudinu M x H, spliiujici tuto podminku:
je']i x GM, ?/1 GH: ?/z GH, (x’ yl) GF) (x, y2) GF, Pak:?/l-=

= Yo

Jinymi slovy, zobrazeni je urdity pfedpis, ktery prvku
mnoziny M ptifazuje prvek mnoziny H. Ptitom se mizZe
stat, Ze nékterym prvkim mnoziny M neni pfifazen
zadny prvek mnoZiny H, ale nesmi se stat, Ze by néjaké-
mu prvku mnoziny M byly pfifazeny dva & vice raznych
prvki mnoziny H.

Vynechdme-li z mnoziny M ty prvky, kterym neni
piifazen prvek mnoziny H (tj. ty prvky x e M, Ze pro
zadné y € H neplati (x, y) € F), dostaneme mnozinu D,
kterou budeme nazyvat definiénim oborem zobrazeni F.
Je-li D = M, hovofime o zobrazeni mnoziny M (misto
zobrazeni z mnoZiny M). Pro kazdé z € D existuje tedy
pravé jedno takové ye H , e (x, y) e F.

1.2. DEFINICE POSLOUPNOSTI

Definice 1. Zobrazeni mnoZiny p¥irozenych &isel do
mnoziny realnych ¢&isel nazyvame posloupnosti.

Pojem, ktery jsme pravé definovali, bychom mohli (&i
méli) nazyvat presnéji &iselnou (nebo realnou) posloup-
nosti. V matematice se totiz setkavame i s posloupnostmi
jinych objekti, tfeba funkef, mnoZin, rovnic apod. Na
zivér nadi knizky se o nékterych takovych piipadech
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zminime. Do té doby vSak budeme hovofit prosté
o posloupnosti.

Podstatnym rysem nasi definice je pozadavek, aby
definiénim oborem zobrazeni byla mnoZina pfirozenych
¢isel {1, 2, 3,...}. (Mluvi se v ni o zobrazeni mnoziny
ptirozenych é&isel, nikoliv o zobrazeni z této mnoZiny.)

I zde bychom mohli sice pfipustit, aby definiénim
oborem byl tzv. isek mnoZiny pfirozenych é&isel, tj. ko-
neéna mnozina {1, 2, ..., N}, kde N je pfirozené &islo.
Museli bychom pak rozliSovat mezi posloupnostmi ko-
neénymi a nekoneénymi. Aviak vlastnosti a jevy (pro-
cesy), se kterymi se chceme v nasi knfzce sezndmit, lze
studovat jen na nekone&nych posloupnostech. Proto
budeme posloupnostmi rozumét jen ta zobrazeni, jejichz
definiéni obor je mnoZina vsech pfirozenych &isel.

Jak vite, hodnotu zobrazeni F' pro prvek zeD, tj.
¢islo y takové, Ze (z,y)€F, znatime obydejné F(x).
Znéme-li F(x) pro kazdé x € D, je zobrazeni jednoznaéné

uréeno. Napf. zapis F(x) = urduje zobrazeni,

1
14 22
pro néz D i H je mnoZina redlnych &isel; jak vite, nazy-
va se takové zobrazeni redlnd funkce. Podobného zpiiso-
bu budeme uZivat pii zapisovani posloupnosti. Je viak
zvykem pouZivat pro prvky z definiéniho oboru (tj. pfi-
rozena &isla) jind pismena nez z, y, z (nejdastéji n, k, ¢, §,
m, p aj.) a psit je misto do zdvorky ve formé indexu:
misto a(n), S(k), t(s) piseme tedy a,, S, t; apod. Cisla a,
nazyvame oby&ejné ¢éleny nebo proky posloupnosti, niko-
liv hodnoty: mluvime o prvnim, druhém, ..., »n-tém
¢lenu.
Posloupnost, jejimz obecnym (n-tym) &lenem je a,,
zapisujeme nejdastéji ve tvaru {a,}, nebo {a,};°. Obecny
index (ktery hraje tlohu nezavisle proménné) miZeme
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ovSem oznadit i1 jinym pismenem, takZe miZeme psit
napt. {a},, {b:}7°. Casto pideme do slofenych zévorek
pfimo vyraz definujici obecny élen posloupnosti, napf.
2n \* T s
{nz—_H—}"_lapod. Obsahuje-li vyraz ve sloZené zavorce
vice obecnych ¢isel (vyjadienych pismeny), je zvlast dale-
Zité udat, které z nich je obecnym indexem posloupnosti.

2 ®
Napt. posloupnost { k } mé &leny (pfir %= —1)
r+ 1)
1 4 9

r+ 1 rF1’ rg 1

2 @
zatimco posloupnost {— k } ma ¢tleny

r + 1 r=1
k2 k2 R
PRl el

Pro strudnost se pii zapisu posloupnosti pouziva i ji-
nych licenei & tlev. S jednou z nich jsme se jiz setkali
v pfikladu 2: nedodrZuje se totiz vidy doslova poZada-
vek definice, Ze definiéni obor posloupnosti je mnoZina
plirozenych &isel. Z riznych divodi se setkime s po-
sloupnostmi, jejichZ prvni ¢len je oznaden t¥eba z, (srov.
piikl. 2) nebo a_, nebo w, apod. Takové posloupnosti
muZeme pak zapsat jako

{Entreey  {@i}ie—zs {0}, apod.

Reteno zcela presnd, jde napt. v poslednim p¥ipadsé
o posloupnost {wf};2;, kde o] = w4y, tedy of = w,,
w3 = w; atd., talkZe odchylka od definice je jenom for-
malni.
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Druhou neduslednost, které se dopoustime pFi za-
pisu posloupnosti, ukazeme na piikladu. Napiseme-li
{n——-—z_zn T 3}”=1, nejde v pravém slova smyslu o po-
sloupnost, nebot vyraz ve sloZené zavorce neni definovan
pron =1 a n = 3. Pii zkouman{i nékterych dilezitych
vlastnosti posloupnosti vSak nevadi, nejsou-li uréeny
viechny é&leny posloupnosti. Polet neznamych (nedefi-
novanych) &lent v8ak musi byt konedny. To znamena,
ze potinaje od jistého prirozeného ¢isla (miZe to byt od
étvrtého é&lenu nebo tfeba od miliéntého) musime jiz
znit viechny ¢leny. Aby nedoslo k nedorozuméni,
ud¢inime tuto umluvu: Fekneme-li nap#. ,,posloupnost

n ® I3 13 4 .
{m}n_l mé vlastnost V“, znamend to: ,,Vlast

nost V mé kaZdi posloupnost {a,};, pro niz plati a, =
= —in 13 pro viechna pfirozend = razna od 1, 3
(a disla a,, a4 jsou libovolna).*

Jisté jste si uvédomili, Ze kazdd posloupnost, tak jak
jsme ji definovali, je realna funkce. MiZeme tedy sestro-
jit jeji graf. ProtoZe vSak definiénfm oborem posloup-
nosti je mnoZina pfirozenych ¢&isel, je graf posloupnosti
mnozina izolovanych bodi, nikoliv souvisla kfivka, jak
tomu bylo ve vétsiné p¥ipadi, s nimiZ jste se dosud set-
kali. Casto proto zobrazujeme posloupnosti jen na jedné
diselné ose. Za chvili si to ukdZeme na piikladech a za-
rovenl upozornime na nebezpedf, které se v tomto zptisobu
skryva,

Uvedeme nyni nékolik piikladd posloupnosti.

Piiklad 4. Pfipometime si aritmetickou posloupnost,
kterou jiz asi znate ze &koly. Jsou-li a,, d realna &isla,
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nazyvame posloupnost {a.};*, kde ¢, = a, 4+ (n — 1) d,
aritmetickou posloupnosti. Snadno se plesvédéite, Ze
pro viechna ptirozena » plati a,,, —a, = d. Cislo d se
nazyva diference aritmetické posloupnosti. Jednoduchy
vzorec plati i pro soudet prvnich & &lent této posloup-
nosti:

a+a+ ... +a=
=%k(al—|—ak) =ka1+%k(k—l)d.

(Zopakujte si jeho dikaz indukei!)

Pfiklad 5. Druhou zndmou posloupnosti je geometrickd
posloupnost. Jsou-li b,, ¢ redlnd &isla, b,g #% 0, nazyvame
posloupnost {b.};°, b, = bq*™* geometrickou posloup-
n+1
by
Cislo ¢ se nazyva kvocient geometrické posloupnosti.
Pro soudet prvnich £ 8lent geometrické posloupnosti plati
vzorec

nosti. Pro viechna pfirozena n plat{ vztah ¢ =

1—g*
1—gq
(Dikaz muZete opét provést induket.)
Dilezity je piipad geometrické posloupnosti s kvo-
cientem —1. Je-li jesté b, = 1, dostavame posloupnost

{(—1)r ey

by +b:+ ... +h=0

Nékdy se setkate s tim, %e z posloupnosti je zapsino
jen nékolik (koneény podet) prvnich &lend, napt. 1, —1,
1, —1,1, ... . To je jista nedislednost, vznikajici z po-
hodlnosti. Jde o posloupnost, jejiz prvni, tieti a paty
¢len je roven 1, druhy a $tvrty —1. OvSem pouhd zna-
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lost prvnich péti (nebo tfeba miliénu) élend posloupnosti
mi neumoZiuje uréit dalsi éleny. Mohu sice hadat, Ze
pisatel mél nejspife na mysli posloupnost, jejiz viechny
liché éleny jsou 1 a sudé —1, tj. posloupnost b, =
= {—1 71}, ale je to skuteéné jen hadani. Praveé tak
muze jit t¥eba o posloupnost {b3}°, bs = (—1)*72 pro
n=1,2 5b"-—Opron>5nebotreba{b}1,
0 — (__1¥n-1 — (1 S
W=(—1plpron=12...,167 b = n’—l—- T Pro
n > 167. I namitku, Ze prvni moZnost je spravna, pro-
toZe k zépisu vSech &leni posloupnosti byl pouZit jediny
vyraz (—1)*71, lze vyvratit. Napf. &leny posledni po-
sloupnosti {3} lze zapsat ve tvaru

R e e el B

I ™ ][167,5—n|
+ 2[( 1) w+1|167,6—n"

Nadrtneme-li graf posloupnosti {5,};°, dostaneme obr.
1; nadrtneme-li &leny posloupnosti na ]edmé ¢iselné ose,
vznikne zcela odliny obr. 2. Vidime, %e v druhém pii-
padé jsme ve skutednosti zobrazili mnoZinu é&lenid

SRS S D S *--

N
1. .2 3 4 5 6 7
S SN S — S SU—

L

Obr. 1
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l
t

-2

1 0 1 2
Obr. 2

‘e

posloupnosti, tj. mnoZinu &isel, kters se (alespoti jednou)
vyskytnou jako &leny dané posloupnosti. Tato mnoZina
oviem miuZe byt koneénad. Navic rizné posloupnosti
mohou mit stejnou mnozZinu é&lenti. Napf. posloupnost
{b.}7, jeiiz n-ty &len je b, = (—1)", mé tutéZ mnozinu
¢lent jako {b,};°. Piesto ndm i zobrazeni mnoziny &lenii
posloupnosti dasto poskytne cennou informaci o chovani
posloupnosti.

Priklad 6. PoloZme ¢, = 1, ¢, = ¢s_; + 2n — 1 pro
pfirozené n > 1. Tim je definovina posloupnost {c.};°:
kaidy jeji dlen miaZeme vypoéitat, zndme-li élen pred-
chizejici. To je tzv. rekurenini definice posloupnosti.
(Rekurentnim zpasobem byla definovana i Fibonacciho
posloupnost v ptikladu 2.) Casto mti¥eme po vypoéteni
nékolika prvnich élentt odhadnout, jak vypada obecny
vzorec pro c,, jindy je to vSak obtiZné & nemoZné. V na-
Sem pkipadd jec, = 1, ¢, = 4, ¢; = 9, ¢, = 16. Plati
¢, = n*? DokaZeme to tiplnou indukei: pro » = 1 vztah
plati; plati-li ¢, = n? je ¢y =02 + 2(n - 1) — 1 =
= (n 4+ 1)2 Plati tedy skuteénd ¢, = n? pro vSechna
pfirozena éfsla n.

P¥iklad 7. Sefadme prvodisla podle velikosti, poéina-
jic nejmensim, a oznaéme n-té prvoéislo v tomto uspo-
radani p,. Je znamo, Ze prvodisel je nekoneéné mnoho,
tak¥e {p,} je posloupnost. Cleny této posloupnosti
neumime vyjadfit ani analyticky (tj. vyrazem zaviseji-
cim na indexu ), ani rekurentné (tj. pomoci pfedchéze-
jicich &lent).
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Piiklad 8. Uvedme dillezity a zajimavy pifklad po-
sloupnosti, jejiZz &leny jsou vSechna kladni racionalnf
¢sla. Uvazujme schéma

%N

4 4 4
: 3 4

3 3
3 4

vof

.y—ll,h

. .

obsahujici ziejmé viechna kladna raciondlnf &fsla (kazdé
z nich dokonce nekoneéné mnohokrat). Postupujeme-li
podle naznadenych sipek, sefadi se napsand &isla do pos-
loupnosti; jejich prvnich deset élenu je

1 2 3
4’ 3’ 2°

1

50 4,

1
l’ 2’ _3" 1: 3,

Pokusme se nyni dvahu zpfesnit. Véimnéme si nej-
prve, Zze kazdy Sikmy tsek naseho schématu, sméfujicf
vlevo dold, obsahuje vSechna kladnad raciondlni é&isla
8 pevné danym soudtem d&itatele a jmenovatele; vpravo
nahote je &islo s ditatelem rovnym jedné. Sikmy tsek

zadinajici &islem % obsahuje pravé r éisel.
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Raciondlni ¢&islo %, kde p, g jsou piirozena &isla, leif
v naSem schématu na p-tém misté v (p + ¢ — 1)-vém
Sikmém tseku (r-ty Sikmy dsek zading islem % take

soudet Citatele a jmenovatele kazdého é&fisla v tomto
tdseku je r 4 1). Sefadime-li &isla v naSem schématu
naznadenym zpisobem a oznatime vzniklou posloup-

nost {r,}y°, je ziejmé —qu— =rpkden=1+2+4+... 4+
+(@+9—2) +p Soutet 1 +24 ...+ (p+g—

— 2) snadno vypoéteme podle vzorce pro soudet koneé-
ného podtu ¢lent aritmetické fady (srov. piikl. 4):

1
14+ 24 ..+ k=5 kk+1) (1)
pro kazdé piirozené &islo k, takze

n=%(p+q—2)(p+q—1)+p- (2)

Tim jsme dokazali, Ze ka%dé kladné raciondlni é&islo '
je ¢lenem sestrojené posloupnosti. .

Ptejme se nyni naopak, jaké raciondlni ¢&fslo —Z— je
Tc-t}':m_ él:anem posloupnosti {r,}. Protoze p > 1, ¢ > 1,
je zfejmé

1+24+ ... +(p+e¢g—2)+1 <<l +2+4 ...
e+ P+9g—2)+(p+9g—1)+ 1.
Oznadime-li pro struénost p + ¢ — 1 = 8 a pouZijeme
vzorce (1), dostaneme odtud
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%s(s——l)+lgn<%s(s+1)+l
dili
2

(&—érg%wn—ﬂ<{m+%y

Protoze zde mame nerovnosti mezi kladnymi é&isly,
muZeme misto toho psat

1 1 - 1
3—73—2—]/87@—7 <8+ )
nebo
1 —_
s<5(1+)Bm—=7<s+1
ProtoZe s je celé é&fslo, je témito nerovnostmi jednoznad-
né uréeno. Obyéejné se pise

s =[50+ V=0 (3)

kde hranati zavorka oznaduje tzv. celou &dst &isla, tj.
nejvétsf celé &islo, které neni vétsi nez ¢&islo v zdvorce.
Nynf jiz snadno vypoéteme ze vzorce (2)

1
p=n—§s(s—l),

q=8+l—p=1—n+%:8(s+l)’
odkud

1
n——z—s(s——l)

l—n—{——;—s(s—}—l) '

To =

19



ProtoZe &islo s je tislem n jednoznaéné urdeno (viz vzo-
rec (3)), umime vypoditat n-ty &len posloupnosti {r.}y
pro libovolné piirozené n. Je tedy posloupnost {r.};
jednoznaéné urdena, a jak jsme jiz dokazali, obsahuje
vSechna kladna racionalni disla.

1.8. ZAKLADNI VLASTNOSTI
POSLOUPNOSTI

Zavedme nyni nékteré elementdarni vlastnosti posloup-
nosti.

Definice 2. Posloupnost {¢,};® se nazyvé ohranilend,
jestliZe cxistuje takové ¢dislo K, ze plati |a,| < K pro
viechna pfirozena n.

Posloupnosti z piiklada 1, 2, 4 (pokud d £ 0), 6, 7, 8
nejsou ohranidené; naproti tomu posloupnost z piikladu
3 je ohranidend (srov. pfikl. 18). Geometrickd posloup-
nost z pifkladu 5 je ohranidend, jestlize |q| < 1; za &islo
K z definice 2 muZeme vzit &slo |b,| (nebo jakékoliv
vétsi é&islo).

Piiklad 9. Necht P, @ jsou nenulové mnohoéleny po
fadé stupné k, I a necht @(n) 7 0 pro viechna pfirozena
—Pﬂ. Pak plati: jeli &k <,

je posloupnost {r,};* ohranidena. Je-li ¥ > I, nenf posloup-
nost {r,};° ohranidena.

éisla n. PoloZime 7, =

Dikaz. PoloZme
P@) =ag@* + ... +a, a0,
Q@) =bgt + ... 4+ b, by #0.
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Potom je

& %
[ra]= et 4. . A ol Bt tw ki<
e T, . b
o b o]
k—1
< bl b; n
ool —| 22— —[ &

podle trojihelnikové nerovnosti. *) Odtud plyne snadno
@0l + laa| + .. + Jou| nk-l

1
ol — 5 Il + - + )

Je ziejmé, Ze pro dostatedné velkd n nebude jmenovatel

[ral <

mensf napf¥. nez —;— |bo|. K tomu staéi, aby platilo

1 1
ol = (Bl 4+ 1) =
il
L1 e b
—2'| olzz(l AR B
(bl + ...+ B _,

"= o

*) Trojihelnikovou nerovnost zde uZivime v méné obvyklém
tvaru 10, — b chlai — [JI Jeji dtikaz je snadny: stadi polo-
%it ¢ = @ — b a dosadit ,»0bydejné tl'OJllhOlllikOVé noerov-
nosti lc + b] < |e|] + |b]. K dokonéeni dikazu je pak jiZ jen
tfeba zaménit @ a b a uvédomit si, Ze pro kazdé redlné ¢islo d
plati |[d| = |—d|.

21



PoloZime-li
R = max |y,
n<b

ovéfime snadno, e plati
2
[ra] < ma,x(R, —|b—|([aol + oo 4 ) nk-z]
0
pro viechna pfirozena n. Je-li k <[, je n** < 1 a po-

sloupnost {r.}* je zfejmé ohranideni. Naopak, je-li
k > 1, dostavame podobné

1
|“’o| _W(Ia’ll + ...+ la’kl)

f St §
Iral 2 W e B T
apron =2 o] + - F Jau] plati
|aq]
3 l"/ol lao'
W] = nE
Il Bl oo T Bl "I D

Je-li nynf K realné &fslo, dostavame snadno, Ze pro

(oo +- -+ [bi) K 2(ay| + - +Iakl)]

|to] ||

nzmax[

je |rs| > K.

Ke kaZdému redlnému éislu K tedy exlstu]e pkirozené n
(dokonce nekonetnd mnoho takovych n), Ze |r.| > K,
a tedy posloupnost {r,}® neni ohraniéena.

Pozndmka. Pii vysetiovani vlastnosti posloupnosti se
dasto uzivaji také pojmy ,,posloupnost ohraniéend 2dola‘
a ,,posloupnost ohranifend shora‘‘. Posloupnost {a.,}* je
ohranidena zdola, jestlize existuje éislo K takové, Ze
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platf @, > K pro viechna pfirozena n. Srovnej tGlohu 1
na str. 26.

Definice 3. Posloupnost {a.} se nazyva rostouct (kle-
sajict, nerostouct, neklesajict ), jestlize pro vSechna ptiro-
zena n plati nerovnost a, < a,,, (@, > Gnyyy Cn = Cnyy,
@y < @) Viechny tyto &tyfi druhy posloupnosti na-
zyvame posloupnosti monoldnni; pro ty, které spliuji
jednu z ostrych nerovnosti, pouZivame nazvu ryze mono-
tonng.

Posloupnosti z piikl. 1, 2, 3, 6, 7 jsou ryze monoténnf,
a to rostouci (pro pfikl. 3 to dokazeme v pfikl. 11); arit-
meticka posloupnost z ptikl. 4 je rostoucf pti d > 0, kle-
sajici pfi d < 0; geometrickd posloupnost z piikl. 5 je
monoténni p¥i ¢ > 0 (rostouci pii ¢ > 1, klesajici pfi
g < 1) a nenf monoténni pti ¢ < 0. Posloupnost z pii-
kladu 8 neni monotdnni (pfesvédéte se o tom).

Pfiklad 10. Posloupnost {c;} = {%}mje klesajici.
+ 1)
Dakaz. UkdZeme, Ze rozdil ¢y, — ¢ je zdporny. Je

E+1 k

Ry | T D Ry ST R

_ (D) (R 1) k(R 2%+ 2) _
- [+ 12+ 1]7(k2+ 1) -
K+ +k41—k—2*—2k

[(k+ 1)* + 1] (k* 4 1) B

_ 1—k—#k?

T+ 12+ 1] (R + 1)
a tento vyraz je zdporny pro vechna pfirozens k.

23



Dalsi dva piiklady jsou velmi duleZité.

Piiklad 11. Posloupnost {e,}, e, = [1 + %]", je

rostouci.

Dikaz. Podle binomické véty mizeme psat

n n+1
e, =X [Z]n_k; Chy1 = > [n—kl_l) (n + 1)-k:
k=0 k=0
tedy
en = i -~1—n(n—l) . —kE4+ Dt =
k=0 k!
LA | 1 E—1
“Eul—a)- )
n+l ]
en+1 =A_OF(n + l)n PR (n_‘k+ 2) (n—l_ 1)_k>

LA | 1 k—1
R Urey R (e
(v poslednim soudtu jsme vynechali kladny séitanec pfi

k = n 4 1). Pro kaidé ptirozené j plati viak 1 __Z»_ <

<1l— _n——?FT’ takZe Zadny séitanec soudtu pro e, neni
vétsi neZ odpovidajici stitanec (se stejnym k) uprave-
ného soudtu pro e,,,. Plati tedy

en < €pyy

& posloupnost {e,}i° je rostouci.
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+1
Priklad 12. Posloupnost {ef}p, ef = (1+ o) ie

klesajici.

Ditkaz. Protoze viechny éleny posloupnosti jsou klad-
né (a tedy nenulové), mizeme vysetfovat podil e}/e} .,
pro libovolné ptirozené n. Plati

ey (n+2yt nd1lnn+ 2
)

en [%l]ﬂﬂ n (n + 1)2 ]n+2=

et L

Opét pouZijeme binomickou vétu na élen v hranaté
zavorce. VSechny sd&itance binomického rozvoje jsou
kladné. Vynechanim vSech aZ na prvni dva tedy cely
vyraz zmensime:

ex _mn n+ 2 1
wr =+ (1] ]m+"'+

g e

n 1
SR

n(n + %) I} z

Je tedy skutednd es > e}, a posloupnost je klesajici.
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Ulohy

1.* Na zéklad® pozndmky na str. 22 vyslovte analogickou defi-
nici posloupnosti ohrani¢ené shora.
Dokaite tvrzenf 2—35.

2, Posloupnost je ohranifend pravé tehdy, je-li soudasnd
ohranitend shora a ohranidend zdola.

8. Je-li posloupnost {a,}? ohraniend zdola, je posloupnost
{—@a,} ohranilend shora.

4. KaZdéd nerostouci posloupnost je ohranitend shora, kazdd
noklesajici posloupnost je ohrani¢ond zdola.

5. Existujo-li takové &islo & > 0, Ze pro vSechna pfirozend n

1 @
plati |a,| > a, je posloupnost {—} ohranidend.
a, ),
6.* Udejte pfiklad posloupnosti {a,};°, kterd neni ohraniéend,

l @
a ani {—} nenf ohranidend, a posloupnosti {b;}, kterd
a, ),

1 @
je ohranidend, a také {b—} jo ohranidend.

nr1
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2. kapitola

KONVERGENCE A LIMITA

2.1. DEFINICE LIMITY A ZAKLADNI
VLASTNOSTI

V této kapitole se seznamime s jednim z nejdalezitéj-
Sich pojmt matematické analyzy. Jde o pojem limity,
ktery stal u zrodu matematické analyzy a stal se pro-
sttedkem, ktery umoznil popsat matematicky 8irokou
skalu fyzikalnich jevl, nemluvé jiZ o jejim vyznamu
pro rozvoj samotné matematiky. V nasi kniZice se bu-
deme zabyvat jen limitou posloupnosti, takZe se vlastné
dotkneme jen okraje této problematiky. Ale na druhé
strané nam posloupnosti umozni sezndmit se s charakte-
ristickymi vlastnostmi tohoto pojmu na pomérné jedno-
duchych objektech.

Vsiimnéme si nejdfive dobfe znimé véci, totiz desetin-
ného rozvoje redlného &isla. Vime, Ze kazdému redlnému
¢islu piislusi jeho desetinny rozvoj. S vyjimkou téch
raciondlnich é&isel, ktera lze zapsat jako zlomky se jme-
novatelem rovnym néjaké mocniné deseti, je tento
rozvoj nekoneény. ProtoZe s nekoneénym desetinnym
rozvojem se pracuje velmi Spatné, pouZivame misto
ného p#i poditini obvykle desetinny zlomek, ktery
vznikne, napiSeme-li z desetinného rozvoje ¢&isla jen
konedny podet &islic. Tak napf. misto &isla V2 milZeme
pouiit pfibliZného vyjadfeni: 1,4; 1,41; 1,414; 1,4142;
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1,41421; 1,414213; 1,4142135 atd. P¥itom, pouzijeme-li
prvniho vyjadfeni, neudélali jsme jisté vétsi chybu ne
0,1; pouzijeme-li ¢tvrtého napsaného vyjadfeni, nebude
chyba vétsi nez 0,0001 atd. Napiseme-li vice (spravnych)
dislic, chyba se jisté nezvétsf. Je-li tedy pfedem uréena
pozadovana pfesnost, muZeme vidy najit tak velké
piirozené ¢islo p, abychom pfi napsini p (nebo vice)
spravnych &fslic desetinného rozvoje éisla V2 neudélali
chybu vétsi, nez je dovoleno. Snadno se presvédéite, Ze
je-li poZadovana ptesnost (tj. povolena chyba) déna
kladnym éislem a, staéi najit takové piirozené ¢&islo p,
ze p > |log «|.

Napsané desetinné zlomky definuji jistou posloup-
nost racionalnich &isel r,, jejiZ n-ty élen dostaneme
jako desetinny zlomek, p¥islusny é&islu V2, o ,,délce*’ n.
Podle toho, co jsme Fekli, mé posloupnost {r,} tuto
vlastnost: je-li « kladné é&islo, pak rozdil [l/2—-r,,| je
mensi neZ « pro vsechna ,,dostateéné velkd'* p¥irozena n.
Mazeme tedy Fici, Ze J/2 je jistd mez & hranice, k niz se
¢leny posloupnosti blizi. Vyslovime nyni definici, ktera
vystihne to, co je na nasem piikladu podstatné.

Definice 4. Cislo ¢ se nazyva limitou posloupnosti
{a.};2,, jestliZze plati: ke kazdému kladnému &islu ¢ > 0
existuje takové prirozené éislo ny, %e pro viechna pfiro-
zend n, n > n,, plati

lan — a] < e.

Piseme ¢ = lim a, nebo struéné ¢ = lim a,,neboa, — a.

n—>m
Jestlize posloupnost {a,}?, ma limitu a, fikame, Ze
konverguje k a nebo Ze je konvergenint.
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Je tieba si uvédomit, Ze &éislo n, zdvisi obecné na &isle
e. To muzeme vyjadiit zapisem n, = ny(e), ktery ¥ika,
Ze ny je funkei e. Nemuizeme tedy (aZ na zeela jednoduché
piipady) najit takové pevné n,, aby pro jakékoliv kladné
gislo & platila nerovnost |a, — a| < & pro viechna pfiro-
zend n, n > n, Uvazujeme-li ¢ velké, stadi ¢asto volit n,
pomérné malé; nékdy plati poZadovand nerovnost pro
vlechna piirozena ¢&isla n, takie miZeme volit ny, = 1.
Zmensime-li &slo ¢, je obvykle nutno &islo n, zvétsit,
jak to uvidime v piikladech. i

Nase definice skute¢né vyjadiuje, Ze od jistého indexu
lezi jiz vSechny dalsi ¢leny posloupnosti, velmi blizko
éislu a; ptitom vyznam réeni ,,velmi blizko* muzZeme
konkretizovat volbou &isla e. Obracené: jestlize chceme
znat &islo a s jistou (danou) presnosti, vime, Ze staéi
misto néj zjistit néjaky ,,dostatedné vzdaleny‘‘ &len
posloupnosti; chyba pak jisté nebude vétsi, nez poZa-
dujeme. Samoziejmeé vyznamslov ,,dostateéné vzdaleny*
se méni nejen s pozadovanou piesnosti, ale je rizny pro
razné posloupnosti.

Dohoda o oznadeni. V dalsim vykladu se budeme velmi
dasto setkdvat s mnozinou vSech pfirozenych éisel a s je-
jimi podmnozZinami uréitého typu. Zavedeme proto pro
mnozinu ptirozenych ¢isel stalé oznadeni N a pro mnozi-
nu, ktera obsahuje pfirozené ¢islo n, a viechna ptirozens
¢isla vétsi neZ m,, oznadeni N [n,]. Je_tedy N [n,] =
={ne N|n >ne, N =N[l1]

Je jasné, Ze existuji posloupnosti, které nemaji limitu.
Velmi jednoduchym piikladem takové posloupnosti je
posloupnost {n}?. Skuteénsé, kdyby é&islo p bylo limitou
této posloupnosti, existovalo by takové prirozené &islo
7y, Ze pro viechna n € N [n,] by platilo;
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1
|"—P|<§

(zvohh jsme & = —-] Potom vSak by platilo také

nebot je-li n eN [n,], je také n + 1 €N [n,]. Na druhé
strané viak trojihelnikova nerovnost dava (viz pozn.
pod &arou na str. 21)

1 2
o+ 1) =gl [[tn - Dl — | > 1= | = 5

co? je spor. Cislo p (které bylo zvoleno libovolné) neni
tedy limitou posloupnosti {n}.

Nejjednodussi posloupnosti, ktera ma limitu, je tzv.
konstantni posloupnost, tj. posloupnost, jejiz viechny
¢leny se navzdjem rovnaji: @, = a pro viechna n eN. Pak
zfejmsé lim a, = a, nebot |a, —a| = Oa tedy la, —a| < ¢
pro viechna n € N a jakékoliv kladné éislo e.

Na zékladé nasf ivodni ivahy muZeme odekavat, Ze
posloupnost nemiuze mit dvé razné limity: to by zna-
menalo, Ze Gleny posloupnosti vyjadfuji s libovolnou
piedem danou piesnosti dvé raznd ¢isla: napf. dany
desetinny rozvoj by neurdoval jednoznaéné realné &islo.
Skuteéné, plati tato véta:

Véta 1. Kazdd posloupnost md nejvgde jednu limitu.
Dikaz. Bud {a,}® posloupnost a predpoklade]me e
plati lim a, = a, lim a, = &', a # a’. Potom je
> i—>w
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1
?[a—a’l > 0 a tedy podle definice limity existuje

takové pfirozené &islo n,, Ze pro viechna n e N [n,] plati
1
o — 0| < 5 o —a]. @)

Podobné existuje ptirozené ¢&islo n, takové, Ze pro
viechna n €N [n,] plati

1
|a,,—a'l<?|a——a’|. (5)

Pro pfirozena ¢&isla n > max (n,, »,) plati tedy obé ne-
rovnosti (4), (5); z toho snadno odvodime spor:

o — @] < la—ai] +

1 1
-+ la,,—a’[<-2'|a—a,’|+ ?|a—a’| =|le—a'|.

P¥fklad 13. Plati lim - = o.

fn->m

Dikaz. Je-li ddno ¢ > 0, zvolime za n, néjaké ptiro-
zené &islo vétsi nez lfe (napf. n, = [l/e] + 1). Pak

ni < ¢ a pro n € N [n,] plati
0

1 1
——0‘=—g—<e.
n T my

Pozndmka. V dikazu jsme v podstaté pouzili jediny
fakt: totiz Ze ke kaZdému realnému é&islu existuje é&islo
vétdi. To ostatni byla ,jen’ technicka zileZitost —
i kdyZz pravé ta miZe byt nékdy nejobtiznéjsi.
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n+1

Priklad 14. Plati lim

Dikaz. Jest
l_n—l—l _1’_-' n+1—n

n

je-li e > 0, zvolme ny, = [1/e] + 1 jako v piredeslém pii-
kladu 13. Pak ziejmé plati

pro viechna éisla n €N [n,].

Priklady 13, 14 nds vedou k formulaci véty, jejiz
diukaz pfenechame &tenafi jako cvideni.

Véta 2. Bud {a,}® posloupnost, a redlné Eislo, b, =
= |a, — a|. Pak plati lim a, = a prdvé tehdy, jestlize

ny>wo
lim b, = 0.
n->o

V piikladu 13 jsme vidéli, Ze ve volbé &isla n, (p¥i
daném ¢ > 0) mame jistou volnost: stadilo vybrat je
tak, aby bylo =, >%. Kdyby bylo napt. ¢ = 1000’
miiZzeme volit za n, ¢islo 1001 nebo kterékoliv vétsi pfi-
rozené ¢&islo. Kdybychom tedy zménili tfeba prvnich
10 000 &lentt posloupnosti (napf. je vSechny zvétsili na
¢islo 1), nijak to podstatné neovlivni nasi dvahu: stadéi
vzit ny = 10 001. To nés vede k nasledujici véteé.
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Vita 3. Jsou-li {a.}, {ba}> posloupnosti a existuje-li
takové pfirozené &islo k, Ze platt a, = b, pro vdechna
n €N [k], pak plati

limb, =a (6)
>

prdvé tehdy, kdyz
lima, = a. (7)
n>w

Dikaz. Necht plati (7). Bud ¢ > 0 a nechf n, je ptiro-
zen$ &islo takové, Ze pro viechna n €N [n,] plati

lan —a| < ¢. (8)

Zvolme n, = max (ny, k). Pak pro » €N [n,] plati souas-
né nerovnost (8) a rovnost b, = a,, tedy

|bn —a| < e.

Tim je dokdzdno (6) a tedy i véta 3, nebof obricené
tvrzeni plyne ihned zdménou a,, b,.

Podobného typu je nasledujici véta, jejiz dikaz pte-
nechavime &tenati:

Vita 4. Budte {a.}2, {ba} posloupnosti a necht existuje
takové celé &slo k, Ze by, = @, pro viechna piirozend n,
pronéZjen + k > 0. Paklim b, = a, prdvé kdyélim a, =

fn>w n>w

= a.

Pozndmka. Vsimnéte si, Ze k mu¥e byt i zdporné,
tedy mitiZeme &leny posloupnosti ,,posunout dopiedu‘
i,,dozadu®.

33



Nasledujici véta vyjadiuje souvislost mezi pojmem
ohranidenosti posloupnosti a jeji konvergenci.

Véta b. Kazdd konvergenini posloupnost je ohranifend.

Dakaz. Necht {a,}* je konvergentni posloupnost, tj.
existuje
lima, =a.
fn->wo
Podle definice existuje éislo n, takové, %e pro vSechna
n €N [n,] plati
e —a| < 1.

(Zvolili jsme ¢ = 1.) AvSak potom zfejmé plati pro viech-
naneN
laa| < K,

kde K = max (a;, @y, .. ., @n_y, @] + 1), & tedy posloup-
nost {a,} je ohranicena.

Ohranidenost je tedy podle véty 5 nutnou podminkou
k tomu, aby posloupnost konvergovala. Neni viak pod-
minkou postadujici, nebot existuji ohrani¢ené posloup-
nosti, které nemajf limitu. UkaZeme si takovou posloup-
nost.

. _(=)rn -
Priklad 15. PoloZzme A, = T{_—l—. Pak pl&ti

|#a] <1 pro viechna pfirozend n, takie posloupnost

® iy y "y .
{a.} je ohranidena. ProtoZe P 1 T e

posloupnost absolutnich hodnot {|a,|}@ zfejmé rostouci.
Protoze &leny pavodni posloupnosti stfidaji znaménka
(liché ¢leny jsou zaporné, sudé jsou kladné), odvodite

34



odtud snadno nerovnosti @ << @211y Gax_1 > @uky1 PO
viechna pfirozena k a tedy také

2
a’2k2a2=?; a.’k+l£a1=_-2—,
7

2 1
a2k_a2k+12§‘+?=ﬁ.-

Predpokladejme nyni, Ze lim a, existuje a oznaéme ji a.
Pak existuje takové n, €N, Ze pro viechna n € N [,] plati

| 1
T, — a[ < —E
zvolili jsme ¢ = %] Zvolme takové sudé &¢islo n = 2k,
Ze 2k €N [n,]. Potom i 2k 4 1 eN [n,]. Plati tedy
1 1
lazk i al < 9 |a2k+1 — a] < 7

a z trojihelnfkové nerovnosti plyne
|G — Goies1| < |Gk — @] + @241 —a] < 1.

To vsak je spor, nebof jsme ji% odvodili, Ze plati

Gop — Qo1 = ik

Posloupnost {a,}* tedy nemd limitu.

Pifklad 9 ukazuje, Ze posloupnost P(n)/@Q(n), kde P, @
jsou polynomy, miZe mit limitu jen tehdy, je-li stupen
polynomu P mensf & roven stupni polynomu Q. D4 se
dokézat, Ze v tom piipadé skutedné limita existuje. Ale
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jak vypoéitat jeji hodnotu? K tomu nim poslouzi na-
sledujicf véta (jejiz dosah je ovem mnohem Sirsi).

Véta 6. Je-li lim a, = «, lim b, = b, pak plati

lim (a, + b,) = a + b, (9)
lim a,b, = ab. (10)
Je-li navic b # 0, je také
.1 1
lim H = ?. (ll)

Pozndmka. Z véty oviem plyne (za stejnych pfedpo-
kladd)

lim (a, — b,) = lim [a, + (—b,)] =
= lim @, + lim (—b,) = lim @, + lim (—1) lim b, =

=lima, —limb, =a—b

(nebot lim (—1) = —1, jak snadno ovéfite),
. On . .1 e ..
lim b hma,,,b—'l = lim a, ]lmE— =3 pPiid #0.

Ve formulaci véty jsme nepfedpoklidali, Ze vSechna
b, jsou raznéd od nuly, takze bL nemusi byt pro nékteré
n definovano. DokaZeme v8ak pomocnou vétu, kterd
zarudi, Ze od jistého indexu jsou jiz vSechny ¢&leny po-
sloupnosti, jejiZ limita je rizné od nuly, rovnéZ nenulo-
vé, takZe ,,neurditych® je nejvyse koneény podet ¢lent,
ktery podle véty 3 nemé na existenci a hodnotu limity
vliv. (Srov. upozornénf v 1.2 na str. 13.)
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Pomoena véta. JestliZe existuje lim b, a je réznd od
nuly, pak existuje takové Cislo f > 0 a takové pfirozené
¢islo ny, Ze pro v¥echna n €N [n,] je |b,] > B (a tedy jisté
b, # 0) a znaménko b, je stejné jako znaménko lim b,.

Ditkaz. Oznaéme lim b, = b. Pak existuje takové n,, Ze

pro viechna n €N [n,] plati |b, — b| < % |B].

UkazZeme, Ze f = %]b] spliiuje poZadavky pomocné

véty. Skute¢né, z trojuhelnikové nerovnosti dostavame
snadno

jbal > 6] — [ba — BI[ > 6] — - I8 = 5 B] = 6.
Kdyby znaménko b, pro n €N [n,] bylo opaéné nez zna-
ménko b, bylo by |b, — b| = |b| + |ba| > |b] > 0, coZ je
ve sporu s nerovnostf |b, —b| < % |b].

Vratme se nyni k diukazu véty 6.

Dikaz. Bud ¢ > 0, polozme ¢ = ¢" = %e > 0. Pak

existuji takova ptirozend &isla =y, n,, Ze pro vSechna
n €N [n,] plati

lan —a| < & (12)
a pro viechna n €N [n,] plati _
b, — b| < &". (13)

PoloZme n, = max (n,, n,). Z nerovnosti (12), (13) plyne
pomoci trojihelnikové nerovnosti:

la’n + bn_(a' + b)| < la'n_afl +
+ ba—bl <& + " =¢
pro viechna n €N [n,]. Plati tedy (9).
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ProtoZe posloupnost {b,}* je konvergentni, je podle
véty 5 ohranifena. Existuje tedy takové éislo K > 0,
e plati |b,| < K pro vSechna pfirozena n. Pfedpokla-
dejme nyni, Ze @ = 0. Bud ¢ > 0 a poloime ¢’ = % ,
e = —ﬁ—. Najdeme opét takova n,, n,, Ze plati (12)
pro viechna neN[n,] a (13) pro vsechna n eN [n,].
Pak pro vSechna n €N [ny], n, = max (n,, n,), plati
|asb, — ab| < |azb, — ab,| + |ab, — ab| = |ba|. |@a,—a] +

+ la]-[bn — 3] < K&’ + Jale" = — + 5 = & Platf

tedy (10). Je-li @ = 0, je ab = 0, |aqbs| < K|aa|. (Cislo
K bylo zvoleno v pfedchozi ¢asti dikazu.) Bud & > 0
a poloime & = % Existuje takové n,, Ze plati |a,| <

< & pro viechna n €N [n,] a tedy
@nbn — O] = |anbs| < Klaa| < Ke' = ¢.

Vzorec (10) je dokazan.

V dikazu vztahu (11) budeme postupovat trochu ji-
nak ne? v prvnich dvou éastech dikazu. Tam volba gisel
¢', ¢" zdanlivé ,,spadla z nebe‘“. Ve skutednosti byla viak
disledkem jisté pfedbéiné vivahy, kterou v tomto p#i-

padé naznaéime. Vyraz, o ktery nam jde, je 31——%‘
Potfebujeme jej odhadnout pomoci vyrazu |b, — b|,

ktery umime ,,udélat libovolné maly. Plati

L_11 ‘b,,—bl< 16, — b|
ba b b.b 1 !
7|b|-|b|
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pokud 7 eN [n,], kde n; md vyznam z predchoz{ po-
mocné véty. Aby vyraz na pravé strané nerovnosti byl

2¢
mensf nez dané ¢, musi byt |b, — b| < b— Toto &fslo

zvolime za &', na.]deme k nému n, z deﬁmce limity atd.
Ctenaf si nyni jiz snadno provede postup pifsnd deduk-
tivnim zpiisobem jako v pfedchozich ¢istech ditkazu.

y TN . (3n:—bn + )™
Priklad 16.Jaka je limita posloupnosti {—m_—s—}l 3

Pro libovolné n € N miizeme psat

5 1
3n%—b5n 4 1 3= tw
Tt 8 8

T+—

Protoze podle ptikladu 13 a podle véty 6 je lim _111.- = 0,

.1 . 1.1 Copsp e s .
lim — = lim — lim — = 0 atd., existuji limity viech
n n n

séitanci na pravé strané rovnosti (jak v ditateli tak i ve
jmenovateli). Podle véty 6 tedy existuje limita dané po-
sloupnosti a plati

11
i SW =41 3—5lm - +lmag 4
™m* 8 .1 I

Z tohoto ptikladu snadno odvodime obecné pravidlo
P(n)

Q(n)

titatele a jmenovatele nejvyssi mocninou n, ktera je ve

: délime

pro vypodet limity posloupnosti typu
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jmenovateli, a Skrtneme vsechny &leny tvaru c/n?, kde
p je prirozené &fslo. Zbude ndm zlomek, udavajici hod-
notu limity. V &itateli mohou ovéem ,,zmizet* vSechny
¢leny (je-li stuperi mnohodlenu P mensdf neZ stupen
mnohoélenu @); pak je limita rovna nule. Je-li stupen
ditatele vétsi neZ stupen jmenovatele, nemiiZzeme ovéem
této metody pouzit, nebot v itateli by se objevily éleny
tvaru cn?, kde p je pfirozené &éislo. Vime v3ak jiz z véty
5 a z piikl. 9, Ze v tomto pi{padé limita neexistuje.

2.2, BOLZANOVA-CAUCHYOVA PODMINKA
A KONVERGENCE MONOTONNI
POSLOUPNOSTI

I pti fesSeni zcela elementirnich matematickych tloh
musime &asto uvaZovat o tzv. existenénich otazkach.
Piikaz ,,feste danou soustavu rovnic‘ obsahuje ve sku-
tednosti dvé vlohy: pfedevsim zjistit, zda fefeni existuje,
a pak (pokud odpovéd na prvni otdzku je kladna) najit
jeho hodnotu. Zanedbani prvnfho kroku muZe vést
k hrubym chybam a zcela nespravnému vysledku.

Podobné je tomu i tehdy, zabyvame-li se posloup-
nostmi. Otadzka ,které éislo je limitou dané posloup-
nosti?“ neni vlastné zcela pfesné formulovana a je
tfeba ji rozumét takto: M4 dand posloupnost limitu?
Jestlize ano, jakd je jeji hodnota? Otazka existence
limity je tim zdvaZnéjsi, Ze ¢asto néjaké &islo pfimo de-
finujeme jako limitu néjaké posloupnosti. Takovym
dslem je napf. zaklad pfirozenych logaritmi e, ktery

definujeme jako limitu posloupnosti {[1 + %]”}m(viz
1

piikl. 3). (O tom, Ze tato limita existuje, se pfesvédéime
v piikl. 18.)
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Uvedeme si nyni bez dikazu jednu dilezitou vétu,
kterda uddva nutnou a postaéujici podminku pro to, aby
posloupnost méla limitu.

Vita 7. (Bolzanova-Cauchyova podminka). Posloup-
nost {a,} je konvergentni prdvé tehdy, jestliZe je splnéna
Bolzanova-Cauchyova podminka:

Ke kaZdému Eislu ¢ > 0 existuje takové prirozené &islo
g, 4€ pro viechna &sla m eN [ny], n €N [n,] plati

|om — aa| < €.

Tato véta ma velkou dileZitost pro teoretické tvahy
o existenci limity. Jeji vyhodou je, Ze neni tfeba piedem
znat hodnotu limity: Bolzanova-Cauchyova podminka
se tyk4 jen élent posloupnosti.

Pozndmka. Dukaz nutnosti Bolzanovy-Cauchyovy
podminky pro konvergenci posloupnosti je snadny: plati
totiZ |am — aa| < lan —a| + |a, —al. Je-li g = lim q,,
jsou oba d&leny na pravé strané nerovnosti malé (pro
dostateénd velkd m, n), takie i leva strana je mala.
Dikaz posta,éitelnosti této podminky vsak podstatné
zavisi na charakteru mnoziny redlnych é¢isel, totiz, lidové
feleno, na skutednosti, Ze mnoZina realnych ¢isel nema
zadné ,,diry”“. Kdybychom znali jen racionalnf &fsla,
véta by neplatila.

Nasledujici tvrzeni, tykajici se monoténni posloup-
nosti, je s vétou 7 ekvivalentni.

Vita 8. KaZdd monotonni ohranidend posloupnost md
limitu.
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ProtoZe vime, Ze kazda konvergentni posloupnost je
ohranidend, miZzeme tuto vétu formulovat i jako nutnou
a postadujicf podminku konvergence monoténni po-
sloupnosti.

Véta 8. Monotdnni posloupnost md limitu, prdvé kdyé
je ohranidend.

Vétu 8 nebudeme dokazovat. Jeji tvrzeni znf vdak
velmi pfijatelné. Pfedstavme si, e mdme napt. neklesa-
jici ohranidenou posloupnost {a,}®. Necht &islo K je ta-
kové, Ze plati a, << K pro vSechna pfirozend n. Tuto
nerovnost spliiuji ovSem riiznd &isla K (dokonce neko-
neéné mnoho). Neni-li zvolené ¢&islo nejmensi mozné, pro
néz jesté nerovnost a, << K plati, zmensfme je ,,jak jen
je mozno* (to je oviem velmi neuréité vyjidieni, které
si dovolime jen v této nazorné tvaze). To znamens, Ze
ke kazdému ¢ > 0 existuje a, takové, Ze a, > K —=¢
a tedy 0 < K —a, < ¢ (jinak bychom mohli éislo K
jedté dale zmensit o &islo ¢). Z monotonie posloupnosti
plyne, Ze a, > a, pro viechna n €N [p], a odtud dosta-
vame, e také

0I<K—a,<e

pro viechna takova n. A to znamen4, Ze &islo K je li-
mitou posloupnosti {a,}. Redeno velmi nézorné (a ne-
piesnd), &leny posloupnosti jsou svymi ,,pfedchidei*
tladeny stale blize k &islu K, jeZ je jakousi ,,bariérou‘,
pres kterou se mnemohou dostat. A protoZe nemohou
ani ,,couvnout’‘ (to by bylo ve sporu s monotonii), hro-
madi se stale bliZe a stale hustéji u oné ,,bariéry*’.

Priklad 17. Dokaite, Ze posloupnost {a,}?, @, = V'E
mé limitu.
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Dokazme nejprve, Ze plati

ntl n

InF1<]n (14)

pro vSechna pfirozend » > 3. Tvar &lenti posloupnosti
naznaduje, Ze bude asi vyhodnéjsf zkoumat podil dvou
nasledujicfch &lend nez jejich rozdfl. Protoze viechny
tleny posloupnosti jsou kladné, miZeme nerovnost (14)
napsat ekvivalentné ve tvaru

n+1 L
Vn + l/Vn <1.
Leva strana této nerovnosti je
1 1 1
(n + l)m (n + 1) potD 1 1 \n 4D
=[S =T

nn+1 n

n

nﬂ

Nynf pouZijeme binomickou vétu. Abychom dostali
Zadanou nerovnost, budeme potfebovat vhodny odhad

kombinaéniho &isla [Z ] prok > 2:
nY _ n! _nrn—1)...(n—k 4 1) nk
lk) Rm—B E—1) ... 1 S g

Ted uZ je vie snadné. Plati

e 2= () (e () s

1 1 1



Posledni nerovnost plyne ihned ze vzorce pro soudet
konedného podtu &lenti geometrické posloupnosti (viz
piikl. 5)

1 1 1 1

MuzZeme tedy psit

1

— 1

ot U (S,

1 n
nﬂ

pokud » eN [3].

n42
Uvazme nyni posloupnost {6,}2,b, = }/n + 2. Pro ni
plati b, = a,,, pro viechna pfirozena n. Podle toho, co
jsme pravé dokazali, je posloupnost {b,}* monoténni
(klesajici). Je ovSem také ohrani¢end, nebot plati 1 <
3

<b, <b, = V:? M4 tedy limitu a podle véty 4 ma li-
mitu také posloupnost {a,}®, pfidem%

lim @, = lim b,.
n—>0 n>wo

Pozndmka. V poslednim odstavei jsme podrobné pro-
vedli uvahu, kterou v podobnych piipadech vétsinou
odbudeme mnohem struénéji. Ve vété 8 totiZ nenf nutné
predpokladat, Ze vySetfovana posloupnost je monotén-
ni. Stadi, je-li monotdénni ,,aZz na koneény podet élenta*,
tj. stane-li se monoténni, zménime-li vhodnym zpi-
sobem koneény podet jejich &lent. Jak vime z véty 3,
nezale?{ existence ani hodnota limity na koneéném
poétu ¢lenu.
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Piiklad 18. DokéZeme, Ze posloupnosti e, = {[1 + %]"}:

n41
o ={(1 +%] }z piikladd 11, 12 maji obd tutéz li-

mitu. Z pfikl. 11, 12 vime, Ze prvni posloupnost je rostou-
cf, druha klesajici. ProtoZe zfejmé ¢, << e} pro viechna
ptirozena n, platf
l<e,<en<el =4

a tedy obd posloupnosti jsou ohrani¢ené. Existuji tedy
limity

lim e, lime; .

N I

Déle je es = e, [1 + %], lim (1 4+ %]= 1 a podle véty 6

lime}f = lime,.lim (1 + %] =lime,.

2.3. HROMADNE BODY
A V.YBRANE POSLOUPNOSTI

V piikladu 15 jsme vysetiovali posloupnost {(n_ _*1_)?}‘»

1
a ukdzali jsme, Ze nema limitu. Jeji &leny se totiz
»yhromadi“ v blizkosti dvou rdznych bodi, —1 a 1,
resp. se bliZf obéma rovnobéikdm s osou z ve vzda-
lenosti 1 (viz obr. 3). To n4s vede k definici hromadné-

ho bodu posloupnosti:

Definice 5. Cislo a se nazjva hromadnijn bodem po-
sloupnosti {a,}®, jestlize plati: ke kaidému ¢&islu & > 0
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Obr. 3

existuje nekoneéné mnoho pfirozenych &isel p takovych,
Ze
lap —a] <e. (15)

Rozdil mezi limitou a hromadnym bodem posloup-
nosti (ale soudasnd i ptibuznost té&chto pojmu) vynikne
nejlépe, vyslovime-li definici limity takto:

Cislo @ se nazyvé limitou posloupnosti {a.}®, jestlize
plati: ke kazdému &islu ¢ > 0 existuje jen konedny podet
pfirozenych ¢&isel ¢ takovych, Ze neplati nerovnost
|@q — a} < ¢. Odtud ihned plyne toto tvrzeni:

Diisledek. Limita posloupnosti (existuje-li) je jejim
hromadngjm bodem.

Obracené tvrzeni oviem neplatf, nebot je-li @ hromad-
ny bod posloupnosti {a,}?, miZe se stit, Ze pro néjaké
€ > 0 plati pro nekoneénd mnoho ¢lentt posloupnosti
nerovnost |a, — a| > e.

Priklad 19. Posloupnost {s.}, 8, = sin n—; ma tii

hromadné body: —1, 0, 1. Skuteéné, pro = sudé je s, =
=0, pro n = 4k 4+ 1 (k ptirozend) je s, = 1, pron =
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= 4k — 1 je s, = —1. Ve viech tfech pfipadech existuje
tedy nekonedné mnoho élenu posloupnosti, které se do-
konce pifmo rovnaji hromadnému bodu a tedy spliujf
nerovnost (15) s jakymkoliv kladnym &islem e.

Priklad 20. Pro posloupnost {a,} z pifkladu 15 je &islo

1 hromadny bod. Skuteéns, vime ji%, fe lim ——— = 1;
o N1
pro kazdé ¢ > 0 existuje tedy takové pfirozené &islo n,,

—1

Ze pro n €N [n,] plati < ¢. Avéak pro n

n
n -+ 1
(=)rn _ n
n+1 a1’
sloupnosti {a,} splhuji tedy pfi »e N [n,] nerovnost
|as — 1] < e. Podobné muZeme pouZit zfejmého vztahu

" — 1k dikazu, %e také —I je hromadny
o+ 1
bod posloupnosti {a,}® z piikl. 15.

Snadno se dokazZe, Zze vysetfovand posloupnost nema
zadny jiny hromadny bod. Pfedpokladejme, Ze a je jeji
hromadny bod, —1 # a # 1, tedy |a| # 1.

sudé je viechny sudé éleny po-

. 1 5 n
BudiZ e= 5 |1 — |a]| > 0. ProtoZe platf |a,| = P

lim —~ = 1, existuje takové prirozené ¢islo n,,
o %+ 1

Ze pro ne N [n,] je |1 — |aa|| < &. Tedy pro n € N [n,)
je ln — a| = flas| — lo]l = |lan| — 1 — (la] — 1) >
> |1 — |a|| — |t — |aa]] > 2¢ — ¢ = &. Nerovnost

|an — a| < e mizZe tedy platit nejvyse pro koneény po-
detindexu 1, 2, ..., n, — 1, coZ je spor s pfedpokladem,
%e a je hromadny bod posloupnosti {a,}.
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Pfiklad 21. Vime jiZ z ptikladu 8, Ze vSechna raciondl-
ni &isla lze uspofddat v posloupnost. Oznadme ji {r.}®.
Je-li o jakékoliv reélné &fslo, je o hromadny bod posloup-
nosti {r.}p.

Ditkaz. Je-li ¢ > 0, existuje nekoneéné mnoho racio-
nalnich &fsel r takovych, Ze |r — p| < e. (Rozmyslete si
toto tvrzeni! Castdji se pouZiva slabsi tvrzeni, totiZ Ze
existuje néjaké (nejménd jedno) racionalnf &fslo takové,
Ze nerovnost plati.) Ale viechna tato ¢fsla r jsou é&leny
posloupnosti {r,}®, coz dokazuje, Ze p je jejf hromadny
bod.

Pifklady 19—21 naznaduji cestu k odlisné charakte-
rizaci hromadného bodu posloupnosti: Vybereme-li
vhodnym zptisobem jen nékteré &éleny pivodni posloup-
nosti (musi jich byt oviem nekoneénd mnoho) a sefadi-
me je podle rostoucich indext, bude hromadny bod
limitou této ,,vybrané posloupnosti‘‘. Abychom mohli
uvozovky vynechat, budeme pojem vybrané posloup-
nosti pfesné definovat.

Definice 6. BudiZ {k,} rostouci posloupnost pfiroze-
nych &sel, {a,}® posloupnost. Posloupnost {b,}, kde
b, = a,, nazyvime vybranou posloupnost! nebo pod-

posloupnosti posloupnosts {a,}.

Vybranou posloupnost z definice 6 zapisujeme &asto
pfimo ve tvaru {a;,}®_ ;. Znime-li obecny vzorec pro k,,

napf. k, = 5n — 2, miZeme psat také {a;._,}° apod.
Jiny pifklad: je-lia, = —717, k, = 2», ma vybrana posloup-

1
nost &gleny ay, = @.n Il TR
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Nyni muZeme vyslovit dileZitou vétu:

Véta 9. Cislo a je hromadngm bodem posloupnosts
a,}®, prdvé kdyf existuje takovd vybrand posloupnost
G, 3>, Ze lim ay, = a.
fi—>®o

Daukaz. Je-li a hromadny bod posloupnosti {a.}@,
definujeme posloupnost {k,} takto: zvolime takové k,,
aby lax, — a| < 1; je-li zvoleno k;, ks, . . ., kn_;, zvolime

takové k, > kn._,, aby |, —a| < % Takové k, vidy

e L 1
existuje, nebot nerovnost |2, — a| < P plati pro ne-

koneéné mnoho indexu a tedy jisté pro néjaky index
vétsf nez k,_,. Posloupnost {k,} je rostouci posloupnost
piirozenych éfsel. DokdZeme, %e vybrani posloupnost
{ax,}=., konverguje k a.

Bud ¢ > 0. Pak existuje pfirozené &islo p takové, Ze

% < e. Z konstrukee ¢&isel a, je zfejmé, Ze pro n €N [p]

P]a‘ti Iak'n - a’l < i < &. Tedy lim ak,,. = Q.
Y4 >

Necht obracené existuje takova vybrand posloupnost
{a, )=, Ze lim a;, = a. Potom ke kazdému ¢ > 0 existu-
je takové piirozené &islo n,, Ze je |a, — a| < & pro neko-
neéné mnoho indext =, totiz pro vSechny indexy =,
spliiujici podminku » = k,,, m > n,. Tim je dtkaz ukon-
den,

Pozndmka. Viimnéme si rozdilu v chovani posloupnosti
z pifkladi 19 a 20. Nadértneme-li ¢leny posloupnostf na
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Sy =8 = ... 5 =85, = ... Se=8 = ...

-1 0 1
Obr. 4a

o :-303 -a1 } gzal' o

-1 0 e
Obr. 4b

¢iselné ose (obr. 4 a,b), vidime, Ze druhy obrazek skutednsé
odpovidd ndzorné pfedstavé ,hromadného bodu,
zat{mco v prvnim p¥ipadé mame na é&iselné ose vyznadeny
jen tii ,,izolované‘ (osamélé) body. To je zpusobeno
tim, Ze jsme nakreslili jen &leny posloupnosti a nikoliv
graf posloupnosti jako zobrazeni. Srov. obr. 5 a,b.

e ————— _,_ ——————————————————————— .———— - - - -
T2 3 4 5 8 7
| b e i
Obr. 5a
T 2 3 4 5 6 .7
“"- ___________ —v‘ | ':
_hM,__..__..____________~__:______-_‘_':§:12‘_‘_‘:__:::‘__
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Piiklad 22. Zjistéme, zda posloupnost {z,}®, x, =
nt—1

ma hromadny bod. Tato posloupnost ziejmé

_m+ -1

neni ohranidend. NapiSeme-li z, =
n

dostaneme ihned nerovnost
n—l<z, <n-$1.

Piedpokladejme, Ze &islo ¢ je hromadnym bodem nasi
posloupnosti. Existuje takové piirozené é&islo p, Ze
p = a + 1. Pro viechna pfirozend neN[p 4 1] pak
plati

Tn>n—1>=p>a++1. (16)

Zvolme ¢ = % Pak podle definice hromadného bodu

musi existovat nekoneéné mnoho takovych pfirozenych
&isel m, Ze
o — o] < 5
n 9
Specidlné musi tedy existovat pfirozené éislom >p + 1

takové, Ze

l 1
x,,.—al<-?.

Avsak to je ve sporu s nerovnosti (16), v niZ misto n pi-
Seme m (to smime, nebof m > p 4 1). NemiZe tedy po-
sloupnost {z,} mit hromadny bod.

Posloupnosti z pfiklada 19—21, které mély hromadné
body, byly vesmés ohraniéené; posloupnost bez hro-
madného bodu z piikladu 22 nebyla ohranidena. Zda
se tedy, Ze mezi existenci hromadného bodu a ohraniée-
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nosti posloupnosti je néjaky vztah. Tento vztah viak
nenf ekvivalenci, jak ukazuje dalsi piiklad:

n41
n

neni ohranidena, ale ma hromadny bod.
Pii zkoumani této posloupnosti je rozumné vysettit

zv]ast liché a zvlast sudé éleny. Jest (pro vdechna k eN)

Priklad 23. Posloupnost {z,},2, = + (—1)n

_(@k—1r41 1
R R
@k 41 . 8kr4 1
=g PR =T
Plati tedy
lim 2y, = 0,
k>mo
Zoe > 4k

pro vSechna pfirozena k. Posloupnost {z,}® neni ohrani-
¢end a mé hromadny bod 0 (podle véty 9).

Plati viak nasledujici dulezita véta:

Véta 10. Ohranifend posloupnost md aspoti jeden hro-
madny bod.

Tato véta je jednim z nékolika duleZitych tvrzeni,
ktera jsou navzajem ekvivalentni. Patii k nim véta 7,
véta 8 a také tzv. véta o suprému, o niZ jsme se zde ne-
zminili.

UkazZme, Ze véta 10 je disledkem véty 7. K tomu do-
kaZeme pomocnou vétu.
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Pomoend véta. Z ohranifené posloupnosti lze vybrat
posloupnost, splitujici Bolzanovu-Cauchyovu podminku.

Dikaz. Necht posloupnost {a,}® je ohranidena a K je
takové &islo, Ze plati |a,| < K ¢ili —K < a, < K pro
vSechna pfirozend n. Vybereme jeden z intervali
(—K, 0),(0, K), vném? lezi nekoneéné mnoho &lent pos-
loupnosti {a.}?, oznaéime jej J, a vyberme b, = a;, €J,.
(Je pfedevsim zfejmé, Ze takovy interval J, existuje;
lezi-li nekone&né mnoho ¢&lend posloupnosti v obou
intervalech, zvolme pro urditost tfeba ten ,,vpravo‘.
Dale je vidét, Ze index k; miZeme zvolit nejmensi ta-
kovy, Ze plati a;, € J,.-Tim je naSe konstrukece jiz jedno-
znadné urdena.) Délka intervalu J, je d(J,) = K. Nyni

rozptlime interval J, a z obou intervala délky —2-K,

které tak vzniknou, vybereme opét ten, v némiz lezi
nekoneéné mnoho ¢lent posloupnosti {a,}*. (Plati-li to
pro oba, vezméme opét ten ,,vpravo‘.) Oznaéme jej

J,, takie J,CJ,, d(J,) =%K, a vyberme a,€J,

s nejmensim moznym indexem k, takovym, %e soudasné
plati k, > k,. Polozme b, = a;,. Mame-li takto sestro-
jena &isla by, by, ..., by a intervaly J, D Jy D ... D Jy,
sestrojime obdobnym zptisobem interval J,,, CJa

délky %K a &islo b,,,. (Provedte si tento krok po-
drobné!)

Tim je definovana posloupnost {b,}, ktera, jak plyne
z konstrukce, je vybranou posloupnosti z posloupnosti
{a.}=. DokdZeme, Zc {b,}® splituje Bolzanovu-Cauchyovu
podminku. Je-li ddno ¢ > 0, najdeme takové pfirozené
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¢islo p, Ze —— << e. Pak pro n e N [p] viechny é&leny

20~
b, lezi v intervalu J, délky % K; jejich vzdélenost

(tj. absolutni hodnota jejich rozdilu) nemtZe byt vétsi
nez d(J,), takic pro n eN [p] plati

| — B3] < 5t T K<e.
Tim je pomocna véta doka.zana..

Vratme se nynf k dikazu véty 10, ktery je jiz snadny.
Z ohranitené posloupnosti vybereme podle pomocné
véty posloupnost spliiujici Bolzanovu-Cauchyovu pod-
minku. Ta mi limitu podle véty 7, a podle véty 9 je
tato limita hromadnym bodem pivodni posloupnosti.
Véta 10 je dokazana.

2.4, NEVLASTNI LIMITA

V predeslych dvou kapitolach jsme se zabyvali hlavné
ohranidenymi posloupnostmi. To byl dasledek véty 5.
Zavedenim pojmu konvergentnfi posloupnosti jsme roz-
lisili — jak ukazuje véta 10 a tloha 5 v kap. 2 — ohra-
ni¢ené posloupnosti s jedinym hromadnym bodem
a ohraniéené posloupnosti s vice hromadnymi body. Ty
druhé bychom mohli nazvat oscilujfcimi, nebot jejich
fleny se jakoby ,nemohou rozhodnout* a kmitaji
(osciluji) z blizkosti jednoho hromadného bodu do bliz-
kosti jiného. (P¥itom neni podstatné, zda pfimo naby-
vaji hodnoty svého hromadného bodu: srovnej posloup-

nosti {(—1)7), {(—1)" e }T]
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Podobné rozliseni je vyhodné provést i pro neohrani-
dené posloupnosti Porovnejme k tomu cili posloupnosti

{n}l 7{_n}1 v{ n+ _1)"_1n)} ,{(—‘1)"’_1’”}? anadrtné-

me jejich grafy (obr. 6 aZ 9). Budete asi souhlasit s tfm, Ze
tretf a étvrta posloupnost mé opét charakter ,,oscllu]ic'“
posloupnosti, zatimco prvnf a druhé bychom mohli ,,pti
dobré vuli‘“ pfiznat jisté ,,cilevédomé* chovini, pfipo-
minajici trochu konvergenci. Neexistuje ovSem redlné
¢éislo, jemuZ by se éleny posloupnosti — af prvni &
druhé — v rozumném smyslu bliZily. SpiSe bychom
mohli fici, Ze se nekoneéné vzdaluji. Proto k zipisu
jejich chovani pouZijeme symbolu oo.

L
t d

QObr. 6

Definice 7. Rfkime, Ze posloupnost {@,}® mé nevlasin{
limitu + oo (plus nekoneéno), jestliZe plati: ke kazdému
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¢islu K existuje takové prirozené éislo n,, Ze pro vsechna
neN [n,] plati a, > K. PiSeme pak lim a, = 4 oo,

fi—>@
lim @, = -+ o nebo a, - + . Znaménko plus v sym-
bolu + oo se éasto vynechava.
Podobné fikime, Ze posloupnost {a,}® mé nevlastni
limitu — oo (minus nekoneéno), jestlize plati: ke kazdé-
mu ¢slu K existuje takové prirozené ¢&islo ny, Ze pro

viechna »n €N [n,] plati ¢, < K. PiSeme lim a, = — o0,
n>w
lim ¢, = — o nebo ¢, - — 0.

Pozndmka. Uvédomte si ptedevsim, Ze nevlastni limita
nenj limita. To je ponékud neobvyklé: pravotihly rovno-
béZnik uréité je rovnobéinik. Ale pripomeiime jiZ oki¥i-
dlené prirovnani, Ze nevlastni matka neni ve skuted-
nosti matka.

Dile si viimnéte, Ze &leny posloupnosti vystupuji
v nerovnostech v definici bez absolutnich hodnot; prod
tomu tak je, pochopite jisté sami (porovnejte jesté jed-
nou posloupnosti {n} a {(—1)*"'n}e.

Obdobné jako v definici 4, i v definici nevlastnf limity
zavisi éislo n, na &isle K, tedy Ny = no(K).

A nakonec poznamenejme, Ze oznadteni , konvergent-
ni‘ zastava vyhrazeno pro ty posloupnosti, které maji
limitu (nékdy ifkdme diraznéji vlastni limitu). Posloup-
nosti, které maji nevlastni limitu (4 o0 nebo — o0), se
nékdy nazyvaji divergentnt, jindy uréité divergentni (na
rozdil od neuréité divergentnich, tj. oscilujicich). My téchto
nazva pouzivat nebudeme.

Mnohé véty z kapitoly 2 se daji pienést na pojem
nevlastni limity pouhou ziménou slova ,limita‘ slo-
vem ,nevlastni limita‘. Je to piedeviim véta 1, ktera
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plati dokonce v silnéjsim znéni, spojujicim pojem limity
a nevlastni limity:

Véta 11. Posloupnost md bud prdvé jednu limitu, nebo
prdvé jednu nevlastni limitu, nebo nemd limitu, ani ne-
vlastni limitu.

Také véty 3 a 4 plati, zaménime-li slovo limita slovem
nevlastni limita.

Abychom mohli vyslovit vétu o limité souétu, roz-
dilu, soudinu a podilu ve formalné stejném tvaru jako
vétu 6 i pro pripad, kdy jedna ¢&i obé limity na pravé
strand jsou nevlastni, museli bychom definovat alge-
braické operace se symboly + co, — 0. To v nékterych
piipadech nedini potiZe (napf. oo + 00 = w,a— 0 =
= —o0, je-li a realné &islo apod.), ale v jinych je nale-
zeni vyhovujici definice prakticky nemoZné (napf.

o 0 yers
0 — ®, — & apod. — tzv. neurcité vijrazy).

Spokojime se proto s tim, %e vyslovime nékolik vét

podobnych vété 6, i kdyZ vétsinou slabsich.

Véta 12. Md-li posloupnost {a,}* nevlasini limitu (+ oo
nebo — o) a posloupnost {b,}° bud je ohranitend, nebo md
tutéZ mevlasini limitu jako {a.}®, pak ¢ posloupnost
{@n + ba}P md tutés nevlasing limatu.

Dikaz. Maji-li obé posloupnosti {a,}@, {b,} tutéz ne-
vlastni limitu, nap¥. —oo, pak ke kazdému K existuji
takova ptirozena &isla n,, n,, Ze pro viechna n eN [n,]
plati @, << min (0, K} a pro viechna n €N [n,] plati b, <
< min (0, K). Pro véechna n €N [max (n,, n,)] tedy plati
@+ b, <0< K,jeli K >0,a, + b, < 2K < K, je-li
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K < 0. Tedy a, + b, - — oo. Pro nevlastni limitu + o
je dikaz zcela obdobny.

Je-li napf. lim a, = + o, |b,| < ¢ pro viechna n €N,
pak ke kazdému K existuje takové n,, %e pro vSechna
n €N [ry] je a, > K 4+ c. Pro viechna n €N [n,] tedy
olati
: @y +bp>a,— b >K+c—c =K.

Ostatni ptipady se dokazi obdobné.

Podobnou vétu lze dokazat pro limitu soudinu, je
viak tfeba rozeznavat piipady nevlastnich limit 4+ oo
a —oo a pozménit pfedpoklady na posloupnost {b,}®.
(Srov. dlohu 11 na str. 67.)

Dokazeme nyni jednu vétu o limité podilu, kterd je
v jistém smyslu obecnéjsi.

Véta 13. Md-li {b.}> nevlastni limitu a posloupnost

{a.} je ohranifend, je lim I 0.
fn—>w bn
Dikaz. Necht |a,| < K pro viechna n € N. Necht b, —

— +o0. Bud ¢ > 0. Existuje takové n,, Ze b, > g

(miZeme oviem p¥edpoklidat, Ze K > 0) pro viechna
n €N [n,]. Pro tato n plati tedy také % < _I%{/? =
= ¢. Tim je véta dokdzana pro b, — + oo. Jestlize

b, — — 0, najdeme n, takové, Ze b, < —% < 0 atedy
|ba| = —bn > %{— Dalsi postup je stejny.
Ve vété 6 jsme odvodili mj. ,,vzorec pro limitu podilu‘
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an lima,
b, limbd,’

ktery plati, existuji-li obé limity na pravé strané rov-
nosti a plati lim b, # 0. Limita vlevo vSak miZe existo-
vat i tehdy, kdyZz néktera (nebo Zadnd) z limit vpravo
neexistuje. (Napft. je-li @, = b, #* 0 a neexistuje lim a,.)
Zvlast zajimavy a dileZity je piipad, kdy obé posloup-
nosti jsou neohranidené. Tento pi{pad zahrnuje véta,
s jejiz obdobou se setkite, budete-li dale studovat
matematickou analyzu, v teorii funkeci pod ndzvem
L’Hospitalovo pravidlo. Jeji podstata je v tom, Ze misto
¢lentt obou posloupnosti zkoumdme diference, tj. roz-
dily dvou za sebou nasledujicich &lenti.

lim

VEta 14. Necht {ba} je neohraniéend rostouci posloup-
nost. Necht existuje lim —2— -1

Pak existuje
n->m bn‘—bn—l !

. @
¢ lim -2

a obé limity se rovnaji.
>0 bn

Dikaz. Bud ¢ > 0. Pak existuje takové pFirozené
¢éislo n,, Ze pro vSechna n eN [n,] plati

L —

[ Apn — Qp_, £
T <%,—p. <Ltg (17)

kde L = im [(@n — @n_1)/(bs — bay)].
PouZijeme tohoto tvrzeni:

Pomocna véta. Jsou-li «,, a,, .. ., o redlnd éisla, B, B,
< v «» Bi Kladnd éisla a plati-li

K, <% < K,proi=1,2,...,k, (18)

(]
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plats také

o, Foty + ...+ g
K, . 19
A R A

Dikaz. Nerovnost dokiZzeme indukei., Pro &k = 1 je jeji
platnost ziejma. Je-li &k > 1, oznatme &, 4 a, + ... +
Oy

‘o, =4,p+B4+ ... + By = B. Je]1i=_,

B e

A + o 2cxk [». 7} ’ .

= = — a nerovnost (19) neni nic
B+ "2 B (19)

jiného neZ jedna z nerovnosti (18), ktera plat{ podle
piedpokladu.

je

Bud nyni nap¥. % < % a predpokliadejme, Ze plati

%<K2’ alem

piedpokladu plati tim spise

K, < > K,. Podle indukéniho

+ [» 9% A v o
B-—l—-ﬂ; >—§—, COZ]e
totéz jako (A4 + ax) B > A(B <+ fi), nebof ve jme-
novatelich zlomkta jsou kladna ¢&isla. Odtud snadno
dostaneme % < ;:, coZ je spor. Plati tedy Bi;k <

< K,. Podobné dokdZeme tuto nerovnost za piedpo-

Kladu, 7o 2% ﬂ >% Predpokladéme-li, 7 platt gi;" >
+ 2473
K,, plati tim spiSe > —, odtud dostaneme
2 2 P ps B + ﬂ ﬂ

jako v prvnim p¥ipadé nerovnost - ktera je ve

B b
sporu s predpokladem. Obdobné se doka,ze i druh4 &ast
nerovnosti (19).
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Pomocné véty muzeme nyni pouZit na vzorec (17).
Polozime-li a,,,+1 @py== Gy ooy Oy— @y == 0py by 1 —
—bas,=pB1..., b ——b,,_.l—ﬂk (tedy k=n—mn,) a K, =

= L—%, K,=1IL+ —2— , dostaneme (pron € N[n, 4+ 1])

& a,, Qngy &
=% <%=, L1z
¢ili
Gty p| €
bn—bno L|< 2 '
an oy P
\ . MizZeme psat
| bn
G Gn—Gng | Gng , _ Gp—Qng by — by
L S S
%_ — [@n _a"o_ bﬂ'—bno Oy
+ bn L _(bn_bno L] bn + bn +
b, — by
Fo(g )=
— b, L
no no
(b _bno L)( ) b,, :

Zvolime-li nyni n, e N tak velké, aby bylo
(I) ) nl 2 nll’

a o<1— l;""

< 1 pro viechna n eN [n,],

Ong — bngls

(II1) .

< T; pro viechna n €N [n,]
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(rozmyslete si, Ze podminkim (II), (III) lze skute&ns
vyhovét), pak pro viechna z € N [n,] bude platit

Dny
ba |

Gng — bnyls £ _
——bn ’<22 =¢.

Qp
5 L=

ap — ano _
b — bng

L

+

.‘1_

+

Plati tedy lim (a,/b,) = L.

Piiklad 24. Posloupnost {b,}°, b, = n jistd spliiuje
pfedpoklady véty 14. Odtud dostdvame zajimavou vétu
o konvergenci aritmetickych priméra: JestliZe posloup-
nost { X} konverguje, pak konverguje ¢ posloupnost
{X1+X2-};L... £ X,.} o plai

1

lim X1+X2+ . +Xn

p =lim X,.

Dikaz. Polozime-li a, = X; + ... + X,, je
Gp— 0y =Xpy bp—bpy=n—mn—1)=1, tedy
An — Gp_y
bn - b-n—1

Konverguje-li posloupnost aritmetickych préamérd,
nemusi konvergovat pivodni posloupnost. Ovéfte si to
na posloupnosti {(—1)"}!

lim = lim X, a pouZijeme nasi véty.

Pozndmka. Neni-li posloupnost {b,}® monoténni (ros-
toucf), nemusi véta 14 platit. Polozme napf. a, = n? pro
viechna pfirozena n, b, = n? pro » sudé, b, = n pro n li-
ché. Potom postoupnost {@,/b,}® nem4 limitu, nebot pro
lich4 n plati a,/b, = n. Aviak oznadime-li

(an - an—l)/(bn - bn—l) = Am
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(2k):—(2k—1p?  4k—1

Plati Ay = s — ok —1) ~ B —2k T %
@k 1p— (2K 4k+1
Qo = g5 11—k it kgl "

Odtud snadno odvodime, %e lim 4, = 0. Viechy ostatnf
predpoklady véty 14 jsou splnény, jejf tvrzeni viak ne-
plati.

Véty 14 miZeme uZit i na soudin dvou posloupnostf,
z nich% jedna konverguje k nule a druhd mé nevlastnf
limitu. Napfiklad je-li im ¢, = + o0, lim d, = 0 a {d,}?
je klesajici, stadf poloZit a, = ¢,, b, = dL Neni-li {d,}®
klesajici, nemusi vé&ta platit. Poloite napf. ¢, = =%,

dy = (—_ﬂ+)”- Pak c,d, = (—1)», takie posloupnost

{cada}® nemd limitu. Ale pii oznadenf zavedeném vyse
je

Gns1—0n _ Cns1—Cn _ (n 4 1)2—n? -
ban—0a o1 —dat (D H{n 4 IP— (1)
= (—1)p" ntl 0.

2n2+2n+1_>

Pozndmka. Pfedpoklady véty 14 mohou byt splnény
i tehdy, mé-li posloupnost {a,}* nevlastnf limitu. (Je-li
{a,}® ohranidend, mame ,lepsi” vétu 13.) Prozkoumali

jsme tedy jeden z ,neurditych vyraza®, totiZ —g—

(éﬂj, coZ je vlastné totéz, —%] .
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Ulohy

Ve viech dlohdch jsou {a,}P, {b,}2, {c,}® posloupnosti,
Dokaite: Je-li a, < b, pro viechna ptirozend n a existu-
ji-li limity @ = lim a,. b = lim b,, plati a < b. UkaZto
na piikladu, Ze ze vztahu a, < b, pro viechna pfirozend
» neplyne obecnd a < b, ale jen @ < b.
Dokaite: Je-li @, < b, <c¢, pro vSechna pfirozend n
a existuji-li limity lim a,, lim ¢, & jsou-li si rovny, pak
existuje také lim b, a plati lima, = lim b, = lim ¢,.
(Platf i pro nevlastni limity.) )
Dokazte, Ze lim a,, = 0 plati pravé tehdy, kdyZ lim |a,| =
=0.
Dokazte, Ze pro kazdé &fsloa > 1 a kaZdé celé &fslo k plati
k n

lim1—=0, limi-=0.

n>w a" n>o N
(Ndvod: Zkoumejte podil dvou nésledujicich &lenti po-
sloupnosti a pouZijte dlohu 2, v niZz polozite ¢, = 0 a za
{c,,}l"D vezmete vhodnou geometrickou posloupnost s klad-
nym kvocienterm mensfm nez jedna.)
Dokaizte: Hromadny bod ohranidené posloupnosti je jeji
limitou pravé tehdy, kdyz je jejim jedinym hromadnym
bodem.
DokaZte (bez pouiiti véty 7), %e kaZdé posloupnost
spliiujici Bolzanovu-Cauchyovu podminku je ohranidend.
Dokazte (bez pouZiti véty 7), Ze posloupnost, kterd mé
dva (nebo vice) hromadné body, nespliiuje Bolzanovu-
Cauchyovu podminku.
Dokazte: Monoténni neohranitend posloupnost mé ne-
vlastn{ limitu.

1
Dokazte: Platf lim [a,] = + o prdvé kdyZ lim — = 0.
Gn

(Pouzijte lohu 3.)



10. Dokaite: Necht P, (z) = pex" + pya™! + ... + ppixz +

+ P @u(x) = q2° + @2t + ...+ Gea + Gy Pofe F
# 0, r > s. Pak plati: Je-li pygy > O, jo

Lim [Py(n)/Q4(n)] = + ;
n— o

je-li pege < 0, jo

lim [Py(n)/Q,(n)] = — .
n —+ oo

11.* Je-li lim @, = + o a existuje-li kladné &islo b a pfirozené
éfslo k takové, Ze pro vSechna n €N [k] plati b, > b, pak

lim ayb, = + .

Jak musime zménit pfedpoklady na posloupnost {b,}®,
aby tvrzeni zustalo sprdvné, plati-li pro posloupnost

{a.}?
lima, = —o?

Vyslovte a dokazte obdobné véty, jejichZ tvrzeni bude
lim a@,b, = — 0.
12.* Udejte piiklady posloupnosti {a,}°, {b,}{, pro néZ plati

lima, = lim b, = 4 o a pfitom lim (a, — b,) [msp.

a
lim —"] a) existuje, b) neexistuje, ¢) je nevlastnf.
n

67



3. kapitola

RADY

8.1. UVOoD

Pojmu posloupnosti pfedchazel v historii matematiky
pojem fady. Tento pojem se vztahuje ke séitani &isel,
tedy k velmi elementarni operaci. S jedinou vyhradou:
jde o problém sé&itani ,,nekoneéné mnoha‘* disel.

Jiz ddvno si matemadtici, filozofové &i ,,obydejni lidé*
v§imli, %e séitdme-li postupné zlomky %, -%, % atd.,
nepiekroéi soudet nikdy é&islo 1. Pfitom sedteme-li tato

disla aZ do bude soudet roven privé 1 — '511? Odtud

?,E';
byl jiz jen krok k zdvéru, Ze soudet % + % + % + ...

. 1
viech &isel tvaru o

kde » je ptirozené éislo] je pravé
roven jedné.

Vée se zdalo byt v potddku. Nikdo se zpodatku nepo-
zastavil nad tim, co to viibec znamen4 ,,sedist nekoneénd
mnoho ¢&isel”. Zminény vysledek byl zobeciiovan; doslo
se k zdvéru, Ze v piipads —1 < x < 1 plati

1 1 1 1
—t—tgt .=

x x?
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PotiZe nedinil ani pfipad # = 1: Veelku ve shodé se
»Zdravym selskym rozumem® se usoudilo, %e &isla na
levé strané rovnosti (tj. samé jednidky) nelze sedist,
nebof prava strana uvedeného vzorce nemé smysl.

Avsak kdyZ zadali matematici uvaovat o piipadu
2 = —1, narazili na pfekazky: vyraz vpravo ma smysl,
takZe bychom mohli psat

1

Ll l—1t .=

Divéame-li se viak na vyraz na levé strané jako na zapis
obydejné aritmetické operace séitani éisel, mél by pla-
tit asociativni zdkon. Podle ného bychom vSak mohli
psét

—141—14 ...=(—141)+
+(=14+1)+...=0+4+0+¢... =0,
ale také
—14+1—14...=—141—=1)+
+(0—1)+...=140+4+04...=1,
coZ dava ziejmé nespravné rovnosti
—3=0=1

Stejné i pouZitim komutativniho a distributivniho zako-
na dojdeme k rozporuplnym vysledkim:

_%=—1+1—1+... =1—14+1—1+...,
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ale také
1—14+1—14...=—(—141—1+4...)=

(44

Trvalo dlouhd léta — ¢&i spiSe staleti — neZ se poda-
Filo uspokojivé roziesit tyto a podobné otazky. Hluboké
uvahy, vyvolané uvedenymi paradoxy, vedly nakonec
k vytvofeni zakladnich pojmu klasické matematické
analyzy. Ohromujici vyvoj, kterym teorie fad prosla od
prvnich fundamentalnich praci Cauchyovych, z nf
vytvoril i dulezity prostiedek aplikaci matematiky.

3.2. DEFINICE

Budeme nyni definovat pojem fady, respektive souétu
fady, pomoci pojmu limity posloupnosti.

Definice 8. Bud {a,} posloupnost. Pak symbol E Gy

n=1
k
nazyvame fadou. Cisla a, jsou éleny fady, &islas, = T a, =
n=1
= a, + a, + ... + a; nazyvame jejimi édsteénymi
soulty. Existuje-li limita posloupnosti {s;};=,, 8 = lim s,
k>o

@w

fikdme, Ze fada X a, mé soudet (a to i v pipads, kdy limi-
n=1

ta s je nevlastni, tj. s = 4 © nebo 8 = —) a piSeme

E a, = s. Je-li limita s vlastnf (tj. koneé&né é&islo), Fikdme
n=1

také, Ze fada § an konverguje k &islu s (je konvergentnf).

n=1

70



@
Neexistuje-li lim s; (ani nevlastni), fikdme, Ze ¥ada = a,
k> =l

nema soudet.

Definice byla dost dlouhd a vyskytlo se v nf nékolik
novych ndzvi. Vsimnéte si pfedeviim toho, Ze symbol

% a, ma vlastné dva vyznamy: jednak je vyjidienim pH-
n=1
kazu ,,utvof disteéné soudty a, + a, + ... -+ a; a zkou-
mej jejich limitu‘, jednak je pfimo oznadenfm pro hod-
notu této limity (pokud existuje). Dile si uvédomte
rozdil mezi vyrokem ,,fada ma soudet‘‘ a ,,fada konver-
uje‘‘. Konvergentni fada ma oviem soudet, a ten je
(koneéné) &slo. Rada, kterd ma soudet, nemusi viak
konvergovat: to nastane pravé tehdy, je-li jeji soudet
nekoneény, tj. 4+ o nebo — . Rozmyslete si také
vyznam negaci uvedenych vyroki a peélivé je rozliSujte!
K oznaéeni zavedenému definici 8 je tfeba jedté
poznamenat, Ze podobnd jako v pojmu posloupnosti
nemusf fada zad¢inat od indexu 1. Vedle uvedeného za-

pisu se setkdme nejéastéji s fadami tvaru X a,, ale také
n=0
X a,, Xa,apod.Jesamoziejmé, Ze ,séitaci index‘ muze

n=3 n=—2

byt oznaden jinak neZ n, napf. uank apod. Zipis a, +
k=1

+ a, + a3 + ..., ktery se dost dasto objevuje v litera-
tufe, nebudeme v této knizce pouZivat.

Priklad 25. Ve &kole jste se seznimili se soudtem
geometrické fady (srov. p¥iklad 5). Je-li @, = ag*! pro
véechna ptirozena &sla n, @ # 0, miZeme hovofit o fadé
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% agt. (20)

fn=]1

V piikladu 5 jsme ukazali, Ze plati

sh=a-tag+ ... +tagprl=a ll:i' - (21)

Podle véty 6 snadno odvodime, Ze posloupnost {s,}&
mé (vlastnf) limitu, pravé kdyz |g] < 1, a platf

lim s, = .
> l—q

Geometricka fada tedy konverguje pravé tehdy, kdyZ
lg] < 1, a platf
e a

Zagrl = .
n-:laqn l—q

(Ptipad ¢ = 0 jsme na rozdil od piikladu 5 nevyloudili.)

Je-li ¢ > 1, je posloupnost dastednych soudti {s,}2
monoténni a neohranidend podle vzorce (21) a plati
zfejmé (srov. iilohu 8, kap. 2)

lims, = +o nebo limsg, =—ow
>0 f>o

podle toho, zda @ > 0, nebo a < 0. Plati tedy

@®
2aprl=+4+o pfH a>0,¢g=>1,

n=l

an"ﬂ:—oo pii a<0,g>1.

n=1
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Je-li ¢ << —1, pak fada X ag®! nem4 soudet, nebot ze
ne=l

vzorce (21) plyne, Ze posloupnost éasteénych soudta je
neohranidend a p¥itom obsahuje jak kladné, tak i za-
porné &leny s libovolnd velkou absolutni hodnotou.
Celkem tedy dochizime k zivéru, Ze geometrickd Fada
mé soudet pfi ¢ > —1, konverguje pfi —1 < ¢ < 1.
(P¥pad ¢ = —1 uvazte sami — srov. piikl. 28.)

P¥iklad 26. Nalezndte soudet Fady

ked 1

2 —. 22

oot 7 1) (22)
Jde oviem jednak o to, zda soudet Fady existuje, jednak
o jeho hodnotu. V daném piipadé lze viak obé otdzky
vyfesit soudasnd. Z rovnosti

1 1 1
BEk+1) k k1

plyne ihned
b 1 s (1 1 1
w=Z W FD ",E,(T_kJrl)—l_?Jr
1 1 1 1 1
+?_?+"'+?—n+1 ~1—n-l-l
a tedy
lims, =1,
n->mo

Podle definice 8 tedy fada (22) konverguje a ma soudet
rovny jedné, tj.

d 1
Iamry - &
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Priklad 27. VySetiime tzv. harmonickou fadu, tj. fadu
© 1
§=I Pl (23)
Protoze 711'— > 0 pro vSechna pfirozena &isla n, je posloup-

1 1
nost ¢astednych soudéti s, =1 + o + ... + P mono-

ténni (rostouci) posloupnost. Jestlize je ohraniéena, ma
podle véty 8 limitu; 1%esthze je neohranidend, ma ne-
vlastni limitu + oo. Rada (23) ma tedy jisté soudet;
otdzkou zustavd, zda je dokonce konvergentni. K roz-
fefleni této otdzky nam pomuzZe, omezime-li se na jistou
vybranou posloupnost z posloupnosti ¢steénych soudtii,

.y 1 1 1 1
totiZ na posloupnost {s,,};,. ProtoZe — 371 8
1 1 1

'€>'§’7
H + 5 + -+ 5 >+ + + + +

> i atd., plati

+'§+?+§+---+5+?{+---+'2—n=

2n~Lkrat

1 2 4 2n-1
=ltg+ot+gt -t =1+%.

Odtud plyne, Ze posloupnost {s,,}.-, a tim spie posloup-
nost {s,};2., je neohraniéend, takie podle p¥edchozf
uvahy fada (23) nekonverguje, ale plati

§i=—|—oo.

n=1 T
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Piiklad 28. V odst. 3.1 jsme uké,za.li jaké obtiZe na-
stanou, snaZime-li se sedist Fadu Z (—1)" Nyni je ihned

vidét, Ze definice se témto obtizim vyhnula jednoduse
tim, Ze ,zakédzala‘‘ takové fady séitat, tj. nepfifadila
jim %4dny soudet. Skuteéné, éistedné souéty této Fady
jsou —1, 0, —1, 0 atd., takZe jejich posloupnost mé dva
hromadné body —1, 0 a nemé tedy limitu (oviem ani

nevlastnf). Rada  (—1)" nem4 proto soudet.
n=1
Pokud by é&étenat povazoval takové Feseni za piilis
»laciné‘, miZeme jej uklidnit tim, Ze matematici ne-
ztratili zavedenim definice 8 zdjem o ty Fady, které
nemaji soudet. Aviak studium takovych fad daleko
pfesahuje ramec nasf knfZky.

8.8. NEKTERE ZAKLADNI POZNATKY
0 RADACH ’

Podobnsé jako je tomu u posloupnosti, ani u fad neza-
visi jejich konvergence na zméné konetného poétu
&lenu Fady. Av8ak na rozdil od posloupnosti, kde i hod-
nota limity je na takové zméné nezivisld, zméni Fada
obecné sviij soudet. To je piirozené, nebot zménou tieba
jediného ¢lenu fady se zménf vSechny &astené soudty,
které tento élen jiz obsahuji, a tedy se zménf i hodnota
limity posloupnosti éasteénych soustd. DokéZeme nej-
prve tuto vétu:

Viéta 16. Budif p prirozené &islo. Rada % a, konverguje
n=1
(md soulet) prdvé tehdy, jestlite konverguje (md soubet)
rada X a,.

n=p41
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Poznamenejme, Ze druhou fadu miZeme psat také
-]

ve tvaru X d,,,.
=1

Dikaz. Oznadime-li s, = @, + a, + ... + a, isteéné
soudty prvni fady, ¢, = @y, -+ ... + ap,, Gistedné
soudty druhé fady, pak zfejmé plati

bp = 8p4n—38p. (24)

@
JestliZze Fada X a, konverguje, platf podle véty 4

fal

- -]
lims, =lims,,, = X a,.
>0 ] =l

ProtoZe p je pevné pfirozené &slo, plati podle véty 6

lim¢, =lims,n—38,; (25)
fi->o n>o

existuje tedy limita d4stednych souéti fady > a, atedy
fn=p 41
tato fada konverguje; navic je jasné, Ze plati

Za,._Ea,.—.s,-—Za,.—-(al—l-aa—}- .+ ay).
fn=pt1 n=1
(26)

Jestlize konverguje ra.da. Z a,., stadf pfevést v rovnici
(25) élen 8, na levou stranu a opét podle véty 6 dostavi-

me, %e konverguje i fada 5 a, a plati (26).
n=1
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Pokud jedna z fad ma soudet + oo nebo — oo, plati
oviem opét (24), nebot zde jde o dasteéné (tedy koneéné)
soudty. Podle véty 12 pro nevlastni limity pak platf

lim ¢, =lim s,,, = lim g, ,
> o fi—>® fi->®

kde véechny tfi limity jsou nevlastni, a to bud v8echny
+ o, nebo viechny — co. Véta je dokdzana.

Tvrzen{ z podstku tohoto odstavee je nyni disledkem
této véty:

Véta 16. Jestlite fady > Oy 5 b, splitujt rovnosts a, =b,

fn=1 n=1
pro véechna pfirozend n neyvyé’e 8 vy;zmkou koneéného
poltu, pak bud obé fady maji soulet, nebo jej nemd Zddnd.
Konverguje-lIt jedna z obou 7ad, konverguje t druhd.

Diikaz. Plati-li a, = b, pro vSechna pfirozena » aZ na
koneény podet, existuje takové p¥irozené &islo p, Ze pro
viechna n €N [p] plati a, = b,. Potom vSak platf

Y = 2 by (27)

n=p+1 a=p+1
w
& tvrzenf véty 16 plynou z véty 15: ma-li napt. fada T a,
n=1
@ ®
soudet, mé soudet i fada X a,, tedy i ¥ b, podle (27)

n=p+t1 n=p+1

a znovu podle véty 15 ma soudet i Fada 5 by,. Ostatni
n=1
piipady se odvod{ zcela obdobns.
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Zikladni informaci o tom, zda dand fada mtuZe kon-
vergovat, nam &asto da tato véta:

Vita 17, Jestlize fada > a, konverguje, pak plati

n=1

lima, =0. (28)

a—>o

Dikaz. Oznadime-li jako obvykle s, =a, + a, +
+ ... 4+ a,, pak pro vSechna n €N [2] plati

Ap = 83— 8.

Protoze fada Ea,. konverguje, existuje lim 8, a podle
n=l
véty 4 platf hm 8, = lim s,_;. Podle vét.y 6 existuje
>
tedy lim a, a platl

n>w

lima, =lims, —lims,_, =0.
n->@ n1—>wo n—>w

Véta je dokazana.

Z ptikladu 27 vidime, Ze platnost vztahu (28) neni
postadujici k tomu, aby fada X a, konvergovala. Uka-

n=1
Zeme viak, Ze existuje pomérné duleZity typ ¥ad, pro
néi je (28) i postadujicf podminkou konvergence. (Viz
vétu 27, kde dleny fady piSeme sice ve tvaru (—1)*a,,
ale to nenf podstatné vzhledem k tvrzenf dlohy 3 kap. 2.)
ale o jeji konvergencl Skutednd, geometricks Fadae z pii-
kladu 25 s kvocientem g > 1 ukazuje, Ze fada muZe mit
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soudet (ovem jediné nekoneény), i kdyz neplati (28).
Pii vypoétu soudtu fad nam éasto pomuzZe nasledujici
véta, jez je slabsi, ale presto dileZitou obdobou véty 6:

Vita 18. Jestlite fady = an, 3 b, konverguji a ¢ je libo-
aml nel
volné éslo, plati

T (@n + b) = B an + 2 by, (29)

nwml n=1 n=1
Eca,,=c;.‘.a,.. (30)
=1 n=1

(To znamend, Ze rady vlevo konvergujl a platt napsané
vztahy. )

Dikaz plyne bezprostiednd z véty 6 a pfenechame jej
proto &tenaki. Ctend¥ si také muze rozmyslet, jaka
tvrzeni lze vyslovit, pfedpokldédame-li misto konvergen-
ce jen existenci soudtu (tfeba nekone&ného).

Poznamenejme jesté, Ze vzorec (29) pfedstavuje jistou
formu asociativniho zdkona pro (konvergentni) fady:
misto abychom nejprve sedéetli odpovidajici ¢leny obou
fad vpravo a pak utvofili ,,nekoneény soudet (tj. sou-
det Fady), muZeme nejdiive najit oba ,nekonedné
soudty‘* a ty pak sedist. Ctenat se snadno presvéddi, Ze
vzorec (29) neplati obecné pro nekonvergentni Fady,
dosadi-li t¥eba @, = 1, b, = —1 pro viechna pfirozena
tisla n.

Podobné vzorec (30) je jistou formou distributivniho
zékona: bud nejprve vynasobime kaZdy ,séftanec’
(8len fady) éislem ¢ a pak sedteme, nebo nejdiive seéteme
a pak cely soudet vynisobime &fslem c.
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8.4. KONVERGENCE RAD
8§ NEZAPORNYMI CLENY

Vyznamné misto mezi fadami zaujimaji ty, jejichz
viechny dleny maji totéZ znaménko (pfitom nékteré
¢leny mohou byt rovny nule). To znameni, Ze plati bud
@, = 0 pro viechna n € N, nebo a, < 0 pro viechna
n €N. ProtoZe podle v&ty 18 plati

Z (—a,) = —Z a,, .
A=l

jakmile jedna z napsanych fad konverguje (stadi do-
konce, ma-li soudet — tfeba i 4 oo nebo — o0), stadi si
zvolit jednu z obou nerovnosti, napf. @, > 0. DosaZené
vysledky se snadno pfenesou na pi‘ipad fad, jejichz &leny

spliiuji nerovnost a, < 0. Radu Z - Ons jejiz &leny spliuji

nerovnost a, > 0 pro viechna n eN budeme piirozené
nazyvat fada s nezdpornymi &leny.

Davody, prod se témito fadami budeme zvlasté zaby-
vat, jsou v podstaté dva. Prvni z nich je ten, Ze posloup-
nost d&astednych soudti takové Fady je monoténni
(neklesajici). Mohou tedy nastat dva piipady: bud je
tato posloupnost ohranidend a tedy mi podle véty 8
(vlastni) limitu, tak¥e fada konverguje, nebo je neohra-
nidend a pak podle tlohy 8, kap. 2, méa nevlastn{ limitu
+ o0, takze fada mé soudet 4 oo. Tento vysledek miZe-
me vyslovit jako vétu:

Véta 19. Rada s nezdporngmi leny md vidy soudet;
konverguje prdvé tehdy, kdy% posloupnost jejich Edstecnych
soulti, je ohranibend.
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Druhy duvod je ten, Ze kaZdé fadé X a, (jejiZ dleny
=l
mohou mit rizné znaménka) mizeme pfitadit,,fadu abso-
lutnfch hodnot‘‘ X |a,|, coZ je fada s nezdpornymi &leny.
f=1

Z jejiho chovanf miZeme dasto soudit na chovanf plivodni
fady (srov. odst. 4.1).

Téméf samoziejmym dusledkem véty 19 je tzv. srov-
nivaci kritérium, které ndm umoZiuje rozhodnout
o konvergenci dané ¥fady na zékladé znalosti chovan{ jiné
fady (které se dasto ¥kd majorantni Fada):

Véta 20. (Srovndvacf kritérium.) Nech? platt 0 < a, <
< b, pro vdechna n eN. Jestlite fada X b, konverguje,
=]

konverguje i fada § a, a plati
=]l

S, < 2b,. (31)

A=l A=l

Dikaz. Za predpoklada véty plati pro kazdé piirozené
dislo » nerovnost

0<a,+ay+ ... +a, <by+ b+ ...+ ba.
ProtoZe podle véty 19 je posloupnost éisteénych sousti
fady X b, ohranidend, existuje &islo K takové, Ze |b; +
A=l

+ b3 4+ ... + bs| < K pro viechna n €N a tedy zfejmé
platf také [a; + a3 + ... 4 a.| < K pro véechna n eN.

@«
Opét podle véty 19 dostdvame, Ze fada X a, je konver-

n=1

gentnf. Nerovnost (31) plyne z tlohy 1, kap. 2.
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Piiklad 29. Harmonickd fada (23) je zvladtnim p¥i-
padem fady

. |
T -, 32
Rar (32)

kde c je redlné éfslo. Ziejmé je n° > 0 pro kaidé neN,
takZe jde o fadu s nezipornymi éleny. DileZity je piipad
¢ = 2, tj. fada

21
> —
n=1 nz

DokaZeme, Ze tato fada je konvergentnf, pouZitim srov-

névacfho kritéria, v némz poloZime b, =

nn + 1)
pro vsechna pfiro-

1 1
Pl 0< o = 7@+ D)

zené n. ProtoZe fada §

,._17L(anl) konverguje podle p¥i-

kladu 26, konverguje podle véty 20 i fada '§1 _(_n——:_l)“ .
Ziejmé viak platf

® 1 © 1

20— =3 —

o=t (4 1)2 pae n?

(snadno se presvédiite, Ze obé Fady majf tytéZ ddstedné
soudty) a podle véty 15 konverguje také Fada ”i_lol;—z.
(P¥esnou hodnotu jejiho soudtu nenfi tak snadné najit:
ukazuje se, Ze je rovna % .

Je-li nynf ¢ > 2, miZeme na Fadu (32) pouiit srov-
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névacf kritérium, v nédm¥ polozime b, = ;Ll—z—, nebot jisté

1 1
plati nc > n? a tedy 0 < S jE Pro viechna n e N.

Je tedy rada (32) konvergentni, jakmile ¢ > 2.
Srovnavaci kritérium ndém umoziiuje obdrZet i nega-

tivni vysledky. Nechf je ¢ < 1. Pak plati 0 < % < % .

Kdyby fada (32) (pfi ¢ < 1!) konvergovala, plynulo by
ze srovnivaciho kritéria, Ze harmonicka fada (23) rovnéz
konverguje. To je viak ve sporu s vysledkem piikladu
27. Tedy fada (32) pfi ¢ < 1 diverguje. K 1iplné diskusi
fady (32) nam chybf piipad 1 < ¢ < 2. Ten vysettime
pozdéji (viz piiklad 37).

Ze srovnavaciho kritéria miZeme odvozovat specidlnéj-

8f véty tim, Ze misto Fady > b, vezmeme néjakou kon-
a=1

krétni Fadu, jejiz chovani je ndm zndmé. Nejdastéji uzi-

vanym vysledkem je tzv. Cauchyovo kritérium, v némz

pouzijeme geometrické Fady.

Véta 21. (Canchyovo kritérium.) Bud ddna posloup-
nost {a,}. Necht existuje islo q takové, Ze ¢ < 1, a priro-
zené ¢islo k takové, Ze pro vdechna n e N [k] platt a, > 0,

Va_,. < q. Pak ada 5 a, je konvergenini.
fe=l

Dikaz. PoloZime-li g = b,, plyne ihned z véty 20,

@
Ze Ffada X a, je konvergentni. Z véty 15 pak dostivame,
n=k

@©
7e také fada X @, je konvergentni.
n=1

83



Priklad 30. DokiZeme, Ze je-li  jakékoliv nezdiporné
dislo, je fada X % konvergentni. Je totiz
n=1
n  ——
A A
[n) T n T2
pro viechna pfirozena &isla n > 2x. PoloZime-li ¢ = —%—,

je konvergence fady X :—: dusledkem véty 21, a kde pfi
n=1
daném « poloZime k = [22] + 1.

Piiklad 31. Pro harmonickou fadu Z — pla,ti V— <1

n=1 N
pro vsechna pfirozend ¢&isla n. Jak vime (srov. pii-
klad 27), harmonicka fada nenf konvergentni. Ve vété 21
tedy nemuzZeme obecné poloZit ¢ = 1, dokonce ani tehdy,
n

kdybychom neostrou nerovnost Va < ¢ nahradili

ostrou nerovnost{ J/a, < 1.

Ze srovnavaciho kritéria dostaneme snadno také
tzv. podilové kritérium.

Véta 22. (Podilové kritérium.) Nechf 0 < a,, 0 < b,

An41 < busy
an ba

(-]
pro véechna pFirozend isla n a necht fada T b, konverguge.

fne=l

Pak konverguje t rada E Qp.

fne=l
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Dikaz. Uvédomme si, Ze viechny ¢&leny obou fad jsou
kladnéa ¢isla, takie vSechny zlomky, které budeme psit,
maji smysl (a jsou to kladna é&isla). Je-li n» pfirozené
¢islo, platf

On O O B b bay by b
@ Ga g Gag a; = bay ba b, b,
a tedy

a,
a,.gb—lb,..

O
Konverguje-li fada X b,, konverguje podle véty 18i fada
n=1,
oy

5 b, & podle srovnivaciho kritéria (véta 20) kon-
n=1 0y

0
verguje i fada X a,.
A=l
I v této vétd miZeme poloZit b, = ¢*, tj. pouiit ke
srovnani geometrickou fadu. Dostaneme tzv. d’Alem-
bertovo kritérium:

Véta 23. (D’Alembertovo kritérium.) Bud ddna po-
sloupnost {aq}2n,. Necht existuje &islo ¢ < 1 a piirozené
bslo k takové, Ze pro vdechna ne N[k] plati a, > 0,

®
0< %’;ﬂ < q. Pak fada X a, je konvergenind.

fn=l

Dikaz. ProtoZe ¢ je podil dvou po sobé jdoucich &lend
geometrické posloupnosti (s kvocientem ¢, 0 < ¢ < 1),

plyne z vdty 22 konvergence Fady %aﬂ a z véty 15

A=k

konvergence fady > .
A=l
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Pi{klad 32. PouZijeme vé&tu 23 na fadu 2‘. ML kde =
n=1 N
je libovolné kladné é&islo. PoloZime-li W = @, jo
il
Uy _ (n+1)! _ =z
a, z T 41
—r
Pro viechna n > z je w1 < PR miZeme tedy
polozit ve vété 23 ¢ = _T_ T < 1 adostivame, Ze fada
Z nﬂ konverguje pro viechna kladna z.
=1

Pfiklad 33. Konvergenci Fady Z nz®, kde z je dané

kladné &fslo, bychom mohli opét vysetrlt pomoci d’Alem-
bertova kritéria. Vhodnéjsi je viak odvodit tzv. limitni
d’Alembertovo kritérium, které je uZiteéné i v jinych
piipadech.

Véta 24. (D’Alembertovo limitni kritérium.) Bud a, >
> 0 pro vdechna n a necht plati

Qpyq

lim — < 1.

n>o an

Pak fada > a, konverguje.

n=1
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Dikaz. Polotme lim 2241 . = a < 1. Pak je — (1 —

fi->o
—a) > 0 a tedy existuje takové pfirozené éislo n,, %o
pro viechna n e N [n,] plati

An 1 1 _1
oMot gl—a =5 @+ <1,

Podle d’Alembertova kritéria (véta 23) tedy ¥ads  an

=1
konverguje.

Vratime-li se k prikl. 33, vidime, Ze
(n+ Dttt w41

= r—>x.
nx" n

Je-li z < 1, tfada §m:" konverguje. Pro > 1 oviem

n=]
nekonverguje (napt. podle véty 17).

Zkuste pro srovnani FesSit piiklad 33 pifmo pomoci
d’Alembertova kritéria (véta 23). Uvidite, Ze postup je
sloZitdjsi, protoZe ¢&islo ¢ musite volit v zdvislosti na
éisle x.

Podobné jako limitni d’Alembertovo kritérium miZe-
me vyslovit i tzv. limitnf Cauchyovo kritérium:

Vita 26. (Cauchyovo limitnf kritérium.) Bud a, > 0
pro vlechna pfirozend n. Necht plati

n
lim Va,. <1,
fa->o

Pak fada E a, konverguje.

n=l
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Dikaz ]e obdobny ]ako pro vétu 24. PoloZime-li

a = hm Va,,, pak je —(l—a) >0 a tedy existuje

takové n,, Ze pro vSechna n € N [n,] plati |Va— al <

1 . v— 1
<5 1—a), . 0<la <51 +a)=g<l
Z Cauchyova Lkritéria (véta 21) plyne konvergence
fady 2 a,.

el

Ulohy

-]
Pifeme v3ude struénd Za, misto X a, apod. Abychom mohli
n=1

v nékterych dlohdch hovofit i o nekonvergentnich Ffadéch,
definujmo ¢ < + ©, — w0 < ¢ pro libovolné redlné é&islo ¢
iproc = + ®, ¢ = — 0.

1. Dokazte: Je.li a, < b, pro v8echna n € N a maji-li obé fady
Za,, Ib, soulet, plat{ Xa, < Xb,.

2.* Dokaite: Je-li @, < b, < ¢, pro viechna n € Nafady Za,,
o, konverguji, konverguje i fada b, a plati Za, < Tb, <
< Zey.

Ukazte na ptikladu, Ze tvrzeni neplatf, nahradime-li slovo
pkonverguje‘* v obou piipadech slovy ,,mé soudet‘.
Piesto je moZiné vyslovit a dokézat podobnou vétu pro
nekonvergentni fady, které maji soutet. Pokuste se o to!

8. Dokaite: Necht plati 0 < @, < b, pro viechnan € N.
Jestlize fada Za, nekonverguje, pak nekonverguje ani fada
Xby.

4. Doka?te: Necht 0 < a,, 0 < by, Gp41/a, < bpy, /b, Pro
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5.

7.*

8‘

viechna n € N. Jestlize fada Xa, nekonverguje, pak ne-
konverguje ani fada Xb,.

DokaZte: Necht {a,} je posloupnost nezdpornych &isel
a nechf pro nekoneéné mnoho éisel n € N plati a,y,/a, > 1.
Pak tada Xa, nekonverguje.

Dokazte: Necht {a,} je posloupnost kladnych &isel a necht

n

Pro nekone&nd mnoho &iseln € N plati Va—,,_ 2 1. Pak fada
Za, nekonverguje.

Formulujte a dokaZte srovndvaci kritérium (obdobné vété
20) pro fady s nekladnymi &leny.

Dokezte (s pouZitim vty 7): Rade Ta, konverguje prévs
tehdy, jestlize ke kazdému &fslu ¢ > 0 existuje takové pFi-
rozené &fslo n,, %e pro vlechna &isla p €N [n,], g € N [n,]

[
splitujfef p< ¢ plati | £ a, | < &. (Bolzanova-Cauchyova

n=p+1
podminka pro Fady.)

89



4. kapitola

ABSOLUTNI A NEABSOLUTNI
KONVERGENCE

4.1. UVOD A DEFINICE

V minulé kapitole jsme odvodili nékolik kritérii (po-
stadujicich podminek) konvergence fad. Pritom 8lo
ve vScech pfipadech o fady s nezapornymi éleny. V pod-
staté stejnych kritérii miZeme pouiit na fady s neklad-
nymi & zapornymi é&leny (srov. ulohu 7, kap. 3). Jak
vSak postupovat tehdy, jestliZe se znaménka &lent
fady stiidaji, at jiz pravidelné nebo nepravidelné?

Je-li jen koneény podet ¢éleni fady zaporny, muZeme
opét pouiit vysledka predeslé kapitoly, nebof zménou
konetného podétu é&lent se vlastnosti Fady, tykajici se
konvergence, nezméni. (Srov. vétu 15. Hodnota souétu
konvergentni fady se oviem v takovém pfipadé zménit
mie.) Nékteré véty (srov. véty 21, 23) jsme jiz formu-
lovali tak, Ze jejich predpoklady poZadovaly splnéni
nerovnosti @, > 0 & a, > 0 teprve od néjakého p¥iro-
zeného &sla k. Podobné miZeme postupovat, je-li jen
koneény podet &lenii fady kladny.

Mé-li v8ak dand fada nekonedné mnoho é&lenu klad-
nych i nekone¢né mnoho &lenti zapornych, pak ndm
dosavadni rady nejsou nic platné. Ale co kdybychom
prosté vdechny zdporné ¢éleny nahradili jejich absolut-
nimi hodnotami? Dostali bychom fadu s neziapornymi
8leny, jejiz vlastnosti by snad mohly néjak souviset
8 vlastnostmi pivodni fady. UkaZeme, Ze fasto tomu
tak skutedné je.
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Abychom zptesnili nasi ivahu, zavedeme novy pojem:

Definice 9. Rikdme, Ze Fada I a, konverguje absolutné,
n=l

-]
jestlize konverguje fada X |a,|.
n=1
@ @
Jestlize fada X a, konverguje, ale fada X |a,| nekonver-
n=1 n=1

guje, ifkame také, Ze fada X a, konverguje neabsolutné.*)

n=1

Piedevsim je jasné, Ze kaida konvergentni fada s ne-
zdpornymi ¢éleny konverguje absolutnd. Dale definice
piimo Fika, Ze neabsolutné konvergentnf fada je konver-
gentnf. Obdobné tvrzeni pro absolutné konvergentni
fadu viak jiz vyZaduje jistou pozornost, nebof definice
je vyslovné neobsahuje. Ve je vSak v pofadku, nebof
plati nasledujici véta:

Véta 26. Absolutné konvergentni fada je konvergenint.
Dikaz. Necht fada X a, absolutné konverguje, tj. fada
n=1
3 |aa| konverguje. PoloZme
ne=]l
a, je-li a, > 0,
bn = T
0 je-lia, <0,
0 jelia, >0,
Cp =
" | —a, jelia, < 0.

*) PouZivdme ovSem i nézva (ne)absolutnt konvergence,
(ne)absolutné konvergentni fada apod. ve zfejmém vyznamu.
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Pak plati 0 < b, < |a.|, 0 < ¢, < |aa| pro vSechna pfi-
rozens &isla n a podle véty 20 obé fady X b., X ¢, kon-

n=1 n=1
[ ]
verguji. Podle vty 18 konverguje tedy i fada X (bn—¢),
fim=]l
ale to neni nic jiného nez fada X a,, nebotf pro véechna
n=1
piirozena d&fsla n plati @, = ba — ¢, (pFesvédéte se!).
Tim jsme dokézali vétu 26 a navic rovnost

E‘.a,.=§b,.—§c,,,

nm=l n=1 n=1

ktera rovnéZz plyne z véty 18.

Pozndmka. Vétu 26 jsme mohli dokdzat snad jesté
struénédji pomoci Bolzanovy-Cauchyovy podminky (vé-
ta 7) a trojihelnikové nerovnosti. Srov. dlohu 8, kap. 3.

Véta 26 ukazuje, Ze pfi vySetfovani dané fady miiZe-
me misto ni zkoumat ,,fadu absolutnich hodnot, coZ
je jisté fada s nezapornymi éleny. Zjistime-li jeji kon-
vergenci (pomoci nékterého z kritérii odst. 3.4), mdme
zarudenu i konvergenci pivodni ¥ady.

Nyni je nadase ukdzat, Ze definice 9 nenf zbytedna.
Jinymi slovy, ukiZeme, %e existuji neabsolutné konver-
gentni fady.

Piiklad 34. Ukdzeme, %o fada
2 (—1p

nw=l n

konverguje. Vyjidiime zvlait sudé a zvlast liché ddsted-
né soudty s, této fady:

(33)
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o § (s — )= §

i\ 26— 1 2k) T 2 2k(2k—1) °
=2 2_k(2lel) tom
Protoze zfejmé platf 0 < m < %pro viechna
plirozend &isla k, je fada :Z:Il 3k(2kl——1) konvergentn{

podle véty 20. Oznadime-li jeji soudet s, plati

1
8 = lim 83, = lim 8y, + lim — = hm 82n-1 (34)
fi—>@ n—>w n>wm 2’”4

podle véty 6. (Od tohoto mista jiZ du.kaz nezavisi na
konkrétnim tvaru fady (33), ale jen na tom, Ze plati
(34). To pouzijeme za chvili v dikazu véty 27.)

Bud nynf ¢ > 0. Vzhledem ke (34) existuji takova p¥i-
rozend &sla n,, n,, Ze plati

l82n - 3[ < €
pro viechna »n takové, %e 2ne N [n,],
|$201 — 8| < &
pro viechna n takové, ze 2n — 1€ N [n,] .

Oznadéme n, = max (n,, n,) & zvolme pfirozené éislo m
takové, Ze m e N [n,]. Pak je bud m sudé, tedy m =
= 2n € N [n,] C N [n,], nebo je m liché, tedy m =
=2n—1¢€ N[n, CN|[n]. V obou pifipadech dosta-
vime
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|sm — 8] < &.

Dokéazali jsme, %e fada (33) konverguje. ProtoZe
Fada absolutnich hodnot, ptislusni k fadé (33), je har-
monickd Fada, kterd nekonverguje (srov. piikl. 27),
je fada (33) pfikladem neabsolutné konvergentnf fady.

4.2. RADY, JEJICHZ CLENY NEBO
ABSOLUTNI HODNOTY JEJICH CLENU
KONVERGUJI MONOTONNE K NULE

Rady podobného typu, jaky jsme pravd zkoumali
v piikladu 34, jsou nejlastéjsim pripadem fad, jejichz
éleny maji raznd znaménka. Jsou to Fady tvaru

Xz (—1)ta, nebo Z (—1) a,, kde a, > 0 (pFip. a, > 0)
=l
pro viechna prlrozena, &sla n. Rikdme ]1m alternujici
fady. JestliZe posloupnost {e,}® je navic monoténni
(coz v piikl. 34 bylo), platf velmi jednoduché kritérium
konvergence, které je dokonce i nutnou podminkou:

Véta 27. Je-li a, > anyy = 0 pro vdechna prirozend
&sla n, pak fada
3 (—1)*a, (35)

n=1
konverguje prdvé tehdy, je-li
lima, =0. (36)

a->o

Dikaz. Jestlize fada (35) konverguje, musi ovSem
platit (36) podle véty 17 a ilohy 3. ke kap 2.
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Necht tedy plati (36). Obdobné jako v piikladu 34
dostaneme pro &asteéné souéty s, fady (35) rovnost

Son = Sy + as, (37)
pro viechna pfirozenda &isla n. ProtoZe miZeme psat

Son = Sansz — (Ggny1 — Gonye) < Sznye =
=0, — (@ —ay) — ... — (B2n — G2up1) — G2ay2 < @y,
je posloupnost {s;,}° monoténni ohraniéena posloupnost
a tedy ma podle véty 8 limitu, kterou oznaéime s. Podle

(38), (37) a véty 6 plati tedy rovnost obdobné rovnosti
(34) z piikladu 34:

lim 85, = lim 85p_; = 8.

n->m fi—>m
Odtud jiz uplné stejné jako v pikladu 34 odvodime, Ze
fada (35) konverguje.

UkédZeme na piikladu, Ze predpoklad monotonie ve
vété 27 je podstatny.

Piiklad 35. Pro vSechna pfirozend &sla n poloZme

1 1

n—1° = (e (38)

Qon_1 =

Pak plati
1 1 4n?—2n+1
Gon1 =0 = 5T 1 ant . dn*(on — 1)
4n:—dn + 1 (2n —1)2
ani(2n —1)  4n*(2n —1)
2n — 1 n 1

4n® —4n®  4n
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pro vSechna pfirozena n, takZe pro sudé Sasteéné soudty
82, alternujici Fady (35) médme odhad

% ( 3o

Son = X (Boky — Qi) > — X -

e = % (@2 2k) R

ProtoZe podle pfikladu 27 harmonicka fada nekonver-
guje, je posloupnost jejich ¢astednych souétd neohrani-
¢ena, tedy je neohranidend i posloupnost {s.,} a fada
(35), jejiz dleny jsou dany vzorei (38), nekonverguje.

Vysledek piikladu 35 neni oviem ve sporu s vétou
27. Snadno se presvéddite, Ze sice plati lim @, = 0, ale

>
{a.}? nenf monoténni posloupnost. Podsta.t?né bylo to,
Ze zaporné (tj. sudé) éleny Fady byly v absolutni hodnoté
pFili§ malé proti kladnym é&lentim.

Priklad 36. Je-li ¢ > 0, pak fada

3 =0 (39)

nm=]l ’n"

konverguje podle véty 27, nebof potom je n® < (n + 1)¢
dli ne > (n 4 1)7. Vysledky piikl. 27 a 29 nidm
umoziiuji vyslovit podrobnéjsi vysledek: pro 0 <c¢ <1
konverguje fada (39) neabsolutné, pro ¢ > 2 konver-
guje absolutné.

Studium fad typu (39) a (32) uzavieme v prikladu 37.
K tomu cili odvodime jesté jedno uZite&né kritérium
konvergence, nazyvané Raabeovo. I kdyZ se tyki fad
s nezidpornymi ¢leny, ma s pfedchozi vétou spoleény
pfedpoklad, %e &leny ¥ady konverguji k nule monoténné.
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Véta 28. (Raabeovo kritérium.) Plati-li
Gn =>Qgy =0 (40)
pro vechna pfirozend &isla n, pak fada
% a,
Ne=l

konverguje pravé tehdy, kdy% konverguje fada
(-]
Z 2%y, . (41)
n=l
Dikaz. Oznadme &astedné soudty fad z a,, (41) po
fn=1
fadé s,, ¢,. Pak z nerovnosti (40) snadno dostaneme
égn =0+ a8+ ... + 8 >0, + ay 1 a,+ a;
+ oot 8t .y =a, + a; 4 2a, +
2n~1.krét
1
+ ...+ 2"—10121; =a + ?tn;

Sp =0+ + ... + 85 <0a +a,+ ay+
+ oo F gt . G = a, - 2a, +
2n-1.krét
ot 2, =gyt

Odtud plyne, Ze posloupnost &istednych soudta gsa,.}‘f
je ohrani¢end pravé tehdy, kdyZ je ohraniéend posloup-
nost {t,}. ProtoZe obé tyto posloupnosti jsou mono-
ténnf (neklesajici, protoZe a, > 0), znamena to, Ze bud
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obd konverguji, nebo Zadna z nich nekonverguje (srov.
vétu 8). To uZ je témér tvrzeni véty 28, aZ na to, Ze misto
hm 0 840 bychom potiebovali mit hm 8,. Aviak tyto limity

se rovna.]i (at jiZz jsou vlastni nebo obé 4+ o), nebot
jde o monoténni posloupnosti (srov. vétu 8’, 9). Tim
je véta 28 plné dokizina.

Pifklad 37. Dokondime rozbor fad (32) a (39), tj.
LI | @® (_I)n—l
T—alX ———
A=l ne n-l
V tomto pripa.de spliiuje fada (32) pfedpoklady véty 28.
Pritom je 2% = 2"/2'“’ = 28170 = 2%, kde ¢ <0,
takye 2¥ < 1. Rada (41) je tedy v tomto piipadé geo-
metricks fada s kvocientem g = 27, 0 < g < 1, tedy

fada konvergentni
Zévér. Rada Z —konvergu]e pro ¢> 1,nekonverguje

n=1 N
(ale mé soudet + o) pro ¢ < 1. Rada Zl(——nz—- kon-

verguje absolutnd pro ¢ > 1, neabsolutnd pro 0 < ¢ < 1,
nem4 soudet pro ¢ < 0.

, vySetfenim pipadu, kdy 1 <¢ < 2.

@
43. RADY TYPU X a,b,

n=l

Dost dasto se vyskytuji fady, u nichZ se pfimo nabizi
mo¥nost rozloZit jejich ¢leny na soudin dvou & vice
jednodusich &initeld. Otézkou je, kdy je takovy roz-
klad vyhodny a jaky je vztah mezi chovanim pivodni
tady, naprt.

X,

f=l
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kde ¢, = a,b, pro viechna pfirozend n, a fad
E Qp, E bn ,
n=1 n=1
popiipadé posloupnosti {a.}, {b,}°. Ke zkoumani této
otazky pouZijeme metody tzv. Abelovy parcidlni sumace.
@ -3 a
Oznadim-li ¢astedné sousty fad X a,b,, X a,, X b, poFadé
fm] A=l Al
8p, Un, Up, plati an = uy — Un_y, by = vo— v,_;. (Aby
tyto vzorce platily pro viechna pfirozend =, poloZme
pro pohodli %, = vy = 8, = 0.) MiZeme tedy psat
Sn = Usdy + (U — u3)be + ... + (Un — Us_y)bn =
= ay(b; — by) + ua(by — by) +
+ oo+ Un_y(bay — ba) + Usba . (42)
Odtud odvodime pomocnou vétu.
Pomocnd véta. Jestlite existuje takové &islo K, Ze plati

lua| < K pro viechna neN a jestlite posloupnost {bn}P
J2 monotdnni, pak plati

|sa] < K([bs] -+ 2{bal) -

Diikaz. Protoze posloupnost {b,}* je monoténnf, maji
ve vzorei (42) viechny rozdfly b; — b;,, stejné znaménko
(bud jsou vSechny nezéporné, nebo viechny nekladné).
Proto plati

n—1 n—1
Isnl S(?llui(bi—bi-'.l” + [unl-lbnl < K¢§1|bi— bi+1| +
n—1
+ Kb =K ‘.21 (b — bisr)| + Kool =

= K(|b, — ba| + [ba]) < K(|bs] + 2[Bu]) .
Diikaz je hotov.

99



Odvodime nyni dvé kritéria konvergence pro tady,
které lze psit ve tvaru

§ azb, . (43)

n=1
Prvni z nich prameni z jednoduché dvahy:

JestliZe fada E a, konverguje, konverguje i fada > Clp,
fml =]}

kde ¢ je realné &slo. Na prvni pohled se zda, Ze kdyby-
chom uvaZovali misto &sla ¢ néjaks &fsla b, takova, Ze
|b2] < ¢ (tj. ohranidenou posloupnost), platil by obdobny
zavér i pro fadu (43). Neni tomu pfesné tak, nebot po-

(="
n

guje. Pfiddme-li viak predpoklad, Ze posloupnost {b,}®
je monoténni, miZeme vyslovit a dokazat prvni vétu:

loZime-li b, = (—1)*, a, =

, Tada (43) nekonver-

Vita 29. (Abelovo kritérium.) Nech? fada 020‘. a, konver-

Ne=]
guje a necht {b,}2 je monotonni ohraniéend posloupnost.
Palk konverguje i fada (43).

Dakaz. Sta¥i dokazat, Ze posloupnost ¢&asteénych
soudtt s, fady (43) spliiuje Bolzanovu-Cauchyovu
podminku (srov. vétu 7 a tlohu 8 kap. 3).

Bud déno &islo > 0. ProtoZe fada X a, konverguje,
n=1
spliiuje posloupnost jejich &asteénych souétt u, Bolza-
novu-Cauchyovu podminku. Existuje tedy takové
pfirozené &fslo n,, %e pro viechna k €N [n, + 1] plati
k
Y a,

fRemno+1

Iuk_—'uﬂA =

<7.
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Oznadime-li a, = @nyy4n, by = bny4n, miZeme tuto nerov-
nost napsat ve tvaru

a1 +az 4+ ... +aa| <7n; (44)
piitom tato nerovnost platf pro libovolné ptirozené
¢islo n. Pro peN [n, 4 1], geN [n, | 1] platf

P q ?
X ab,— X a.b, 2 agzh,

|85 — 8| = < +
n=ng9+1 na=np+1 n=ngo+1
q Py ¢—To
+| T s =| T albll+| T alby.  (45)
n=ng+1 n=1 n=1

PouZijeme nyni pomocnou vétu (str. 99) na fadu

E @pbn. Oznadime-li jeji &astedné soudty s, a &istedné
n=1

soudty ra.dy Z a,. oznad{me u,, pak nerovnost (44) lze

zapsat ve tva.ru |un] < n & z pfedpokladu monotonie
posloupnosti {b,}? plyne monotonie posloupnosti {ba}.
Platf tedy (viz (45))
8o — sal < ([b1 4 2{bo—no| + [B1] + 2[be—o|) =
= 1(2[bng+a] + 2(05] + 2/bo]) -
Protoie posloupnost {b,} je ohranidena, existuje &islo L
takové, Ze |b,| < L pro vSechna n eN. Proto plati

85— 8| < 6Ln.

BudiZ nynf ddno ¢ > 0. Polozime-li y = any =mn,+

L
+ 1, kde n, bylo zvoleno na zaditku dikazu, pak pro
P€eN[n,], geN [n,] plati

6
85 — 84| <e<e.
(Jeli L =0, je b, = 0 pro neN a vSe je trivialni.)
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Posloupnost &astednych soudtit s, fady (43) spliuje
Bolzanovu-Cauchyovu podminku a tedy konverguje.
Dikaz véty 29 je skonden.

Nasledujici véta je opét disledkem pomocné véty
(str. 99).

Véta 30. (Dirichletovo kritérium.) Nech? posloupnost
Cdstebngjch souts u, fady ;.a,,. je ohraniéend a necht po-
sloupnost {ba}® je wwnotd;z';;;, lim b, = 0. Pak fada (43)
konverguje. .

Dikaz. DokaZzeme opét, Ze posloupnost éastednych
souttl s, fady (43) spliiuje Bolzanovu-Cauchyovu pod-
minku. Necht plati podle piedpokladu |u.| < K pro

viechna n eN. Definujme ay, b;, 85, 4, jako v dikazu
predeslé véty. Potom pro kazdé » e N akazdé n, € N plati

n+ng
p ay
k=n9+1

Iu:ll = = |u1.+1|0 — unol S. 2K

i ’
p)] Ay
k=1

@
a podle pomocné véty, pouZité na fadu X aybs, plati

n=1
8 < 2K(Bi] + 24)) = 2K (PBugsal + 2basnol) -
Soudasné viak plati
185 — 8| < [8p— 8na| + l80 — 8| =

q
+ Z anbn = ]sl’)—ﬂo| +
f=ngd1
+ [8e—no| < 2K(2[bng4a] + 2005 + 2[0d]) 5
pokud peN [n, + 1], ¢eN [ng + 1].
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BudiZ ddno ¢ > 0. Podle pfedpokladi véty je lim b, =
=0, takie existuje n,eN takové, Ze pro ne'l?fno] je
|bal < 55 K (pHipad K =0 je stejnd trividlni jako
v predeslé vété). Potom vBak plati

12K
oo — ol < o f<e

pro viechna p eN [ny 4 1], ¢ €N [n, -+ 1]. Posloupnost
{sa} tedy konverguje, ¢imZ je véta 30 dokézéna.

Jestlize ve vétéch 29, 30 predpokladdéme absolutnf
konvergenci ra,dy }] On (poptipadé ohranidenost posloup-

nosti &istetnych souétu absolutnich hodnot, coZ je
ovéem toté%), jsou oba dikazy mnohem snazéf a vedou
k dikazu absolutni konvergence fady (43). Ale hlavni
vyznam obou vét je pravé v jejich pouziti na neabsolutné
konvergentni fady. Nap¥. v Dirichletové kritériu miZe-
me poloZit a, = (—1)* a dostaneme kritérium konver-
gence alternujici fady (srov. vétu 27).

Viimnéte si konedns, Ze jsou-li splnény pfedpoklady
Abelova kritéria, m4 posloupnost {b,} limitu: lim bn=2"

(srov. vétu 8). Rada 2 a,. konverguje, takZe posloupnost

jejich &astednych souétu je nutné ohranidend. JestliZe
misto posloupnostl {bs} uvaZujeme posloupnost {b, —
— b}, miZeme pouzit Dirichletova kritéria, z kterého

Plyne, Ze fada 5 a4(bp — b) konverguje.
n=1
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Protoze E a, konverguje podle pfedpoklada Abelova
nm=]l

kritéria, plati

Zanbn—zan(bﬂ—b)"l—bzan-

=1

Abelovo kritérium je tedy bezprostfednim disledkem
Dirichletova kritéria.

Priklad 38. Uplnou indukei snadno odvodite vzorec

)Esinkx——[cos z—cos[n—l— ]]/sm
k=1

ktery plati pro viechna z # 2cr (¢ celé ¢fslo). Je tedy

!
z sinka:) g_ll— pro viechna.neNa x # 2¢n
k=1 sin -
(c celé &islo). Podle véty 30 konverguje napf. Fada
5 L sin, na

n=l
pro x # 2cw; pro x = 2cw oviem konverguje také, takze
konverguje pro libovolné é&islo .

Piiklad 39. Rady tvaru
@ h
- f
El el 1(46)
kde ¢ je redlné &islo, se nazyvaji Dirichletovy. Véta 29
dava tento vysledek:
Konverguje-li fada (46) pro ¢ = y, pak konverguje
pro kazdou hodnotu ¢ > y.
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Mohu totiz psit

S g

A=l ne fwl nV

W;
b, = nv-c. Tento vysledek nenf tak samoziejmy, jak se

a poloZit v Dirichletové nebo v Abelové kritériu a, =

zdd na prvni pohled: konverguje-li fada X (ha/gn),gn >0
n=1
pro viechna n eN a plati-li g, > g, pro viechna neN,
nemusi konvergovat fada X (k,/gs). PoloZte napt. k, =
n=1

= (—1)*", g, = n, go = n pro n liché, g, = n® pro n
sudé. Proé v tomto piipadé nemiiZeme pouZit ani Dirich-
letova, ani Abelova kritéria ?

4.4, ASOCIATIVNI A KOMUTATIVNI
ZAKON PRO RADY

V tivodu tfeti kapitoly jsme upozornili na to, Ze vlast-
nosti zékladnf podetni operace séitani nelze bezprostied-
né prenaset na ,,séitdni nekoneéné mnoha &isel”“. Vzpo-

@
mefite si, Ze pokusy definovat soudet fady X (—1)**!
=]

byly netispésné pravé proto, Ze ,,uzé,vorkov';i,ni“ nebo
,,prerovnani‘ séitanci vedlo k paradoxnim vysledktim.
Definice souétu fady, jak jsme ji podali v odst. 3.2,

a0
odstranila jednu z uvedenych obtiZi: Jestlize fada X a,
n=1
m4 soudet (bud koneény, nebo 4+ o, nebo — ), pak
mohu jeji &leny libovolné ,,uzdvorkovat®. Piesné tvrze-
ni vyslovime v nasledujicf vété, kterou miZeme nazvat
asociativnim zakonem pro Fady.
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Véta 31. Necht fada % a, md soulet a mecht {k.} fe
a=1

rostouci posloupnost prirozenych &isel. PoloZme ky = 0.

Potom fada E b, kde by = ar,_ 43 + Oy 42t - . G,

ne=l

md soubet a platt Za,. = Eb,..

A=1 =]

Dakaz je snadny. Posloupnost dastednych soudtt
S =a,+a,+ ... + a, fady Z a,. podle pfedpokladu

véty bud konverguJe nebo ma nevlastni limitu {4 oo
nebo — o). Aviak posloupnost dastednych soudtd fady

X b, je zfejmé vybranou posloupnost{ z posloupnosti
n=1

{8:}2 a tedy mé tutéZ limitu, vlastni nebo nevlastni.

Druhou nepiijemnost se ndm vSak nasi definicf souétu
fady nepodatilo odstranit. A nepomohlo by ani omezit
se na konvergentni fady, tj. vyloudit z nasich ivah fady
s nekonednym soudtem. Abychom se o tom pFesvédéili,

o (] tl
véimnéme si jeté jednou fady X -(—%)— , ktera kon-
n=1
verguje (srov. piikl. 34), a fady
1

—+...+

1 1 1 1 1 1 1 1
sttty a7tttz e

1 1 1
topan it Tgmp—p—1 o

kterd vznikne z pivodni fady tak, %e napiSeme vidy
ngkolik kladnych &lentt (postupnd jeden, dva, &ty#,
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osm atd.) a jeden zdporny. Z naSeho zdpisu je vidét
Ze dastedny soudet této ,,pferovmané* fady, zakondeny
nékterym (¥fekndme p-tym) zipornym &lenem, miZeme
napsat ve tvaru

5 [P
n=l zoon-2 2k — 1 %)

Oznadime-li tento ¢isteény soudet o(p), odvodime pro
p €N [3] snadno nasledujici vztahy:

on-1 1
o(p) > z (2(2n ) —1 _%]=
i 2Mn—2)+ 3 _ 2 2%(n—2)

s 2T —3) 20 ey 27

-1i(—F)=2me—2.

n=3

Odtud plyne, Ze posloupnost &asteénych soudtt ,,pferov-
nané‘‘ fady neni ohranidend a tedy tato fada nekonver-
guje. (Neni t87ké se piesvéddit, Ze ma soudet 4 o0.)

Pferovninim é&lent fady se ndm tedy podatilo z kon-
vergentni fady udélat nekonvergentni. Mohli jsme také
dosahnout toho, aby vznikla fada konvergovala, ale jeji
soudet byl razny od soudtu pivodni Ffady. Obecné tuto
skuteénost vyjadiime nasledujici vétou.

Véta 32. Soulet neabsolutné konvergentni fady lze pie-
rovndnim libovolné zménit. To znamend:

Je-li E a, neabsoluiné konvergenini fada, a rediné

fiaal

&islo nebo + oo nebo — o, pak existuje takovd posloup-
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nost piirozenyjch Cisel {k.}P, obsahujict kaZdé prirozené
Cislo prdvé jednou, Ze plati

L

X A, = &.

n=l

Posloupnost {k.}* je tedy jakousi ,,permutaci‘‘ mno-
Ziny pfirozenych disel.

Postup z pfedbéiné tvahy by nebyl moZny, kdyby
fada méla jen konedny podet kladnych élent nebo jen
konedny podet zépornych ¢lent. V tom piipadé by ovem
nemohla konvergovat neabsolutné. Pfedpoklad neabso-
lutni konvergence je tedy ve vété pfirozeny.

Dikaz véty 32 jen naznadime. (Pfesnd je proveden
napf. v knize V. Jarnfka, Diferencialni podet 11.) Roz-

délme ¢&leny neabsolutné konvergentni fady X a, ja-

n=1
ko v dikazu véty 26 na posloupnost &leni

byybyy oo by e
a posloupnost &lenti

C1,Cay v ooy Cny vvn s
(Jak kladnych, tak i zipornych ¢&lent je nekoneénd
mnoho, nebot jinak by fada E a, konvergovala absolutné;

n=1

srov. tlohu 4 na str. 113.) Pfitom

Eb,.=—§c,,=+oo, (47)

n=1 n=1

takze &asteéné soulty obou téchto fad tvoif neohrani-
¢ené (a oviem monotdnnf) posloupnosti. Platnost rov-
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nosti (47) plyne bezprostiedné z véty 18 a z pfedpokladu
neabsolutni konvergence rady Z o Kdyby totiz jedna
z fad v rovnosti (47) méla nekoneény soudet a druhd

konvergovala, nemohla by fada 5 a, konvergovat, nebot

n=1
by platilo bud
k k @
Z 229 2 2 bn h— z Cn
n=1 ne=l n=1
nebo analogicky
k k @
Ta, | =| Ze.l —2b,
=l fn=1 nal

(odedftéme soudet té fady, kterd je konvergentni) a
¢aste&né soudty fady X a, by nebyly ohraniéené. Kdyby
n=1

obd fady v rovnosti konvergovaly, platilo by podle véty
18 zfejmé

E la.| = %b,. 4 %(—c,.)
n=1 n=1 nel

a fada E a, by konvergovala absolutns.

ne=l

Je-li a redlné &islo, pferovname fadu takto: Nejprve
piSeme neziporné é&leny b,, b,, ... tak dlouho, aZ je
b + b+ ... + br, > a. Pak piSeme zdporné ¢leny
€y, Cy, ... tak dlouho, aZzjed, + b, + ... + &, + ¢, +
+ ... 4+ ¢, < a. Tento postup stile opakujeme. (To je
umoznéno pravé platnosti rovnosti (47).) n-ty tistedny
soudet této ,,plerovnané‘‘ fady se 1isi od &isla « nejvyse
o absolutnf hodnotu svého posledniho s&itance; to muze

109



byt néjaky ¢&len b, nebo c;, ale jisté je to ¢len puvodni
fady, feknéme a,. Zvét3ujemec-li neomezené index =,
zvétSuje se neomezend i r (i kdyZ muZe byt obecnd
r < n). ProtoZe vSak ¢&leny plvodni fady konverguji
k nule, konverguje k nule i rozdil mezi &islem « a n-tym
¢éstednym soudtem ,,pferovnané‘‘ fady. Tak se dokaze,
Ze ,,pferovnand‘‘ fada ma soudet a.

Je-li « = 4 oo, postupujeme podobné jako v pii-
pravné ivaze pied vétou 32. Nejprve napieme tolik
nezapornych &lend by, by, ..., b,, Ze plati

byt byt . d by >1te|=1—c

(¢, je zdporné é&islo!). Pak napiSeme zdporny &len c;.
Dale napfSeme opét tolik nezipornych é&lent b,y 44, - - -,
ba,, aby platilo

by +b+ ... Fbay e F b+ F by >
>24 el =2—e¢,.
Pak napiSeme zaporny élen c,. Stejné pokradujeme dale,

takZe pii k-tém kroku vytvoiime skupinu ¢lenu fady,
sklidajici se z nezdpornych &lentl bny_y4q, « .., boy & z€

zdporného élenu cx, pii demZ plat
b1+b2+ “on +bnk>k+ ICkl =k_ck.

(Soudet na levé strand obsahuje ovSem kromsé &lena b,,

.5 bny, také &leny ¢, ..., cry.)

Posloupnost ¢isteénych soudtu takto vytvoiené fady
neni sice monoténni, ale ma nevlastnf limitu - co.
Snadno se totiZ pfesvédéime, Ze vSechny &astedné sou-
Sty této fady, které obsahujf k skupm, vytvofenych
popsanym zptsobem, jsou vétsi neZ .

e-li « = — oo, postupujeme obdobné, ale zaménime
roli kladnych a zé.pomych ¢élentt puvod.ni tady.
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Ve vété 32 byl podstatny piedpoklad, Ze pivodn{ fada
neabsolutné konverguje. Pro nekonvergentni fady véta
neplati: nékdy lze dosihnout toho, Ze po pierovnin{
fada konverguje, ale jeji soudet nelze pfedem zvolit.
Jindy nelze vitbee dosahnout toho, aby nekonvergentnf
fada se pferovnanim zménila na konvergentni. (Tento
piipad nastane jistd tehdy, kdyZ éleny fady nekonver-
gujf k nule.)

Na druhé strand absolutnd konvergentni fady maji
vlastnost pravé opadnou, nez je tvrzeni véty 32. Vyja-
dfuje ji nasledujici véta.

Vita 33. Soulet absolutné konvergentnt fady se nezméni
prerovndnim. To znamend:

Jestlite fada % a, absolutné konverguje a {r,} je po-
sloupnost p?"'iro;;?:ych Stsel, obsahujict kafdé prirozené
8islo pravé jednou, komverguje absolutn ¢ fada E‘. a.,
a platt "

@ ™
Z Ay = z a,“ .
A=l =1

Dikaz opét jen naznadime. Pfesny dikaz najde étendf
napf. v knize V. Jarnika, Diferencidlni podet II. Oznad-
me soudet pivodni fady s, jeji distedné soudty s,
dastetné soudty ,,pferovnané fady f,, soulet rady

> |aa| necht je o, jeji ¥dsteéné soudty oa. Bud & > 0.
nwl

Pak existuje takové ptirozené &fslo n,, %e pro viechna
n €N [n,] platf

1
lsn—n?l < ?3 (48)
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a také
1
]o‘,.—o|<?e. (49)

Vezmeme nyni tak ,,dlouhy* éasteény soudet pferovna-
né fady, aby v ném byly obsaZeny viechny é&leny a,
8 indexy od jedné do n,. Pfesné fedeno, najdeme
takové pfirozené &islo n,, Ze ke kazdému pfirozenému
tslu p << n, existuje takové ptirozené ¢&éfslo g < n,,
ze p = r,. (Uvédomte si, Ze je nutno poZadovat p = r4
a nikoliv jen a, = a,,, nebof &leny pivodni — a tedy
i pferovnané — fady se mohou opakovat.) ProtoZe
pferovnané fada obsahuje viechny &leny fady ptvodnf,
urdité takové n, existuje a plati n, > n,. Je-lin eN [n,],
plati tedy

oo — tal = |y + B3 + .. + Gug + Gaoas + .. +
+ ay—(ar, + a4 ... +ar,.l+a'r.1+1+
+ ... +a,|= i ak—ﬁ*a,k .
kmnig+1 Py

Ptitom hvézditka u druhého souétu znamena, Ze se séita
pfes ty indexy k, pro néZ je ri > ny. MiZe se oviem stat,
%e se néktery é¢len prvnfho soultu zrusf s nékterym
¢lenem druhého soudtu. V kazdém pipadé vsak plati
odhad (srov. (49))

m 1
ltn'—'s‘nlg > |ak|£|6_0'no|<'2—£;
kmng+1

kde m = max r; a tedy jisté m > n. Odtud a ze (48)
I<n
dostdvame

1 1
[ta— 8] < |ta— 8a| + |8n — 8| < Setge=e.
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Dokazali jsme, %e pferovnand fada konverguje a jejf
soudet je roven soudtu fady ptvodni. Dikaz absolutni
konvergence pferovnané fady se provede podobné.

Ulohy

-]
Pifeme vsude struénd I a, misto X a, apod.
n=1

1. Dokazte: Jestli fada Za, absolutnd konverguje a {ks};%, je
(-]

rostouci posloupnost pfirozenych é&isel, pak fada X ay,
fn=1
absolutnd konverguje.

2. Bud déne fada Za, a definujme b, ¢, pro n €N jako v di-
kazu véty 26. DokaZte: JestliZe obd fady Xb,, ¢, konver-
guji, pak konverguje i fada Xa, & to absolutnd a plati
Xa, = Xb, — Zo,, Za,| = Tb, + Zcg.

8.* Pfi oznadeni a,, b,, ¢, jako v predeslé tloze dokaite, Ze
nastane prévé jedna z moZnosti:
Xb,, Xc, konverguji a Za, konverguje absolutnd;
Xb, = + o, Xc, konverguje a Xa, = -+ o;
¥b, konverguje, Xc, = + © a Xa, = — ®;
Xb, = Z¢, = + waiada Za, bud konverguje neabsolutnd,
nebo nem4 soudet.
Udejte ptiklady na vechny moZnosti.

4. Dokazte: Jestlife fada neabsolutné konverguje, pak mé
nekoneénd mnoho kladnych é&lent i nekonednd mnoho zé-
pornych é&leni.
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5, kapitola

POSLOUPNOSTI A RADY FUNKCI

5.1. POSLOUPNOST FUNKCI

JiZ v ivodu jsme poznamenali, Ze matematici nezkou-
maji jen posloupnosti &isel, ale i jinych objektd, jako
mnozin, funkef apod. Viimnéme si nyni aspoii struéné
pojmu ,,posloupnost funkei‘,

Vratme se k nasi dobfe znamé geometrické posloup-
nosti: Jeji obecny (n-ty) élen je ¢* (popt. agq®, kde a je
¢islo; zlistaneme vSak u jednodussiho pfipadu). Kvocient
g je pevné é&islo. Raznou volbou kvocientu dostivame
rizné geometrické posloupnosti. JestliZze naopak budeme
na okamZik povaZovat n za pevné piirozené ¢&islo, pak
kaZdé zvolené hodnoté kvocientu ¢ je pfitazeno &islo g
Mizeme tedy povaZovat q za (nezavisle) proménnou.
Oznadime-li ji z, jak je obvyklé, mame pro kazdé pfi-
rozené n funkeci nabyvajic{ v ¢isle x hodnoty 2. Oznaéme
tuto funkeci f,, abychom zduraznili pfitomnost para-
metru n. Pak f,(x) = z". ProtoZe kazdému pfirozenému
¢islu n je piifazena praveé jedna funkce, jde o zobrazeni
mnoZiny piirozenych ¢&isel do mnoziny vsech funkei
redlné proménné. Je tedy prirozené vyslovit definici:

Definice 10. Zobrazeni mnoziny pfirozenych é&isel do
mnoZiny vSech (redlnych) funkeci reilné proménné se
nazyva posloupnost funket.
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Posloupnosti funkef budeme zapisovat podobné jako
posloupnosti &isel, napt. {f,};>,, kde f,,(x) x*; &asto
budeme psat strudnd (a ne zcela presné) {:z:"},,,=1 apod.
Je vhodné udinit jistou dohodu o definiénim oboru
funkei f,. ProtoZe nechceme zkoumat vlastnosti jed-
notlivych funkef (p¥i pevném #), ale posloupnosti funkei
jako celku, je rozumné se omezit na ten pitipad, kdy
viechny funkee f,, n =1, 2, ..., maji tentyZ definiéni
obor.

Priklad 40. Necht funkee g¢,, n €N, pfifazuje redlnému
i o Pak jejim defini¢-

nim oborem je mnozina R — {n}, tj. mnoZina viech
realnych &isel s vyjimkou disla n. Je-li xe R—N, tj.
z je realné &islo, ale neni piirozené ¢islo, je gn(x) defino-
vano pro viechna n € N. MiiZeme tedy hovofit o posloup-
nosti funkei {g,}®, jejichZ definiénim oborem je mnozina
R — N. Na obr. 10 jsou nadrtnuty grafy nékolika prvnich
é&lent této posloupnosti.

tislu z, & # n, &slo g.(x) = o

Priklad 41. Definujme funkci A, pro n €N vztahem
A(Z) = ]/x — n. Funkce k, je definovana pro z >n
diliprozel, = ( n + o). Av3ak prinik téchto inter-

vald je prazdny: ﬂ I, = z. Nemuzeme tedy ve smyslu

nasi dmluvy hovorlt o posloupnosti funkei 5,.

Ptiklad 42. Podobna situace nastane, definujeme-li

1 __ Zde je defini¢nim

funkei k, vztahem k,(z) = ———=—
" (=) a:Vl — n2x?
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)

Obr. 10

oborem funkce k, (neN) mnoZina reilnych é&isel z
spliiujicich nerovnost 0 < |z| < % . Neexistuje tedy

neprazdna mnozina, na niZz by byly definoviny vSechny
funkce k,, n eN. Nemd tedy smysl hovofit o posloup-
nosti funkef k.

Budeme tedy v dalSim hovofit o posloupnosti {f,}
jen tehdy, je-li prinik definiénich obort vsech funkei
fa (n €N) neprazdny. Tento prinik budeme povaZovat
za defini¢éni obor posloupnosti.
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5.2. KONVERGENCE POSLOUPNOSTI
FUNKC(E

Budiz {f.} posloupnost funkei, jejiZ definiéni obor
je mnoZina D C R. Je-li pevné dano ¢islo z, € D, tvofi
hodnoty f.(z,) éiselnou posloupnost. Na tuto posloup-
nost se vztahuji vSechny dvahy z prvnich dvou kapitol
této knizky. MiZeme tedy hovofit také o konvergenci
a limité této posloupnosti. Jestlize pro néjaké z,eD
posloupnost {f.(z,)}® konverguje, znameni to, Ze ¢&islu x,
odpovida é&islo y,, dané vztahem

Yo = lim fu(z,) .
f—>o

Hodnota limity, tj. éslo y,, zdvisi oviem na zvoleném

tisle z,. Zvolime-li jiné é&islo z € D, dostaneme obecné

jiné &islo y, pro néZ plati y = lim f,(x). MtZe se oviem
>

stat, Ze limita vpravo neexistuje — a to bud pro vibec
zadné z € D, nebo pro néktera x € D. Nas samoziejmé
zajimd hlavné ten pfipad, kdy d&islo y = lim f.(x)
n>o
existuje aspon pro nékterd x € D, feknéme pro vsechna

zeD,, kde o # Dy,C D. Pak totiz miZeme definovat
funkei f s definiénim oborem D, vztahem

f(x) = lim f(x) (50)
n->w

pro x€D,. Je ptirozené nazvat tuto funkei f limitou
posloupnosti funkef f, na mnoziné D,.
Vyslovme nyni pfesnou definici.

Definice 11. Necht funkce f,, n €N, jsou definovany
na mnozind D. Bud z € D a necht existuje limita (¢iselné)
posloupnosti {fa(x)}@, kterou oznadime f(x), takZe plati
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(50). Pak iikame, Ze posloupnost funkef {f,}? konverguje
v bodé x k &islu f(x) (md v bodé x limitu f(z)). Bud dale
@ # DyC D a necht pro kaidé xelD, posloupnost
funkeci {f,,};° konverguje v bodé z k &islu f(x). Definujme
funkei f na mnoZiné D, vztahem (50). Pak fikdme, Ze
posloupnost funkei {f,}* konverguje na mnoZiné D,
k funkei f. Funkeci f nazyvdme limitou posloupnosts
{fn} nebo jeji limitni funkci a pisSeme lim f, = f.
n->@o

Priklad 43. V8imnéme si je$té jednou posloupnosti
funkei f, definovanych vztahem f,(z) = z* pro viechna
redlnd z. Z vlastnosti geometrické posloupnosti plyne,
Ze pro z spliujicf nerovnosti —1 < z < 1 platf lim a® =

n>o
= 0,proz = 1l platilim 2*» = 1; prox < —Ilneboz >1
n>o
limita lim 2 neexistuje. (Pro x > 1 existuje ovSem ne-

n>o
vlastn{ limita. V definici 11 jsme vak piipad nevlastni
limity nezahrnuli, nebof bychom museli za hodnoty
limitni funkece pripustit nejen redlna d&isla, ale také
+ 0 a —oc0). Je tedy D, = (—1,1) a podle definice 11
dostavdme tento vysledek: Posloupnost funkei {f,}e,
fa(x) = 2, konverguje na intervalu (—1,1) k funkei f,

0 proze(—1,1),
1 proz=1.

fo) = {

(Viz obr. 11. Dopliite si sami grafy funkei f,, f na inter-
valu (—1,0).

Priklad 44. Zkoumejme posloupnost funkei {g,} z p¥i-
kladu 40. Bud = pevné zvolené reilné ¢islo, x ¢ N. Pak
pro velka pfirozend ¢&isla m bude jmenovatel zlomku
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Obr. 11

gnlz) = —— " absolutni hodnoté velmi velky; d4 se
otekavat, Ze plati

lim g,(z) = 0. (61)

Dokazme to! Necht ¢ je kladné éislo. Pak platf (pfi
pevném x)
1

r—mn

<e (52)

pravé tehdy, je-lin < z — —2— nebo n > x 4 %. Stadf

tedy najit takové pfirozené ¢&islo ng, Ze ny >z + —1—
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Potom pro kazdé n eN [n,] plati nerovnost (52) a vztah
(51) je dokdzan. Limitou posloupnosti funkei g, na mno-
ziné D = R —N je tedy konstantni funkce, identicky
rovnd nule. To zapisujeme takto:

limg, =0.
n—>m

V ptikladu 44 bychom mohli povaZovat vztah (51)
za platny pro viechna realnd é&fsla (véetné ptirozenych
¢isel, kterd jsme zatim vyloudili). Stadi si pfipomenout
imluvu z kap. 1, str. 13. Je-li totiz p pfirozené d&islo,
je hodnota g,(p) definovana pro viechna n €N s vyjim-
kou n = p. MiZeme tedy ve smyslu citované timluvy
hovofit o limité ¢iselné posloupnosti g.(p), i kdyz p-ty
¢len této posloupnosti neni uréen. Dikaz vztahu (51)
platf i pro z = p, pokud pro n, pfidime dodatednou
(a snadno splnitelnou) podminku n, > p.

Na nasem piikladu je zajimavé — a snad pro étenafe
i trochu pfekvapujici — Ze limitou posloupnosti funkei
7 je nula (pfesnéji funkce identicky rovna nule), adkoliv
kazd4a funkce g, nabyva libovolné velkych hodnot (nenf
ohranidena).

Piiklad 45. Funkece f, je pro z > —1 definovana vzta-
hem f,(x) = [/1 + 2». Vy3etiime konvergenci posloup-
nosti {f,}. Predevs$im je f,(—1) = 0 pron liché, f,(—1)=

= |/2 pro = sudé. Protoze VE > 1 pro vsechna ptiro-
zena n, je zfejmé, Ze posloupnost {f,(—1)}® nema limitu.
Je-li |z| < 1, pak ovsem lim 2 = 0, tedy podle véty 6

n>m B
lim (1 + 2») = 1. ProtoZe pro ka%dé kladné &islo a plati

n>@®

1 —Va| < |1 —a), je ztejmd také
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lim)JTF2=1. (53)
n>o

Vztah (53) plati zfejmé i pro £ = 1. Pro = > 1 plati
z* - -+ oo, takZe se da odekavat, Ze hlavni roli bude
hrat pravé séitanec obsahujfcf z, zatimco jedni¢ka bude
»zanedbatelnd®. Skuteéné, plati (pro z > 1)

1imV1+z"=a:. (54)
n1->o

DokaZzme vztah (54). Zfejmé je z = Vaf' < Vl + 2n.
Ptedpokladejme, Ze (54) neplati. Pak existuje takové
kladné éfslo «, Ze pro nekoneéné mnoho pfirozenych éisel
n plati

T+ =2+«
¢ili

1+a20 > (x+ a),
coZ je totéz jako

1 > naant + [’;]a%»-2+ e ar.

Avsak plati-li tato nerovnost, plati tim spise
1> naxr1

pro nekonedné mnoho pfirozenych cisel n. To je vsak
zfejmy spor, nebof pfi « > 0, z > 1 plati

lim naxr! = + oo,
n->m
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Posloupnost funkei {f,}* konverguje na mnoZiné
D, = (—1, 4+ ) k funkeci f, definované vztahem

f(a:)={1 pro—1l<ae<l1,

x prox >1.
Na obr. 12 jsou znazornény graficky funkee f,, f;, fa 8 [.
y
J
I,
L/ f
!
|
1 | X
1 2

Obr. 12

Priklad 46. Pro n €N a z€(0,1) definujme funkei f,
vztahy

1 1
27ty — 1 pro —— ot ST < 5
fa(x) = § —2"x + 2 pro o <z < o,
l
0 pro @ < o - neboxr> —— T
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Na obr. 13 je graf funkce f,. Posloupnost takto defino-
vanych funkef konverguje k nule (tj. k funkei f, f(z) = 0)
na mnoZiné (0,1). Dikaz tohoto tvrzen{ je velmi jedno-
duchy. Prox = 0 tento vztah jisté plati, neboft f,(0) = 0
pro v8echna neN, Budiz tedy 0 <x <1 a zvolme
e > 0. Pak jisté existuje n, €N takové, Ze plati

L S DUy~

1
2
Obr. 13

(Najdéte takové n, tfeba pro x = 0,31) To viak podle
definice funkei f, znamena

f‘"o(x) =0
a oviem také f,(x) = 0 pro n eN [ny]. Plati tedy pro
n eN [ng]
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Ifa(x) — fl@)| =|fa(@)| =0 <e.
ProtoZe kladné &islo ¢ muZeme zvolit libovolnd, plati
lim f, =0 (55)
n->o

na mnoziné (0,1},

V tomto plikladu je zajimavé to, Ze plati (55),
atkoliv kterakoliv funkece f, nabyva v jistém bodé inter-
valu (0,1) hodnoty rovné jedné. Pfesné fedeno, plati

f,,( ] = 1. Tedy ackoliv plati 11m2L = 0 a soudasné je
f(0) = 0, kde f je limitni funkce posloupnosti f,, neplatf

lim /, [%] —o. (56)

Tato skutednost je paradoxni jen na prvni pohled.
Uvédomte si, Ze v nadi definici zkoumame limitu po-
sloupnosti &sel fu(z) pfi pevném z, zatimco argument

1 ro s s
5 Ve vztahu (56) zavisi na n.

Priklad 47. Zjistéme, zda konverguje posloupnost
funkei

a»
{ga}7s gal®) = T3

Za defini¢ni obor této posloupnosti muizeme vzit
mnoZinu redlnych éisel z spliujicich nerovnost %= —1.

Je-i [x| < 1, je lim = 0 podle véty 6, nebot
n->

=
o 1+
v tom pHpads 2* - 0. Déle je gu(1) = 5 pro viechna
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neN a tedy lim g,(1) = —;— Napiseme-li koneéné pro
fa->o

|2| > 1 funkei g, ve tvaru ga(z) = 1;, dostavame
— 41
o +
snadno lim g,(z) = 1. Dan4 posloupnost konverguje tedy
k funkei g,
0 |zl <1,
1
glx) = 5 %= 1,
1 |z| >1

a to v celém definiénim oboru, tj. pro z # —1.

5.3. RADY FUNKCI

Definice 8 a 11 nam umoZiluji zavést také pojem
fady funkei a jejiho soudtu.

Definice 12. Necht {f,}* je posloupnost funkei, jejichz

definiéni obor je mnoZina D. Pak symbol E f» nazyvame
n=]
k
fadou funkci, f, jsou jeji cleny, funkce Sy = X f, jsou jeji
n=1
Sdsteéné soudty. (Hodnota funkce Si pro z €D je oviem
k
Si(x) = X fa(x).) JestliZe posloupnost funkef {8}, kon-
=l
verguje na mnoZiné D, C D k funkei 8, tj.
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8 = lim S; (57)

k>o
na mnoziné Do, fikdme, Ze funkce S je na mnoZiné D,
soubtem mdy )] f,. nebo Ze fada Z f,. konverguje na mno#iné
Dy &k funkci S i

Pozndmka. V definici 8 jsme rozezndvali pf¥ipad, kdy
fada ma soudet, a piipad konvergentni fady. V této
kapitole hovofime jen o konvergenci fady funkef, pro-
toze jinak by soudtem Fady funkei nemusela byt redlné
funkce, ale funkce, nabyvajici také hodnot + 0 a — o
a jejich zavedeni by naSe tvahy zkomplikovalo. To
ovSem neznamend, %e by se matematici takovymi
funkcemi vitbec nezabyvali.

Piiklad 48. Vyjdeme opét z geometrické posloupnosti.
Cleny geometrické posloupnosti {7}, kde  je kvocient,

jsou éleny geometrické fady Xzt O této fadé vime,

n=1

Ze konverguje k ¢islu

, pokud |z| < 1. PovaZu-
]eme -li opét z za promennou dostavame Fadu funkef

E ga, kde ¢,(z) = z*, ktera na intervalu (—1,1) konver-
ael

guje k funkci G, G(z) =

1 ix . PouZijeme-li imluvy

z odst. 3.2 (str. 71), dostaneme obdobné, Ze fada X g,,
n=0

kde opét plati g,(x) = 2, konverguje na intervalu

(—1,1) k funkei @y, Gy(z) =

T—%" Muazeme tedy psit

[
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@
1 —x = nglxﬂ’ (58)

1 ]
= . 59
l—=x ﬂ§°x1‘ ( )

Pfiklad 49. Polozme f,(z) = n™=. Pak piiklad 37 nam

@
umoztiuje vyslovit toto tvrzeni: Rada X f, konverguje
n=1

na intervalu (1, 4 o). Rada Z fm kde Fo(x) = (—1)a(),
konverguje na intervalu (0, + ).
Rada funkef z prikl. 48 je ne]]ednoduééim ptikladem

tzv. mocninné fady. Necht {a,}? je &iselna posloupnost.
Pak fadu funkef

X ax" (60)
n=1

nazyvame mocninnou fadou s koeficienty a,. Pfi danych

koeficientech a, zavisi konvergence mocninné Fady

samoziejmé na hodnoté proménné z. D4 se dokazat, Ze
muZe nastat pravé jeden ze t¥i pfipadi:

(a) fada (60) konverguje jen pro x = 0 (a jeji soudet
v tomto bodé je oviem roven ,,absolutnimu élenu‘
o);

(b) fada (60) konverguje pro viechna realna x;

(c) existuje takové kladné reilné &islo g, Ze Fada (60)
konverguje na intervalu (—p, p), ale nekonverguje
v Zadném bodé & takovém, Ze |&| > o.

Cislo o v ptipad$ (c) se nazyva polomér konvergence
mocninné fady. Co se tyle konvergence mocninné fady
v bodech & = —p a x = g, je tieba ji vySetiit v kazdém
piipad® zvlast.
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Skuteénost, Ze pro kazdou mocninnou fadu, ktera
nespliiuje (a) ani (b), existuje &islo g, jez je jejim polo-
mérem konvergence, plyne z nasledujici véty:

Vita 34. Necht mocninnd Fada (60) konvergu;z v bodé
o #~ 0. Pak tato fada konverguje v kaidém bodé x, pro
néjE platl |x| < |xo|, tj. na intervalu (—|z,|, |%o|).

Dikaz. Jestlize fada (60) konverguje v bodé =z,
znamena to, Ze dleny &iselné fady X a,x? tvoii ohrani-

n=0
genou posloupnost (dokonce plati a,x? — 0). Existuje
tedy takové redlné é&islo ¢, Ze |a,2%| < ¢ pro viechna
neN. Je-li |z] < |z, je

i
o] = ]| < e,
To
kde 0 <y < 1.

Rada |asz*| tedy konverguje v bods z podle véty 20
0

(odst.“§.4). Rada (60) v bodé z konverguje absolutné
(viz Definice 9) a tedy konverguje podle véty 26.

Z dukazu véty 34 je vidét, Ze pro ¢&isla z, jejichZ abso-
lutni hodnota je mensi neZ polomér konvergence fady
(60), konverguje tato fada dokonce absolutné. Neabso-
lutni konvergence miiZe tedy nastat jen pro ta z, jejichz
absolutni hodnota se rovnid poloméru konvergence
fady.

Konvergenci nékterych mocninnych fad jsme jiz
vlastné vysetfili v odst. 3.4, i kdyZ jsme pFitom nehovo-
¥ili o fadach funkef. Tak z ptikladu 32 plyne, Ze mocnin-
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- sz . . s .
na fada X ol konverguje pro vsechna redlna z. Stejny
n=0 /0.

vysledek plati i pro fadu X i—: z ptikladu 30. Z piikladu

N0

@

33 dostavame, Ze mocninna fada ¥ nz® ma polomér kon-
n=0

vergence ¢ = 1. Jako pfiklad mocninné fady, pro niz

@
plati ptipad (a), uvedme fadu X »!z». Kdyby tato fada
n=0

konvergovala v bodé s 0, bylo by to zfejmé ve sporu
s podilovym kritériem (véta 22; srov. dlohu 5, kap. 3).

Mocninné fady muZeme povaZovat za jisté zobecnéni
mnohoélent. Protoze mnoho ,,rozumnych‘‘ funkei se da
ptiblizné vyjadfit mnohoéleny, pfi¢emz pfesnost tohoto
vyjadfeni je tim veétsi, éim vysSi je stupenn mnohodlenu
(samozfejmé pii optimalni volbé jeho koeficienti),
da se ofekévat, Ze danou funkei je mozno (za jistych
ptedpokladi o jejim chovani) vyjadtit ve tvaru mocninné
fady tak, jako geometrickd fada v ptikladu 48 vyjadiuje
funkee -, ﬁ (viz (58), (59)). Tyto otdzky
zkoumali matemaitici jiz od doby Newtonovy a Leibni-
zovy. V r. 1715 dosdhl zakladniho vysledku B. Taylor,
ktery ukizal metodu, jiZ lze dané funkei pfifadit moc-
ninnou ¥fadu. Teprve Cauchy vSak dal okolo r. 1820
Taylorovym tvahdm pevny zédklad. Dnes je teorie moc-
ninnych fad dilezitou soudasti matematické analyzy,
zejména teorie funkci komplexni proménné.

Vedle mocninnych fad jsou dileZitym typem fad tzv.
trigonometrické rady, tj. fady tvaru

-]
2 (a, cos nx + b, sin nx) ,
n=0
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které jsou uZitedné zvlist pii studiu periodickych
funkeci. Podle jejich objevitele se jim fika obydéejné Fou-
rierovy fady. Podrobnéjsi vyklad jejich vlastnosti a po-
uziti by v8ak vyZadoval, stejné jako v pfipadé mocnin-
nych fad, hlubsi pfedbéiné znalosti matematické ana-
lyzy.

5.4. STEINOMERNA KONVERGENCE

V piikladech odstavce 5.2 jsme upozornili na to, Ze
konvergence posloupnosti funkei ma nékteré rysy, které
jsou trochu neodekavané a nepiijemné. Na piikladu 46
jsme vidéli, Ze muze platit lim f, = 0 na néjakém inter-

n>

valu, adkoliv kaZda funkce f, nabyvda hodnot velmi
odlisnych od nuly. V piikladu 44 dokonce ¢éleny posloup-
nosti byly neohrani¢ené funkce, a piesto posloupnost
funkef konvergovala k nule. Druhym takovym rysem
byla skute&nost, Ze limita posloupnosti spojitych funkei
nemusi byt funkce spojitd. Pojem spojitosti jsme sice
piesnd nedefinovali, ale jeho nézorny smysl je jasny
z grafu: graf spojité funkce je spojitd ,nepretrzita‘
kiivka, zatimco graf nespojité funkce muze mit ,;sko-
ky“. (Srov. pikl. 43, 47). Tyto nedostatky odstranuje
pojem stejnomérné konvergence, ktery si nyni objasni-
me.

Deflnice 13. Necht {f,} je posloupnost funkeci s defi-
ni¢nim oborem D. Rikdme, e posloupnost {f.}r konver-
guje stejnomérné na mnoZiné Dy C D k funkes |, jestliZe
plati: Ke kazdému ¢ > 0 existuje takové n, €N, Ze pro
viechna n eN [n,] a vechna x € D, plati

[fu(2) — fl2)| < &. (61)
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Porovname-li tuto definici s definici 11, vidime ihned,
Ze posloupnost funkef, kterd konverguje stejnomérné
na mnoziné D; k funkeci f, konverguje k téze funkeci
na mnoziné D, ve smyslu definice 11. (Konvergence
ve smyslu definice 11 se na rozdil od stejnomérné kon-
vergence nazyvéa ¢asto bodovou konvergenci.) Obracené
tvrzeni vSak neplati. V definici stejnomérné konvergence
musime najit takové &islo n,, aby platilo (61) nezavisle
na tom, které &islo x z mnoziny D, zvolime. Naproti
tomu v definici 11 jsme nejdiive pevné zvolili é&slo
z €Dy a k nému pak nasli é&islo n,. Staé¢i se podivat na
priklad 44 nebo 16, abychom vidéli, Ze é&fslo n, skuteénd
zaviselo na tom, pro které x € D, jsme je hledali. Neni
tézké dokazat nasledujici vétu, z niZ ihned plyne, Ze
posloupnosti z piikladu 44 a 46 nekonverguji k nule
stejnomérné (na svém defini¢nim oboru, tj. na mnoziné R
resp. na intervalu (0,1)).

Vita 35. Posloupnost funkci {f.} konverguje stejno-
mérné k nule (tj. k funkei f, f(x) = 0) na mnofiné D
prdvé tehdy, kdy: existuje prirozemé Eislo p a Eiselnd
posloupnost {c,}®, lim ¢, = 0, pro kterou plati

n-yae
|fala)| < ca (62)

pro vdechna x € D a véechna n > p.
Dikaz. Existuje-li takova posloupnost {c.}P a je-li

e > 0, pak existuje takové ny €N, Ze |c,| < e pro véechna
n €N [n,] a tedy podle (62) také

falz)] < e

pro viechna xeD a pro n eN[max (n,, p)], coZ doka-
zuje ste]nomernou konvergenci posloupnosti funkei f,
na mnoziné D k nule.
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Predpoklidejme nyni, %e lim f, = 0 stejnomérné na
n >o

.y . , 1 L
mnoziné D. Ke kladnému é&islu ¢ = T (keN) existuje
tedy n. €N takové, Ze plati

1
@) < (63)
pro vSechna xz € D a vSechna n €N [n,]. Plitom é&isla ny

mizeme navic volit tak, aby tvofila rostouci posloup-
nost prirozenych &isel, takze

limn, = +o0. (64)
k>
1
Nyni staéi poloZit ¢, = ¢, = ... =¢—1 =1, ¢» = "
pro n =mng, ..., gy —1la p = n,. Ze vztahu (64)

plyne, Ze ¢isla ¢, jsou definovina pro vsiechna
n €N,lim ¢, = 0 anerovnost (63) neni nic jiného ne7 (62).

n—)
Véta je dokazana. Poznamene]me ]este pro ctcna,re
ktefi se jiz seznamili s po]mem suprema, Ze ve vété mu-
zeme poloZit ¢, = sup |fu(x)

T€D
A4 - - x - 1
Pfiklad 50. Bud ¢,(x) = T e Je-li |z| < F’
je ¢Pn(x < -, Je-ll lz] > ——1—- je lq)' (x)l < _l_z_‘_ —
'V el e V?; ’ 4 = n:c2
1
= 1 < =:=—. Polozime-li ¢, = -5—, jsou splnény
n]xl Vn n

ptedpoklady véty 35 a tedy posloupnost {p,}> konver-
guje k nule stejnomérné na mnoziné R vsech realnych
éisel.
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Poznamenejme, Ze stejnomérnou konvergenci musfme
vysetfovat vidy v souvislosti s danou mnoZinou (ozna-
genou D, v definici 13). Se zménou mnoZiny D, se miZe
zménit bodova konvergence posloupnosti ve stejno-
mérnou nebo naopak. Z véty 35. je napf. jasné, Ze po-
sloupnost n-tych mocnin (viz piikl. 43) nekonverguje
k nule stejnomérné na intervalu (0,1), nebot jakakoliv
¢isla ¢, spliiujici (62) musi spliiovat |c,| > 1 a tedy ne-
mohou konvergovat k nule. Zmensime-li vsak interval
(0,1) na interval (0,a), kde ¢ < 1, stane se konvergence
funkei f,, f.(x) = 2" k nule stejnomérnou na této mensi
mnoziné (stadi volit ¢, = a”).

ProtoZe souéet fady funkei byl definovan jako limita
posloupnosti &iselnych souétd (viz definice 12), miZeme
hovofit také o stejnomérné konvergen01 ra,dy funkef.
Z definici 12 a 13 dostaneme, Ze fada

2, (65)
n=1
(kde f, jsou funkce, definované na mnoziné D) konver-
guje stejnomérné na mnoziné D, C D k funkei f, jestliZe
ke kazdému éislu ¢ > 0 existuje n, €N takové, Ze pro
vSechna k €N [n,] a viechna z € D, plati

&) —Z 1) < e (66)

tuto nerovnost zapisujeme ¢asto ve tvaru

S ful)

n=k+1

(87)

Priklad 51. P¥i zkoumdni stejnomérné konvergence
fad pouzivame tasto vétu 20. VySetiime timto zplisobem
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stejnomérnou konvergenci Fady (65), kde f.(x) =

1
=——— . tj. fad
n 1/3:2 +n ! Y
® 1
2 . (68)
n=l 7 ]/:1:2 + n
Pro viechna pfirozena éisla n a redlna éisla x plati
1
0 < fol®) = ———= < n7%¥2.
i n)zt+n

Rada Zln"‘/z konverguje (srov. ptikl. 37) a jeji &leny
nezavisi na x. Rikdme ji majorantni fada k fadé (68),
protoze jeji d&leny spliiuji nerovnost |[fu(z)] < n~%2
Z véty 20 plyne, Ze fada (68) konverguje pro kaidé
reilné &islo z. Bud ¢ > 0. Pak existuje takové n,eN,
Ze pro vSechna k e N [n,] plati

-]
Z n2
, n=k+1

<é&

(pouzivime obdobného zipisu jako ve vztahu (67)).
Potom vsak také plati pro vSechna realna x a k € N[n,]
0201 1

O ——— < 8,
n=k+1 7"sz+ n

¢imZ je dokazana stejnomérnd konvergence fady (68)
na mnoziné realnych éisel.

Stejného zpisobu muZeme uZit i pro fady, jejichZ
dleny méni znaménko, pokud tyto Fady konverguji
absolutné.
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Priklad 52. Rada T —— =
n=1 2n% —SIn nx

mérné na mnoziné redlnych &isel, nebot plati

konverguje stejno-

Ccos nx 1
2n¢ —sin nx 2n2 —1
a fada
et 1

z

n=1 202 —1

konverguje. (Provedte celou Givahu podrobné!)

y . (—1)
Piiklad 53. Je-li f.(#) = —————, pak obdob-
Va(z + /)

nym postupem jako v pfedchozich pfipadech dostaneme
1

nerovnost |fa(z)| < o ktersa nidm vSak neni nic platna,
protoZe harmonickd fada nekonverguje. Presto fada
2 (—1)» . . N

X ——=——"-— konverguje stejnomérné na celé mno-
n=l l/n(:z:2 + V'n)
Ziné redlnych &isel. Plati totiz

© (_1)» H 1 -] 1
z — —| < X —— (69
neks1 n(z? 4 )/n) l “k+1 +,..,[L+1]n(n+l (69)
2

a protoZe vyraz na pravé strané konverguje k nule pfi
k — oo, mizeme jiz postupovat obdobné jako v pied-
chozich piikladech. Diukaz nerovnosti (69) je zaloZen
na vété 31 a je pomérné pracny.

Dilezitou otdzkou je otdzka stejnomérné konvergence
mocninnych fad. Z dikazu véty 34 snadno plyne ni-
sledujici véta:
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Véta 36. Nechf mocninnd fada (60) mda polomér konver-
gence o > 0. Necht s je rediné éislo, 0 < s < o. Pak tada
(60) konverguje stejnomérné na intervalu (—s, s).

* Pokud fada (60) konverguje pro vdechna redlnd éisla,
pak konverguje stejnomérné ma libovolném ohraniceném
sntervalu.

Ddikaz. Dokazme jen prvni &éast tvrzeni — druhou
pienechdme ¢&tenafi. Pro vSechna ze/—s, s) plati
x| < s, tedy |a,x"| < |as"|. Z dukazu véty 34 vime, Ze
fada (60) konverguje absolutnd v kaidém bodé =z,
|| < s, takZe zbytek dikazu miiZeme provést obdobné
jako v piikladu 51.
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RESENTf ULOH OZNACENYCH
HVEZDICKOU

Ke kap. 1:

1. Posloupnost {a,}{® je ohranidend shora, jestlizo oxistuje
&ielo K takové, ze plati @,, < K pro viechna pfirozond gisla
n.

1
6. Napfiklad a, = — pro n sudé, a, = n pro n liché; b, = 1
n

pro viechna n.

Ke kap. 2:

11, Je-li lim @, = — o a existuje-li kladné ¢&islo b a pfirozené
¢islo k takové, Ze pro vSechna n €N [k] plati b, < —b, pak
lim a,b, = + .

Jo-li lim a, = + o (lim @, = — ©) a existuje-li takové
kladné &islo b a pfirozené é&islo k, Ze pro vdechna n €N [k}
plati b, < —b (b, > b), pak lim a,b, = — .

12. Napfiklad a) a, = » = b,; lim (e, — b,) = 0,
lim =2 — 1.
b) a, = n + (—1)%, b, = n;lim (@, — b,) neexistuje;

a, = n(2 + (—1)"), b, = n; lim % neexistuje.
n
¢) a, = n%, b, = n;lim (@, — b,) = lim%— = + .
n
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Ke kap. 3:

2. Naptiklad @, = —1, ¢, = 1, b, = (—1)™
Jelia, <b, < c¢,provsechnan €N afady Xa,,
Z¢, maji soutet, pfi éem% neplati soudasné
Xa, = — o, ¢, = + 0, mé i fada Xb, soudet
a plati Xa, < Xb, < Zc,.

Nédvod k dikazu: Rozddlte &leny fady Zb, na kladné a
zéporné jako v dikazu vdty 26 na str. 91 a pouzijte
vzorce (29), str. 79, zobecnény na piipad, kdy jedna z
fad mé soudet +® nebo —®.

7. Necht plati b, < a, < 0 pro viechna n €N. Jestlize fada
b, konverguje, pak konverguje i fada Xa, a plat{ Zbs, <
< Za,. (Jde o zvl4stni pfipad dlohy 2.)

Ke kap. 4:

v (="
3. Napriklad a) a, = .

”8
1 ) 1
b) @, = — pro nr liché, a, = — — pro » sudé.
) n®
1 ) 1
¢) a, = — pro nliché, @ = — — pro n sudé.
n n
(=n* :
d) a, = " (Za, konverguje neabsolutné);

a, = (—1)* (Za, nem4d soudet).
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