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PREDMLUVA

»Je pozoruhodné, e véda, kierd zallnala dvahami o ha-
zardnich hrdch, se makonec mohla stdt nejdalefitéjsim
predmétem lidského pozndni'. To ekl P. S. Laplace,
Jjeden z tvarci ,,podivuhodné matematiky‘‘, za ni% je teorie
pravdépodobnosts pokliddna. Je to skuteéné podivuhodnd
matematika. Casto i ten, kdo se skvéle vyznd v aritmetice,
vynikd v algebfe a zboffiuje geometris, st vibec nevi rady
s pravdépodobnosti. Ta je dnes opravdu jednow z nejdile-
£itéj3ich matematickych disciplin. Matematici ji vyznd-
vaji nejen proto, e je zajimavd, ale hlavné pro jejt usi-
tecnost.

Teorie pravdépodobnosti dnes pomdhd v prdci ekono-
mim 5 zemédé&lcim, sociologiim ¢ fyzikiom, uét se jt astrono-
mové, fyzici, a dokonce 1 jazykovédci. Nent to dostatetny
diwod k tomu, abychom ¢ my okustli aspori trochu z pi-
vaba téhle zajtmavé matematiky?

Tuto knttku jsem napsal pro vds, Ziky stfednich &kol,
kteit cheete poznat neobyéejny piwab teorie pravdépodob-
nosti, dozvédét se, co to je a k Eemu to slouft ve svété,
v ném¥ ijeme. Sepsal jsem v ni ndméty svijch besed s va-
$imi polskymsi vrstevntky, se Eleny matematického kroufku
v Domé mlddete v KrakovE. T% vymysleli mnoho ze zaji-
mavyjch pFikladi, které v kntice najdete. A vy jisté vy-
myslite jests lepdi. A% se do knikky zaltete, pFesvédéite se
o tom, Ze teorie pravdépodobnosti je matematika trochu
2vld¥int, zajimavd a ne pHlid obtiznd.



Zacali jsme citdtem. KniZka také citdtem konci. Pfelté-
te si pfedem jeji posledni dvé véty. Moind Ze vds jedtd vic
povzbudi k Cetbé této knitky.

Preji Vam mnoho péknyjch zdZitkd pri setkdni s teorit
pravdépodobnosti.

Adam Piocki



1. kapitola

NAHODNY POKUS A PROSTOR
JEHO VYSLEDKU

1.1. NAHODA

Casto slysime, %e ,,to byla osudnd ndhoda‘, Ze ,,nékdo
nékoho nédhodou potkal”. Rikime, %e ,,ve sportce byla
taZena &fsla‘.

Pfed zaddtkem zdpasu soupefi losuji o h¥idté. Co to
znamena, Ze losuji? A jak to délaji?

Casto, kdyZ chceme nestrannym zpisobem vybrat
jednu ze dvou moznostf, hodime si mincf. Mince se hodi
do vysky tak, aby se ve vzduchu nékolikrat obratila,
nez dopadne na zem. Po dopadu je nahofe bud strana
se stdtnim znakem, tradiéné nazyvana ,lev‘ (tento vy-
sledek oznadme pismenem ), nebo druhd strana, ,,pan-
na‘ (vysledek oznadme p). MiiZeme pfed hodem pred-
povédét jeho vysledek? Déti nékdy hraji hru ,,panna
nebo lev‘‘. Nejdfive si vsadi na pannu nebo na lva; pak
se hdzi. Vyhraje ten, komu se predpovéd podafrila
(sdzka je predpovéd, jak to dopadne).

Hodime-li minci a zjistime, ktera strana je nahofe,
provedli jsme uréity pokus. Vénujme mu trochu pozor-
nosti. Mizeme zkoumat zdkony, které urduji chovini
mince od okamZiku jejtho vyhozeni aZ po dopad. Na
chovdnf mince m4 jisté vliv rychlost dodand minci,
teplota prostiedi, vyska, proudéni vzduchu atd. Fyzi-
kalnich zdkonu, které chovanf mince ovliviiujf, je
mnoho. A jsou velice sloZité. Malé zmény rychlosti nebo
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vykky zpusobi velké zmény konedného vysledku. V di-
sledku velkého mnoZstvi sloZitych zdkont, jimiZz se
pohyb mince Fdi, je zhola nemoZné pfedpovédét vy-
sledek hodu. Je-li mnoho vinikd, byva vina svalovdna
na jednoho. My rekneme, Ze chovdni mince se Fdf
nahodou, ktera také rozhoduje o vysledku hodu. Bude-
me ¥kat, %e vysledek hodu je ndhodny.

Vzpometite si, jak se hraje na fanty. Osoba, ktera vy-
tahuje fanty z krabice, mé zavazané oéi. Obsah krabice
je dobfe promichdn. Nedaji-li se fanty rozeznat hma-
tem, je vybé&r fantu poslepu ndhodny. Takovéto vytaho-
véni je ndhodny vybér.

Podobné vyloven{ ryby z rybnika je ndhodny vybér.
O tom, kterd ryba zabere, rozhoduje tolik okolnosti, Ze
muzeme kratce Ffci, Ze o tom rozhoduje nahoda.

Pii riznych hrach se uZivd hraci kostka. Takovou
kostkou se hézi a hradi pozoruji, ktera sténa se po hodu
objevi nahote. Podobné jako pfi hdzenfi minci rozhoduje
i zde o vysledku nahoda.

1.2. NAHODNY POKUS

Hod minci, vytaZeni fantu, vyloveni ryby, hod kostkou
jsou jednoduché pifklady navzdjem podobnych pokusi.
O vysledku kaZdého z nich rozhoduje ndhoda. Takové
pokusy nazveme ndhodné pokusy.

Rozhlédneme-li se kolem sebe pozorné, nebude ndm
délat potiZe vdimnout si jevit nebo pokust, které jsou
néhodné.

Pifklad 1.1. (Pohlavi potomka.) Rodide &ekaji dité.
Bude-li to chlapedek nebo holdidka, zdvisi na mnoha
okolnostech (jsou to genetické zidkony). Rikéme, Ze
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o tom rozhoduje ndhoda. Zjisténi pohlavi ditéte je zaji-
mavy piiklad ndhodného pokusu.

Pfiklad 1.2. (Tah kouli.) V televizi miiZeme kaZdy tyden
sledovat pifenos tahu Sesti &isel sportky. SloZity piistroj
vybira sloZitym zpiisobem po jedné kouli z urny. SloZity
mechanismus ma divdkovi dat pfedstavu o tom, jak
mnoho zakonitosti uréuje vybér té a ne jiné koule. Vybér
koule (a tim i jejtho &fsla) pokldddme za nshodny. Ri-
kime, Ze je to ndhodny viybér.

Ke zminénému losovan{ viak vibec neni tak dimysl-
ny mechanismus zapotfebi. Staéi k tomu v podstaté
stejny, ale konstrukéné mnohem jednodussi piistroj.
Vezméme si lahev a nékolik stejné velkych kulidek
s primérem o néco mens§im, neZ je primér hrdla. Ku-
litky, ze kterych mé byt jedna vytaZena, nasypeme do
ldhve. Lahev zazitkujeme, nékolikrdt s ni zatifepeme
a rychle ji obrdtime dnem vzhiru. O tom, ktera z kuli-
ek spadne do hrdla jako prvn{, rozhodne néhoda. Lahev
8 kuli¢kami budeme dale nazyvat piistroj pro tah kouli.

Ve sportce se tdhne kouli nékolik. TaZena koule se u%
dalstho tahu netddastni. Mluvime o ndhodném vybéru bez
vraceni. Kdyby se nékolikrat tdhlo po jedné kouli, ale

@ blla koule

@ zelena
: o @ &ervend
e @ =TT tazend koule

Obr. 1.1, Pistroj pro tah koull



taZend koule se vidy vracela zpét do urny, slo by o nd-
hodny vybér 8 vracenim.

Piistroj pro tah kouli, ktery zndme z obr. 1.1, miZe-
me pou%it k trojimu vybéru s vracenim. Zopakujeme-li
tiikrdt protfepani a zji§téni kulitky, kterd spadla do
hrdla jako prvni, dostaneme vysledek trojfho vyb&ru
jedné koule s vracenim.

Prodluzme hrdlo léhve sklenénou trubidkou tak
dlouhou, aby se do ni vesly tfi kulitky. Zatfepeme lahv{
a pak ji rychle obratme dnem vzhiiru. Kulitky spadnou
v uréitém poradi do trubiky. Tu, kterd spadne jako
prvnf, budeme povaZovat za kulitku, kterd byla tazena
jako prvni. Kulitku, kterd za nf bude v trubidce bez-
prostfedné ndsledovat, budeme povaZovat za kulitku
taZenou pfi druhém vybéru ze zbylych kulidek atd.
(obr. 1.2).

G o kuli¢ka tazena polfeti

@ o «—— kuli¢ka tazena podruhé
< kuli¢ka tazena :
o : Le‘ «—— kulicka tazena poprvé

Obr. 1.2. P#istroj pro troji tah bez vraceni koull do urny

Pfiklad 1.3. (Pedeni bochdnki s rozinkami.) Do tésta na-
sypali 100 rozinek. Tésto dobfe promisili a napekli
z ného 100 bochdnki. Rozinky se do jednotlivych bo-
chénki dostaly nahodné. O tom, kolik rozinek se do-
stalo do urditého bochanku, rozhodla ndhoda. Zkouméni
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rozmisténf rozinek v bochdncich je pékny priklad na-
hodného pokusu. K tomuto pifkladu se jestd vratime.

Priklad 1.4. (Stfelba do terde.) Stielec stiili do terée.
O tom, ktery bod zasdhne, rozhoduje (af je stfelec
sebelepsi) naheda. Stielba je také pifklad nahodného
pokusu.

Nékteré nahodné pokusy jsou jednoduché (tah jedné
koule, hod mincf), jiné probfhaji na etapy (troji vybér
koule, dvojf hod mincf).

1.8. URNY, KOSTKY, RULETY

P#i nasich schizkédch s pravdépodobnosti budou hrat
dileZitou tilohu razné kostky a rizné urny. Teorii prav-
dépodobnosti kaZdy spojuje s hdazenim kostkou, s taZe-
nim jedné nebo nékolika koulf z urny, a také s ruletou.
Ruleta je kruhovy terd, kolem jehoZ stiedu se volné
otdd{ ruditka. (Sipka). Teré rulety je vétsinou rozdélen
na &asti. Rulitku roztodfme, aby vykonala nékolik
otddek. Pozorujeme, ve které dasti terde se ruditka za-
stavi. Rekneme, %e ruleta vybrala tuto &ist. To je dalsi
piiklad ndhodného pokusu.

Ruletu si sami snadno zhotovite pomoci §pendliku,
roztaZené sponky a krouzku z tuhého papfru (terd).

Kromé raznych kostek se Sesti sténami budeme pii
nadich schiizkach s pravdépodobnost{ uzivat také pravi-
delného dvacetisténu. Jeho stény jsou rovnostranné
trojuhelniky. Oéislujeme si je. Do dvou vepisme &fslici 0.
Do jinych dvou &fslici 1 atd., a% do poslednich dvou
¢slici 9.

Pti nasich dobrodru¥stvich s pravdépodobnosti bude-
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Obr. 1.3,
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me u%fvat riizné kostky, urny a rulety. Pro nasi potre-
bu si je odfslujeme (obr. 1.3).

1.4. PROSTOR VYSLEDEKU

Hod minci mohl skondit jednim ze dvou moZnych vy-
sledkti. Zakédovali jsme je pismeny ! a p. I nadéle zde
vyludujeme moznost, Ze by mince dopadla na hranu.
Kdyby k tomu doslo, fekneme, Ze se hod nepodaftil
a %e k nahodnému pokusu nedoslo.

PFi hodu minci se dd téko predpovédét, jaky bude
vysledek, ale urdité to bude pravé jedna z moZnosti 1
nebo p. Mnozina {l, p} je mnoZinou viech a priori*)
moZnych vysledkd hodu minef.

Hézejme kostkou & 1 a pozorujme, kterou stranou
padne nahoru. Vysledek se da zakédovat napf. obréiz-
kem té horni stény. Pfi tomto zpusobu kédovani dosta-
neme nésledujicf mnoZinu viech moZnych vysledki:

&, =, & [ B B

Kostku &. 3 budeme déle nazyvat s-kostka. M4 pé&t
stejnych prazdnych stén bez tedek a jednu s tedkou.
Hod s-kostkou miZe vést k jednomu ze dvou moZnych
vysledk: El nebo [ ]|. MnoZina vSech moZnych vysled-
ki hodu s-kostkou a zjiéténf horn{ stény je

i L

Jednotlivé vysledky ndhodnych pokusd budeme uréi-
tym zpisobem kdédovat. MnoZinu vSech moZnych vy-
sledkii ndhodného pokusu nazveme prostorem vysledks.
a oznadime pfsmenem (2 (pfipadné s indexy).

*) a priori — pfedem, jen na zéklad$ \vahy
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Zjisténi pohlavi narozeného ditéte vede ke dvéma vy-
sledkiim. Bud se narodi chlapec (tento vysledek zaké-
dujeme symbolem &), nebo se narodi dévée (tento vy-
sledek zakédujeme symbolem Q). Kédovaci symboly
jsme prejali od genetiki. Prostor vysledki tohoto zjis-
fovén{ je mnoZina

Q={2 3}

Piiklad 1.6. Pred tahem sportky se vypliuje sizenka
predkrtnutim Sesti ze 49 &sel. Obr. 1.4 zndzortiuje ddst
sazenky s dvéma sdzkami. Vyplnénd sdzenka predsta-
vuje vysledek vybéru bez vracenf Sesti ze 49 éisel, na
kterd hrd¢ vsadil. Tah Sesti ze viech 49 &isel je ndhodny
pokus. Jeho vysledky je mo#no kédovat f4dné vyplné-

LR L L
Iﬂ:olllnlzﬁ A 6kts / |n-ekts  / Twm-sx/

e B B M
O] o ] o] ) O ] ) o) B
] 0 e o o ] o] )
72 A e M s ] e ]
o o ) ) e e e
1 o e ] o ] e ]
1 b o s e M e

S A Z K A podnik na organizovanie
It iportovych stavok, Praha

SZ 6L1£98

Obr. 1.4. Vyplnénd sdzenka sportky jako kéd jednoho vy-
sledku ndhodného vybéru Sesti ze 49 &fsel
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nymi sazenkami. Vyplnéna sizenka je kédem (8ifrou)
Sestiprvkové podmnoZiny (neboli kombinace) mnoZiny
49 &fsel. Vzpomeneme-li si na své znalosti z kombinato-
riky, okamZité Fekneme, kolik je moZnych vysledki
tohoto pokusu. Podet viech prvkid prostoru vysledkd
je zaroveil podtem viech jednotlivych sdzenek, jimiz lze
vyderpat viechny moZné vysledky naseho nédhodného
pokusu.

Piiklad 1.6. Vysledek stielby do terde je moZno ztotoZnit
se zasaZenym bodem terde. JestliZe stielec chybil, fekne-
me, Ze se nestiilelo. Vysledek stfelby je tedy mnoZina
viech zdsahu do terde. Prostor vysledki je mnoZina
viech bodi terde (stru&né rfedeno terd). Prostor vysledki
mé v tomto pifpadé nekoneéné mnoho prvki.

V dalsf kapitole se naudime kédovat vysledky a urdo-
vat prostory vysledkii v riznych pfipadech néhodnych
pokusi.

Uloha 1.1. Uvedte ptiklady nahodnych pokusi, s nimi
jste se setkali.

Uloha 1.2. Vypln&na sézenka sazky je také kédem vy-
sledku urditého ndhodného pokusu. O jaky pokus jde?
Kolik prvki ma prostor vysledkii? Jak se v kombinato-
rice nazyvaji takto zakédované vysledky?
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2. kapitola

STROMY NEBOLI GRAFICKE
ZNAZORNENI PRUBEHU A VYSLEDKU
NAHODNEHO POKUSU

2.1, JAK KODOVAT VYSLEDKY
NEEKOLIKAETAPOVEHO POKUSU

Teorii pravdépodobnosti si spojujeme s vytahovdnim
koulf a hézenim kostek. Ale tentokrat budeme vytaho-
vat kostky!

Pfiklad 2.1. V krabiéce U jsou tii stejnd velké hracf
kostky: dervend [z |, zelend [z] a bfld [s]. Vytahujme
po jedné kostce tak dlouho, aZ bude krabitka prézdna.
Z postupné vytaZenych kostek stavme prfizemi, 1. a
II. patro véZe jako ze stavebnice. Bude nas zajimat jen
barva vytaZenych kostek, tefek na jejich sténdch si
vifmat nebudeme.

Kostky miZeme vytahovat jednu po druhé, jak se ndm
budou libit. Takovy vybér viak nebude ndhodny, o tom,
kterd kostka bude dal§im patrem véZe, nebude roz-
hodovat nahoda, ale nés§ zrak a vkus. Pfenechme proto
vybér kostek ndhodé. Zamichejme pedlivé obsah krabié-
ky a se zavienyma odima vytahujme po jedné kostce.
To je troji tah jedné kostky bez vraceni. Nahodny pokus
probihd ve t¥ech etapich.

Vé%, kterd béhem nidhodného pokusu vznikd, umoz-
fiuje pfesnou rekonstrukei jeho prib&hu. VéZ je zaké-
dovana historie vyprazdnéni krabitky U nahodnym
vybérem. Vézf jsme zakédovali prabéh i konedny vysle-
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dek ndhodného pokusu. Vime-li, jak v&% vznikala, a vi-
dime-li ji, miZeme snadno fici, jak ndhodny pokus
probihal.

Kolik riznych vé%i mi%e vzniknout? Kolik je vech
mozZnych vysledki naSeho ndhodného pokusu? Co je
prostor vysledkii?

Krabitka U je pro matematika mnoZina {[¢], [¢], [z]}.
V mno%iné nehraje pofadfi prvki Zddnou roli. Konednou
mnoZinu lze usporidat, tj. stanovit, ktery z jejich prvki
budeme povaZovat za prvni, ktery za druhy atd., a ktery

«—— |l patro véje (kostka tadena jako tfeti)

<«— | patro véZe (koslka taZena jako druha)

«— pilzemi véZe (koslka taZend jako prvni)

Obr. 2.1.

nakonec za poslednf. KdyZ jsme stavéli véZ, stanovili
jsme urdité pofadi kostek. Kostka z piizemi je prvni,
kostka z I. patra je druhé, kostka z II. patra je tfeti.
Véz je tiiélennd posloupnost, jejimiZ éleny jsou barevné
kostky. Cleny této posloupnosti jsou navzdjem rézné.
Véz je posloupnost tif riznych kostek (obr. 2.1).

Posloupnost, kterou véZ predstavuje, je permutace
mnoziny U. Vysledek i pribéh ndhodného vybéru tedy
kédujeme permutacemi mnoZiny U. Viech vysledki
(véZf) je tolik, kolik je permutaci t¥iprvkové mnoziny U.

Pribéh ndhodného vybéru, tj. postupné etapy stavby
véZe, se daji prehledné zndzornit pomocf jednoduchého
grafu (obr. 2.2).

Kostky muZeme jednoduse oznadit poddtednimi pis-
meny ndzvi jejich barev. Vé% je posloupnost, zapfieme
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vysledek 2. tahu

-
«— vysledek 1. tahu

n u n «— vysledek 3. tahu
1
u n n «€— vysledek 2. tahu
n n n u n «€— vysledek 1. lahu

Obr. 2.2. Jak miZe postupné vyristat véZ neboli jak muZe
probfhat néhodné vyprazditiovdn{ krabi¢ky U

ji tedy tak, jak se v matematice posloupnosti obvykle
zapisuji, tj. jeden &len za druhym, a ne, jak tomu bylo
u véZe, jeden nad druhym.

2]
Véx zapifeme ted struéné, jako posloupnost

pfizemi I. patro Il patro
Graf z obr. 2.2 se tak zjednodusf. Je na obr. 2.3,
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/ i’\ .
b & F4 ~<— vyyslodek 1. tahu
/\ /\ zé/\zé & Vysledky 1, 2 tahy

b& bz ¥ &

Loy

b&z bz& ¥z zb zb& zBp < Wsledky 1, 2.ad lahu
Obr. 2.3.

2.2, STROMY

Grafy z obr. 2.2 a 2.3 se nazyvaji stromy.*) Stromem
jsme znézornili pribsh a vysledky uréitého ndhodného
pokusu. Prévé tyto stromy pro nids budou v dal§im vy-
kladu obzvlast dileZité. Domluvme se na terminologii.
Bod o, od ného? za&fndme strom kreslit, nazveme kofen.
Vysledky daldich etap jsou wuzly. Orientované tse&ky
spojujfci dva za sebou nésledujici uzly jsou hrany. Po-
slednim uzlim budeme fikat koncové uzly. Posloupnost

=] «——— — kofen
N l «——— hrana 1. elapy
é -—————— uzel

/ <«————— nhrana 2 etapy

b «——o-— uzel
«———-——— hrana . etapy

¢bz

koncovy uzel

Obr. 2.4.

*) Pozn. recenzenta: Tormin strom se v teorii grafi uivé
v dir§{m smyslu neZ v této knize. Zde by bylo pfesndjsf uZivat
nézvu kofenovy strom nebo strom logickych moZnostf.
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hran spojujici kofen s koncovym uzlem je véfev. Bude-
me také fikat, Ze koncovy uzel, ktery zakonéuje danou
vétev, na ni vis{ (jako ovoce na stromé). Na obr. 2.4
je 8ast stromu z obr. 2.3, a to jedna vétev, na niZ visf
koncovy uzel ébz.

Co je koncovy uzel? To je prece konelny vysledek
(jistym zpuisobem zakddovany) trojiho ndhodného vy-
béru kostky z krabi¢ky U bez vraceni. Tento vysledek
visi (jako plod) na vétvi naSeho stromu. Na vétvich
stromu z obr. 2.2 visf vSechny mozné vysledky vyprazd-
novani krabidky U ndhodnym vybérem zakdédované
pomocf vézi. Na tomto stromé visf viechny moZné véze,
vSechny mozZné permutace mnoZiny U. Kolik jich je?
Spoétéme to pomoci stromu.

Piizem{ vé%e mohlo vzniknout t¥emi zptsoby. Z ko-
fene vychazeji tfi hrany. To je 1. etapa. Kostka se do
krabidky nevraitila, vidyt se stala plzemim véZe.
2. etapa, 2. tah se provadi ze dvou kostek, které zbyly
v U. Na ka#dé uz postavené prizemi je mozno I. patro
plistavét pouze dvéma zpisoby. Z konce ka¥dé hrany
1. etapy vychdzeji dvé hrany 2. etapy. V krabiéce U u%
zbyla jen jedna kostka. Na kaZdé uZ postavené piizemf
8 1. patrem je moZno dostavét II. patro jen jednim zpit-
sobem. VSech moZnosti je tedy 3.2.1, tedy 3!. Vsimné-
me si, Ze je to podet viech vétvi stromu.

Pomoci stromu jsme dostali vzorec pro podet viech
permutaci tf{prvkové mnoZiny, ktery zndme z kombi-
natoriky. Kdyby krabiéka obsahovala n kostek riiznych
barev, byl by podet riaznych n-podlaZnich vézi (podet
permutaci mnoZiny, téZ potet viech moZnych vysledki
vyprazdiiovani krabi¢ky naéhodnym vybérem) roven n!.

Na stromé jsme snadno zjistili podet viech vysledku
uréitého ndhodného pokusu. Je jich tolik, kolik je na
stromé koncovych uzli, tedy i kolik mé strom vétvi.
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Ze stromu také snadno ziskdme prostor vysledki.
Staé{ jen ,,otrhat” jeho koncové uzly—vysledky. Mno-
Zina vytvorend témito ,,otrhanymi vysledky je prostor
vysledki 2. KdyZ otrhdme vysledky ze stromu na obr.
2.3, dostaneme

2 = {béz, bz, &bz, &b, 2b8, z6b) .

Priklad 2.2. V krabi¢ce U je n riznych predméta. Dale
mame 7 odislovanych zasuvek z,, z,, ..., 2,. Vybereme
néhodné jeden predmét (jeden prvek mnoziny U) a dé-
me ho do zésuvky z,. Ze zbylych n-1 prvka opét jeden
nahodné vybereme. Ten ddme do z,. Tak pokradujeme
dal, aZz bude krabitka U prizdna. Do ka#dé zisuvky
déme pravé jeden predmét. V kazdych dvou riznych
zdsuvkdch budou ruzné piedméty. Tak se n predméti
z krabitky U (n prvkd mnoZiny U) rozmist{ do n z4-
suvek, Kazdé takové rozmisténi je také permutace
mnoZiny U. Vysledky (a pribéh) nahodného rozmisto-
vani budeme kédovat permutacemi mnoZiny U. Kazda
takova permutace zachycuje priib&h a vysledek rozmis-
tovani. Prostor vysledkidi tohoto rozmisfovani mé tedy
n! prvkua.

Uloha 2.1. Nakreslete strom n&hodného rozmistovéni
pron = 4.

Uloha 2.2. V krabidce jsou &ty¥i kordlky: erveny —
&, zeleny — z, bily — b a modry — m. Vybfrejme ndhod-
né po jednom korilku bez vracenf, az bude krabitka
prézdna. Koralky navlékejme na nit tak, jak je po-
stupné vybfrdme. Dilem ndhody (nahoda totiZ rozhoduje
o pofadi korélki) vznikne tdrka koralkd. Stdrka je
podobné jako vé% zakédovany vysledek ndhodného vy-
béru. Podivdme-li se na &iirku, snadno zrekapituluje-
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me priibéh vybéru. Kolik je moZnych vysledkd vyprazd-
novan{ krabi¢ky ?
Pozor: Stirky béem a mzéb jsou rizné!

Uloha 2.3. V krabitce U jsou &ty¥i kostky: bild b, zele-
na z, dervend ¢ a modra m. Ttikrat ndhodné vybirdme
po jedné bez vraceni a z vybranych kostek postupné
stavime véZ. Kolik je ted moZnych vysledkil tohoto na-
hodného vybéru? Nakreslete strom. Jak se v kombina-
torice nazyvaji posloupnosti, které kéduji vysledky?

Uloha 2.4. V krabidce je 5 predmétd, ale zdsuvky jsou
jen 3. Z krabidky postupné vybereme bez vraceni 3 pred-
méty a dime je do zasuvek stejné jako v piikladé 2.2.
Kolik je moZnosti pro vysledek takového néhodného
rozmisténi? Jak jste zakédovali vysledky?

Ted budeme ndhodné vybirat kostky z krabi¢ky, ale
s vracenim. Po vytaZeni kostky si poznamename, ktera
to byla (nakreslime si ji), a pak ji pfed dalsim tahem
vratime do krabitky. Ted se ndm tézko budou stavét
véZe z vytaZenych kostek. Tak si ty véZe nakreslime.

Piiklad 2.8. V krabidce U jsou opét 8ty¥i kostky: b, &, 2,
m. Tahnéme trikrat s vracenim. Véz, kterou dostaneme,
si nakreslime. Ted muZe vzniknous napt. vé% é&. Po-
sloupnosti (véZe), jimiZz kédujeme pribéh a vysledky
nahodného vybirdni, nemusi mit rizné é&leny. Jak se
v kombinatorice nazyvaji posloupnosti tohoto typu?
Kolik jich je? A jak vypadd strom? V ka?dé etapé je
stejny podet moZnosti. Z kazdého uzlu (jakoZ i z kofe-
ne) vychazeji v kazdé etapé 4 hrany. Mdme tfi etapy,
tedy celkem 4.4.4 neboli 42 hrany. Tolik vysledkt obsa-
huje 2. Urdete prostor vysledkii (pfedem si nakreslete
strom).
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Piiklad 2.4. Dvakrit hodime s-kostkou*) a vimame si,
kterd sténa bude nahofe. To je dvouetapovy nahodny
pokus. Strom na obr. 2.5 zndzorfiuje jeho pribéh.

Q

E’ ~— - —= vysladek 1. slapy

]
SN N
I L

(7] (1 Loz

[Obr. 2.5. Strom dvojfho hodu s-kostkou

L

Vysledky pokusu kédujeme pomoci domina. Prostor
vysledki je mnoZina

{C ) e s )

Domluvime se, Ze vysledky hodu s-kostkou i obydej-
nou kostkou budeme nadéle oznadovat podtem tedek,
které budou po hodu na horni sténé. Podle této tmluvy
budeme vysledky dvojiho hodu kédovat dvojicemi &isel.
Pfi tomto zpiisobu kédovani bude naposledy uvedeny
prostor vysledkd mnoZina {00, 01, 10, 11}.

Uloha 2.5. T¥ikrit hodime minci. Znazornste pokus
stromem a sestavte prostor vysledku.

Piiklad 2.5. Na zastavce tramvaje ¢ekaji dvé pani, které
se neznaji. Nezndme je ani my, a tak si je pojmenujeme
pani X a pani Y. Ptijela souprava sestavena ze tii vozi.
Oéfslujeme je 1, 2, 3. Pani nastoupily a vybraly si vaz

*) s-kostka byla popsdna na str. 11
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nahodné. Kdyby se znaly, nesjpiSe by nastoupily do
stejného vozu. Pozorujeme, do kterého vozu kterd pani
nastoupi; je to ndhodny pokus. Jaké jsou moZnosti?
Kolik jich je? Jak je zakédujeme?

Na tyto otdzky ndm pomtiZe najit odpovéd strom.
Rozdélme si pozorovini na dvé etapy. V prvni etapé
zjistime, ktery z voza si vybere panf{ X. Ve druhé etapé
zjistime, do kterého vozu nastoupi pani Y. Na obr. 2.6
je strom, ktery pribéh nastupovani velmi nazorné po-
pisuje. Nakreslime si soupravu:

/,/ A‘ \\
!

66
1

Dvé etapy jsou postupné ,,obsazovan
a pani Y.

T
on [0 1T

SN N N
o LR 6 B M R T

Obr. 2.6. Jak panf X a Y mohly obsadit tramvaj

soupravy panf X

Kédovani vysledkt nastupu miZeme znaé¢né zjedno-
dusit. Kazdé pani ptifadme &islo vozu, do kterého na-
stoupila. Napred pani X, pak pani ¥. Dvojice 32 tedy
znamena, Ze pani X nastoupila do tietiho vozu a pani ¥
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si vybrala druhy viz. Tato dvojice je vysledek [ | ¥ x].
Vysledek [ 1x¥| | bude odpovidat dvojici 22. PHi tomto
zpisobu kédovini se strom velice zjednodusf; je na
obr. 2.7.

¢islo vozu, do ktereho
/// nastoupila pani X

1 2 3

//
cisto vozu, do klerého
/l\ /l\ /l / nastoupila pani X,
a ¢islo vozu, do kierého
11 12 13 21 22 23 31 .32 33 nastoupila pani Y
Obr. 2.7,

P¥i tomto jednoduchém zpasobu kédovdni je prostor
vysledkii 2 mnoZina dvojic. Je to kartézsky soudin
{i,2, 3 x{1,2,3}

Setkali jsme se zde (a nebylo to poprvé) s jistym né-
hodnym rozmisténim prvki (panf) do zédsuvek (vozi).
V praxi se dasto vyskytuji jevy, které se uréujf a inter-
pretuji jako rozmanitd rozmisfovani jistych prvka do
jistych prihrddek, které si pfedstavujeme jako zdsuvky.

Piiklad 2.6. (Cekéni na prvni dspéch.) V nékterych
hréch, kterych se idastni ndhoda (jsou to tzv. ndhodné
hry), nesmi hra& postavit svou figurku na start, dokud
mu nepadne §estka. Opakuje hod kostkou tak dlouho,
a% mu poprvé padne Sestka. Pro hréde, ktery héz{ a dekd
na pravo postavit svou figurku na start, je hdzenf kost-
kou vlastné totéZ jako hézen{ s-kostkou. Hledisko, podle
kterého rozlifuje stény, je, zda jde o tu vyjimednou mezi
gesti nebo ne. Vyjimedna sténa je sténa s tetkou na
s-kostce. Ostatnich pét jsou ty prdzdné. Padne-li hradi
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vyjimedns sténa, je to pro néj tspéch. Nabizf se, aby-
chom tohle hézen{ nazvali ¢ekdnfm na prvni tspéch.
Na obr. 2.8 je tento néhodny pokus zndzornén stromem.
Uspéch je oznaden fslem 1, netispéch &fslem O.

AN

0 1 «€—— vysledek 1. stapy thodu)

AN

00 01 «— vysledek 1. a 2. elapy (hodu)
000 001 = vysledek 1, 2. a 3. elapy

¢ \
™ =N - to je vysledek: uspéch -se poprvé doslavil

pfi tfelim hodu

Obr. 2.8. Cekéni na prvni uspéch

Zakédované vysledky ¢ekdni na prvni uspéch visi na
vétvich stromu. Vétvi je nekone¥nd mnoho. Prostor vy-
sledki je zde nekonednd mnoZina.

Priklad 2.7. Manzelé si napldnovali t¥i déti. Zjidfovédn{
pohlavi postupné se rodicich dé&ti je ndhodny pokus.
Predpokladejme, Ze nase rodina plén provede (podobné
jako jsme predpoklidali, Ze stielec zasdhne terd). Jak
miiZe provedeni plénu probéhnout? Nakresleme si strom
(obr. 2.9).

Prostor vysledkid {299, 223, 239, 243, 329 324, 332
333} je mnoZina.

Pritbéh pldnu mé osm moZnosti.
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A pohlavi nejslarsihe
ditéle
%

e

/ \ / \ /e
/ \ / \ / /

209 997" 8o 9d8' dog Jod 8% Y-

pohlaw 1., 2.
ad dutéle

Obr. 2.9. Chlapci a dévdata mezi tfemi potomky

Uloha 2.6. V urné (krabici) jsou tii nerozli§iteIné bilé
koule b, 2 dervené & a 1 zelend z. Sestavte strom i prostor
vysledki pro troji tah jedné koule z krabice

a) bez vraceni,

b) s vracenim.

Uloha 2.7. Dopravni hlidks kontroluje projizdéjici vozy.
Pfitom postupné kontroluje brzdy (mohou byt dobré
nebo §patné), pneumatiky (zjisfuji podet Spatnych)
a stav svétel (svétla mohou fungovat dobfe, §patnd nebo
viibec ne). Testovan{ vozu je nahodny pokus. Zndzorné-
te ho pomoc{ stromu a sestavte prostor vysledkt testo-
van{.

Mezi ndhodnymi pokusy, se kterymi jsme se setkali,
byly pokusy s konednym prostorem vysledku. Prede-
v&fm jimi se budeme dale zabyvat. Musime viak mit na
paméti, Ze kolem nas je mnoho (a to zajimavych) jevi,
které jsou ndhodné pokusy s nekone¢né mnoha moiny-
mi vysledky.
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3. kapitola

JEV

8.1, JISTY, NEMOZNY, MOZNY

Vezméme si krabitku U se dvéma dervenymi a dvéma
zelenymi kostkami. Trojf ndhodny vybér kostky bez
vraceni urdf vé%. O tom, jaki to bude véz, rozhodne né-
hoda. Zkusme pfed vybérem predpovédét jeho vysledek,
tj. pfesné popsat, jakd véZ vznikne. MuZeme si ji pre-
dem nakreslit, pak tdhnout kostky, postavit véz a po-
rovnat predpovéd s tim, co se stalo. Pfedpovéd, vybér
a porovnani miuZeme povaZovat za jednoduchou hru.
Kdo ptredpovédél spravné, vyhraje, komu se pfedpovéd
nepodafila, prohraje. Odkud to zndme? Podobnou hrou
se prece kaZdy tyden bavi dospéli. Napied vypln{ sd-
zenky sportky. To je pokus o pfesnou predpovéd, jak
tah é&isel sportky dopadne. Pak se kond tah a potom se
(netrpélivé a nervézné) porovniva vysledek tahu s pred-
povédi. A také se bud vyhrivé, nebo prohrivéa (ale
nehraje se o body).

Uhodli jste, jakd bude véZ? Vétdinou ne. Stejné jako
se vétSinou nepodari uhodnout é&isla sportky.

Pii nasf hie jsme se snaZili pfesné uhodnout vysledek.
Predpovidédni v8ak nemusi jit do viech podrobnosti.
Hru si obménime. Ted se smf na listek napsat slovy, co
se stane, ale neni nutné presné uréit, jakou barvu budou
mit jednotlivd patra véZe. Podaif-li se ndm tato obec-
néj§i predpovéd, ziskdme bod.
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Dejme tomu, %e tfi hra¢i X, ¥ a Z na své listky na-
psali:

X: Ve v&%i bude dervena a zelend kostka.

Y: V&% bude jednobarevnd.

Z: Ve vé%i bude vic ervenych kostek neZ zelenych.
Déle prijde troji tah kostky bez vraceni, stavba véZe
a porovnani s predpovédi kazdého z hrada.

Zile#{ na tom, kdo bude provadét tah? Samoziejmé
¥e ne! Sanci, Ze vytdhne takovou a ne jinou kostku,
ma. X, Y i Z stejnou, stejnou jako kdokoliv jiny ochotny
se zdastnit. Bude t82ké ohodnotit vyhry hrada? Kazdy
napsal, jakd véZ se podle ného po tahu objevi. Na jejich
listeich jsou popsiny slovy uréité jevy. Jak to bude
s vyhrou u kaZdého z nich?

Hraé X ma jisté, Ze vyhraje. Ve véZi bude jist§ &er-
vend i zelena kostka. Je nemozné, aby vyhral Y (jak to
oduvodnite?). Hri¢ Z nemd vyhru jistou, neni viak
nemoZna. Je mozné, Ze vyhraje. '

8.2. JEV

KaZdy hra¢ vsadil na néjaky jev, ktery popsel slovy.
Oznaéme tyto jevy postupné A, B, C. Jev A je jisty.
Jev B je nemoiny. Jev C je moZny.

Na obr. 3.1 je strom uvedeného vybfrdni kostek
z krabi¢ky U. KdyZ ze stromu otrhdme vSechny vy-
sledky, dostaneme prostor vysledki

Q = {8&, &, &2z, 288, 282, 228).

Dostali jsme tak viechny moziné véZe (zakédované po-
sloupnostmi), které mohou uvedenym ndhodnym vy-
bérem vzniknout,
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Obr. 3.1. Nédhodny vybér kostek bez vraceni z krabitky,
ve které jsou dvé kostky ¢ a dvé kostky z

Dejme tomu, %e vysledek byla véZ éz¢. Kdo v tom
pifpadé vyhrdl? Pro koho byl tento vysledek piiznivy?
Jisté vyhrdl X. Vyhrél také Z. Vysledek &z je pro vyhru
téchto dvou hradt piznivy. Rikdme, Ze vysledek je
piiznivy pro jev, na ktery vsadil X, a pro jev, na ktery
vsadil Z. Struéné fekneme, %e V)’sledek &26 je priznivy
pro jev A. Vysledek éz¢ je také pifznivy pro jev C. Vy-
sledek éz¢ viak neni pfiznivy pro jev B.

Pro jev C jsou prfiznivé jesté dalsf dva vysledky &z
a 286 MnoZina {62¢, 82, 288} je mnoZina v8ech vysledki
z £2, které jsou pifznivé pro jev C. Tuto mnoZinu mi-
zeme chépat jako kéd jevu C. PiSme tedy C = {6z,
8z, 288}, Jev popsany slovy se tak dd vyjidiit jako
podmnoZina prostoru vysledki, a to jedinym zptisobem.

Pro jev A je pfiznivy kaidy vysledek. Jev A tedy
zakédujeme mnozZinou 2, 4 = Q.

Co s jevem B? Pro jev B neni piznivy Zadny vysle-
dek. Jeho kdéd je prizdnéd mnoZina, B = @.

28



Uloha 3.1. Jevy 4, B a C, které hra&i popsali slovy, sou-
visely 8 ndhodnym vybérem kostek bez vraceni a se
stavbou véif. Mizeme samoziejmé uvazovat jesté mnoho
daldich jevii souvisejicich s timto pokusem, napiiklad:

D: Pifzem{ véZe bude zelené.

E: Pifzemf a I. patro budou mft stejnou barvu.

F: Piizem{ a I. patro budou dervené.

G: Aspoii jedno podlaZi (pfizem{ nebo nékteré patro)

budou zelené.

Zakédujte tyto jevy, vyjidrfete je jako podmnoZiny
mnofiny 2. Pro jev F je piznivy jen jeden vysledek
¢2. Kéd jevu F bude jednoprvkovad mnoZina {£2}. Pide-
me F = {&z}.

Prisli jsme na kloub tomu, jak kédovat jevy souvise-
jici s ndhodnym pokusem, méme-li zakédoviny jeho
vysledky.

PFiklad 3.1. Mnozina 2 = {[=], [, [5] @ 3 hgl}
u pfi

je, jak si snadno domyslime, prostor vysle

obydejnou kostkou a zji§t&nfi hornf stény po jejim do-
padu. Popidme slovy razné jevy:

A: Padne sudy podet tedek.

B: Padne sténa, na niZ je podet tedek délitelny sedmi.
C: Na sténé, ktera se objevi nahote, bude aspon 5 tedek.
D: Podet tedek na horni sténé nebude vétsf neZ 6.
Tyto jevy zapiSeme jako podmnoZiny prostoru £2 takto:

A={=],[][E) B=0o C={&,[z) D=2
Uloha 3.2. Popiéte slovy za.kédované jevy-
={[=] =) = F={1 []

Uloha 3.8. Pomocf rulety &. 4 vybirime (ndhodn&) dva-
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krit po jedné z deseti &islic. Vysledek vybéru bude
dvojice éislic. Prostor vysledki bude

0=1{0,1,234,586,789 x{0,1,23,4,5,6,7, 8, 9)
neboli Q = {xy :2,y€{0,1,2,8,4,5,6,7,8,9}}.

Zakédujte nasledujici jevy:

: Vybrand dvojice ¢islic bude tvotit dvojciferné &islo.

: Vybrané dvojice bude ¢&islo délitelné &fslem 25.

: Dostaneme dvojici, kterd bude tvorit éislo ne vétsi
nez 90.

: Vybrana dvojice bude tvofit &islo délitelné tiemi.

: Vybrana dvojice bude &islo délitelné 51.

> Vybrand dvojice é&islic bude tvofit &islo délitelné
jedendeti.

Pozor: Dvojice zy znamena &fslo, v némz x jsou desitky

a y jednotky. Nesplelte si to s oznadenfm zy pro soudin

z, y, které se uziva v algebie!

Jevy kédujeme mnoZinami. MnoZiru muZeme popsat

bud vyétem viech jejich prvki, nebo nutnou a postaéu-

jicf podminkou k tomu, aby p:vek do mnoZiny patfil.

Podminky, které popisuji nékteré z mnozin A a% F,

jsou kritéria délitelnosti. Zopakujte i je.

Piiklad 3.2. V piikladu 2.7 rodite sledovali pohlavi
svych ti déti, jak se postupnéd rodily. To je zajimavy
piiklad ndhodného pokusu. MnozZina {2329, 3%} je pod-
mnoZina prostoru vysledkii. Viimnéme si prvki této
mnoZiny. Charakteristickd spolednd vlastnost obou
(vSech) prvki této mnoZiny je, Ze nejstarsi i nejmladsf
dité jsou dévdata. Zadny daldf vysledek z Q uZ tuto
vlastnost nema. UvaZovand mnoZina je jev A, ktery
slovy popffeme takto: nejmladsf a nejstarsf z trojice
déti bude dévée. Jevu B —nejmladsf dité je chlapec —
bude odpovidat mnozina

RO Qhk
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{223, 233, 3294, 344} -

Uloha 3.4. Popiste slovy jev C = {998, 299} Zakéduj-
te jevy :

D: Nejmladsi dité bude dévdée.

E: Viechny déti budou déviata.

F: Chlapct bude vic ne% dévéat.

G: Narodf se pravé jeden chlapec a dvé dévéiata.

Pfiklad 3.3. V ptfikladu 2.5 nastupovaly panf X a Y do
tramvajové soupravy. Vénujme jim trochu pozornosti.
Prostor vysledka bude 2 = {11, 12, 13, 21, 22, 23, 31,
32, 33}. Podmnozina 4 = {11, 22, 33} je mnoZina privé
téch vysledki, kdy obé& pani nastoupily do stejného vozu.
A je nésledujici jev: Obé pani nastoupily do tého% vozu.
Jevu B — pani nastoupily do riznych vozii — odpovi-
d4 mnoZina B = {12, 13, 21, 23, 31, 32}.

Uloha 3.5. Popiste slovy jev C = {12, 11, 13}, Zakéduj-
te jevy popsané slovy takto:

D: Panf X nastoupi do prostifedntho vozu.
E: Panf X ani panf Y nenastoupf do prvniho vozu.

Ted je vhodna chvile, abychom definovali jev. Definici
jevu zatim zformulujeme pro pfipad, Ze souvisf s né-
hodnym pokusem, pFi némzZ je mnoZina viech moZnych
vysledkii koneéna.

Deflnice 3.1. Ndhodny jev, ktery souvisi s nahodnym po-
-kusem o kone&ném poétu vech moZnych vysledkd, bu-
deme Fikat kaZdé podmnoZiné prostoru vysledki tohoto
néhodného pokusu. Casto budeme misto néhodny jev
tkat jenom jev.

31



V nasdich pfikladech a tlohdch se vyskytovaly jevy,
pro které byl ptiznivy kaidy vysledek. Kédovali jsme
je mnozinou viech moZnych vysledkd, tj. celym prosto-
rem vysledki. Kdybychom si na tyto jevy vsadili, méli
bychom vyhru jistou. Mezi vSemi podmnoZinami pros-
toru vysledkt mé cely prostor vysledkt vyznamné po-
staveni.

Deflnice 3.2. Prostor vysledku (]ako jedna z podmnozin
téhoZ prostoru vysledkil) se nazyva jisty jev.

Definice 3.3. Prazdné mnoziné (to je podmnozina prosto-
ru vysledkd) se ¥kd nemoZng jev.

Pfiklad 3.4. Hodme dvakrat kostkou &. 1 a pokazdé sle-
dujme, kterd sténa se objevi nahote. Vysledky kédujme
(podle imluvy z piikladu 2.4) dvojicemi poétu teéek,
které se objevily (po dopadu) na hornich sténach.
Prostor vysledki si nejlépe zndzornime &tvercovou ta-
bulkou

4 1 12 18 14 15 16\
21 22 23 24 25 26
31 32 33 34 35 36
41 42 43 44 45 46 -
2 .51 52 53 54 55 56
61 62 68 64 65 66
\ J

Do tabulky zaneseme jevy
A: Podet telek pfi prvnim hodu bude mensf nez pii
druhém hodu.

B: Pfi druhém hodu nepadne vic tedek ne% pfi prvnim.

32



C: Soudet tedek z obou hodi bude 7.

D: Pfi prvnim hodu padne stdna se Sesti tetkami.
E: Pti prvnim hodu padne nanejvys 5 tedek.

F: Souéet tedek z obou hodd bude mensf nez 20.
@: Soudet tedek z obou hodd bude 13.

o

& )

Obr. 3.2. N&které podmnoZiny prostoru vysledki (jevu) pfi
dvojim hodu oby&ejnou kostkou

Uloha 8.6. Zakédujte (vyznadenim v tabulce) ostatni je-
vy z minulého pfikladu.

Je-li vysledek pro jev pifznivy, patif vysledek do
mnoZiny, kterou je jev zakédovan (struéné: do mnozi-
ny, kterd je ten jev). Povede-li pokus k tomuto vysled-
ku, fekneme, Ze nastal pfislusny jev.

Jestlize vysledek dvojitého hodu kostkou byla dvoji-
ce 66, pak nastal jev D a také nastal jev B. Vysledek 66
je pHznivy pro oba jevy. V tomto piipadé nenastal jev E,
ani A4, ani C.
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8.3. JAK SE SJEDNOCUJf JEVY?
CO0 JETO PRUNIK JEVU? OPACNE JEVY.
DISJUNKTNI JEVY

Jevy jsou vlastné mnoZiny. MuZeme proto mluvit o
sjednoceni jevl a o pruniku jevid. Také mi smysl mlu-
vit o disjunktnfch jevech. Operace s jevy nejsou nic
jiného nez nim dobfe znidmé operace s pfisludnymi
mnoZinami.

Piiklad 3.5. Vrafme se k jeviim z minulého pifkladu
a viimnéme si, 26 4 y B = @. Jevy 4 a B jsou dis-
junktnf. Co to znamend? Zidny vysledek p¥sluiného
nahodného pokusu nenf soudasné piiznivy pro prvnf
i druhy jev. Dale plati 4 () B = £, sjednoceni jevi
A, B je jisty jev. Obé tyto vlastnosti mizeme souhrnné
vyjadrit tak, Ze pro jev B jsou pifznivé pravé ty vysled-
ky, které nejsou piiznivé pro jev A. Do mnoZiny (jevu) B
patif pravé ty vysledky z £, které nepatif do mnoziny
(jevu) 4.

Deflnice 3.4. Jev B, do kterého pat¥{ (pro ktery jsou
Ppifznivé) praveé ty vysledky z Q, které nepatii do jevu 4,
nazveme jev opatny k A a oznadime symbolem A4’'.
Je-li jev B opatny k A, je také jev A opadny k B.
O téchto jevech muZeme tedy stru¥né rikat, Ze jsou
opaéné.

Jev B z minulého ptikladu je opatny k 4, tj. B = 4'.
Dva jevy jsou opaéné, privé kdyZ jsou disjunktnf,
a jejich sjednoceni je jisty jev.

Uloha 3.7. V pifkladech, které jsme probrali, najdéte
opadné jevy.
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Uloha 3.8. V piistroji pro tah koulf jsou &ty¥i kulidky
oéislované 0, 1, 2, 3. Dvakrit tdhneme s vracenim po
jedné kulidce. Rikdme, %e tdhneme &islo, kterym je ku-
licka otislovana. Vysledek nahodného pokusu je dvoji-
ce &islic. Tuto dvojici budeme povaZovat za &islo. Cislice
taZend jako prvni znamend podet desitek, druha podet
jednotek. Dvojice 03 je prosts &slo 3. Vyjadfete prabgh
tohoto nahodného pokusu stromem. Sestavte prostor
vysledkt. Nésleduje nékolik jevi souvisejicich s nasfm
pokusem:
: Dostaneme ¢&islo délitelné &tyimi.
: Dostaneme liché éislo.
Cislo, které nahodnym vybérem dostaneme, bude
délitelné dvéma.
: Cislo bude dvojciferné.
: Cislo bude délitelné tfemi.
: Cislo bude délitelné &islem 33.
Dostaneme &fslo vétsf nez 33.

H: Cislo bude v&ti ne¥ 21,
Zakédujte tyto jevy. Popiste slovy jevy C E, B | C,
B () 4. Uvedte disjunktn{ jevy. Uvedte opadné jevy.

RENE QWb

Uloha 3.9. Ridi& projizdi méstetkem. Na jeho trase jsou
tii rusné kiizovatky Fizené svétly. Signalizace nenf syn-
chronizovana, tj. fizenf jedné kfiZovatky nesouvisi s -
zenim ostatnich. O tom, se kterou barvou se ridi¢ setkd,
rozhoduje nihoda. Oéfslujeme kfiZovatky tak, jak jdou
za sebou, a sledujme, s kterymi barvami (£ - dervens,
z - zelend, o - oranZovi) se Fidi¢ na kfiZovatkdch po-
stupné setkd. Sestavte strom tohoto tifetapového na-
hodného pokusu. Popiste prostor vysledkd. Zakdédujte
evy

A: Ridi& nebude muset na k¥iZovatkich zastavit.
B: Zastavi ho jen svétla na kiiZovatce &. 2.
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C: Ridi¢ bude muset zastavit nejvySe na dvou kfi-

Zzovatkach.
M
a, _a,
a, _®_a,
M N M N

a; } 3; f—t—
2 a, a;

N

Obr. 3.3.

Uloha 3.10. Na obr. 3.3 jsou ¥sti MN t# elektrickych
obvodu. Sledujme v urditém okamZiku Zarovky a,, a,,
a, zapojené do obvodu (Zdrovka je bud dobra - 1, nebo
spalena - 0). Budeme pfedpoklddat, %e ke spéleni %4-
rovky dochézi ndhodné. Nafe pozorovani je tedy na-
hodny pokus. V kaZdém z piipadid a) b) c) ho znézor-
néte stromem a sestavte prostor vysledkii. Oznaéme A,
jev, Ze Zirovka a; je spalend. Vyjidiete jovy A, jako
podmnoZiny prostoru vysledki. Pomoci jeva 4, vy-
jadiete jevy »

B: Proud nebude obvodem prochézet, nebof je ob-

vod preruden.

C: Proud bude prochézet.

Névod: V pifpadé b) je napt. B = 4, () 4; N.A4;.
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4. kapitola

CETNOST JEVU
PRAVDEPODOBNOST JEVU

4.1. 0 JISTE PRAVIDELNOSTI, KTERA SE PROJEVUJE
PRI HAZENI MINCI

Sedldk mél dva syny, Petra a Pavla, a jesté 100 ovei.
Mezi ovcemi byly nékteré pékné, jiné horsi. Otec se
rozhodl, Ze ovce rozdéli syniim. Vznikl tak problém, jak
to udélat, aby déleni bylo objektivni a Zadny syn ho ne-
obvinil z nespravedlnosti. Otec se rozhodl, Ze & bude
kterd ovce, neurdf on, ale ndhoda. , Hodim mineci,
a padne-li lev, dostane ovci Pavel. KdyZ padne panna,
vezme si ovci Petr,” fekl synim.

Nez byly ovce rozdéleny, bylo tifeba stokrit hodit
minci. Dopadlo to takto:

Iplllplpll pllppplipp Uplplplpl lplplilipl plillppllp
ppllppplpp lpplplppll ppplilppll Uplppplpp lpppppplep

Po prvnich deseti hodech se Petrovi zdélo, Zze mu ktivdi,
ale ve druhé desitce dostal vic ovef. Cim vic bylo hodd,
tim ménd se li§ily podty Petrovych a Pavlovych ovei.
Jaky byl konedny vysledek délenf? _
Petr dostal ovei 51 a Pavel 49. Je piekvapivé, Ze déle-
ni, pfi ném? se uplatiiovala ndhoda (vidyt néhoda roz-
hodovala o déleni), dopadlo tak spravedlivé. Zptisob
délenf ovci, ktery otec navrhl, je opravdu velmi objektiv-
nf. Té2ko muZeme minci obvinit z nadrzovdni. Mince
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ddvala Petrovi a Pavlovi stejnou sanci, kdyZ se rozho-
dovalo, éi bude ovce.

Pravdépodobnost, ktera se pfi mnohonisobném ho-
du mincf*) projevuje, spodivé v tom, Ze posty hozenych
lvi a panen se vyrovndvaji, presnéji feéeno, stabilizu-
i ok
: Z %a,bulky vysledkii otcovych hodit vyplyva nésledu-
jici zavér: Hézime-li minci mnohokrdt za sebou, pak
priblizné stejné dasto pada lev i panna. Oba vysledky
jsou stejné moZné. Oba maji stejnou Sanci.

Tento zivér jsme mohli odekdvat. KdyZ je mince
soumdrné, neni 2ddny duvod k tomu, aby padala naho-
ru jednou stranou &astdji nez druhou, aby jeden vysle-
dek mél vétdi Sanci neZ druhy. Kdybychom hdazeli
s-kostkou, byly by také dva moiné vysledky. Ale
s-kostka md pétkrat vic stén bez tetky nez s tedkou.
Vysledek [-| md pétkrat mendiSanci neZ vysledek [ .
Pri hazeni s-kostkou padne pétkréat dastéji [ | neZ [ |.
MuZete si to ovéfit pokusem. Jen je tfeba hazet mnoho-
krat. (Misto s-kostky miiZete pouZit oby&ejnou kostku.)

4.2. STEJNE SANCE. MENS{ SANCE.
VETSI §ANCE

Piiklad 4.1. (Hra lev-panna.) Je to jednoduchi nahod-
né hra. Udastnf se ji hra¢i X a Y. Na obr. 4.1 vidite
jednoduché hristé. Padne-li p¥i hodu minef p, vyhravé
X a mi¢ padne do branky Y. Padne-li I, vyhrava ¥
a mi¢ padne do branky X.

Je dilezité, kdo hézi minci? Ovsemze ne! A je dile-
*) UvaZujeme stejnorodou minci pravidelného tvaru.

*¥) Pozn. recenzenta: Presndji Feleno: stabilizuje se pomér
poc¢tu lva k poétu panen.
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Zde sloji figurka
mié

branka X —> n@ «<-—branka Y

D

Ty
Obr. 4.1.

ukazatel

Zité, kdy se minci hdzelo? Bylo-li to minutu, hodinu,
rok nebo jesté déle pied vstielenim mide do pifslusné
branky? To jisté nemé vyznam. KdyZ je tomu tak, ne-
museji hrd¢i X a Y vibec minci hézet. Provedl to za
né Pavliv a Petriv otec. Hrad¢i mohou klidné vyuZit
seznam sedldkovych vysledki (vysledkd stondsobného
hodu minci). Rikejme mu sedldkova tabulka.

Ted uZ se nemusi hdzet minci. Stadf jen z tabulky &ist
postupné vysledky a piislu§nym zpisobem kopat do
miée a davat body. Tabulka stadf aZ ke stondsobnému
opakovan{ hry. Kolikrat vyhraje X ? Kolikrat vyhraje ¥ ?
Budeme to zaznamendvat tak, Ze po kaZidém hodu
(tj. po predteni kazdého pismene ze sedlakovy tabulky)
udélame &irku do tabulky

vyhréal X tolikrat
vyhrédl X

vyhral ¥ tolikrdt
vyhrdl Y

Podivame-li se na vyplnénou tabulku, zjistime, Ze
oba hri¢i majf v této hie stejné Sance. Vyplyva to

39



z toho, Ze pfi mnohonisobném hodu mmci pada lev
i panna pribliné stejné &asto.

Uvedend hra lev-panna je piiklad velmi ]ednoduché
nahodné hry, tj. hry, v ni¥ o vysledku rozhoduje vylué-
né ndhoda a ne schopnosti, dovednosti nebo umén{
hraéda, jako napt. pfi hie v Sachy.

Piiklad 4.2. Obmétime piedchézejici hru. Zménime pra-
vidla. Ted bude tfeba mincf hodit dvakrat. Padne-li
alesponi jednou lev, bude mié putovat do branky Y
(bod zfskd X). Padne-li pfi obou hodech panna, vyhraje
Y a mi& se vstieli do branky X. Vysledky dvojitého
hodu minei zakédujeme dvojicemi. Hézet minci viibec
nemusime. Stadf jen &ist ze sedldkovy tabulky po dvou
pismenech. Klidné miiZeme ¢&ist od konce. Sedldkova
tabulka stadf k padesitindsobnému opakovéni hry.
Jaké ted budou S8ance hradu? To se dé zjistit, pfesnéji
fedeno, odhadnout.

Prostor vysledki dvojfho hodu mincf je mnoZina
Q = {ll, lp, pl, pp} (nakreslete strom). Pro vyhru hra-
¢e X jsou pifznivé vysledky I, ip a pl. Pro vyhru hra-
de Y je pfiznivy jen vysledek pp. Pro jev A — vyhraje
hra¢ X — jsou piznivé tii vysledky: U, lp, pl. Jev A4 je
mnoZina {ll, lp, pl}. Pro jev B — vyhraje hrdé ¥ — je
piiznivy jen vysledek pp, takZe B = {pp}.

Vsechny étyri vysledky z 2 jsou stejné mozné. Kazdy
ze &tyF vysledkti mé stejnou Sanci. Trikrét vie téchto
stejné moZnych vysledki je pfiznivych pro vyhru X
(jev A). Tato kritks dvaha nés vede k tomu, abychom
hradi X piiznali t¥ikrdt véts{ S8anci neZ hridi Y.

Potvrdf to praxe, tj. pokus? U% ted miZeme hru pa-
desatkrat opakovat. Nezaberendm to mnoho &asu, vidyt
hdzet mincf nemusime. Poznamenejme si opét vysledky
téchto padesiti her do tabulky
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vyhrédl X 37 | tolikrét
vyhrél X

vyhrdl ¥ 13 | tolikrét
vyhrél ¥

Tabulka umoZfiuje odhadnout Sanci hraéd v nasf
nové hie. A odhad, jak vidime, zcela potvrzuje nas pred-
poklédany pomér Sancf.

Uloha 4.1. Zavedeme ted je&ts jiné pravidlo kopénf mide
na hfisti z obr. 4.1. Padnou-li p#i dvojim hodu minef
sam{ lvi nebo samé panny, vyhraje X. Padne-li jednou
lev a jednou panna (nezaleZf na tom, v jakém pofadf),
vyhraje Y. Jaké ted majf hradiSance? Ovéite svijodhad
tak, %e opét budete hru padesitkrat opakovat (s pouZitim
sedlékovy tabulky).

Uloha 4.2. Budeme si hrat s kostkou, kterd mé stény
dvou typi (s tetkou a bez tedky). Padne-li sténa s tetkou,
vyhraje X, padne-li prizdné sténa (bez tetky), vyhraje
Y. Kolikrét mensi 8anci bude mit hri¢ X ne% hraé ¥,
jde-li 0 ndm zndmou s-kostku? Kolik stén s tedkou musi
mit kostka, aby byly Sance obou hra&t stejné? Kolik
stén s te¢kou musi mft kostka, aby hra¢ X mél dvakréit
mené{ Sanci nez hrad Y ¢

4.3. POMERNA GETNOST JEVU.
PRAVDEPODOBNOST JEVU

SnaZili jsme se odhadnout 8anci, Ze nastanou urdité jevy
(vyhraje X, prohraje X apod.). Zkusme ted tyto Sance
ohodnotit, vyjadrit je ¢iselné. Dostaneme tak informaci
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o budoucnosti, miZeme toho vyuzit k jakémusi ,,pred-
poviddni budoucnosti. Z ¢eho budeme p#i hodnoceni
Sance vychazet? Asi spife z toho, co se uZ stalo, tedy
z minulosti. Vyjdeme z toho, co bylo, a zkusime usoudit,
co bude.

Pro nékteré jevy sanci ohodnotfme snadno, pro jiné
to zatim tak snadné nebude.

U% jsme o vysledcich nékterych nadhodnych pokust
Hkali, %e jsou stejné moZné. Tak tomu bylo, kdyz jsme
héazeli minci, obyéejnou hracf kostkou, kdyZ jsme praco-
vali s pifstrojem pro tah koulf oéfslovanych riznymi
¢isly. Mince padala stejné ¢asto jednou i druhou stranou
nahoru. Potvrdil to pokus. KdyZ jsme stokrat hodili
minef, poéty vl a panen se zpodiatku velice liily, ale
s rostoucim podtem hodd jsme zjistili pfekvapivou ten-
denci k jejich vyrovndvani.

S vypravénim o sedldkovi souviseji tyto jevy:

A: Ovei dostane Pavel.

B: Oveci dostane Petr.

Jsou to jevy spojené s nahodnym vybérem jedné ovce,
¢ili s jednim hodem minci. Pro kaZdy z téchto jevi je
ptiznivy jeden vysledek. KdyZ mluvime o $anci, Ze na-
stane jev 4, mluvime zéroveri o 8anci vysledku /. Sance
jevu B je zdrovei Sanci vysledku p.

Na otdzku, jak asto nastal jev 4, jak éasto dostal ovei
Pavel, by dal odpovéd pomér poétu pripadi, kdy nastal
jev A (tomuto podtu Fikime &etnost jevu A), k podtu

viech pfidélovani jedné ovce. Tento pomér je 100

Pro jev B je to pomér . Pomér, o kterém praveé

100
mluvime, je tzv. pomérnd letnost jevu. Pii stu hodech
jsou pomérné d&etnosti obou nafich jevii 4, B velmi
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blizké ke zlomku % . Pomérné &etnosti jsou si skoro

rovny. Sance jevu 4 a B jsme u predtim poklddali za
stejné. Hovorové bychom rfekli, %e jevy 4 a B, nebo —
na tom nezaleZi{ — vysledky hodu minci ! a p, jsou stejné
pravdépodobné.

Sance jevii 4 a B jsou v poméru 1 : 1. Sance ka¥dé-

1 S|
—m,élll?.

Pravé tomuto zlomku je blizka pomérn4 éetnost jevu 4.

ho z nich je tedy vyjadfena zlomkem

Cislo % budeme chapat jako pravdépodobnost jevu 4

a zapisovat takto:

1 N 1
5 nebo struéné P(4) = 5

. Podobné u jevu B piseme P(ovei

P (ovci dostane Pavel) =

nebo také P()) = %
dostane Petr) = %

také P(p) = % .

, nebo struéné P(B) = —;— , hebo

Jak najdeme &islo, které chapeme jako pravdépodob-

nost jevu? Toto &islo vzce souvisi s vysledky pokusi
(s minulostf). Zptsob jeho urdovanf uz znime.
% Necht jev A4 souvisi s jistym nahodnym pokusem,
ktery mtizeme za stejnych podminek mnohokrat opako-
vat. Opakujme ho n-krit. Spodteme, kolikrit byl vy-
sledek pfiznivy jevu 4 (kolikrdt nastal jev 4). Toto &fslo
oznaéme c,(A4). Zajimavéjsi by vSak byl pomér této
detnosti k &islu n, tj. zlomek

ca(4)
T
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Zlomek vyjadfuje, pfi jaké &asti opakovanych pokusi
nastal jev 4. Tento zlomek, tento pomér je pravé po-
mérné detnost jevu 4.

Definice 4.1. Zlomek
f(d) =

tetnost jevu 4 pFi n-na.sobném opakovan{ pokusu
podet viech opakovédni pokusu

se nazyva, pomérnd Cetnost jevu A.

cn(A)

V piikladu se sedldkem jsme méli

61
Jino(4) = 100 » fioo(B) = = T00

Obdas, aby byl zépis srozumitelngjsf, napiseme do za-
vorek mfsto pismen A nebo B slovn{ popis pi¥istu§ného
jevu, napf.

49
100

Je-li pro jev A piiznivy jen jeden vysledek w, bude-
me struéné mluvit o pomérné &detnosti toho vysledku
a zapisovat ji f.(w). Posledni rovnost budeme zapiso-

vat také fip(l) =

fiolovei dostal Pavel) =

100

Uloha 4.3. Zde jsou vysledky mnohokrat opakovaného

hodu hracf kostkou:

56426 61555 26233 54142 46321 62645 12263 34111
33216 54443 31232 53412
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Urdete pomérnou &etnost kaZdého ze Sesti vysledki.
Necht 4, B, C, D jsou jevy popsané slovy v pfikladu 3.1.
Najdéte fe(4), fou(B), feo(C) & fao(D). Potvrzuji tyto po-
mérné Setnosti nase oekdvani, nafe hodnoceni Sance,
¥e jevy nastanou? Provedte podobné vypodty pro vy-
sledky vaseho pokusu napi. také Sedesatindsobného
hodu hraci kostkou.

S rostoucim 7 ma pomérnd &etnost f,(4) (4 je opét
jev z pifikladu o sedlakovi) podivuhodnou tendenci ke
stabilizaci, k oscilovan{ kolem urditého &isla. V pikladé

se sedldkem oscilovaly f,(4) a f,(B) kolem ¢fsla % .

Toto ¢&islo budeme chipat jako idedlni pomérnou &et-
nost. Je to vhodny kandiddt na ¥iselnou miru Sance, Ze
nastane dany jev. Idedlni pomérné fetnosti jevu bude-
me ¥kat pravdépodobnost jevu.

Stabilizace pomérnych &etnosti f.(I) a f.(p) je dobfe
vidét z nésledujici tabulky

n=10 n =20 n = 50 n = 100
P 3. 9 20 51
) 7 11 30 49
f.(p) 3 9 20 b1
n = - = el
10 20 60 100
£ 7 11 30 49
n - falnl had I
10 20 50 100

Pii hazeni mincf je 2 = {I, p}. Tabulka nis vede, aby-
chom stanovili P(l) = —;— , P(p) = —-;—
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Piiklad 4.3. Ve skutedném svét®, ktery nds obklopuje,
se setkdvame s mnoha pifklady stabilizace pomérnych
detnosti. Uz zname piiklad (vzaty ze Zivota) nahodné-
ho pokusu, ktery provadéji rodide oéekavajici potomka.
Opakovin{ tohoto pokusu je zjidtovani pohlavi u naro-
zenych déti (nemusejf to byt déti tychz rodi&d, proto-
%e proces utvareni pohlavi probiha vidy stejné). Sta-
tistické rodenky nam poskytuji zajimavé ddaje — jak
podty provedenych zjisténi (disla =), tak &isla c.(9)
a ¢,(3). Sestavme z téchto idaju tabulku podobné jako
pti hazenf minci. Udaje uvadéji potet chlapet a dévéat
narozenych v Polsku v letech 1928, 1929 a 1930.*)

1928 1928—1929 | 1928—1930
n = 990993 |n = 1985094 |n = 3007 905
Q 477 339 956 675 1451 414
3 513 654 1028 419 1 556 491
Fn(?) 0,482 0,482 0,483
f2(3) 0,518 0,518 0,517

Pohlavi narozeného ditéte bylo tedy zjisténo celkem
3 007 905krat. To je velmi mnoho. Pfi uvaZovaném
nédhodném pokusu je Q2 = {@, 3}. Tabulka umoZiiuje
stanovit nasledujici odhad hodnoty ideélnich &etnosti
¢ili pravdépodobnosti:

P(®) =048, P(3)=0,52.

1 1
- P(3) = EX nebudeme

daleko od pravdy. Nynf nim pokus pfipomina hod minci.

Rekneme-li tedy, %e P(Q) =

*) Pozn. recenzenta: Obdobné daje novdjitho data pro (SSR
lze nalézt v ka¥doroéndé vyddvané Statistické rodence CSSR.
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Mnohonésobné opakovéni jinych zji§fovani, jako napt.
pottu dmrti v roce, podtu telefonnich hovori vedenych
v daném dasovém iseku pies danou ustfednu, poétu
zdpalek v automaticky plnénych krabi¢kidch (ndhoda
rozhoduje, kolik se tam dostane zipalek), zjistovini ve-
likosti jnteligenénfho kvocientu a #isla bot ndhodné vy-
branych dospélych lidi, poskytuje zajimavé tdaje. Je
z nicth patrna stabilizace pomérnych &etnosti vysledkd.
Z velkého chaosu vystupuje pfekvapiva tendence k jis-
tym zdkonitostem. Ty pak slouzf k prognézdm, k pfed-
povidanf, co se stane.

Mnohonésobné opakovani daného nahodného pokusu
umoziiuje odhadnout hodnotu pravdépodobnosti jevu.
Tato hodnota je mfrou Sance, Ze jev nastane, a umoziiuje
v jistém smyslu pfedpovédét budoucnost. Byla uréena
na zikladé minulosti, odhadli jsme ji podle toho, co se
délo drive, v minulosti, béhem pokusu.

Viimnéme si, Ze tabulka z pifkladu 4.2 umoZfiuje od-
hadnout pravdépodobnosti nékterych jevi souvisejicich
s dvojim hodem mincf.

P (alesponi jednou padne lev) == % ,
. 13
P (padnou dv& panny) ==

Jednoduch4 tvaha (vychazejici z toho, co vime o svéts,
ktery nés obklopuje, vedla k zivéru, Ze Sance uvaZo-

vanych jevi jsou v poméru 3 : 1. Zlomek—%—l- , dili

—3—, je tedy idedlni pomérnd detnost jevu, Ze alespofi
2] y P ] P

jednou padne lev.
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P (alesporti jednou padne lev) =

P (padnou dvé panny) =

rlk|i- m|w

Ptiklad 4.4. Pfi hazen{ krychlovou kostkou je 2 = {1, 2,
3, 4, 5, 6}. Je-li kostka pravidelnd, méla by se kaZdé
sténa objevovat nahofe stejndé &asto. Je tedy P(1) =
=P2) =... =P(6) = —(1;— K tomu z41éru jsme ne-
dodli na zédkladé pokusu, ale na zdklade nafich zkuse-
nosti. Kdyby se nékomu chtélo mnohokrvat hazet kost-
kou, pokus by nés zdvér uréité potvrdil. Pro s-kostku je

2= (1, P =5, P(Z) =5

Uloha 4.4. Porovnejte Sance, %e nastanou jevy 4 a B,
pro nasledujici dvojice jevii:

A: 1. gervence bude v Praze snéZit.

B: 1. dervence bude v Praze priet.

A: Pri piiitim tahu sportky uhodnu &fslo 5.

B: Pti pfiitim tahu sportky uhodnu aspori jedno &fslo.

A: Pristi stfedu potkdm na ulici spoluZdka.

B: Pristfi stfedu potkdm na ulici Karla Gotta.

Uloha 4.5. Hazime kostkou, jejiZ sit je na obr. 4.2, a po
dopadu zjistime, kterd sténa je nahofe. Urdete prostor
vysledkt. Urdete pravdépodobnost kaidého vysledku.
Na zékladd deho jste ji urdili?

Obr. 4.2.
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Uloha 4.6. Pti dvojim hodu minef je 2 = {iI, Ip, pl, pp}.
Dopliite:
Pll) = P(pp)
Pp) = P(pl)

Uloha 4.7. Dejme tomu, %e jsme mnohokrat hodili pra-
videlnym dvacetisténem s odfislovanymi sténami (viz
str. 9). Po dopadu jsme zjistovali &islo horni stény a
vysledek pokusu jsme kédovali timto &fslem. Na po-
sledni strance této kniZky jsou pod nadpisem Tabulka
ndhodnych ¢&fsel uvedeny vysledky hodid. Uvazujte

prvaich 300 vysledkt (prvnich Sest radkd). Vypodtéte
FooO) FuoL): fac(2), - funlD). Potvezuii tyto vysledky,
%o kaZdd d&islice (kaid)'r vysledek) ma tutéZ Sanci, Ze
ka%dé dfslice je stejnd pravdépodobné? Dopliite

Jfaoo (padla sudé &fslice) =
S (padla liché &fslice) =
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5. kapitola

SIMULACE, ANEBO JAK POMOCI
JISTE KNIZKY STRILET KACHNY
A PECI BOCHANKY S ROZINKAMI

6.1. KOSTKY, RULETY A URNY,
KTERE SE CHOVAJf STEJNE

Cilem naseho zkouméni bylo zatim vymezen{ pojmu
pravdépodobnost jevu. Je to &islo, které hodnoti Sanci,
Ze jev nastane. Abychom je zfskali, musime mnohokrat
opakovat piislusny ndhodny pokus. Casto viak nelze po-
kus mnohokrat zopakovat v kratké dobé. U nékterych
pokusti je mnohonasobné opakovéan{ zcela nemozné, u ji-
nych ptli§ nakladné. Tyka se to hlavné pokusd, které
maji v praxi vétsf vyznam neZ hody kostkami nebo tahy
kulidek. Jsou to napf. vyzkum Sifeni epidemie, sledo-
vani poétu nehod, pozorovan{i sraZzek fotont a elektro-
ni atd.

Ukazuje se viak, Ze urdité pokusy lze zastoupit, na-
podobit, simulovat jinymi. Nékteré pokusy probthajf
obdobns.

P¥iklad 5.1. Hodme kostkou &. 1. Viechny vysledky hodu
jsou stejné mozné. Kdédovali jsme je podtem tedek, které
se objevily na hornf sténé. Plat{

Q=1{1,23, 4,56},
P(1) = P(2) = P(3) = P(4) = P(5) = P(6) =

Roztotme ted ruletu & 1 a sledujme, na jaké &islo
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ukaZe Sipka. Vysledky pokusu zakédujeme &islem, které
ruleta vybrala. Z tvaru rulety soudime, Ze kaidy vy-
sledek ma stejnou Sanci. I zde dostdvame

Q=1{1,23,4,5,6},
1

P(1) = P(2) = P(3) = P(4) = P(5) = P(6) = <
Pifstrojem &. 1 je moZno vybirat kuli¢ky. Sledujme
¢islo kulicky. Opét je 2 = {1, 2, 3, 4, 5, 6}. Ka%d4d ku-
litka mé stejnou Sanci. I v tomto pfipadé je kaidy vy-
sledek stejné mozZny, tj. P(1) = P(2) = P(3) = P(4) =

=P(B) = P(6) = -

Kostka &. 1, ruleta 8. 1 i ptistroj pro tah kouli &. 1
umozZiiujf ndhodné vybirat jedno z é&fsel 1, 2, 3, 4, 5, 6.
Kostka, ruleta i pfistroj se pfi vybirdni chovaji stejné.

Co z toho plyne? Pri hie Clov&&e, nezlob se se héaf
kostkou, kostkou &. 1. Nemame-li ji po ruce, miiZzeme
hézen{ kostkou zastoupit, napodobit &ili simulovat vy-
biranfm éfsla pomoci piistroje ¢. 1 nebo rulety &. 1.

Viimnéte si analogie mezi hodem minci a zji§t&nim
pohlavi narozeného ditéte.

Uloha 5.1. Pomocf kostky &. 2, rulety &. 2 a piistroje pro
tah kouli &. 2 (urny) miZeme ndhodné vybirat jednu ze
dvou barev. Uréete prostor vysledki kazdého z téchto
pokusi. Pro kaidy pokus urdete pravdépodobnost kaz-
dého vysledku. Jaky z4dvér odtud plyne?

Uloha 5.2. Mezi ruletami, kostkami a pkistroji pro tah
kouli najdéte ty, které se chovaji stejné.

Na zékladé naSich poznatki dostivame genidlng
ndpad. Nékteré nahodné pokusy lze nahradit jinymi.
Urdité pokusy lze simulovat jinymi pokusy. *
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5.2. TABULKA NAHODNYCH {ISEL ANEB ENfZEKA
NAPSANA KOSTEKOU

Kostka ¢&. 4 se chova stejné jako ruleta &. 4 a p¥istroj
pro tah koulf & 4. Je to pravidelny dvacetistén. Hodme
kostkou a sledujme, které &islo se objevi na horni sténs.
Kostka &. 4 ndm umoziiuje vybrat jednu z deseti &islic.
Ka?d4 mé pFi tomto ndhodném vybéru stejnou Sanci.

Je tedy 2={0,1,23,4,586,18,9},
1
P(0) =P(1) =P(2) = ... =P(9) =15~

Opakujme hod kostkou mnohokrat a poznamenejme
si &fslice, které postupné padnou. Dostaneme tak soubor
nadhodnych é&fslic. Je-li posloupnost éislic, kterou takto
dostaneme, dostateéné dlouhd, méla by se v ni kazda
dslice vyskytovat pfiblizné stejné dasto. To ndm zarudf
dokonala kostka. Jeji tilohu muZe tspééné plnit doko-
.nald ruleta 8. 4 nebo dokonaly pristroj pro tah koulf &. 4.
V praxi vSak téZko ziskdme dokonalé pomtcky. Pfi se-
stavovan{ ,,dokonalého‘‘ souboru nahodnych é&fslic na-
hrazuji ¢lovéka elektronické poditate. Dlouhé soubory
ndhodnych &fslic, uspofadané do fddek a sloupciu, za-
pliiujf stovky stran tlustych knih s ndizvem TABULKY
NAHODNYCH CISEL. Uryvek z takové knihy je na
str. 169.

OpiSme odtud &ast &tvrtého fddku a tretfho sloupce:

2
2
0
68582 97054 282
6 -
4
0
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Tabulky nédhodnych &fsel, jejichZ vznik jsme strudné
popsali, majf jestd dalif vlastnosti. KaZdé z deseti &fslic
se v nich vyskytuje stejné dasto. Pravdépodobnost jejf-
ho vyskytu na libovolném, ndhodné vybraném mfisté,
je % Ka%dé ze sta dvojie é&fslic 00, 01, 02, ..., 99
se také vyskytuje stejnd fasto. Pravdépodobnost jeji-
ho vyskytu na ndhodné vybrané dvojici sousednich mist

je T(l)—(f . Pro kazdou z tisice trogic éfslic 000, 001, 002,
. v 1
...; 999 je pravdépodobnost 1000 atd.

Budeme-li mluvit o tabulkdch niahodnych é&isel, bu-
deme v%dy mit na mysli soubor nahodnych é&islic se zmi-
nénymi vlastnostmi. Jsou totiZ také tabulky ndhodnych
&fsel, které majf jiné vlastnosti.

Zbyva ui jen otazka, kterd &tenaie asi znepokojuje:
K demu jsou tabulky a knihy ndhodnych é&éfsel? Kdo je
tte? Nebylo by lépe vydavat detektivky, ty jsou prece
zajimavejsi? O velkém vyznamu tabulek nshodnych
¢isel se hned zminfme.

Uloha 5.3. Pan X se rozhodl sestavit si sém tabulky na-
hodnych &sel. Stdl s tuzkou a sesitem u vychodu z na-
draZi a ptal se lidf na den a mésic narozeni. Nehodi se
prece ptit se na rok. KdyZ se nékdo narodil napf.
11. dubna, napsal si pan X &ty¥i &islice: 1104, V sedité
pana X vznikéd fada ndhodnych éislic, a to tak dlouhd,
na jakou bude mit pan X &as a trpélivost. Bude to ta-
bulka néhodnych &fsel s vlastnostmi, o kterych jsme
mluvili? Pro¢?
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5.8. SIMULACE POMOCI TABULEK
. NAHODNYCH CISEL

Mnoho nahodnych pokusi, které jsou daleZité pro praxi,
ale obtfZné se provadéji, budeme simulovat &tenfm
¢islic z tabulek ndhodnych &fsel. Tabulky nahodnych
dfsel ndm umoZni rychle ziskat vysledky riiznych na-
hodnych pokustt mnohokrdt opakovanych.

Uvédomte si, Ze sedldkova tabulka byl prototyp ta-
bulky néhodnych &isgl. Sedlakovu tabulku jsme také
vyuZili k simulovan{ jinych pokusid tak, Ze jsme &etli
pismena z tabulky.

Priklad 5.2. M4-li byt hra v pfikladu 4.1 (hra lev-panna)
spravedlivd, tj. maji-li byt Sance obou hraéd stejné, musi
byt mince dokonale pravidelna. Ale takovd mince ne-
existuje! Zahrajme si tedy bez hizeni minef. V tabul-
kach ndhodnych &fsel se kazda &fslice vyskytuje stejné
dasto. Sudych &isel je pravé tolik jako lichych. Pravdé-
podobnost, %e na ndhodné urdeném misté v tabulkach
je suda dislice, je tataZ jako pro lichou &islici. Vybereme
»poslepu® fddek a sloupec v tabulce ndhodnych &isel.
O tom, ktera &islice bude v jejich priiseéiku, rozhodne
ndhoda. Ta dava kaZdé ¢&fslici stejnou Sanci. Bude-li
tam sud4 &fslice, fekneme, e padl lev. Bude-li tam &fsli-
ce licha, pokladejme ji za pannu.

Takovéto &tenf a preklad &islic z tabulky ddva vysled-
ky mnohokrat opakovaného hodu minei. Cfst miZeme
po sobé nasledujici &fslice téhoZz fddku nebo sloupce.
MizZeme ¢&ist doprava nebo obracené, zdola nahoru nebo
shora dolii. To je jedno. Slovnidek pro pteklad je jedno-
duchy. Spoéivd na tom, Ze

P(na libovolném mist& bude suda &fslice) = 1 ,P(l) =

1
2 2
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P(na libovolném mist® bude licha &islice) = % ,P(p)= %

SLOVNIK PRO SIMULOVANT HODU MINC{:

¢fslice 0,2,4,6,8 — padllev

dislice 1,3,5,7,9 — padla panna

Pfi simulaci stondsobného hodu mincf pfeéteme z ta-
bulky nahodnych &fsel (od libovolného mista podinajic)
sto po sobé nésledujicich &islic a preloZime je do jazyka
Ivi & panen pomoci nadeho slovniku. Viimli jste si, kolik
dasu jsme usettili?

Uloha 5.4. Provedte simulaci stondsobného hodu minef.
Uréete fioo(l) & fioo(p)-

Piiklad 5.3. a) Pomoci tabulek nahodnych ¢isel 1ze si-
mulovat i hod hraci kostkou. Mtzeme tedy hrit Clovéde,
nezlob se bez kostky, ale s tabulkami ndhodnych &sel.
Vyikrtejme z tabulek &islice 0, 7, 8 a 9. Ostatni &islice
budeme chapat jako piislusné vysledky hodu kostkou.
Opraviiuje nds k tomu skutednost, Ze po vySkrtani zi-
stalo v tabulkéach jen Sest riiznych &fslic. KaZda se bude

se stejnou pravdépodobnosti [%] vyskytovat na né-

hodné vybraném misté.

b) Kdybychom z takto upravenych tabulek (vynechali
jsme &islice 0, 7, 8, 9) &etli &fslice a preklddali je podle
nasledujiciho slovnfku

SLOVNIK PRO SIMULACI HODU S-KOSTKOU:
¢iglice 1, 2, 3,4, 5 — padla [ |
-dfslice 6 —padla |-]

simulovali bychom hod s-kostkou.
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Uloha 5.5. Provedte simulaci Sedesatindsobného hodu
kostkou ¢&. 1. Najdéte pomérnou &etnost pro viechny vy-
sledky.

Zminili jsme se o podivuhodné pravidelnosti, kterd
provaz{ mnohondsobné opakovani ndhodného pokusu za
stejnych podminek. Pravé simulace nim umoZiiuje po-
zorovat tuto vlastnost nahody. Provedeni pokusu je lec-
kdy z riznych dfivodd nemozné, pifli§ ndkladné nebo
dasové naro¢né. Pravdépodobnost uréitych jevi uréime
bud na zdkladé vysledkd pokusi, nebo na zakladé vy-
sledkii simulace, ktera je napodobi. Pozdéji se pravdé-
podobnost jistych jevi naudime urdovat pomoci teorie,
tj. vét, vzoreld, ruznych pravidel. Podivuhodné bude
srovnan{ praktickych a teoretickych vysledki. Vysledky
ziskané ob8ma cestami budou stejné.

Piiklad 5.1. Rodide, ktei{ si napldnovali tii déti, se zaji-
majf o pravdépodobnost riznych nahodnych jevid souvi-
sejicich s pohlavim narozenych déti. PomtZeme jim pii
piedpovidani. Dosli jsme k zavéru (trochu jsme zjedno-

dusili skuteénost), e P(Q) = P(3) = % Sudou &fslici

v tabulkich ndhodnych é&fsel prekladdme jako @, lichou
¢islici jako 3. Abychom zjednodusili zapisy, budeme
Q oznadovat jako 0 a & jako 1. Otevieme tabulky né-
hodnych &isel na libovolné strance. Dejme tomu, Ze to je
stranka oti§ténd na konci nasi knizky. Od libovolného
mista (miZeme je ndhodné vybrat) budeme é&ist po sobé
nésledujic{ trojice &islic. Po piekladu to budou trojice
déti uvaZzovanych rodi¢t. Budeme napi. &ist trojice
¢isel ve ¢tvrtém a nasledujicich fddeich. Jsou to (na-
hote jsou é&islice, pod nimi preklad)
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685 829 705 428 251 637 875 728 518 854 350 061 634
001 001 101 000 011 011 O11 100 110 010 110 001 010

351 867 679 796 064 611 298 196 801 008 766 391 708
111 001 O11 110 000 011 010 110 001 000 100 111 100

532 442 373 007 749 582 902 097 437 529 228 073 959
110 000 111 001 101 100 100 011 011 101 000 O11 111

178 506 286 101 751 652 409 1569 469 667 843 580 092
110 100 000 101 111 010 001 111 001 001 001 100 010

068 198 823 509 790 123 770 1562
000 110 001 101 110 101 110 110

Simulaci jsme tak rychle ziskali 60 opakovéni{, a tedy
60 vysledku pokusu.

Uvazujme rizné jevy souvisejicf s nadim nédhodnym
pokusem:

A: Nejstarsf dité bude chlapec, <
B: Nejmladsi dité bude dévée,

C}: V trojici budou samé dévdéata,

C?: V trojici bude jediny chlapec,

C3: V trojici budou pravé dva chlapei,

C3: V trojici budou tfi chlapei.

Podivné oznateni poslednich &tyf jevii se hned vyjasni.
Urdeme pomérné &etnosti uvedenych jeva. Pro jev 4
jsou pfiznivé trojice, v nichZ prvni éfslice je 1. Takovych-

to trojic mame celkem 29. Je tedy feo(4) = 23 a mi-

jeme Fici, e P(A) ﬁﬁ, §ili priblizng % Souhlast
to s nadf domnénkou?

Pro jev C} jsou pifznivé trojice, v nichZ nenf &slice 1.
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Takovych vysledki méme 7. Jo tedy fu(C) = .
take P(C3) = -

Pomérnou &etnost a pribliznou hodnotu pravdépodob-
nosti ostatnich jevit snadno najdete sami. Brzy u% bu-
deme tyto pfibliZné hodnoty moci srovnat s presnymi
hodnotami stanovenymi na zakladé teorie.

Uloha 5.6. Pro jisty ndhodny pokus je prostor vysledki

mnoZina Q = {w,, w,, w,}. Popiste, jak byste pokus si-
mulovali, je-li

8) Plwy) = 5-» Plas) =
b) Pay) = Ploy) = Plog) = -,

C) P(wl) = %’ ’ P(wz) = _3— , P(ws) = 4

7
Uloha 6.7. Simulujte pomocf tabulek néhodnych ¥isel
Sedesdt hodl hracf kostkou a p#ibliZné uréete

P(padne sudy podet tedek) =

P(potet tetek nebude vé&tii neZ 4) =

P(podet tedek bude délitelny t¥emi) ==

P(podet tetek bude nejvyse 6) ==
P(padne 6 tedek) =

6.4. JAK SE VYBIRAJI NAHODNE VZORKY

KdyZz se ma z néjaké skupiny lidi vybrat jeden nebo
nékolik é&lend, vétdinou se losuje. Na stejné listky se
napfif jména d&lend skupiny, listky se sbali podobné
jako v loterii a nasypou se do &epice. Po dikladném
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promichin{ se se zavfenyma odima vytihne jeden
nebo nékolik listki. Tento obfad je piece simulace na-
hodného vybéru prvku (nebo prvkd) z mnoZiny, ktera
hraje tlohu urny.

Je-li v8ak prvki (osob) nékolik tisic, zpisob losovénf,
ktery jsme popsali, nenf uZ vhodny pro praktické po-
uZit,

Sériové vyrabéné zboii vidy podléhé kontrole. Dejme
tomu, %e bylo vyrobeno n vyrobkd. Cislo n jsou &asto
tisfce nebo desetitisice. Vyrobky délime na dobré (0)
a Spatné (1). Ohodnotit jakost vyrobkid znamena odpo-
védét na otdzku, jaky je pomér poétu m vadnych vyrob-
ki k podtu n viech vyrobki.

Tento pomér je pomérnd Setnost vadnych vyrobki,
podrobnéji, je to

J+. (ndhodné vybrany vyrobek je vadny).
Pomérnd &etnost je priblizZnou hodnotou pravdépodob-
nosti, Ze ndhodné vybrany vyrobek (napf. pozdéji za-
koupeny v obchodg) bude vadny, §patny, prosté zmetek.

Jak se bude kontrola provadét? Kdyby se zkoumal
kazdy vyrobek, zabralo by to pfili§ mnoho &asu a za-
méstnalo piili§ mnoho lidi. Takové kontrola jakosti by
byla nehospodarna. Kdybychom takto chtéli zkontrolo-
vat 10 000 masovych konzerv, museli bychom kaZdou
oteviit. Tak bychom je viechny zniéili, k prodeji by se
u% nehodily.

Vyberme si ze vSech vyrobku (tev. populace) zcela
nahodnym zpusobem uréitych r kust. Téchto r nahod-
né vybranych vyrobkil je ndhodny vzorek z populace.
Vyrobky ze vzorku zkontrolujme. Z poé¢tu vadnych kusi
ve vzorku budeme usuzovat na podet m vadnych kusia
v celé populaci. Jak budeme usuzovat, si povime pozdsji.
Ted stojime pfed jinym, neméné zajimavym problémem:
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jak ndhodné vybfrat » kust do vzorku? Jak to udélat,
aby o tom, dostane-li se dany vyrobek do vzorku nebo
ne, rozhodovala nahoda a aby kaZdy vyrobek mél stej-
nou Sanci? Tento problém neni tak jednoduchy, jak se
zdéd. UkéZeme si jednu z mnoha metod vybéru prvku do
vzorku z populace o koneéném podétu prvki.

Pt¥iklad 5.6. Populace bude 10 000 konzerv. Jejich jakost
méme ohodnotit tek, %e vyzkou&ime 100 ndhodnd vy-
branych konzerv. Nahodny vzorek vybereme pomocf
tabulek ndhodnych é&fsel. Oéislujeme konzervy 0000 a%
9999. KaZdd tak dostala &tyrmistné é&islo. Je jedno,
v jakém pofadi jsme konzervy é&islovali. Otevime ta-
bulky néhodnych é&fsel na libovolné strance. Dejme
tomu, Ze to je strinka otifténd na konci nasf knfZky.
Vyberme si libovolny ridek, tfeba Sesty. Vypidme si
od tohoto fidku poédinaje viechny &tvefice dfslic, které
po sobé nésleduji ve &tyfech libovolnych, ale pevné
uréenych sloupecich, napt. ve sloupcich 7, 8, 9 a 10.
Dostaneme soubor &tveric 2922, 0681, 0110, 4591, ....
Jsou to &isla konzerv, které vezmeme do vzorku. Chce-
me-li vybrat vzorek ndhodnym vybérem bez vraceni,
vyloudime &tvefice, které se pfi éteni vyskytly podruhé.
Pokradujeme tak dlouho, dokud neziskime 100 &tvefic
(jestli riznych nebo ne, zdleif na typu vybéru).

Cislo sloupce a ¢&islo fadku, odkud zaéneme é&fst, mi-
%eme vybrat ndhodné, tfeba také pomoci tabulek.

Uloha b.8. Je tieba zkontrolovat, zda studentim prvnich
rodnikd bylo socidlni zabezpedeni (stipendia, poukdzky
do menzy, dekrety na liZzka v koleji) pfiznano podle pfi-
slusnych predpisi. Podle pokynu nadfizenych organt
stadf zevrubné prozkoumat materidly 309, studentu.
Aby vysledky kontroly ukazovaly skutedny stav, je
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nutno tticetiprocentni vzorek vybrat nezaujaté. V prv-
nim rodniku studuje 100 studentd. Bylo rozhodnuto, Ze
budou zkontrolovény materidly prvnich tficeti studen-
th podle abecedy. Tento vzorek nebyl vybran néhodné.
Prod?

Uloha 5.9. V tovarn& vyrobili 2000 televizorti. Majf se
zkontrolovat tak, %e se podrobné pfezkouméd 50 televig
zorll. Vzorek se md vybrat ndhodné s vracenim. Popis-
te, jak byste to provedli pomocf tabulek nihodnych
&fsel.

5.5. JAK ODHADNOUT PRAVDEPODOBNOST JEVU
POMOCI SIMULACE

Priklad 5.6. V piikladu 2.5 stdly na zastiavce dvé pani
X a Y. Piijela tramvajovéd souprava se tfemi vozy.
Pan{ nastoupily do nahodné zvolenych vozi. Sledovali
jsme, do kterého vozu kazdd pani nastoupila. Vysledky
nafeho pozorovani jsme kédovali dvojicemi &fslic.
Prvn{ &islice ve dvojici znamend &islo vozu, ktery si vy-
brala pan{ X, a druhd &islo vozu, kam nastoupila panf Y.
O tom, ktery viz si kazdéd pan{ vybrala, rozhodla na-
hoda. KaZzdému vozu dejme stejnou Sanci. Kazdy vy-
sledek na¥eho pozorovin{ tak pokldddme za stejné
moZny, za stejné pravdépodobny. UvaZujme nékolik
jevia souvisejicich s nadim ndhodnym pokusem:

A: Obg pan{ nastoupily do téhoZ vozu.

B: Kazd4 panf nastoupila do jiného vozu.

C: Obé panf nastoupily do druhého vozu.
Vybér vozu miiZeme simulovat jistym pfistrojem pro
tah koulf nebo jistou zvlistn{ kostkou. Kterym pifstro-
jem, kterou kostkou a jak, na to si jisté odpovite sami.
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My budeme simulaci providét pomoci tabulek nahod-
nych ¢&isel. Vynechme z nich é&islice 4, 5, 6, 7, 8, 9, 0.
Zbylé &islice &teme po dvojicich. KaZdd dvojice bude
jeden vysledek. Budeme-li &fst od zaédtku nasi tabulky
na str. 169, dostaneme nasledujicf dvojice:

22 23 31 31 33 31 32 13 32 11 33 13 32 13 31 32 21 12
23 22 33 21 13 22 21 32 13 13 31 11 21 13 13 22 33 22
3222 3121112132123123121311 3122111133
13 22 11 32 33 12 21 21 32 22 22 33 21 13 33 33 13 23
22 12 21 22 33 12 33 21 22 12 22 23 33 32 13 21 33 12
32 23 22 11 33 13 13 33 32 12.

Spoditejme vysledky piiznivé pro jevy 4, B a C. Pro
jev A jsou pHznivé dvojice, v nichZ jsou obé &slice
stejné. V naSem souboru je jich 38. Je tedy

38 .
fiold) = 55 = 0,38 a P(4) = 0,38.

Pro jev B jsou pFiznivé dvojice riiznych &fsel. Mame jich
62, takZe

62 .
fin(B) = -j55- = 0,62 a P(B) = 0,62,

Pro jev C je piizniva jen dvojice 22. V nasem souboru
je jich I5. Je tedy

15
filC) = T00 0,156 a P(C) == 0,15.

Piiblizné hodnoty pravdépodobnosti, které jsme do-
stali, pozdéji srovname s teoretickymi hodnotami, které
zfskdme pomoci teorie pravdépodobnosti. Uvidime, Ze
se budou lisit velmi mélo.
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Piiklad 5.7. (Simulace pedeni bochankit s rozinkami.)
Do kynutého tésta jsme nasypali 100 rozinek. Po d&-
kladném promichanf jsme z ného napekli 100 bochén-
ki. Rozinky se do bochanki dostaly nahodné. Néhoda
rozhodla o tom, kolik rozinek se dostalo do bochénku.
Bude jisté zajimavé odhadnout hodnoty

P(bochdnek bude bez rozinek),

P(v bochanku bude prévé jedna rozinka),
P(v bochdnku budou pravé dvé rozinky),
P(v bochénku budou aspoii t¥i rozinky).
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Obr. 5.1.

63



Peleni bochinkid muZeme simulovat. Ndhodné rozmis-
tén{ rozinek v bochédncich nam nejlépe daji tabulky né-
hodnych &fsel. Zakédujeme kazdy ze sta bochdnkd dvoji-
cf &fslic. Bochinek se tak stane bodem &tvercové sité
z obr. 5.1. Pfetteme té% z tabulek nahodnych é&isel 100
po sobé nésledujicich dvojic &slic. Cfst zadneme napf.
od Sestého fadku. Prvnf dvojice, na kterou narazime,
bude 97. Je to bochanek, do kterého se ndhodné dostala
prvni ze sta rozinek. Udélejme do &tveretku 97 tecku.
Dalsf bochanky, do nichZ se nahodné dostanou dalsf
rozinky, budou 43, 75, 29, 22, 80, 73, 95, 91, 78, 50 atd.
Do pifslusnych &étverecku si také namalujeme tetky —
rozinky.

Ve 33 bochaneich — &tveredeich — rozinky mnebu-
dou. V 39 bochdncich bude priavé 1 rozinka. Do 25 bo-
chdnkt se dostanou pravé 2 rozinky, ve t¥ech bochén-
cich budou aspon 3 rozinky.

Kdyby se nam chtélo jesté nékolikrat pedeni zopako-
vat (8ist nahodné &isla byste samoziejmé zadali odjinud),
divili byste se, jak by se rozinky pokazdé rozmistily
obdobné, pokud jde o podet bochanku s jednou, dvéma,
alespoii tfemi nebo #idnou rozinkou. Na tom se proje-
vuji podivuhodné vlastnosti ndhody. Nasde simulace
a pokus ddvaji pfibliZné hodnoty

33

P(bochének bude bez rozinek) == 100 = 0,33,

39

P(v bochdnku bude jedina rozinka) = <00

atd.

= 0,39,

Uloha 5.10. Do p¥fstavu pripluje bdhem 100 dni 100 lodi.
Pifjezdy lodf jsou zcela ndhodné. Sledujeme podet dnf,
kdy nepfijede %adnd lod, ptipluje pravé 1, prdvé 2,
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alesponi 3. Toto pozorovani pfipomind na§ vyzkum,
kolik rozinek se dostane do jednotlivych bochiankt. Bo-
chanky odpovidaji dniim, rozinky lodim — analogie je
ziejma.

Pro piistavni zaméstnance je dileZité znat Sanci, prav-
dépodobnost, Ze dany den neptipluje Zadné lod, pii-
pluje pravé jedna, pravé dvé atd. Souvisi totiZ s poZa-
davky na pracovni sily pii vykladce a naklidce lodi.
Simulovinim zminéného nahodného pfiplouvani lodf
odhadnéte hodnotu pravdépodobnost{

P(dany den nepfipluje do pristavu %idna lod),

P(dany den pfipluje pravé jedna lod),

P(dany den pfiplujf pravé dvé lodé),

P(dany den pfiplujf asponi tfi lodé).

Priklad 5.8. (Lov kachen.) Pét lovel se vydalo na lov.
Jsou to vyborni lovci, nikdy nechybi cil. Najednou se
objevilo hejno Sesti kachen. KaZdy lovec si rychle jednu
vybere, zami¥{ a stieli. O tom, kdo si kterou kachnu
vybral, rozhoduje ndhoda. OkamZik, béhem ného# si
lovei vybiraji, je natolik kratky, Ze se nemohou roz-
myslet (a vybrat si tu nejvétsi), ani se mezi sebou do-
hodnout, kdo si kterou vybere. Kazda kachna ma tedy
tutéZ Sanci, Ze bude ulovena kterymkoliv lovcem. Tento
lov je dalsi ptipad ndhodného pokusu. Sledujeme, ktery
lovec si vybral kterou kachnu. Jaky bude vysledek?
Mohlo se stat, Ze si vdichni vybrali tutéz. Nebo mohl
kazdy ulovit jinou. Oédfslujeme lovce-i kachny. Kazdé-
mu lovei pfifadme kachnu, kterou ulovil. Dostaneme
tak funkeci — pétici. O jejich ¢lenech rozhoduje ndhoda,
¢leny pétice jsou kachny (jejich pofadova é&isla), které
si pifslusnf lovei vybrali. KaZdé kachna ma tutéZ sanci.

Celkem jich je 6, na kaZdou tedy pripada Sance %
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Prostor vysledkii bude mnoZina vsech pétic se é&leny
z mnoZiny {1, 2, 3, 4, 5, 6} (z mnoZiny &fsel kachen).
Pétice 23522 se rozsifruje takto:

lovec &. 1 stfelil kachnu &. 2,

lovec &. 2 si vybral kachnu &. 3

atd.

Néhod ny vybér kachen pfipomina hod kostkou. Kdy-
bychom hodili kostkou pétkrat a zaznamenali si &fsla,
kterd padla, dostali bychom jeden vysledek lovu. Prisli
jsme na to, jak lovit bez stifleni, jak lovit kostkou a ne
puskou. Ted muZeme jit na lov s tabulkami ndhodnych
tisel v ruce. Vysvétlete, jak byste to provedli. Uvedeme
jestd nékolik jevid souvisejicich s lovem kachen: ~

A: Kazdy zasdhne jinou kachnu.

B: Vichni stielf kachnu &. 3.

C: Lov pre#ijf pravé dvé kachny.

D: Zahyne pravé jedna kachna (véichni stelili tutéz).
E: Lov pfetije kachna &. 1.

Uloha 5.11. Hodnoty pravdépodobnost{ téchto jevi jsou
zajimavé pro lovce i pro kachny. Odhadnéte je tak, Ze
budete lov padesdtkrat simulovat pomoci tabulky né-
hodnych é&isel ze str. 169.

Uloha 5.12. Reditel napsal 6 riznych dopisd rdznym
adresdttim. Sekretatfka je vloZila do obalek a z roztri-
tosti je zalepila. Na zalepené obalky niéhodné napsala
adresy. Kam dopisy Sly, o tom rozhodla ndéhoda. Simu-
lujte ndhodny pokus, o kterém jsme se pravé zminili.
Pomoci 50 vysledka simulace uréete pravdépodobmnosti

P(Zadny dopis nedojde na sprivnou adresu),

P(na vsech obalkdch bude sprivnd adresa),

P(pravé jeden dopis dojde na spravnou adresu).
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Uloha 5.13. Kvoéna sedi na ¢tyfech vejeich. Dejme to-
mu, e je stejné pravdépodobné, Ze se z kazdého vejce
muze vylihnout jak slepitka, tak kohoutek. Simulujte
sezeni na vejeich pomoci tabulky nahodnych &isel a od-
hadnéte

P(vylthnou se samé slepitky),
P(vylihnou se sami kohoutci),
P(vylihne se stejné slepitek jako kohoutki).

Oznad¢me Bf nidhodny jev, Ze se ze &tyf vajec vylihne
pravé k kohoutkd. Pro které k bude P(B}) nejvétsi?
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6. kapitola

NAHODNE HRY

Z mnoha her, které znate, si zvlastni pozornost zaslouzi
hry, pfi kterych o vyhte a prohfe rozhoduje jen nahoda.
V takové hie mie 1 nejhorsf Z2ak ze t¥{dy porazit svého
uditele. Nepatt{ mezi né Sachy ani mariad. Clovéde
nezlob se je ndhodna hra — o postupu figurek rozhoduje
nahoda, vysledek hodu kostkou. Privé ndhodné hry
jsou zajimavé téma. S jednou velmi jednoduchou na-
hodnou hrou jsme se seznamili uz v piikladu 4.1. UkéZe-
me si dal$i nahodné hry.

6.1. NAHODNA KOPANA

Na obr. 6.1 vidime hii§té. V poli dvé stoji figurka — mig.
Pole 0 je branka hrade X a pole 4 je branka hrade Y.
Pohyb je dén vysledkem hodu minci. Padne-li lev, mf¢
se posune o jedno pole doleva, padne-li panna, o jedno
pole doprava. Hézime minef a posunujeme figurku,
dokud se nedostane do nékteré branky. Pak Frekneme,
%e padla branka. Neni dalezité, kdo hdzi mineci. Sance,
ze padne lev nebo panna, je stejnd, af haz{ nejhorsf hraé
ze tiidy nebo uditel matematiky.

Dostane-li se mi¢ do branky hraée Y, vyhraje hrdé X,
ktery vstfelil branku. Dostane-li se mi¢ do pole 0, vy-
hraje Y, ktery vstfelil branku.

MiizZe se stat, Ze minei hdzime mnohokrat, ale mi¢ se
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do branky nedostane. Aby hra nebyla nudné, zménime
trochu pravidla. Nepadne-li béhem Sesti hodit branka,
skonéf utkani nerozhodné.

Nage hra je ndhodny pokus. Jak jeho pribéh zake-
dujeme? Jak ho znézornfime stromem?

Prib&h utkédni maZeme kédovat &isly poli, v nichz
byl mi¢ od zaddtku aZ do konce hry. Stejné dobie mii-
zeme prubéh i vysledek hry kédovat posloupnosti 1vi
a panen. V kaZdém utkini se mié nékolikrit posunul.
Dostal-li se mi¢ do branky po k hodech, fekneme, Ze
utkdni trvalo & hodi. Nedostal-li se béhem Sesti hodil
mié do branky, utkani skondilo nerozhodné. Rekneme,
ze trvalo 6 hodd. Utkdni zakédované Ippp trvalo 4 ho-
dy. Kazdému vysledku hry, tj. utkani, jsme tak prira-
dili é&islo. Toto éislo je doba trvani utkdni méfena ne-
obvyklym zptasobem. Setkdvame se se zajimavou funkei,
kterda prostor vysledkdi zobrazuje do mnoZiny d&isel.
Tuto funkei oznaéme 7. Bude napt. T'(lppp) = 4.
Slovy popiSeme funkei jako dobu trvani jednoho utkani.

branka hréce x—>[o [1]2 [3 |4 I(—branka hrage Y

<Je>

T,
ukazatel

Obr. 6.1.

Uloha 6.1. Znizornéte prib&h a vysledky nahodné ko-
pané stromem. Urdete prostor vysledku. Na obrazku
stromu pfipiste ke kazdému vysledku pfislusnou hodno-
tu funkee 7.
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Naésledujici rizné jevy souviseji s nasf hrou:

Vyhraje hra¢ X.

Hraé¢ X prohraje (vyhraje hrad Y).

Utkéni skonéi nerozhodné.

Utkan{ bude trvat dva hody.

Utkéan{ skonéi po étyfech hodech brankou v siti
hrade X.

Utkéni skonéf po péti hodech brankou v siti hra-
te Y.

G,: Utkdni bude trvat k hodu.

Jesté je tieba tyto jevy zakddovat — udélejte to
sami. Stoji za uvahu, Ze napf. jev F je nemoZny jev.

Ohodnotme dile, jaké Sance uvedené jevy maji.
Kromé hodnot jejich pravdépodobnosti budou zajimavé
i jiné hodnoty. Nabizi se piece otdzka, jakd bude pri-
mérnd doba trvani utkani. Kolik hodd pfipadne pri-
mérné na jedno utkéni?

Misto hazeni minci budeme ¢&ist z tabulek nahodnych
tisel. Cteme napt. od konce tabulky po sloupcich zdola
nahoru. Cislice preklddejme do jazyka lvi a panen —
sudé ¢&islici odpovidd I, liché &islici p. Skupiny é&islio
odpovidajici jednotlivym utkdnim budeme oddélovat
¢arkami. Po prekladu dostaneme nasledujici soubor vy-
sledkii simulovaného hazeni mincf. Pod kaZdym utkd-
nim je pfipsana doba jeho trvani 7T'.

pp[plll|pp[pP/PP/DPD/PRIU[DP/IDPP/UDIPIL|L| PlPlPL]
2 4 2 22 222 2 4 2 6 2 6

[Lppp U] UL U811 pUUL L] pUL) prp 1L pllppl 1 pllpli
4 2 4 22 42 4 22 6 2 6

[pp/ P/ PP/ PlPlPY PO/ PP/ PP/ PlPD/|Ul DR/ U UL
2 2 2 6 2 222 42 6 2 42

T NbPRER
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[lppp[pp[iplpll| pllppl| pUL pptppp Il plpllp[lpl
4 2 6 6 4 2 2 4 22 6 4

[pllppl|pp|plplpp| PP [0l lpPlPD/lPlPl | PP[lPPD|PIPUL
6 2 6 2 4 6 6 2 4 6

[l pp[plppl| plplpp[pp[l]
422 6 6 2 2

Celkem 234krat jsme ,hodili minci“ a dostali jsme
tak 70 zdpast. Spoéitejme, kolikrat nastaly nase jevy A
aZ F. Bude to

A-32, B-31, C-7, D-39, E-6, F-0.
Priblizné hodnoty pravdépodobnosti budou

P(vyhraje hraé X)-= —3(27 ,

P(utkanf skonéf nerozhodné) = 7LO

Ukazuje se, %e Sance obou hriéa jsou stejné.

Vénujme ted trochu pozornosti funkei 7, tj. dobé
trvani jednoho utkdni mérené poétem hodi.

Viimneme si jevu G. MuZeme ho vyjadfit a zapsat
v jazyce funkce 7. Jev @} oznaéme symbolem {7' = k}.
Uvédomte si, 2e D =G, = {T' = 2}. Neplatf viak, ze
E = {T' = 4}, Proé ne?

Funkce 7' miiZe nabyvat hodnot 2, 4 a 6. Uréeme po-
mérné detnosti jevh {T =k} pro k = 2, 4, 6. Pripo-
menme si, Ze

FllT = 1) = podet utkani, kterd trvala k& hodi

podet viech utkanf
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Dostaneme tabulku

| T =1 T=2 | (r=9 | (r=¢

£ — ) 39 15 16
) LA 70 70 70

které budeme iikat pribliZné rozloZeni funkce T. Funkce
T je priklad tzv. ndhodné veliginy. Je to funkce, kterd
zobrazuje prostor vysledki néjakého ndhodného pokusu
do mnoziny ¢&isel. Nase tabulka urditym zpusobem cha-
rakterizuje nasi funkeci 7', jejiZz hodnoty zaviseji na na-
hodé. Tabulka nas informuje, kterych hodnot funkce 7'
nabyva a jak velké jsou Sance, Ze nabude jednotlivych
hodnot. Rekneme, Ze

P(T nabude hodnoty 2) = _i% ,
. 15

P(T nabude hodnoty 4) == T
. 16

P(T nabude hodnoty 6) == =0

Ted je na fadé otazka, jakd je primérna doba trvani
jednoho utkani. Oznaéme ji ET. Je to stfedni hodnota
nahodné veliiny T. Abychom primérnou dobu, pri-
mérny potet hodu pfipadajici na jedno utkani uréili,
budeme postupovat nasledujicim zpusobem: Spoéitame,
kolik hodu trvala vSechna utkani celkem. Vydélime-li
tento podet sedmdesati, zjistime, kolik hodt pramérné
piipadlo na jedno utkani. Celkovy poéet hoda dostane-
me sedtenim dob vSech utkdni. Vezmeme to po porad-
ku. Nejprve zjistime, kolik utkdni trvalo 2 hody, pak
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kolik jich trvalo 4 hody a kolik 6 hodi. Dostaneme
39 utkani po dvou hodech, 15 utkdni po 4 hodech
a 16 po Sesti. Celkovy podet hodi (celkova doba trvani
70 utkan{) bude

2.39 +4.15 + 6.16 = 234 hodu .
. soe e o vy 234 .
Na jedno utkani pfipadne primérné T ¢ili pfiblizné
3,34 hodu, ET == 3,34, Uvédomte si, %e

2.39 +4.1546.16 _

BT = 70

39 15 16
=g Tty

=2.f0o{T =2) + 4.f5o({T = 4}) + 6.f,({T = 6}).

Ptibliznd stfedni hodnota ET' je tedy zajimavy soudet.
Jeho séitanci jsou soudiny hodnot, kterych funkce 7'
nabyva s piibliZznymi pravdépodobnostmi jejich naby-
vani. K tomu se jesté vratime.

Uloha 6.2. Na zadatku utkani ted mié bude v poli 3. Jak
se zméni Sance jevi 4, B, a C? Jakych hodnot bude na-
byvat ndhodné veliéina T? Uréete ptiblizné rozloZeni
funkce T' a ET. MuzZete k tomu klidné pouzit soubor lvi
a panen na str. 70—71. Jen ¢arky mezi utkdnimi bu-
dou jinde.

Uloha 6.3. K hiiti pfipojme jest& jedno pole 5. Na za-
d4tku utkdni je mi¢ v poli 3. Reste podobné problémy
jako v tloze 6.1,
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6.2. DVE LOUKY A VLK

Mezi loukami dvou sedlakit X a Y je husty les. Lesem
vedou stezky (obr. 6.2). V bodé o je vlk. Pii hie ho za-
stoupi figurka. Vlk bude béhat po stezkdch. Hod minci
rozhodne o tom, kterym smérem pobézi. Padne-li panna,
pobézi na jihovychod, padne-li lev, na jihozipad. Zné-
zoriiuje to ukazatel. Na kaZdé kfiZovatce znovu hodime
minci, abychom mohli figurku posunout dal. Kdyz bude
vlk takto prochazet lesem, muZe se nahodné dostat na
nékterou louku, tj. na konce stezky. Dostane-li se na
louku sedlaka Y, vyhraje X. Dostane-li se na louku
sedlika X, pak X prohraje. Po Sesti hodech viak vlk

o - D ]
Louka Louka

sedldka X . _ . Sedldka Y

<de>

regeccecd
ukazatel Obr. 6,2.
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mitZe obé louky minout. Pobézi dal, ale jeho dalsi cesta
nés uZ nezajima. Dopadne-li to tak, fekneme, Ze utkani
skondilo nerozhodné.

Ted si miZeme zahrat a pékolikrat hodit minci. Vy-
sledky hry maZeme kédovat pomoci vt a panen. Ctveki-
ce lppp kéduje pribéh vlkovy cesty lesem. Kudy vlk
béZel? Zavedme znovu dobu trvini jednoho utkdni mé-
Fenou podétem hodi. Tato doba je zaroven rovna poétu
usekd, které vlk probéhl od startu aZ do konce cesty.
Uvazu]me opét nékolik jeva:

: Vlk se dostane na louku Y (vyhraje X).

Vlk se dostane na louku X (vyhraje Y).

Vlk obé louky mine.

Po dvou hodech se vlk dostane na nékterou louku.
Po &tytech hodech se vlk dostane na louku sedla-
ka X.

F: Po péti hodech bude vlk na louce Y.

G, Vlkova cesta bude trvat k hodi.

Viimli jsme si, Ze Ippp je kdd jisté cesty lesem. Na-
kresleme si ji. Tudy pobézi vlk, tudy pujde figurka,
padne-li za sebou lev, panna, panna a panna. Cesta —
a tedy i utkani — bude trvat 4 hody.

Mime uZ k dispozici soubor vysledki 234 hodd minci.
VyuZijeme ho, abychom si hru na vlka mohli zahrit
mnohokrat. Budeme postupné ¢&ist pfsmena souboru
a pifslusné tahat figurkou. Skoné&i-li hra, udélame &irku
u toho jevu naSeho seznamu, pro ktery byl vysledek
pfiznivy. Skupiny pfsmen, odpovidajici v souboru jed-
notlivym zdpasim, oddélme darkami. S pfekvapenim
zjistime, Ze darky od minulé hry se bezvadné hodf i pro
novou hru. To je podivuhodné! Nenf to snad zpisobeno
ndhodnou shodou okolnosti? Nenf! Mohli jsme to védét
piedem. Snadno vysvétlime, proé je tomu tak. Kdyby-
chom si totiZ list s lesem a loukami dali do vyse oéi

E’PF?FP“
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a sledovali hru ze strany, vidéli bychom, Ze se vlk po-
hybuje stejné jako mié na hristi. Z louky X se stane
branka X, z louky Y branka Y. Cesta vlka lesem se
bude jevit jako pohyb figurky po pfimce, presnéji fede-
no, po priumétech kriZovatek lesnich stezek na primku.
Pruméty muZeme pokladat za pole hiisté. Na obr. 6.3.
vidite, jak ted bude htisté vypadat.

) 0 1 2 3

branka hra¢e — > o— 0— —0- 0 —O0 <——branka hrate

X Y

odtud se za&ina

Obr. 6.3.

2 v, we

Nas§ objev nam umozni fe§it mnoho zajimavych pro-
blémi souvisejicich s nadhodnou kopanou. Ptejme se,
kolika zpusoby se muzZe mi¢ dostat do riznych poli na
hristi po dvou, tiech, étyrech, péti a Sesti hodech. Pred-
tim bychom byli téZko hledali odpovéd. Ted je to snad-
na zaleZitost. Ke kazdé kiiZovatce v obr. 6.2 pfipiSme
podet zpusobd, jak se tam vlk muZe dostat. Kazdd kii-
fovatka bude mit dvé soufadnice. Prvni soufadnice
kfiZzovatky bude éislo jejiho priamétu na pfimku procha-
zejici startem. Druh4d soufadnice kfiZovatky bude podet
tasekt, po kterych se do ni vlk dostane, tzv. hloubka
kiiZovatky (obr. 6.4).

Z obr. 6.4 muZeme vy¢&ist, kolika zpasoby a kdy se vlk
miZe dostat na danou kfiZovatku. To je zdroven odpo-
véd i na otazku, kolika zpusoby a kdy se mtazZe mié¢ dostat
na dané pole hristé.

Uloha 6.4. HFité mé 6 poli oéislovanych 0, 1, 2, 3, 4, 5
a hra zaéina v poli 3. Kam se mi¢ maZe dostat po 2, 3,
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<« hioubka n = 1
{sem dojdeme po jednom hodu)

«<— hloubkan = 2
{sem dojdeme po dvou hodech)

«— hloubkan = 3
(sem dojdeme po lfech hodech)

«— hloubka n = 4
(sem dojdeme po ¢&lyiech hodech)

«— hloubkan =5
(sem dojdeme po péti krocich)

«— hioubkan = 6
(sem dojdeme po Sesti krocich)

Obr. 6.4.

4, 5 a 6 hodech? Kolika zpisoby se tam muZe dostat?
PomiZe vam sit cest. Nakreslete si ji.

8.8. ZAVODY NA SACHOVNICI

Na obr. 6.5 je Sachovnice. KaZdy z hra¢a (muzZe jich byt
mnoho, budeme se zabyvat jen jednim z nich) postavi
svou figurku na startovni pole oznadené o. Ukazatel
udava, jak se tahne figurkou v zavislosti na vysledku
hodu kostkou. Kostka je krychle, nékteré stény ma
bilé a ostatni &erné. Po tfech hodech figurka dojde
k jednomu z cili. Bude-li to cil oznadeny b}, hrdé
ziskd &k bodu, £k =0, 1, 2, 3.
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Pripravme si tii ¢erné a tfi bilé ¢tvereSky. Hazejme
kostkou, tahejme figurkou podle ukazatele a zaroven
stavme véZ ze étveretku. Padne-li pfi prvnim hodu napf.
¢erna, po tahu figurkou si stranou postavme z derného
étveretku prizemi véZe. (Bude to plocha vé%). Padne-li

A2 7
4, [, [ (%

N\

B\
\\\\\
N\

7 ’/ 77 7
b% b::/ /b:% b;/ ukazatel

Obr. 6.5.

bild, figurka potadhne jinym smérem a ,plochd‘ véz
bude mit bilé pfizemi. Podobné postupujme pfi dru-
hém a tfetim hodu. Po tfech hodech figurka dojde
k jednomu z cfli a stranou vnikne s pfispénim nahody
plocha véz.

Budeme-li hizet mnohokrit, vznikne mnoho vézi
a figurka mnohokrat piejde pies Sachovnici. Zatim ndm
nezaleZi na tom, kolik je na kostece bflych a kolik &ernych
stén. Ka%d4 cesta figurky je vzdjemné jednoznaéné ké-
dovéna véii. V&% je uspofadana trojice. K cili b} vedou
cesty kédované véZemi, které majf prdvé k &ernych
podlazi (k = 0, 1, 2, 3).

Do svych Gvah opet zavedeme &as. Jde o zévody na
Sachovnici. Postupné etapy zavodu, postupné tahy
figurky, probihaji v po sobé né,sledujicich ¢asovych jed-
notkdch, naptf. dnéch. Ziavod, o kterém je rfeé&, trva
3 dny. Je to tiidenni zavod. Snadno ho prodlouiime
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na 4, 5, 6, ... aZ n dni. Sta¥i jen rozifit a prodlouzit
Sachovnici.

Ti{denn{ zdvod budeme mnohokrat opakovat. Sesta-
vime tabulku, kam budeme vedle cilt kreslit véZe, které
je kéduji. A% budeme mit uz hodné véZi, obratime svou
pozornost na to, co majf spoleéného viechny véze u da-

ného cile. Napt. véZz ll umistime k cili b3

cil b3 v&ze, které...
cil b% véze, které. ..
efl b3 véze, které...
cil b véze, které maji viechna podlaZi dernd

Vyplnéna tabulka nds vede k zdvéru, Ze k cili b} vedou
cesty zakddované véZemi, které maji pravé k dernych
podlazi. K cili b figurka dojde, kdyz udéld pravé k
kroku jihovychodnim smérem.

Na obr. 6.6 je vé%Z a schéma Sachovnice s vyznaéenou
cestou, kterd odpovida véii. Pro rizné véie miZeme
do schématu Sachovnice zakreslit prislusné cesty.

Obr. 6.6.
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A obricené, k danym cestdm muZeme kreslit prisluiné
véze.

Kolik cest vede ke kazdému z cila? Kolik je viech
moznych cest?

Poéty cest, které vedou k jednotlivym cilam, miiZe-
me najit velmi snadno tak, %e je postupné vpisujeme
do jednotlivych poli Sachovnice. Cfsla tvoif znidmy
Pascaltv trojthelnik (viz obr. 6.7).

% % //
4,74, 4
1 ; 1 ’ /
1 2 17
2 ///7 //7”
1
SR 2 2
Obr. 6.7.

Uloha 6.5. Najdéte podty cest vedoucich ke kaZdému
z cild, trva-li zdvod tyden. Kolik je vSech moZnych
cest tydenniho zavodu?

Strom na obr. 6.8 znazorfiuje prubéh a vysledky stav-
by véii pfi zavodé na Sachovnici.

Budeme dale uvaZovat nékolik jevi souvisejicich
s naSim zdvodem. Pro zvldstni jevy zavedeme zvlastn{
oznadeni. Jako B} oznaéime nésledujici jev: figurka
dojde k cili b} — hraé ziska & bodd. To jsou &tyfi jevy,
pro k = 0,1, 2, 3. Dalsi jevy, které nas budou zajimat:

A: Hrad ziska aspoii 2 body.

B: Hrad ziska nejvyse 1 bod.

C: Hraé neziskd vice neZ 2 body ani méné nez 1 bod.
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]

~<— vysledek 2. hodu

«€— vysledek 1, hodu
4

«<— vysledek 3. hodu

-«— vysledek 2. hodu

<— vysledek 1. hodu

€— vize, klerym odpovidaji cesly k cili b:

«—— vysledek 1. hodu

Obr. G.8.

Uloha 6.6. Kostka m4 stejny podet ¢ernych i bilych stén.
Kolikrat byste museli hodit kostkou, abyste zavod pro-
vedli padesatkrat? Urdete P(B}) pro k = 0, 1, 2, 3. Mu-
Zete simulovat hazeni kostkou pomoci souboru ze
str. 70—71. Bude-li vysledek simulovaného zavodu
priznivy pro jev, udélejte do prislusného fadku tabulky
tarku. Viimnéte si, jak se podty darek rozloZily v fad-
cich tabulky. Porovnejte je s polty cest, které vedou
k pifislus$nym cilim.

jev B3 foo (B3) = ...
jev B} feo (BY) = ...
jev B3 fro (BY) = ...
jev B3 fo(BY) = ...
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Ka?dy vysledek hry je pro hride spojen s poétem
bodi, které ziskal. I zde tedy dostdvame funkei, kterd
zobrazuje prostor vysledkd do mnoziny &isel. Slovy ji
popiseme jako polet bodi ziskanych v zavodé. Je to
dalsi ptiklad tzv. ndhodné velidiny.

O tom, kolik bodd hraé¢ ziskd, rozhoduje, kolikrit
padne pii trojim hodu kostkou &erna. Padne-li &erni,
budeme mluvit o visp&chu, padne-li bild, o neispéchu.

Uloha 6.7. Prodluite Sachovnici, aby se hodila pro sedmi-
dennf zdvod. Aby se figurka dostala k jednomu z cfly,
bude nutno hodit kostkou sedmkrit. Oznaéme cile b3,
bl, ..., b5, 4. Prok =0,1,2,3,4,5, 6, 7oznadime jako
B] nésledujici jev: figurka dojde k cili b]. Kostka mé
opét 3 derné a 3 bilé stény. VyuZijte souboru vysledki
hodu minef na str. 70—71 a simulujte zdvody, dokud
nevylerpite soubor. Podobné jako dfive délejte k pii-
slusnym jevam ¢&irky do tabulky. Porovnejte poéty
¢arek u kazdého jevu s podty cest, které vedou k pii-
sluSnym cfliim. Jevu B] odpovidé cil b].

Predstavme si, e jde o lyfaisky zdvod. Ulastnfei
projizdéji piislusné cesty na lyZich. Na snéhu zustanou
stopy. Kdybychom projeli vSechny moZné cesty na

b? bg bi «——- cile

bg
Obr. 6.9. Sit odpovidajfel tiidennimu zdvodu na Sachovnici
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snéhové Sachovnici, vytvorily by sit z obr. 6.9. Takové
sité maji v teorii pravdépodobnosti ohromny vyznam.

6.4. ZAVODY V BEHU

Na obr. 6.10 vidite béZeckou drahu se dvéma pruhy.
Na startu stoji dvé figurky-bé%ci. Jeden patii hradi X
a druhy hrédi Y. Vysledek hodu minci rozhoduje o tom,
kterd figurka postoupf o jedno politko k cfli. Udava to
ukazatel. Hazfme tak dlouho, a% jedna figurka dojde
k cfli a vyhraje zavod. Jeji majitel ziska bod.

-—cil

=N |w
Ol=|N]|W

@ 0 @ «<——start

ligurka—"> ’ @ - tigurka
hrage X hraée Y

Obr. 6.10.

Pii opravdovych zavodech v béhu se méi{ das. Udéla-
me to i zde. Dejme tomu, Ze hody budeme provadét
v pravidelnych intervalech, napf. po minuté. B&h bude
trvat tolik minut, kolikrat se pfi zavodé hazelo. Uz diive
jsme méfili das podtem hodd, coZ je vlastné totéz. Je di-
leZité, kdo hazi? Ne, uZ nékolikrat jsme to zduiraziovali.
Také nenf dileZité, kdy se mineci hazelo. Nemusime
hézet, uz jsme to délali v pfikladé o nahodné kopané.
Soubor vysledku ze str. 70—71 se bude hodit i ted.
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Vezméme si jeden z moznych prubéhi hry. Provede-
me ho tak, Ze nékolikrat hodime minei a prFislu§nym
zpusobem budeme pohybovat figurkami. Na poéatku
souboru jsou pismena ppplllp/pppp/oPPP/P... . (Cirka-
mi opét oddélujeme bloky, které kéduji jeden vysledek.)
Sedmice ppplllp je zakédovany priubéh jednoho zdvodu.
Po sedmi minutéch dobéhl béZec X do cile. Co se délo
v jednotlivych minutach, snadno vyéteme ze sedmice.
Pribéh a vysledky zavodd budeme kddovat posloup-
nostmi prvka mnoZiny {I,p}. Budou to posloupnosti
rizné délky.

Uloha 6.8. Utvoite strom zévod v bhu. Jaké podmin-
ky musi spliiovat posloupnost, aby kédovala néjaky vy-
sledek hry? Kolika zpusoby se mohou dva béici na
dréze predhanét?

S nasf nahodnou hrou souvisf mnoho zajimavych jevi.
Nejvice hrade zajimaji tyto jevy:

A: V zavodé zvitézi X.

B: V zavodé zvitézi Y.

A4;: V j-té minuté dobéhne X do cile jako prvni.

B;: V j-té minuté zvitézi Y.

C;: Zavod bude trvat j minut.
Snadno zjistime, e Ay = By =@, A, = llll, B, = pppp.

Uloha 6.9. Zakédujete jevy 4;a B;proj = 5,6 a 7.

Kazdy vysledek hry je spojen s uréditou cestou. Mu-
%eme mu prifadit &islo, které je dobou trvani této cesty,
coZ je poéet hodu pri zdvodé. Toto prifazeni je funkce
definovana na prostoru vysledkui, nahodna veli¢ina.
Oznaéme ji T. Bude napt. T(llll) = 4, T(ppplllp) = 1.
Obor hodnot funkce 7' je mnozina {4,5,6,7}.

Vsimnéme si, Ze C; = 4; ) B;. Jevu C; jsou piiz-
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nivé pravé ty vysledky o, pro které je T'(w) =j. Pro
j =4, 5, 6,7 tedy zavedeme oznadeni C; = {T' = j}.

KdyzZ jsme do hry zavedli &as, méli bychom se zeptat,
jak dlouho bude primérné trvat jeden zdvod, kolik hodu
piipadne primérné na jeden zavod.

Uloha 6.10. Pomoci souboru vysledki hézeni minef si-
mulujte mnohonasobné opakovani zavodu v béhu a urde-
te P(A)) P(B)7 P(AJ)’ P(BI) a P(Gi) pI'Oj = 4’ 5; 6; 7.

Uloha 6.11. Pomoci vysledku tilohy 6.10 urdete rozloZeni
néhodné veli¢iny T'. Vypliite tabulku

-5 |r=9|tr=5 |tr=6 |ir=1
AT = 3

Méjte na paméti, ze {T' = j} = C;. Az vyplnite tabulku,
urdete prumérnou dobu trvani zavodu, tj. ET'.

6.5. NAMORNI BITVA

Na mofi probihd bitva. Bojuji lodé dvou arméd X a Y.
Armada X mé z lodi, arméda Y jich méd y. Armédy
jsou vlastné hradi. Misto dél budeme v bitvé potiebovat
¢ernobflou kostku nebo ruletu. Padne-li &ernéd, ztrati
jednu lod armédda Y. Padne-li bfl4, pfijde o lod armé-
da X. Barvu vybirdme ndhodné pomocf kostky nebo
rulety, dokud nenf jedna armdda poraZena, tj. podet
jejich lodf se zmensf na nulu. Prubéh hry budeme
modelovat cestou figurky po siti. Figurku postavme na
start v bodé (z, y). Soufadnice x, y jsou cela &sla a zna-
menaji podty lodf armdd X, Y. Dejme tomu, Ze z = 4,

= 3. Po prvnim vystrelu ztrati armida X nebo arma-
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da Y jeden kfiZnik. Ztrdtu zndzornime posunutim fi-
gurky do jiného bodu sité. Ztratila-li lod armida X,
je stav bitvy (z-1, y) a do tohoto posuneme figurku.
Pattila-li prvni potopena lod arméddé Y, provede figur-
ka prvni krok do bodu (z, y-1). Po uréitém poétu vy-
stiela dojde figurka na osu OX nebo OY. Bod sité,

Obr. 6.11.

1 2 3 a4 X

v ném? figurka v daném okamZiku je, znazornuje stav
bitvy. Jeho soufadnice jsou poéty lodf obou armid. Na
obr. 6.11 vidite sif, po které se bude figurka pohybovat.
Jak muZe bitva probfhat? Kolika zptsoby miuZe
kazdd armada zvitézit?
Pribéh bitvy muZeme kédovat pomoci cesty, kterou
prosla figurka.

Uloha 6.12. Na obr. 6.12 jsoukédy nékolika bitev mezi
armadou X se &tyimi lodémi a armidou Y se tiemi.
Popiste prubéh bitev. Kdo zvitézil ?

o o o o o 0 o o 0 o o = E=OE=0
o o0 o o o o o o o 0 0o 0 ©
o 0o 0 o o o o0 © ° 0 0o 0o o o
o 0 o O o 0o o o o o o o o 0o o 90 o
a) b, c) d;
Obr. 6.12.

o

o o
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Uloha 6.13. Polovina terde v ruletdé je bildé a polovina
dernd. Takovd ruleta se chovéd stejné jako pravidelna
mince. Simulujte mnohokrat vybér barvy, vybojujte
mnoho bitev a urdete pravdépodobnost nésledujicich
jevi:

A: V bitvé zvitéz{ armada X.

B: V bitvé zvitézi armada Y.

C: Armida X odejde z bitevniho pole vitézné se tfemi

lodémi.
D: Arméda Y neztrati v bitvé ani jednu lod.

Kaidému vysledku hry (bitvy) lze pfifadit podet vy-
pélenych stfel. Je to podet kroku figurky od zahdjeni do
konce bitvy. Opét dostavame funkei, kterd zobrazuje
prostor vysledki do mnoZiny &fsel. Oznaéme ji jako L.
Uréete jeji rozloZeni a pramérny podet vystfeli v jedné
bitvs.

S vysledky hry souviseji i jind &isla, napf. podet lodf,
které zustaly po bitvé armadé X, podet lodi, které ztra-
tila armada Y, atd.

Uloha 6.14. Oznadme U podet lodi, s nimi% opoustf
armida X bitevni pole, Uréete hodnoty funkce U pro
vysledky zakdédované cestami na obr. 6.12. Urdete obor
hodnot funkce U. Popiste jev {U = 0}.

Uloha 6.15. Znazornéte pribéh s vysledky hry stromem.

Uloha 6.16. Urdete rozloeni funkce U. Urdete EU, tj.
primérny podet lodi, které zbyly armadé X po bitvé.

Podobné problémy muZeme fesit v piipadé, kdy ma
armdda X &tyti lodé a arméda Y pét lodi, obé armady
maji po péti lodich atd.

87



6.6. HRA NA KOUKU A MYS§

Na obr. 6.13 je Sachovnice, po niZ bude kotka honit mys.
Kotka je figurka hride K a je v poli k, mys je figurka
hrite M a je v poli m. Kotka s mysi jsou pripraveny
k honiéce po Sachovnici, obé s minci v ,,ruce’‘. Sméry
budeme opét &ist stejné jako na mapé. Oba hradi hodi
minci a tahnou do sousednfho pole podle toho, co jim
padlo. Ridi se ukazatelem. Padne-li napf. mysi panna,
tdhne na sever, na sousedni pole. Po tfech hodech dojde
mys§ na thlopfitku Sachovnice. Také ko¢ka dojde po
tfech hodech na thlopfi¢ku. Svedla-li ji ndhoda do téhoz
pole, hra tim ze zndmych divodu skondila a vyhral
hri¢ K. Dostaly-li se do raznych poli dhlopfitky, uz se
nikdy nesetkaji. Mys kodce utekla a zvitézil hra¢ M.

(7]

gl

@ m
o> Obr. 6.13.

Abychom hru mohli sndze rozebrat, nahradime 8a-
chovnici siti. Podobné jsme postupovali uz v pifpads
zavodu na Sachovnici. Sit je na obr. 6.14 umisténa v sou-
fadné soustavé. Bod m je v poéitku a bod k m4a soufad-
nice (3,3). Useky, které figurka projde po jednom hodu,
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Obr. 6.14.

jsou jednotlivé usetky. Tento tisek piejde figurka jednim
krokem. Po tiech hodech mineci udélala mys tfi kroky
a dostala se do urditého bodu ptimky, kterd ma rovnici

y=3—=x.

Ka#dy vysledek honiéky a zaroveti jeji pribéh zakédu-
jeme dvéma trojicemi. Tyto dvé trojice oznadime (f, g).
Trojice f se sklada z vysledkd t¥f hoda minei my$i. V siti

<«<— cesla kotky

’_1

—

-e— cesta my$i

Obr. 6.15.
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ji odpovida uréita cesta, kterou probéhne mys. Trojice g
je vysledek trojiho hodu mincf koéky. V siti ji odpovida
cesta, kterou se na tuhloptiéku dostane kodka.

Pribéh honi¢ky na obr. 6.15 kéduji dvé trojice (lll,

DY)

Uloha 6.17. Urdete prib&h honidky zakédované (ipl,
plp). Zakreslete ho do sfté. Chytila kotka my&?

Prostor vysledki mé 23.2% = 2% prvkd. Tolika zptso-
by muZe hra probfhat. Véimnéme si nékolika jevi, které
8 hrou souviseji.

A: Xodka chyti my§ (vyhraje hraé K).

B: Mys kodce utede (vyhraje hraé M).

Ay.: Koéka chyti mys v bodé (i, k).

Ma-li bod (i, k) lezet na p¥imce y = 3 — z, neboli
x+y =3 musibyti + k=3 (@aoviemi, k=0,1,2,
3). Jevu 4 jsou pFiznivé pary trojic, z nichZ kazdd mé
pravé na k mistech élen p. Takovych trojic je (3). MyS
se tedy do bodu (¢, k) piimky x + y = 3 muZe dostat
(%) zpusoby. Stejnym podétem zphsobt se tam miZe
dostat kotka. Kodka a my$ se mohou setkat v bodé (i, k),
tedy (2).(8) zpisoby. Pro jev Ay, kde £ = 0,1, 2, 3
a1 = 3 —k, je pfznivych (}). () vysledku.

Uloha 6.18. Ke ka%dému bodu sit& ptipiste, kolika zpa-
soby se do ného miZe dostat mys (pro body pod dhlo-
pii¢kou) nebo kodka (pro body nad tGhlopfi¢kou). V bo-
dech dhlopiitky budou dvojice stejnych &isel. Cfsla na-
jdeme velmi snadno, tvof{ pfece Pascaliiv trojuhelnik.
Uhlop#éka je spoledns zékladna dvou stejnych Pasca-
lovych trojihelnfkd. Srovnejte poéty vysledkti pfizni-
vych pro setkinf kodky s mysf ziskané uvedenym zpa-
sobem, s &fsly ziskanymi predtfm.
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Mohou nastat celkem &tyti jevy Ay Agg, Agy, Ayg, Aoy’
Kazdé dva z téchto jevi jsou disjunktni. Jak byste to
odiivodnili? Pro jev 4, o kterém jsme uZ mluvili, plati
A=A, U 4, U A, U A Jevy A, B jsou opaéné.

Abychom ziskali jeden vysledek hry, musime Sestkrat
hodit minef.

Uloha 6.19. Pomoci tabulek ndhodnych &isel simulujte
hazeni minci a opakujte hru Sedesatkrat. Pomoci ziska-
nych vysledkid uréete P(4) a P(B).

Uloha 6.20. Uvedte vlastni piiklad ndhodné velidiny,
kterd pFirozenym zpisobem souvisi s nasi hrou.
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7. kapitola

PRAVDEPODOBNOST

Od jisté doby vénujeme svou pozornost hodnoceni
Sanci, Ze nastanou razné jevy. Mirou Sance je dislo,
kolem kterého se zajimavym zpisobem ,,todi’ pomérna
detnost jevu, roste-li podet opakovani prislusného na-
hodného pokusu. Cislo, kolem n&ho% pomérna &etnost
osciluje, jsme nazvali pravdépodobnost jevu. Vime uZ,
jak ji priblizné uréit. U jednoduchych jevia ji dokonce
dokazeme uréit presné.

7.1. VLASTNOSTI POMERNE CETNOSTI

UvaZujme urédity nahodny pokus. Oznadme (2 prostor
jeho vysledkd a § mnozinu vsech nahodnych jevi,
které s pokusem souviseji. Budeme zkoumat vlastnosti
pomérné &etnosti jevu. Abychom nasli pomérnou &et-
nost jevu 4 z mnoziny S, musime pokus opakovat
n-krat pfi tychz podminkach. Jako c,(4) jsme oznadili,
kolik jsme takto ziskali vysledkd pi{znivych pro jev A.
Pomérna &etnost pak bude

old)

n

fn(A) =

VSimnéme si, %e pro kaZdy jev 4 z mnoZiny § plati
0=c(d) En.
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Vydélime-li tuto nerovnost &islem =, dostaneme zaji-
mavou vlastnost pomérné Getnosti:

(f1)  Prokaidé A e S plati 0 < f,(d) < 1.

Jisty jev je mnozina Q. KaZdy vysledek je pro néj piiz-
nivy. Pro kaZdé n je ¢,(2) = n, a plati tedy:
(f2) Pro kazdé n je f,(2) = 1.

Vezméme libovolné dva disjuntni jevy 4 a B z mno-
Ziny §. Neexistuje vysledek, ktery by byl priznivy za-
roven pro oba jevy 4 i B. Je-li vysledek pfiznivy pro
jev A \J B, znameni to, Ze je bud piiznivy pro jev A4,
nebo pro jev B. Pro oba jevy piiznivy byt nemiiZe.
Z toho plyne, Ze

cn(A U B) = c.(4) + ci(B) .

Vydélime-li obé strany &islem n, dostaneme dalsi dule-
Zitou vlastnost pomérné éetnosti:

(£3) JeliAeS,BeS a AN B =0, platf
fu(4d U B) = fu(4) + fuB).

Nemo?ny jev je prdzdnd mnoZina ¢. PonévadZ pro
ka%dé » je ¢, (@) = 0, plati

(f4) f.0) =0 prokazdén .
Uvedeme jesté dvé vlastnosti pomérné éetnosti:
(f5) Pro kazdé n a kazdé A € S je f(4') = 1 — f.(4).

(f6) Prokasdé Ae S, Be Sjefi(d U B) = f(4) +
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7.2. PRAVDEPODOBNOST

KaZdému jevu 4 z mnoZiny S chceme ted pfifadit praveé
jedno &islo P(4) — pravdépodobnost jevu A. Chceme
tedy definovat funkci P na mnoZiné § vsech jevi sou-
visejfcich s danym nahodnym pokusem. Cislo P(4) m4
byt mirou Sance, Ze nastane jev A, a tedy musf byt
spiiznéno s pomérnou &etnosti f,(4). Funkce P musi
proto mit vlastnosti analogické vlastnostem pomérné
tetnosti. Z tohoto divodu zavadime nasledujici definici
pravdépodobnosti P.

Definice 7.1. Ndhodny pokus necht ma koneény prostor
vysledka Q. MnoZina § vSech podmnoZin prostoru £ je
mnoZina viech jevi souvisejicich s danym nédhodnym
pokusem. Pravdépodobnost P budeme fikat redlné funkei
definované na mnoZiné §, kterd vyhovuje nasledujicim
tfem podminkam:

(P1) Pro kazdé A € S je P(4) = 0.

(P2) P(Q) =1.

(P3) Pro kaZdé dva jevy A € S a B € § takové, Ze

A N B =0, plati P(4 () B) = P(4) + P(B).

Podminkam (P1), (P2) a (P3) se ¥ka axiomy pravdé-

podobnostt.

Jesté malé vysvétleni k suché definici. Hodnoty prav-
dépodobnosti P jsou ted definoviny jen pro jevy, ne
pro vysledky. Pfi hazeni minci je p vysledek, jev je {p}.
Definovali jsme P({p}) a ne P(p). Abychom zjednodusili
dorozumivani, budeme nékdy psit kratce P(p) misto
P({p}) a ani v Fedi to nebudeme rozli§ovat.

Vsimnéte si, Ze pti definici pravdépodobnosti se uplat-
nily jen nékteré vlastnosti pomérné &etnosti uvedené
v odst. 7.1, D4 se totiz ukazat, %e z téchto vlastnosti uz
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vyplyvaji ostatni. Dd se napf. ukdzat, Ze P(@) = 0,
P(4) <1 a Ze P(4 ) B) =P(4)+ P(B)—P(4 N B).
Pravdépodobnost P je funkce a &asto ji budeme zaddvat
pomoci tabulky.

Pifklad 7.1. Pfi hodu minci je 2 = {/, p}. MnoZina jevi
jie § = {0, {I}, {p}, £}. Funkce P definovand tabulkou

9 {p} | {8 2 | jevy z mnoZiny S

P: 1 1 1 pravdépodobnosti
L B e jeva

je pravdépodobnost, protofe spliiuje vSechny axiomy
pravdépodobnosti. Avsak také funkce P, a P, definova-
né tabulkami

9 {p} _{l} Q2

Py: 1 5
0 — | —= 1

6 6
P,: {p} | &} Q
0 1 1

spliiujf axiomy pravdépodobnosti. Funkce P, a P, jsou
ve smyslu definice 7.1 také pravdépodobnosti definova-
né na §. Ted jste asi zmateni. Ostatné miZeme snadno
uvést nekoneéné mnoho daldich funkei definovanych
na §, které budou mit také privo na nazev pravdé-
podobnost. Také budou spliiovat axiomy pravdépodob-
nosti.

Ze viech nekoneéné mnoha funkei, které jsou podle
definice 7.1 pravdépodobnosti definované na S, jen
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jedna zasluhuje zvlastni pozornost. Je-li mince pravi-
delnd, bude to funkce P definovand prvni tabulkou.
Hodnoty funkce P se shoduji s idedlnimi pomérnymi
getnostmi jevi. Pro kazdy jev 4 z mnoZiny S jevil souvi-
sejicich s hazenfm minci je P(4) mira Sance, Ze jev 4
nastane.

Pro funkeci P, tomu tak neni. Je P,({l}) = 2 a v pif-

. . . . b .
padé, %e mince je pravidelnd, se é&islo & neshoduje

s idealni pomérnou &etnosti jeva {I}. V tomto piipadé
pro nas nebude mit pravdépodobnost P, (ani P, nebo
jakakoliv ruzni od P) prakticky Zadny vyznam. Pro
hod pravidelnou minci ma pravdépodobnost P zvladstni
vyznam — jeji hodnoty souviseji s ¢etnosti. Funkee P,
a P, takovou vlastnost nemaji.

Daéle budeme uvazovat jen pravdépodobnost souvise-
jici s danym nahodnym pokusem, jejiz hodnoty souvi-
seji s detnosti. Dostanete-li tedy za 1kol urdit pravdé-
podobnost jevu, budeme mit vidy na mysli tuto prav-
dépodobnost.

Piiklad 7.2. Funkce P, je vyborny kandidat na pravdé-
podobnost hodu s-kostkou. Vysledky hodu staéi kédo-
vat takto: [ - prazdné sténa, p - sténa s tetkou.

Uloha 7.1. Necht Q = {w,, w;}. Na mno%iné § viech
podmnozin prostoru £ definujme pravdépodobnost P
tabulkou

Q

w, W,y
P: 2 1
—_— - 1
3 3
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Na kostce jsou dva druhy stén. Nakreslete ji, vite-li, Ze
P je pravdépodobnost pro hod touto kostkou.

Uloha 7.2. Definujte pravdépodobnost P pro taZeni
kuli¢ky:

a) pomoci piistroje pro tah kouli &. 2,

b) pomocf pristroje &. 3.

7.3. VLASTNOSTI PRAVDEPODOBNOSTI

V mnoziné jevi § je vidy nemoziny jev, jev #. V na-
Sich vvodnfch dvahich o pravdépodobnosti se objevil
nékolikrat. Hodnota jeho pravdépodobnosti byla vidy
nula. V axiomech pravdépodobnosti o tom neni feé&.
Vyplyva snad z axiomu, Ze P(#) = 0? UkédZeme, Ze
skuteéné ano. DokaZeme prvnf vétu nasi teorie.

Véta 7.1, Pravdépodobnost nemoZného jevu je nula.

Jak to dokdZeme? Zatim toho piece moc nevime,
zname jen axiomy pravdépodobnosti.

Zvolme jakykoliv jev A € S. Necht P je pravdépodob-
nost definovana na §. Do § patif také 8. Plat{

) AYs =4

(i) ANG =9
VyuZijme axionu P3, podmfnka (ii) nam to dovoli.
Vezmeme-li B = 6, dostaneme

P(4 ) 9) = P(4) + P(9) . .
Podle (i) je vSak vlevo P(A4), a tedy
(iif) P(4) = P(4) 4+ P(p) .
Na (iii) se divejme jako na rovnici o neznimé P(#).
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Dostaneme z ni P(#) = P(4) —P(4) =0,
coZ jsme méli dokazat.

Nabizi se otazka, plati-li také obracend véta. Je-li
P(4) = 0, plyne odtud, Ze A je nemoZny jev? Obrace-
na véta neplati. Abychom to ukédzali, stadi uvést pii-
klad jevu 4, pro ktery je P(4) = 0 a ktery nenf ne-
mozny. (Takovému pifkladu se ifkdvd protipiiklad.)
V naSem prfipadé uZ protiptiklad zndime — staéf si jen
dobte prohlédnout tabulku, ktera definuje pravdépodob-
nost P,. Ktery jev to je? Z naseho vykladu plyne: ne-
mozny jev a jev s nulovou pravdépodobnostf nenf totéz!

Uloha 7.3. Dokaite nésledujici vétu.
Yéta 7.2, P(4’) = 1 —P(A).

Podle véty 7.1 musi v tabulce, kterou definujeme
pravdépodobnost P, pod ¢ byt vidy 0. Podle véty 7.2
staéi, uvedeme-li v tabulce hodnoty funkce P jen pro
nékteré vhodné jevy. Pro ostatni jevy muZeme uz pak
hodnoty funkce P vypoéitat pomoci teorie, tj. podle
vzorce z véty 7.2.

Hodnoty pravdépodobnosti budeme tedy urdovat na
zakladé pokusil, simulace nebo tvah jen pro uréité jevy.
Pro ostatni jevy je vypodteme pomoci teorie, tj. vét.

Uloha 7.4. Dopliite tabulku, aby definovala pravdpo-
dobnost

¢ w; Wy Q
P: 79

93

kde Q = {w,, w,}.
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Uloha 7.5. Jisty nahodny pokus ma prostor vysledka
2 = {a, b, ¢}. Dopliite tabulku pravdépodobnosti.

A {a} {b} {c} |{a,b}| {a,c} | {b,c} | {a,b,c}
1 3
a) P,(4) T T
b | | o | o
c) |PAY| o | P2 | P

Ve tretim rddku je p, + p, + p, = 1 a ¢&isla p,, p,, Py
jsou kladna.

Posledni tloha nis vede k zajimavému ndpadu.
Kdybychom hodnoty pravdépodobnosti P uréili pro
jednoprvkové jevy (struéné feleno vysledky), byla by
tim pravdépodobnost P uZ urdena pro viechny jevy.
Zkratka, i kdy% trochu nepresné: Zname-li hodnoty
pravdépodobnosti viech vysledkd, znidme uZ také hod-
noty pravdépodobnosti vsech ostatnich jevia.

Priklad 7.3. Pfi hodu kostkou je 2 = {1, 2, 3, 4, 5, 6}.

Abychom definovali pravdépodobnost P, méli bychom

udat 28 jejich hodnot. Tolik je totiz vSech jevi souvi-

sejicich s hodem. Staé{ viak udat hodnoty pravdépodob-

nosti jen pro ,,vysledky. Je-li kostka pravidelna, je
1

P() = P(2) = P(3) = P(4) = P(5) = P(6) = —

V ptikladu 3.1 na str. 29 je uvedeno nékolik jevi.
Dostdvame pro né
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1 1 1 3
TTe e "6
1 2

PC) = P((5, 6)) = & + 5 = o

P(4) = P({2, 4, 6}) =

S funkcemi, které mély podobné vlastnosti jako prav-
dépodobnost, jste se uz nejednou v matematice a fyzice
setkali.

Predstavme si &tverec jednotkového obsahu. Bude to
prostor vysledki 2 a § bude mnoZina viech podmnozin
étverce, které maji obsah. Obsah je funkce definovand
na §. Oznaéme ji také pismenem P. VSimnéte si, Ze

Obr. 7.1.

obsah vyhovuje axiomim pravdépodobnosti. Pravdé-
podobnost tedy muZeme poklédat za miru. To ndm
umozni najit my8lenku ditkazi mnoha dalsich vlastnosti
pravdépodobnosti. Na obr. 7.1 vidite dvé mnoZiny A4
a B, pro které je definovdn obsah P. VSimnéte si, Ze

P(4 U B) =P(4) + P(B) —P(4 N B).

To ndm umozituje — s vyuzitim urditych geometrickych
poznatkii o titvarech, které majf obsah — dokdzat na-
sledujici vétu.
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Vita 7.3. Je-li P pravdépodobnost definovand na S,
AeSaBesS, pak

P(4 U B) =P(4) + P(B)—P(4 N B).
Uloha 7.6. Na kostce jsou stény bez tetek, s jednou tes-

kou, se dvéma a se tfemi. Nakreslete kostku, vite-li, Ze
pro sledovani poétu tedek na horni sténé po hodu plati

PO) =5 P =", P(3) =5
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8. kapitola

NAHODNE PROCHAZKY
A PRAVDEPODOBNOSTNI POCITADLO

8.1. NAHODNE PROCHAZKY

Pii hfe na vlka a dvé louky figurka (vlk) putovala po
dané siti. O sméru jeji cesty rozhodovala nahoda. Tako-
vym cestam budeme fikat ndhodné prochdzky. Pohyb
mite po hristi pfi ndhodné kopané byla také nahodnd
prochazka. Nédhodna prochdzka je i cesta figurky pfi
zavodech na Sachovnici. Namoini bitvu jsme také zna-
zornili jako ndhodnou prochazku figurky po urdité siti.

S podobnymi nahodnymi prochiazkami se setkavame
nejen u her. Let vosy po pokoji také pripomind nahod-
nou prochazku. Castice hmoty se pohybuji chaoticky.
Pohyby tastic kapalin nebo plynu jsou také nahodné
prochdzky. Nahodné prochazky &astic hmoty jsou
znamy pod nazvem Brownuv pohyb.

Nahodné prochazky jsou zvlastnim pfipadem néhod-
ného pokusu. Vénujme jim trochu pozornosti. Vyjdeme
od velmi jednoduché nahodné hry.

Piiklad 8.1. (Koza, vlk a zeli.) Na obr. 8.1 je jednoduché
sit, po které se pohybuje koza. Zastupuje ji figurka.
Koza vychazf z bodu o. Cile jsou body v a z. V bodé v
¢eka vlk, v bodé z je zelné pole. Aby figurka-koza mohla
udélat prvni krok, musime hodit s-kostkou. Padne-li
prazdné sténa, jde figurka (koza) do bodu a, padne-li
sténa s te¢kou, jde do bodu z. Dostane-li se do bodu z,
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putovani konéi vyhrou. Dostane-li se do bodu a, héz{-
me jeSté jednou, tentokrit vSak mincf. Ukazatele na
obrézku znéazorfiuji, jak se mé v zdvislosti na vysledeich
hodu tahnout. Dostane-li se figurka do bodu v, zname-
na to prohru.

Nf=

av

Obr. 8.1. Obr. 8.2.

Piidiny neuspéchu jsou ziejmé — koza se setkala
s vlkem. Tuto jednoduchou hru si muZe zahrit hrdg
sdm. Zajima ndas, kudy koza putuje a ke kterému cfli
se dostane. Hledime-li takto na prochdzku, napadne
nas, abychom vysledky a prabéh nasi hry (naseho na-
hodného pokusu) kédovali pomoci cest, které figurka
projde od startu do cile. V siti jsou jen tii cesty. Dvé
z nich maji po dvou tsecich. Ke kaZzdému idseku v siti
ptipiSme pravdépodobnost, Ze jim figurka projde. Jsou
to pravdépodobnosti jednotlivych vysledkd pfi hodu
s-kostkou nebo minef a miZzeme je snadno urdit.
Znézornéme nasdi hru (jde o ndhodny pokus) stromem
(obr. 8.2). KaZdé cesté v siti odpovida pravé jedna
vétev stromu. Vétev kéduje cestu. Usekiim cesty odpo-
vidaji hrany stromu. Ke ka?dé hrané stromu pfipidme
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pravdépodobnost jevu, Ze po ni projde koza. Podobné
piipiSme pravdépodobnosti k tsekim cest v siti. Prostor
vysledki bude Q2 = {av, az, z}. UvaZzujme nékolik jevd
souvisejicich s nasf hrou:

Z: Koza se dostane k zeli.
V: Koza se dostane k vlkovi.

Zakédujme je: Z = {az,z}, V = {av}. Ptejme se dile
na pravdépodobnosti P(Z) a P(V). Ptame-li se na P(V),
ptame se na pravdépodobnost, Ze pokus probéhne tak,
jak na stromé znazorfuje vétev, na které visi vysledek
av. P(V) je pravdépodobnost vysledku av.

Abychom obé pravdépodobnosti odhadli, mohli by-
chom hru n-krat opakovat (n by muselo byt dost velké
pfirozené ¢islo). To znamena, Ze bychom museli kozu
n-krat vypustit ze startu s pfikazem, aby se pohybovala
podle uvedenych pravidel. Kdybychom nechtéli kozu
tak tyrat, mohli bychom na start postavit ne jednu,
ale celé stido n koz. Pro kaZdou z nich bychom pak
museli zvlast hazet s-kostkou a pak minci, posunovat je
po siti a pak spoéitat, kolik se jich dostalo do » a kolik
do z.

Jak se figurky-kozy rozmisti? Mame-li pfedpovédét,
jaky podet koz se prvnim krokem dostane do a a jaky

do z, odhadneme, Ze % koz pijde do a a % do 2.

O rozmisténi koz sice rozhoduje ndhoda, ale rozdfl mezi
nasf pravdépodobnosti a skuteénosti bude s nejvétsi
pravdépodobnosti maly. KdyZ situaci idealizujeme
(zjednodusime — ve fyzice i v matematice se &asto

zjednodusuje), fekneme, %Ze —é—n figurek pujde do z
5 . . .
a —n do a. Zjednoduseni vyiaduje, aby n bylo déli-
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telné Sesti (aby dosly celé kozy). U cile z je tedy po
prvnim kroku % n koz a v bodé a jich je 5 ™
Predpovéd dalsiho rozmisténi koz, které se dostaly

. | .
do a, fikd, 7e polovina, tj. — 2 3 n, pujde do v a dru-
P 13 6 puj

. 1 . Pl
-hé polovina, tj. také 5 2 —g— n, pujde do z. Po ideali-
zaci, zjednoduseni situace, jsme piedpovédéli, Ze k ci-
1

li z se dostalo celkem —(15— n + -5 —2— n koz a k cili v se

1 5
talo —— . — .
dosao2 6nkoz

Pomér

podet koz, které se dostaly k cili 2
podet viech koz, které putovaly

je idealnf pomérna detnost jevu Z — koza se dostane
k zeli, a tedy
1 1 5
Tt E"
P (koza se dostane k zelf) = - =
1 1 5
= T + 7 . F.
Podobné
1 5 "
.= )
P(koza se dostane k vlkovi) = 2 6 _1 5,
n 2 6

Ziejmé, aby k cilim dosly ,,celé‘ kozy, musi byt podet
koz postaveny na start délitelny 2.6 = 12.
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8.2. PRAVIDLO NASOBENI
A PRAVIDLO SCITANI

Pro jev V je piiznivy jen jeden vysledek. Pravdépodob-
nost jevu V je pravdépodobnost, Ze figurka pijde uréi-
tou cestou, cestou av. Tato cesta se sklidda ze dvou
usekti. Pravdépodobnost, 7e tudy figurka piajde, je

.1 b3 . . Y :
souéin - g coz je soudin pravdépodobnosti pro oba

useky.

Sit bychom mohli prodlouzit, takZe cesty by se mohly
skladat z vice neZ dvou tsekt. Snadno usoudime (po-
dobné jako v naSem jednoduchém pripadé), Ze pravdé-
podobnost, Ze figurka pijde danou cestou sité, pak bude
soudin pravdépodobnosti, Ze pijde jednotlivymi useky
dané cesty. To je podstata tzv. pravidla nasobeni.

PRAVIDLO NASOBENI (pro ndhodné prochdzky):
Pravdépodobnost, Ze prochiazka povede danou cestou
sité od startu k cili, je rovna soudinu pravdépodobnostf,
Ze povede jednotlivymi jejimi useky.

KaZdému tuseku cesty odpovidd hrana stromu. Kazdé
cesté odpovida vétev, a tedy i vysledek, ktery na ni visi.
Pravidlo ndsobeni muZeme tedy prenést i na stromy.
Stromy jsou také sité. Prubéh pokusu si miZeme pred-
stavit jako ndhodnou prochazku figurky po vétvi stro-
mu od kofene do jednoho z koncovych bodi. Dostdva-
me tak dileZité pravidlo pro pravdépodobnost vice-
etapovych nahodnych pokust znazornénych pomocf
stromu.

PRAVIDLO NASOBENT (pro stromy): Pravdépodob-
nost vysledku, ktery visi na dané vétvi stromu, je
rovna souéinu pravdépodobnostf, které odpovidaji
viem hrandm dané vétve, '
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Méme-li tedy viceetapovy pokus znazornén stromem
a zndme-li pravdépodobnosti viech vysledkia jednotli-
vych etap (coZ jsou pravdépodobnosti odpovidajici
jednotlivym etapam), muZeme uréit pravdépodobnost
daného vysledku.

Pfiklad 8.2. Usoudili jsme, Ze P(l) = P(p) = % V pii-
kladu 5.4 jsme pomoci simulace uréili pravdépodobnost
uréitych jevi souvisejicich s rodinou, ktera planuje
tfi déti. Pripomeiime si, Ze z na8ich dvah plynulo, Ze

P(narodi se sama déviata) = % .

Na obr. 8.3 je strom, k jehoZ hranidm jsou piipsdny
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pravdépodobnosti. Pro jev B} — narodi se samé dévéa-
ta — je priznivy jen vysledek 299. Pomoci pravidla
soudinu pro stromy dostaneme

P(narodi se samé dévéata) = P(2Q9) =
1 1 1 1
22 "2 T8

Tuto hodnotu jsme dostali na zakladé uréitého vzorce,
pravidla. V pfikladu 5.4 jsme pravdépodobnost odhadli

1 7 vy s x
pomoci pokusu. Hodnoty 5 250 %€ li§f jen nepatrné.

Kdybychom byli pokus simulovali jesté vickrat, hod-
noty by se s nejvétsi pravdépodobnosti shodovaly jesté
1épe.

Uloha 8.1. Vratme se opét k panim X a ¥, které na-
stupuji do tramvajové soupravy se tremi vozy. Kazdy
viiz mé tutéZ Sanci, Ze si ho dand pani vybere (vylouéi-
me moznost, Ze v prvnim voze je hezky fidi¢, predpo-
kladdme, Ze viechny vozy jsou stejné obsazeny, atd.).
Vozy jsou t#i a tak kazdému ddme pravdépodobnost —;’— .
Pomoci pravidla ndsobeni pro stromy uréete pravdépo-
dobnosti vSech vysledkti nastupovani. Oznaéme P(obé
pani nastoupi do druhého vozu) jako P(22). Porovnejte
hodnotu P(22), kterou jste zjistili, s hodnotou, ke které
jsme dosli v ptikladu 5.6.

Uloha 8.2. V krabice jsou &tyti hmatem nerozliSitelné
kostky, dvé éervené a dvé zelené. Ttikrat nahodné vy-
bereme po jedné kostce bez vraceni a z vytazenych
kostek budeme stavét véZe. Urdete pravdépodobnost
vzniku pro kaZdou z moZnych véii.
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Uloha 8.3. Na farmé je 90 ¢/, slepic vhodnych pro chov.
Z kazdych 100 slepic vhodnych pro chov jich 50 vyni-
k4 vysokou nosnosti. Jaka je pravdépodobnost, Ze né-
hodné vybrand slepice z farmy bude vynikat vysokou
nosnost{ ?

Uloha 8.4. Snadno urd¢ime pravdépodobnost libovolného
vysledku néhodnych her, kterymi jsme se zabyvali.
Urdete pravd&podobnost nékolika vysledki ndmorni
bitvy a hry na vlka a dvé louky. UZijte pravidlo né-
sobeni pro sité (prochazky).

Vratme se k pfikladu 8.1. Pro jev Z — koza se dostane
k zelf — jsou pifznivé dva vysledky (2, az) a plati

1 1 5
P(Z) = + T35 Tento soudet ma dva séitance.

Prvnf je pravdépodobnost, Ze figurka pijde cestou =z.
Druhy séitanec, soudin - % , je podle pravidla na-
sobeni pravdépodobnost, Ze pijde cestou az.

PRAVIDLO SCITANT (pro prochizky): Vede-li k da-
nému cfli vice cest, je pravdépodobnost dosaZenf dané-
ho cfle rovna souétu pravdépodobnostf prichodu kazdou
z téchto cest.

Vratme se ke stromu. Pro dosaZeni cile z (pro jev Z)
jsou piiznivé dva vysledky na stromé.

PRAVIDLO SCITANT (pro stromy): Je-li pro dany jev
piiznivych vice vysledkt na stromé, je pravdépodob-
nost daného jevu rovna souétu pravdépodobnosti téchto
vysledki.

Pfiklad 8.3. Pomoci pravidla séitdni (a ndsobeni) urdete
pravdépodobnost jevu B} — ze ti{ narozenych déti bude
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privé jeden chlapec. Jev B? je zndzornén na obr. 8.3.
Jsou pro né&j priznivé tii vysledky. Podle pravidla na-
sobeni pro stromy je

1 1 1

1
3—_l——l_
1

+

N)In—d
vo| —

2 2
1 1 3
+ -2_ . _2_ . _2_ = _8_. .
Porovnejte tuto hodnotu s hodnotou z prikladu 5.4.

Uloha 8.5. Pomoci uvedenych pravidel uréete
a) P(nejstarsi dité bude chlapec),
b) P(nejmladsi dité bude dévee),
c) P(B}) a P(BY).

Uloha 8.6. Pomoci pravidla nédsobeni a pravidla s&tdn{
uréete

a) P(kaZda pani nastoupi do jiného vozu),

b) P(obé pani nastoupi do téhoZ vozu),

c¢) P(ani jedna panf nenastoupi do vozu &. 3).

Opét se jedna o jevy souvisejici s panimi X a Y dekaji-
cimi na tramvaj. Srovnejte vysledky s hodnotami z pri-
kladu 5.6.

Uloha 8.7. Pii chemickém postiiku ovocnych stromi
hyne 70 9, housenek. To znamena, Ze

P(housenka zahyne po prvnim postfiku) = 0,7.
Housenky, které pieZiji, se stanou odolnéjsi proti pro-
stfedku a pfi druhém postiiku jich hyne jen 20 %, Jaké
je pravdépdobnost, Ze housenka nepteZije dva postiiky ?

O jaky nahodny pokus se zde jedna? Provedeme po-
stfik a pozorujeme, zahyne-li dand housenka nebo ne.

110



Nezahynula-li, posttik opakujeme. Nakreslete strom
(ne ten, ktery stffkdme). Pomoci . pravidla nédsobeni
a stitdni pro stromy (ty, které nestifkime) urdete

P(housenka zahyne po prvnim nebo po druhém postiiku).

8.3. PRAVDEPODOBNOSTNI POCITADLO

V pifpadé s kozou, vlkem a zelfm jsme na start postavili
n figurek s tim, Ze &islo » bylo hodné velké. P#i premisto-
véni figurek jsme situaci urditym zpusobem zjednodusili.
Je pfece jasné, Ze n figurek se v siti na obr. 8.1 nemusf
po prvnim kroku rozmistit v poméru 5 : 1, jak jsme to
udélali. Pfi pfemisfovani figurek jsme situaci idealizo-
vali, jak se v matematice dasto déld. Figurky jsme roz-
délili podle idedlnich pomérnych &etnosti.

Zjednodusme situaci jesté dal. Pro¢ prohdnét »n koz?
Pri zjednoduseni, které jsme provedli v nasem pifpadé,
stadi vzit jen 12 figurek. 10 jich pujde do «, 2 do 2.
Kazda figurka zastupuje dvanactinu celého stada » koz.
Jak jsme dosli k ¢&islu 127

Aby stddo mohlo udélat prvni krok, musi na startu
byt alesponi 6 figurek. Pét jich prejde do a a jedna do 2.
Figurka, kterd se dostala do z, prochiazku skonéila.
Figurky v a se museji rozdélit na polovinu — polovina
jich ptjde do v a polovina do z. Je jich vSak 5 a rozdé-
len{ se nedéd provést. ,,Automat‘‘ se ndm néjak zasekl.

Postavme do vychozi pozice dalsich 6 figurek a zopa-
kujme jejich rozmisténi. Do a se tak dostane posila
sloZend z péti novych figurek (koz). V a bude pak 10 fi-
gurek a v z 2 figurky. Figurky v a se rozdélf na polovinu
(po péti) do v a do z. Vsech 12 figurek se dostalo od
startu do cfle (ukonéily prochazku). K cili z se dostalo
2 + 5, tj. 7 z dvandcti figurek:

111



P(figurka — koza se dostane k cili z) = —;2—-
K cili v se dostalo 5 z dvanacti figurek:
P(koza se dostane k cili v) = I3

Dodli jsme ke stejnym hodnotdm jako v ptikladu 8.1.
Dostdvame tak dal§i jednoduchy postup pro uréeni
pravdépodobnosti, Ze se figurka pri ndhodné prochizce
dostane k danému cili. Kdyz se viechny figurky dostaly

k cflim, uréime tuto pravdépodobnost podle nésleduji-
ctho pravidla:

P(figurka se dostane k cili ) =

podet figurek, které dosly do x
podet figurek, které dosly do cila

Figurky se z ka#dé pozice rozmistuji v poméru pifslus-
nych pravdépodobnosti.

Pravdépodobnostni potitadlo*) se sklida ze sité a né-
kolika figurek nebo knoflikii, které se po ném pohybuji
uvedenym zpisobem. Necht z dané pozice vychazejf
tsedky d,, d,, ..., di a necht p,, p,, ..., p; jsou piisludné
pravdépodobnosti, Ze figurka pujde témito useky.
Uvedme pravdépodobnosti na spoledného jmenovatele.
Predpokladdme ptitom, Ze viechny uvaZované pravdé-
podobnosti jsou zlomky (racionalni é&isla). Spoleény

jmenovatel oznaéme m. Predpokladejme, Ze p; = %
proj =1,2, ...,k Aby se z této pozice mohly figurky
rozmistit dal, musi byt podet figurek v této pozici na-

sobkem d&fsla m. Je-li jich tam #m (kde ¢ je pfirozené

*) Ve starsf literatufe se muZete setkat s ndzvem FEnglav
abakus.
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¢islo), pajde tn, figurek po useku d,, ¢n, figurek po dseku
d, atd. Po tseku d; ptjde ¢n; figurek.

Poditadlo umoznuje uréit velmi jednoduse pravdépo-
dobnosti jeva souvisejicich s ndhodnymi prochazkami
po koneéném i nekoneéném pottu cest. UkiZeme si to
na jednoduchych pifkladech.

Ptiklad 8.4. Pii honidce na Sachovnici umfime uréit
pravdépodobnost raznych jevi. Ted je uréime pomocf
pravdépodobnostnfho poéitadla. Nakresleme si sit (obr.

8.4) a dejme tomu, Ze o sméru, kterym se bude figurka
pohybovat, bude rozhodovat vysledek hodu minecf. Urde-
me pravdépodobnost dosazZeni kazdého cile, tj.

P(figurka se dostane k cili 5})
prok=0,1, 2, 3.
Ke kaZdému tseku sitd pfipiSeme é&islo 1 .Je to

2
pravdépodobnost, %e tudy figurka pujde, hazime-li
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mincf. Jde-li o tiidenn{ zdvod (k cfli se dojde tremi
kroky), snadno usoudime, Ze bude stadit, postavime-li
na start 8 knoflikti nebo figurek. Z nich se jeden dosta-
ne do b3, tii do b}, t¥i do b} a jeden do b}. Dostdvime

P(figurka se dostane k cfli 63) =
P(figurka se dostane k cili %) =

P(figurka se dostane k cfli b3) =

?

P(figurka se dostane k cfli b3) =

Uloha 8.8. Hazejme ted s-kostkou. Sténu s tetkou ché-
pejme jako I, sténu bez tedky jako p. Na kostce je tedy
pét stén p. Ukazatele u sité na obr. 8.4 zistanou beze
zmény, jen pravdépodobnosti se zméni. Urdete

P(figurka se dostane k cili 52)
pro k =0, 1, 2, 3 pomoci po&itadla.

Uloha 8.9. UvaZujme dtytdenni zavod s pouzitim mince.
Uréete pomoci pravdépodobnostniho poéitadla

P(figurka se dostane k cili b})

pro £k =0,1,2,3,4. Ke ka’dému bodu sité pfipiste
podet cest, kterymi se do n&ho lze dostat. Srovnejte tato
¢isla s pravdépodobnostmi, které jste nasli. Co zjistite ?

Piiklad 8.5. Dva hrd¢i X a Y maji po dvou korunich.
Hézejf minci (nezalezi na tom, kdo hazf). Padne-li lev,
prohraje korunu hra¢ X, padne-li panna, vyhraje hra¢ X
korunu na hrééi Y. Hraji, dokud jeden z nich neprohraje
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vSechny penize. Zabyvejme se hridem X. Zmény jeho
finanéni situace si zndzornfme pomoci figurky a sité
na obr. 8.5.

«<—— sem se dostane figurka po 1. hodu
«<—— sem se figurka dostane po 2. hodu
«—— po lfech hodech

«<—— po &lyfech hoaec.H

«—— po péli hodech

Obr. 8.5.

Ze sité snadno vyéteme, kolik korun bude mit po kolika
hodech a kolika zpiisoby hra¢ X. Podle pravidla néso-
beni a séftdni miZeme vypoditat

P(hra¢ X vyhraje po n-tém hodu viechny penize),

P(hrd¢ X prohraje po n-tém hodu v8echny penize).
Nebudeme mit obtiZe ani s uréenim pravdépodobnosti

P(hra¢ X vyhraje viechny penize),

P(hra¢ X prohraje vSechny penize).
Vsimnéte si, Ze sit na obr. 8.5 nipadné pfipomina sit,
kterou jsme znazornili ndhodnou kopanou. Kdybychom
odstranili nerozhodné vysledky a piipustili, aby se hralo
nekoneéné dlouho, byly by obé sité tiplné stejné.

Po druhém hodu minei se figurka dostane bud k cili p,
(hra& X vSechno prohraje), nebo k cili v, (hra¢ X viechno
vyhraje), nebo do pozice 0,. Posledni mozZnost je vlastné
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totéZ jako navrat do vychozi pozice, na start. Oba hradi
maji totiz opét po dvou korundch. Nasi hru tedy mii-
Zeme znazornit jako nahodnou prochizku po trochu
jednodussi siti (obr. 8.86).

Obr. 8.6.

Pozice p odpovidd tomu, Ze hraé¢ X vdechno prohraje,
pozice v tomu, Ze vSechno prohraje hrdé Y a vyhraje
hraé X.

Stadf, kdyz ze startu vypustime &tyti figurky. Po dvou
krocich se jedna dostane do p, jedna do v a dvé se vrati
na start.

P(hrd¢ X vSechno vyhraje) = P(figurka se dostane do

1
2 b
P(hrda¢ X vsechno prohraje) = P(figurka se dostane

v) =

1
dop):-?.

Uloha 8.10. Uréete pravdépodobnost, %e hraé X vSechno
vyhraje a %e vSechno prohraje, hazime-li s-kostkou
(prdzdnd sténa znamend, e X prohraje korunu, sténa
s te¢kou znamend, Ze korunu vyhraje).

Uloha 8.11. Vratme se ke koze, viku a zel, jen sit trochu
pozméiime. Usek mezi pozicemi @, z nasmérujme zpét
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Obr. 8.7.

ke startu. Novou sit vidite na obr. 8.7. Hra se tak pod-
statné zmeénf. Ted existuje nekoneéné mnoho réznych
cest. Pravidla putovéni zistala nezménéna. Nejdrive
haizime s-kostkou, potom minci. Uréete pomoci pravdeé-
podobnostniho poditadla

P(koza se dostane k vlkovi),
P(koza se dostane k zeli).
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9. kapitola

KLASICKA A GEOMETRICKA
PRAVDEPODOBNOST.
METODA MONTE CARLO

9.1. KLASICKY PROSTOR

Kdykoliv jsme se setkali s néjakym ndhodnym poku-
sem, postupovali jsme vidy stejné. Nejprve jsme se za-
mysleli nad mnozinou vech moZnych vysledkt pokusu
a sestavili jsme prostor vysledk £2. Ob&as jsme si pfi-
tom pomaéhali stromem. Pak jsme uvaZovali rizné jevy,
které s pokusem souvisejf. Popisovali jsme je slovy
a koédovali jsme je podmnoZinami prostoru vysledku.
MnozZinu vSech jevii souvisejicich s nasim nahodnym
pokusem jsme oznadili §. Pro kaidy jev z této mnozi-
ny jsme se snazili urdit &islo, kterému se rikd pravdé-
podobnost jevu. Sestrojili jsme tak funkei P definovanou
na mnoz#iné §. Vznikla tak trojice (2, S, P), kterd popi-
sovala dany nahodny pokus. Pro vytvaieni této trojice
mél strom velky vyznam.

Pokud £ byla koneénd mnozina (timto pfipadem se
predeviim zabyvime), stadilo funkci P definovat zada-
nim jejich hodnot pro vdechny vysledky (pfesnéji —
pro jednoprvkové mnoZiny z S).

Mezi mnoha ndm zndmymi nahodnymi pokusy jsou
takové, pro néz jsou vSechny vysledky stejné mozné.
Stejné moZné, stejné pravdépodobné byly oba vysledky
hodu mincf. V tom pripadé je

Q={,p, S=01 Lo}
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Stanovime-li P(l) = —;— , P(p) = —;— , definujeme pravdé-
podobnost P. Funkce P pfifazuje viem vysledkiim stejné
hodnoty.

Prostor vysledkd hodu minecf nebo prostor vysledkd
hodu kostkou (&. 1) je tzv. prostor stejné moZnych vy-
sledki, jinymi slovy, stejné pravdépodobnych vysledki.

Vratme se opét k rodidim, ktef{ by chtéli mit t¥i déti.
Jak si vzpominate, souvisel s tim zajimavy ndhodny
pokus. Jeho pribéh a mnoZinu vysledkt jsme znazornili
stromem na obr. 2.9. Pomoc{ tohoto stromu a pravidla
nasobeni snadno ukéZeme, Ze pravdépodobnost kaZdé-

ho z osmi vysledku (to jsou viechny) je <

Z ndhodnych pokust, které zname, snadno vyberete
takové, které maji viechny vysledky stejné pravdé-
podobné, i takové, které tuto vlastnost nemaji.

Definice 9.1. Je-li prostor 2 kone&ny a hodnoty pravds-
podobnosti viech vysledkd £ jsou stejné, Fekneme, Ze je
to prostor stejné pravdépodobnych vysledkw &ili struéné
klasicky prostor.

Posledni nézev mé pivod v podatcich teorie prav-
dépodobnosti, kdy se zkoumaly jen pokusy se stejné
pravdépodobnymi vysledky. Byly to hlavné hody
mincf, vytahovin{ karet a podobné ndhodné pokusy
souvisejici s hazardnfmi hrami.

Je-li prostor 2 klasicky a obsahuje-li » prvkia, mé

kaZdy vysledek pravdépodobnost —117 .

Uloha 9.1. Urdity ndhodny pokus ma klasicky t¥{prvko-
vy prostor vysledki. Dal¥f ndhodny pokus spodiva
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v jeho dvojim opakovani za stejnych podminek. UkaZte
pomoci stromu, Ze ma také klasicky prostor vysledki.

Z vlohy 9.1 plyne, Ze prostor vysledki dvojiho hodu
kostkou (viz obr. 3.2) je klasicky. Véech vysledki je 36,

a kazdy ma tedy pravdépodobnost 36 -

9.2. VETA 0 KLASICKEM PROSTORU

Uvazujme nahodny pokus s prostorem vysledkil
2 = {w,, w,, ..., w,}. Predpokladejme, e je to klasicky
prostor, tzn.

1

P(w,) = P(w,) = ... = P(w,) = o

Dale uvazujme jev A, ktery je k-prvkovou podmnoZi-

nou prostoru 2, kde k£ = 2. Dejme tomu, Ze 4 = {w;,
wj,, ..., ;,}. Jak vime,

P(4) = P(w;) + P(w;,) + ... + P(w;,) .
Viechny séftance na pravé strané jsou rovny % a je

jich pravé k, takze
PA) =k, L = F

n n
Co je v tomto vzorci n a co k? Cislo n je podet viech —
stejné pravdépodobnych — vysledkd, je to podet prvki
mnoziny 2. Cislo k je podet vysledkil piiznivych pro
jev A. Abychom uréili P(4) v pfipadé, kdy je prostor
vysledkt klasicky, nepotfebujeme védét, které vysled-
ky jsou pro jev A priznivé. Staéi zndt, kolik jich je.
Odvodili jsme vétu 9.1.
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Vita 9.1. (Véta o klasickém prostoru.) Je-li pro jev A
priznivijch k z n stejné pravdépodobnijch vysledkir, je

Pd) = =

Véta o klasickém prostoru tvrdi, Ze je-li prostor vy-
sledkti klasicky, k uréeni P(4) staéi znat jen polet
prvki prostoru vysledkiéi a podet prvkd mnoZiny 4.

Ted by prospélo, kdybyste si zopakovali vzorce pro
podet prvku riznych mnozin, které jste probirali v kom-
binatorice.

Piiklad 9.1. V piizemi pstipatrového domu nastupuji do
vytahu t¥i navzdjem cizi lidé. Budeme sledovat, kdo
v kterém patie vystoupi. Odislujme patra i osoby. Az
vytah vyjede nahoru, dostaneme konkrétni vysledek
naseho nahodného pokusu. MiZzeme ho zakdédovat trojici
¢isel z mnoZiny {1, 2, 3, 4, 5}, coZ jsou ¢&isla pater. Trojici
roziifrujeme takto:

i

r— - r - nY

osoba &. 1 osoba &. 2 osoba ¢. 3
vystoupila vystoupila vysloupila
ve 2. patie ve 3. patfe ve 2. palie

Prostor £ je mnoZina vsech trojic prvkd mnoZiny
{1, 2, 3, 4, 5}. Kolik je jich? To snadno spoéteme po-
moci stromu. Pokus md t¥i etapy. Prvni etapa je volba
patra, ve kterém vystoupi osoba &. 1. Je pét moZnosti,
kterym odpovidd pét hran stromu. Druhé etapa je
volba patra, v némZ vystoupi druhd osoba. Opét je
pét moznosti. Z kaZdého uzlu stromu bude vychdzet
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dalsich pét hran. Podobn& to bude pro tieti etapu.
Celkem dostaneme 5.5.5 ¢ili 5° vétvi. Tolik bude i vy-
sledkid. Je to podet tiiprvkovych variaci s opakovinim
z péti prvki. KaZdé patro ma stejnou Sanci, Ze si je
zvoli kterakoliv osoba. Viechny moZné zpisoby, ktery-
mi mohou osoby vystoupit z vytahu, poklidime za
stejné pravdépodobné, kazidému zplsobu pfizndme
stejnou pravdépodobnost. Prostor 2 je klasicky.

UvaZujme nékolik jevia souvisejicich s nasim poku-
sem:

A: Vsichni vystoupf ve 3. patre.

B: Ka¥dy vystoupi v jiném patte.

C: Osoba &. 2 vystoupi ve 3. patfe.
K urteni P(B) potfebujeme znit podet vysledki piizni-
vych pro jev B. Jsou to pravé ty vysledky, které jsou
zakédovany trojicemi s riznymi slozkami (kazdy v ji-
ném patre). Napi. 123 € B, ale 232 ¢ B. Jsou to variace
bez opakovani a je jich 5.4.3. MnoZina (jev) B ma
5.4.3 prvkd, prostor 2 ma 5% prvki. Podle véty o kla-
sickém prostoru je

5.4.3 4.3 12
PB =% =% ~ %

Uloha 9.2. Urdete P(4) a P(C).

Uloha 9.3. Urdete P(4), P(B) a P(C) pomoci simulace
sta opakovani cesty vytahem. Porovnejte vysledky.

Priklad 9.2. Uréime pravdépodobnost pro nastup pani
X a Y do tramvajové soupravy se tfemi vozy. Prostor
vysledki je klasicky a ma 3? &ili 9 prvkd. UvaZujme
jevy z prikladu 5.6. Je
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A = {11, 22, 33} a tedy P(4) =% =_;_ ,
6

B = {12, 18, 21, 23, 31, 32} a tedy P(B) = =%,

C = {22} a tedy P(C) = —Sl) .

Uloha 9.4. a) Urdete pravdépodobnosti

P(pani X nastoupi do vozu ¢&. 1),

P(ani jedna pani nenastoupi do tfetiho vozu).
b) Na stanici pfisla jeité jedna cizf pani Z. Urdete prav-
dépodobnosti

P(v8echny pani nastoupi do téhoZ vozu),

P(kazd4 panf nastoupi do jiného vozu),

P(pani X a Y nastoupi do druhého vozu),

P(ani jedna pani nenastoupi do tfetiho vozu).

Uloha 9.5. Reditel napsal tii dopisy. V tiloze 5.12 jsme
se dovédéli, co s nimi sekretdfka provedla. Uréete prav-
dépodobnost jevi uvedenych ve zminéné iloze (tam
jsme je odhadli opakovanim velkého mnoZstvi pokus).
Porovnejte vysledky.

Uloha 9.6. Dvakrat hodime hraci kostkou a body, které
padly, seéteme. Ozna&me A, jev, Ze dostaneme soudet k.’
Urtete pravdépodobnost P(4;) pro vSechna moZna k.
Pro které k je P(Ai) nejvétsi?

Névod: Vysledky kédujte dvojicemi bodi, které jste
ziskali pfi 1. a 2. hodu. Dostanete prvni z nasledujicich
dvou tabulek. Druhd vznikne z prvni nahrazenim ka%dé
dvojice soudtem.
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potet bodu ziskanych 1. hodem

ng 1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6
%'§1111213l41516 1|2 3 4 5 6 7
RS | 2]21 22 23 24 25 26 213 4 5 6 7 8
%§3313233343536 3|4 5 6 7 8 9
B-g 4|41 42 43 44 45 46 4]l 5 6 7 8 910
% E| 5|51 52 53 54 55 56 516 7 8 91011
*é 6|61 62 63 64 65 66 6|7 8 9 1011 12

V dloze 9.6 jsme prostor vysledka 2 zobrazili do
mnoziny ¢&isel (kazdému vysledku z 2 jsme prifadili
pfislusny poéet bodi). Takovymto funkecim se budeme
zanedlouho vénovat.

Uloha 9.7. Urdete pravdépodobnost, Ze vyhrajete I. po-
fadi

a) ve sportce,

b) v sazce.

Uloha 9.8. V sérii n vyrobki je jich m vadnych. Vyrob-
ky pfisly do prodejny. Nakup r vyrobki je nahodny
vybér r prvki z urny, kterd obsahuje uvazovanou sérii.
Uréete pravdépodobnost, Ze mezi r zakoupenymi vyrob-
ky bude k vadnych (vada se projevi az pFi uZivéni,
v prodejné ne).

Uloha 9.9. V krabici je 100 droubt a 10 z nich je vad-
nych. Z krabice vytahneme poslepu 10 Sroubl. Urdete
pravdépodobnost, Ze vSechny vytaZené Srouby budou
dobré.
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9.3. GEOMETRICKA PRAVDEPODOBNOST

V tomto odstavci se budeme zabyvat nékterymi neko-
nednymi prostory.

Pifklad 9.3. Na obvod terde rulety je navinut interval
{0,1). Ka¥dému bodu obvodu terée odpovidd pravé
jedno’ redlné &fslo z tohoto intervalu. Pozorujeme-li,
v kterém bodé se zastavi roztoend Sipka rulety, dosta-
neme ¢&islo. Bude to &islo ndhodné vybrané ruletou
a budeme jim kédovat vysledek tohoto nahodného po-
kusu. Je-li ruleta dobra, ma kazdy vysledek stejnou
fanci, stejné jako tomu bylo u rulety & 4. Rozdil je
v tom, Ze ted je vysledkt nekoneéné mnoho, 2 = (0,1).
UvaZujme nésledujici dva jevy souvisejici s nasfm po-

kusem:
A: ruleta vybere &islo vétsi nez -;— .

B: ruleta vybere &islo —;, .

Témto jevim odpovidaji podmnoZiny 4 = [% , 1],

B = {%} prostoru vysledkti. Poméru poétu vysledki

pifznivych pro jev A4 k podtu viech vysledkid bude ted
odpovidat pomér délky mnoZiny A4 k délce celého prosto-
ru. Nase dvahy o klasickém prostoru miZeme zobecnit
nasledujicim zptsobem: Je-li prostor vysledki tsetka
a viechny vysledky jsou stejné mozné, je

délka mnoziny A

(1) P(4) = délka prostoru £2
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Je-li prostor vysledki usetka, jevy budou takové jeji

podmnoziny, které maji délku. MnoZina jevi S bude

mnozZina podmnozZin prostoru £2, které maji délku.
Dostavame odtud

1
2 b

v-4|NJ|'—'

P(d) =

P(B) =0,

i kdyZ B + #. K ¢emu ndm muze jev B poslouzit? Kde
jsme hledali pfiklad takového jevu?

Pfiklad 9.4. Dva rytiii X a Y se maji utkat v souboji.
Utkan{ ma probéhnout v éasovém rozmezf, které oznaéi-
me jako interval ( 0,1). KaZdy rytif si pomoci rulety
(z minulého pifkladu) vybere dobu, kdy se objevi na
urditém misté. Podle dohody nebude jeden na druhého
tekat déle nez &tvrt hodiny. Nahoda muZe tedy zpi-
sobit, Ze se neutkajf, souboj pak bude zrusen. K tomu
dojde, bude-li 8asovy rozdil mezi jejich pifchody na

misto souboje vétsi nez T

Vybér doby prichodu na misto souboje je nahodny
pokus. Pismenem z ozna¢me dobu, kterou si vybral
rytif X, a pismenem y dobu rytife Y. Prostor vysledku
je mnoZina viech dvojic (z,y) takovych, Ze x € (0,1)
a y € (0,1). Kazdé dvojici éisel odpovidd bod roviny.
Prostor vysledku bude tedy podmnozina roviny, a to
¢tverec (obr. 9.1).

Ruleta zaruduje, Ze kady vysledek (kaZdy bod) je
stejné moZny. Prostor vysledki je opét nekoneény a vy-
sledky jsou — podobné jako u klasického prostoru —
stejné moZné. UvaZzujme dva jevy souvisejici s nasfm
soubojem.
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Obr. 9.1. Doba p#ichodu na souboj

A: k souboji dojde,

B: oba rytifi si vyberou tutéz dobu.
Pro jev A jsou pifznivé pravé ty dvojice (z, y), pro néz
e —y| < % . Pro jev B dvojice, v nichZ # = y. Jevu

A odpovida vySrafovany Sestiihelnik, jevu B tse8ka OP
(viz obr. 9.1).

Prostor vysledkd svym charakterem opét pfipomina
klasicky prostor. Pravdépodobnost jevu bude pomér
obsahu jevu k obsahu celého prostoru vysledku.

Je-li prostor vysledkt podmnoZinou roviny, mé-li
obsah a jsou-li viechny vysledky stejné moiné, je

(2) P(4) =

V tomto pripadé budou jevy takové podmnoziny
prostoru 2, které maji obsah. Viechny takovéto pod-
mnoziny vytvoi{ mnozinu jevi S.

Pravdépodobnost definovana vzorci (1) a (2) se nazy-
va geometrickd pravdépodobnost.

obsah mnoZiny A
obsah prostoru 2 °
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Uloha 9.10. Uréete P(4) a P(B) pro jevy A, B z piikla-
du 9.4.

Piiklad 9.5. Pti st¥elbé do terée je prostor vysledki terd.
Je to podmnozina roviny, kterd ma obsah (teré je kruh).
Vysledky vsak v tomto pfipadé nejsou stejné mozné.
Sledujeme-li, jak jsou zdsahy rozloZeny, vidime, Ze
tastéji jsou zasahovany body pobliZ stiedu (vidyt na
stfed mifime). V pfipadé tohoto nekoneéného prostoru
vysledki nelze tedy pravdépodobnost definovat vzor-
cem (2).

Uloha 9.11. Mezi misty 4 a B vzdilenymi 10 km bylo
pferudeno telefonni spojeni. Uréete pravdépodobnost,
Ze misto poruchy je od mista 4 vzdaleno méné nez
500 m.

Uloha 9.12. Pomocf rulety s navinutym intervalem ( 0,1)
vybirame dvé &fsla b, c¢. Urdete pravdépodobnost, Ze

rovnice z2 4+ 2 ]/Ex + ¢ = 0 bude mit feSenf v oboru
redlnych é&isel.

. 9.4. URCOVANI GEOMETRICKYCH
PRAVDEPODOBNOSTI A METODA MONTE CARLO

Na milimetrovém papiru vyznaéme &tverec o strané
10 cm a povaZujme ho za jednotkovy &tverec. Bude zna-
zorniovat prostor vysledkd pro ndhodny vybér dvou
tisel z intervalu (0,1) pomoci rulety. Vybér miZeme si-
mulovat pomoci tabulek nahodnych é&isel. Dvojici ¢&islic
z tabulky budeme chépat jako prvni a druhou é¢fslici
za desetinnou édrkou vybraného é&isla. Napr. dvojici 32
odpovida &islo 0,32: Nahodné é&fslice budeme ¢&fst po
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Obr. 9.2. tverec s néhodnymi body

Stytech. Napt. &tvefici 3206 odpovidé vysledek z prosto-
ru Q — dvojice &sel (0,32; 0,08).

Vezméme nadi tabulku a ¥téme &tvetice éfslic od za-
datku. Prisluéné body zakreslujme do dtverce . Za-
kreslfme-li 200 bodid, bude &tverec poset néhodnymi
body. Jejich celkem rovnomérné rozloZenf potvrzuje
stejné Sance viech bodu (ted jde o body s raciondlnfmi
soaradnicemi). Pro pravdépodobnost P(4) dostdvdme
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(3 P(4) =
. potet zakreslenych bodi, které pa,dly do mnoziny A
= podet viech zakreslenych bodi

Do mnoziny odpovidajicf jevu A z pifkladu 9.4 padlo

87 bodu. Simulaci jsme dostali hodnotu P(4) == 28—(;70 =

= 0,435. V 1loze 9.10 jsme dostali P(4) = 1—2 == 0,4375.
Vidime, %e vysledky se li§f jen nepatrné.

Na obr. 9.2 je ve étverci kromé ndhodnych bodd za-
kresleno né&kolik ttvard. Jsou to trojihelntk 7' =
= AOAB, srdce S a kruh K. Pfedstavme si hru, p#
které se ruletou vybird dvojice &isel z intervalu (0,1).
Padne-li pfisludny bod do srdce 8, vyhravéte s korun.
Jevu, Ze vyhrajete s korun, odpovidd mnoZina 8. Po-
kldddme-li obsah prostoru vysledkd za jednotkovy, je
podle vzorce (2) P(S) = obsah ttvaru S. Na druhé stra-
né pomoci simulace dostdvdme

podet ndhodnych bodd, které padly do 8
celkovy podet nahodnych boda

P(S) =
Vidime, %e tak mtZeme urdovat obsah rovinnych Gtva-
ru obsaZenych v Q:

(4) obsah dtvaru F =

poéet nahodnych bodd, které padly do F
celkovy poéet ndhodnych bodi

A to je podstata mefody Monte O’arlo
Obsah trojihelnfku 7' je roven — . Podle (3) dosta-

neme, %e obsah trojihelnfku 7' je pi"ibliiné . Do
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trojihelnfku 7' totiz padlo 95 bodi. Vidime, %e obé
hodnoty se jen malo lisf.

Obseh kruhu K o poloméru %je roven —i— 7. Metoda
Monte Carlo urduje, %fe obsah kruhu K je ptiblizné

162 , 1 . .
200 — 0,81. Odtud dostdvame = 0,81 neboli

7= 4.0,81 = 3,24, Urédili jsme tak pt#ibliznou hodnotu
¢isla w. Kdybychom méli ndhodnych bodu vice, uréili
bychom ji jeté presndji.

Pro ttvar S dostaneme, Ze jeho obsah je pfibliZné

31
roven 200 0,155.

Na prithlednou f6lii miZeme kreslit rozmanité Gtvary
obsa¥ené v naSem &tverci. PliloZime-li félii na obrazek
se zakreslenymi ndhodnymi body a poditdme piislus-
né body, urdfme pfibliZné obsah obrazctt metodou Monte
Carlo.
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10. kapitola

JESTE JEDNOU HONICKA NA SACHOVNICI
A KVOCNY NA YEJCICH NEBOLI
BERNOULLIOVO SCHEMA

10.1 BERNOULLIUY POKUS

Budeme se zabyvat kvod¢nou sedici na vejcich. Z kazdé-
ho vejce se vylihne kohoutek nebo slepitka. Predpoklé-
dame-li, Ze vejce jsou zdravd, jind moZnost neni. O tom,
co se vylihne, rozhoduje ndhoda. Bude-li to slepi¢ka,
bude to hospodyné povaZovat za tspéch, bude-li to ko-
houtek, za netispéch. Z kohoutka totiZ mnoho uZitku
neni, jakmile povyroste, bude se muset zabit. Sleduje-
me-li, co se z vejce vylihne, providime nahodny pokus
se dvéma vysledky. Vysezeni n vajec je vlastné totéz
jako n-ndsobné vysezeni jednoho vejce.

Sledujme &innost kontrolora v tovarné. Zkouma kazdy
zhotoveny vyrobek, je-li dobry nebo vadny. Zkouska
vede k jednomu ze dvou vysledki: vyrobek je dobry,
nebo je to zmetek. Odhalenf zmetku je pro kontrolora
tspéch.

Definice 10.1. Nahodny pokus, ktery mé dvouprvkovy
prostor vysledki, se nazyva Bernoullitw pokus.*)

Hod minci, hod s-kostkou, zji§téni pohlavi narozené-
ho ditéte, zjisténi, vzklidilo-li zaseté semeno, zkoumdnf,
je-li vyrobek vadny, jsou Bernoulliovy pokusy. U Ber-

*) J. Bernoulli (1654—1705), Svycarsky matematik a fyzik,
ktery polozil zéklady teorie pravdépodobnosti.
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noulliovych pokusti budeme také mluvit o ispéchu a ne-
aspéchu. Slovo netispéch nebude mit pfitom zéporné
zabarveni. Uspéch budeme kédovat &fslici 1 a netspéch
dislici 0. Dale budeme oznadovat P(1) = p, P(0) = g¢.

Znéme riazné piiklady Bernoulliovych pokusi a zné-
me také viceetapové nahodné pokusy souvisejici s Ber-
noulliovym pokusem. Napf. pokus, ktery jsme nazvali
dekanf na prvn{ Gspéch (pifklad 2.6), spodivd v opako-
vani Bernoulliova pokusu tak dlouho, a% se poprvé do-
stavi Gspéch.

10.2. BERNOULLIOVO SCHEMA
JAKO NAHODNA PROCHAZEKA

Vratme se k zévodim na Sachovnici (odst. 6.3). Sachov-
nici jsme nahradili jednoduchou siti. Pripomerime si to:
Bernoullitv pokus je ted hod s-kostkou. Skonéf-li pokus

O AN

b b b} b
Obr. 10.1.

dspéchem, figurka postoupi na jihovychod, skonéi-li ne-
aspéchem, na jihozdapad (obr. 10.1). Po trojim zopako-
véni téhoZ pokusu se figurka dostane od jednoho z cfla 5.

Uvedeny nahodny pokus je pfiklad nahodné prochéz-
ky. Nékdo jiny by viak mohl fici, Ze to je troji opakova-
ni stejného Bernoulliova pokusu.
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Jak budeme kédovat vysledky na&i prochézky, zaji-
ma-li nds, kudy a ke kterému cfli figurka putovala?
U nédhodnych prochdzek jsme vysledky kédovali cesta-
mi, které ndhode figurce uréila. Véimnéte si silné vyzna-
dené cesty na obr. 10.1. Nejsnadnéji ji zakédujeme trojici
011. Trojice z nul a jednidek si odpovidajf s cestami v sfti.
Cest v sfti je pravé tolik jako takovych trojic. Jsou to
ti{prvkové variace ze dvou prvku {0, 1} a je jich 22
Tolik vysledk obsahuje prostor £2 ndhodné prochézky,
a tedy i trojtho opakovani Bernoulliova pokusu.

Kdyby kvoéna sedéla na tfech vejcich, mohli bychom
zjistovani, co se z nich vyklube, spojit s prochdzkou po
sfti z obr. 10.1. Sit m4 tfi Grovné, ka%dé odpovidé jedno-
mu opakovin{ pokusu. Vylihne-li se slepika, figurka se
posune na jihovychod, vylihne-li se kohoutek, na jiho-
zéapad. Prubséh lihnut{ modelujeme ndhodnou prochéz-
kou po siti.

Nahodny jev, Ze se vylihne k& slepidek, se v jazyce na-
hodnych prochédzek vyjadi{ tak, %e se figurka dostane
k cfli b} (¢ =0, 1, 2, 3). MiZeme to popsat jestdé jinak:
Pii trojndsobném opakovédnf pokusu nastane pravé
k-krat Gspéch. Tento jev oznadime Bj.

Kvoéna muZe sedét na n vejeich, kontrolor mize pro-
hlédnout n vyrobkil, zahradnik miZe sledovat n zase-
tych semen atd.

Definice 10.2. Ndhodny pokus spoéfvajici v n-ndsobném
opakovani téhoz Bernoulliova pokusu nagyvéme Ber-
noulliovo schéma s n pokusy.

Jev B} znamend, ze v Bernoulliové schématu s » pd-
kusy nastal dspéch pravé k-krat.
Vratme se opét ke kvodné sedici na tfech vejcich. Pro

jev B! je pHznivych (Z) vysledkii. Prévé tolik cest
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vede k cili b}. Zakédujeme napi. jev B — kvodna vy-
sed{ prave dvé slepi¢ky ze tif vajec.

B} = {011, 101, 110}
Podle pravidla ndsobeni je P(011) = ¢gpp = p%,
P(101) = pgp = p*%q a P(110) = ppq = p*q. Kaidy vy-
sledek pfiznivy pro jev B} mé tutéZ pravdépodobnost

p*q. Zapidme ji ve tvaru p?g*-?. Pravdépodobnost P(Bj)
je soudet stejnych séftanci, kterych je (2), a tedy

P(BY) = @)p*g*2.
Podobnymi vivahami najdeme vzorce pro pravdépodob-
nost ostatnich jevu B§, B2, B3.

UvaZujem Bernoulliovo schéma s n pokusy a jev Bj.
Je pro néj piiznivych pravé tolik vysledki, kolik cest
vede v pifslu§nym zpiisobem prodlouZené siti k cili 53.
Tato sit bude mit » trovni a » + 1 cfli. Oznad¢ime je
od zépadu k vychodu &3, 8%, ..., b2. Jejich indexy obsa-
hujf informace o cestich, které k nim vedou. Horni
index udédva poéet kroku od startu do cfle (podet poku-
s), doln{ index pak podet krokf sméfujicich na jiho-
vychod (podet dspéchu).

K cfli 5 vede (Z’) cest. Pro jev B} je priznivych [;:)

vysledki. KaZzdému vysledku pifznivému pro jev B
odpovidé n-tice, v niZ je pravé k jednidek. Odpovidéd mu
cesta sklddajici se z n dseki, z nichZ pravé k sméfuje
na jihovychod a n—Fk na jihozapad. Pravdépodobnost
vysledku je rovna pravdépodobnosti prichodu cestou,
ktera mu odpovida. Podle pravidla nisobeni dostdvame:

Véta 10.1. Pravdépodobnost katdého vysledku priznivého
pro jev B} je prgr*. Je to pravdépodobnost prichodu
cestou vedouct k cils b}.
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K cili b} vede [Z’] raznych cest. Pro jev Bf je tedy

piiznivych (Z] vysledkd. Pravdépodobnost priichodu
ka%dou z cest vedoucich k cili b} je stejnd a podle v&ty
10.1 je rovna p*g*—*. Podle pravidla séftan{ je tedy prav-
dépodobnost dosaZenf cile b} (bez ohledu na to, kterou

cestou) soudet (Z) séftancu, rovnych prgr—*.

Vita 10.2. Pravdépodobnost dosaZeni cile b je rovna
e

Dosazeni cile b odpovidd v Bernoulliové schématu
s n pokusy jevu Bj.

Véta 10.3. Oznaéuje-li B} jev, %e v Bernoulliové schématu
8 n pokusy nastane prdvé k-krdt dspéch a p je pravdépo-
dobnost dspéchu v jednom pokusu, ¢ = 1 — p, platt pro
EF=0,1,2 ... 0 :

PEY = (}) P

Vsimnéte si, Ze jevy B3, Bi, ..., B? jsou vzdjemné dis-
junktni a jejich sjednocenf je jisty jev.

Uloha 10.1. Ukaite, %e P(Bg) + P(B}) +... + P(Bp) = 1.

Piiklad 10.1. V autobusovych gardZich je 10 autobusi.
Vsechny se denné kontrolujf, nez vyjedou. Z dlouhodo-
bé zkulenosti je znamo, %e pravdépodobnost, Ze autobus
bude v daném dni schopen provozu, je rovna 0,8. Urdete
pravdépodobnost, %e v daném dni bude schopno provo-
zu prave 6 autobusi.
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Kontrola postupné prohlizi kaZzdy z deseti autobust.
Je-li autobus schopen provozu, mluvime o tspéchu.
Pravdépodobnost ispéchu je 0,8. Netspéch bude druhy
vysledek prohlidky — autobus neni v poradku. Pravdé-
podobnost netspéchu je ¢ =1—p = 0,2. Prohlidka
jednoho autobusu je Bernoullitv pokus. Kontrola deseti
autobust je desetindsobné opakovén{ téhoZ pokusu, tedy
Bernoulliovo schéma s deseti pokusy. Jev, #e pravé
6 autobusii bude schopno provozu, je jev B'. Podle
véty 10.3 je

P31 = (1g) 080,20
Uloha 10.2. Urkete pravdspodobnost, Ze v daném dni
budou schopny provozu aspoi 4 autobusy.

Uloha 10.3. Urdete pravdépodobnost, %e kvoéna vysedi
ze Sesti vajec pravé &tyti slepidky. Uréete pravdépodob-
nost jevi

a) vylihne se stejné slepidek i kohoutk,

b) vylihnou se nanejvyse dva kohoutci,

¢) vylihnou se nanejvys tii slepitky.

Uloha 10.4. Kligivost semen urditého druhu bobu je 0,98.
To znamend, ze P(semeno vykliéf) = 0,98.

K pokusnym tdelim bylo zasazeno 10 semen. Urdete
pravdépodobnost, Ze z nich

a) vykliéi praveé 8,

b) nevykliéi ani jedno.

10.8. GALTONOVA DESKA CILI OPET 0 SIMULACI

Bernoulliovo schéma jsme modelovali pomocf ndhodnych
prochazek po siti. Na obr. 10.2 je zndzornén jednoduchy
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Obr. 10.2.

pistroj, tzv. Galtonova deska. Sestitihelnikové vystup-
ky jsou oddéleny ulitkami. Vhodime-li do horniho otvo-
ru kulidku, bude se &tytikrat ,,rozhodovat‘‘, kudy padat.
Rozhodne o tom nihoda. Bludi§té mé takovy tvar, Ze
na ka’dém rozcesti je Sance pro vybér levé ulitky
(ispéch) stejnd jako pro vybér pravé (nedspéch). Na-
konec kulitka spadne do jedné z péti prihradek — to
jsou cfle. Kdybychom desku nakreslili schematicky, do-
stali bychom znémou sif pro Bernoulliovo schéma se
Styfmi pokusy. Prihradky proto oznadéime stejné jako
cile v sfti. Abychom odhadli pravdépodobnost, Ze pfi
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néhodné prochizce dojde figurka do urditého cfle, po-
stavili jsme na start ne jednu, ale vice figurek. Nasypme
tedy do nageho piistroje m kulidek. Budeme tak simulo-
vat m-nasobné opakovani prochdzky. Prochézka je viak
Bernoulliovo schéma se étyimi pokusy a s pravdépodob-
nosti dspéchu v jednotlivém pokusu p = —;— . Véimnéte
si, Ze Galtonova deska také zndzorfiuje sezeni na vejeich.
Vhodime-li do nf jednu kuli¢ku, odpovidd to vysezeni
Styt vajec. Spadne-li kulidka do pfihradky bf, znamené
to, Ze se vylfhly pravé &tyii slepidky.

Do hornfho otvoru pifstroje jsme tedy nasypali vétsi
mnozstvi kuli¢ek. Sledujme, jak se kulié¢ky rozdsélf, jaké
d4st se jich objevi v jednotlivych pfihrddkich — cilech.
Vysledek bude piekvapujici. Podty kulidek, které se do-
stanou k cflim, budou imérné podtu cest, které k nim
vedou, tedy é&fslim

(-0~

(Kde jsou tato é&fsla v Pascalové trojihelniku?) Galto-
nova deska umoziiuje simulovat Bernoulliovo schéma

pro p =—;-.Prodlouiime-li desku smérem dold, bude

odpovidat schématu s vétiim poétem pokust.

Pomoc{ Galtonovy desky miZeme tedy uréovat prav-
dépodobnost souvisejic{ s Bernoulliovym schématem.

Uloha 10.5. Jak byste pomoci Galtonovy desky urdili
pravdépodobnost jevu B}® — kvoéna vysedf z deseti
vajec pravé k slepitek (k =0, 1,2, ..., 10)?
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10.4. POCET USPECHYU V BERNOULLIOVE
SCHEMATU. OPET PRAVDEPODOBNOSTNI{
POCITADLO

Vysledky sezeni na vejcich kédujeme n-ticemi tspéchi
a netspéchi (jedni¢ek a nul). Hospodyné povaZuje za
tspéch podet slepidek, coZ je podet tispéchii v Bernoullio-
vé schématu. Jev, Ze se vylihne k slepitek, miZeme vyjé-
diit takto: V Bernoulliové schématu nastane pravé k-krat
uspéch. Sedi-li kvoéna na n vejcich, jde o jev By. Véta 10.3
udava vzorec pro vypodet jeho pravdépodobnosti.

Nastane-li pravé k uspéchu, je to totéz, jako kdy¥ se
figurka dostane k cili 3. Pomoci pravdépodobnostniho
potitadla uréime pro n = 3 pravdépodobnost jevu, Ze
podet tspéchti bude roven k. Galtonova deska nam
princip poditadla pfipomnéla. V bludiSti na desce se
kulidky rozdéli ndhodné, i kdyZ se zda, %e ndhoda se
F{di urditymi zdkony. Na poéitadle viak situaci ideali-
zujeme — na kaZdém rozcesti jde polovina figurek na
jednu stranu a polovina na druhou. Staéi postavit na
start 8 figurek. K cili b} dojde 1, k cili 4 dojdou 3,
k cfli b3 dojdou 3 a k cili b3 dojde 1. Je tedy

P(podet tispéchii je 0) = P(B3) = _;_ ,

P(podet tispéchii je 1) = P(B}) = _3_ ,

P(potet tispicha je 2) = P(BY) = o,
1

P(podet tspéchii je 3) = P(B}) = 5

TytéZ hodnoty bychom dostali podle véty 10.3.
Pod sit nakreslime osu a na nf vyzna¢ime body, které
budou odpovidat podtu uspéchi (obr. 10.3). Pro kazdé &
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jsme uréili pravdépodobnost, e nastane pravé k dsps-
chii. PfipiSme je tedy pod pfisluiné body osy.

Uvédomte si, Ze jsme kazdému vysledku Bernoulliova
schématu pfifadili pravé jedno &fslo, totiZ podet dspéchi.
Vysledky Bernoulliova schématu jsou n-tice nul a jedni-
dek. Cislo pfitazené vysledku je podet jednidek v n-tici.
Toto ptifagen{ je funkce definovand na prostoru vysled-
kt. S podobnymi funkcemi jsme se uz sezndmili pFi né-
hodnych hrach. Jsou to ndhodné veli¢iny. Ndhodnou
velitinu, ktera uvidi podet tspéchii v Bernoulliové
schématu, s n pokusy oznaéme §,.

b, b; b; by

potet dspéchb ~ 0 1 2 3

) jeho pravdépodobnost é@ % @
Obr. 10.3.

Uloha 10.6. V uréitém Bernoulliové schématu je pravdé-
podobnost p = % . Urdete hodnoty néhodné velidiny S,

(podet dspéchti v Bernoulliové schématu se ¢tyfmi po-
kusy). Ke ka#dé 3 téchto hodnot urdete piislusnou prav-
dépodobnost pomoci pravdépodobnostniho poéitadla.
Informace o funkei S, zapiste do obrdzku (podobné jako
obr. 10.3).
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11. kapitola

NAHODNE VELICINY

11.1. V0D

Vysledky ndhodnych pokust jsme kédovali riznym
zpilisobem. Pomocf &fsel, bodu i n-tic. Nejéastéji je bu-
deme spojovat s &sly.

Priklad 11.1. Pfi klasické h¥e o penize se héz{ minci.
Vysledek p znamenad, Ze hréé X vyhraje korunu. Hrdd X
ho tedy spojuje s éislem 1. Vysledek ! znamené, %e hraé X
korunu prohraje — bude ho spojovat s éfslem —-1.
Hr4ié X tak nevédomky zobrazil prostor vysledki hodu
mincf do mnoZiny &isel. Na obr. 11.1 je graf, ktery toto
zobrazen{ znédzorfiuje. Ozna&fme-li zobrazenf pismenem
X, plati X(p) =1, X(I) = —1.

Obr. 11.1.

Pifklad 11.2. V uloze 9.6 jsme hézeli dvakrat kostkou.
Hrég ziskd soudet bodu z obou hodi. KaZdy vysledek
dvou hodi (tj. dvojici &fsel) hraé spojuje s &fslem. Dvoji-
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ci 3, 5 prifadf ¢slo 3 + 5 = 8. Hraé tedy zobrazi
prostor vysledktt do mnoZiny &isel. Oznadime-li toto
zobrazen{ (funkeci) pismenem Y, je napf. Y(35) =3 +
+ 5 = 8. Na obr. 11.2 je zobrazeni zndzornéno (srov-
nejte je s tabulkou v tloze 9.6).

14

-

— : N
(11 12 13 14 15 16 3 4 5 6 7
21 22 23 24 25 26 3 4 § 6 7 8

Ve Y

31 32 33 34 35 36 4 5 -] 7 8 9
41 42 43 44 45 46 5 6 7 8 g 10
51 52 53 54 55 56 6 7 8 9 10 1N
61 62 63 €4 65 66 L7 8 9 10 1 12

|\ J _/

prostor vysiedkl Q obor hodnot funkce Y

Obr. 11.2. Soudet bodti, které padly p¥i dvou hodech kostkou

Piiklad 11.3. Vysledkem stfelby do terde je zasaZeny
bod. Prostor vysledku je terd rozdéleny na odislované
éasti. Vysledek si stfelec spojuje s pottem bodi, které
ziskal, coZ je &islo &dsti, kterou zaséhl. Stirelec také
zobrazil prostor vysledkid do ¢iselné mnoZiny. Znézorné-
te toto zobrazeni graficky.

Priklad 11.4. Otcové jsou zv143€ §fastni, kdy se jim narodf
syn. Otec, ktery si naplanoval t¥i déti, bude s ka%dym
vysledkem ndm uZ zndmého pokusu spojovat tspéch
8 poétem chlapci mezi tfemi détmi. To je také zobrazenf
prostoru vysledkd do mnoZiny &isel. Toto zobrazenf
(funkeci) ozna¢me pismenem S, Napt. je S(299) = 0.
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Obr. 11.3. Podet chlaped mezi tfemi détmi

Piiklad 11.5. (Doba &¢ekani na prvni Gspéch.) Vratme se
k ndhodnému pokusu, kterému jsme Fikali dekdni na
prvni uspéch. Opakuje se zde tentyZ Bernoullitv pokus
tak dlouho, aZ se poprvé dostavi dspéch. Predpoklada-
me piitom, %e pokusy provadime napf. v minutovych
intervalech. S kaZdym vysledkem spojujeme dobu —
potet pokusi (minut). Je to opét funkce, ktera zobrazuje
prostor vysledkd 2 do mnoZiny &fsel. Oznaéme ji pisme-
nem 7' (viz obr. 11.4). Objevuje se tu zajimavy pro-
blém, jak dlouho se musi primérné na takovy tdspéch
dekat.

Piiklad 11.6. S kazdym vysledkem lovu v piikladu 5.8
muZeme spojit potet kachen, které ho preZily. Nap¥. pii
vysledku 23522 prezily 3 kachny (totiz kachny 1, 4 a 6).
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000 001 . — 3
0001 —= 4

Obr. 11.4, Doba éekén{ na prvnf dspéch

Oznadime-li tuto funkeci Z, dostdvdme napi. Z(11111) =
= b, Z(66666) = 5, Z(12345) = 1 atd.

Uloha 11.1. V tloze 5.12 o fediteli, dopisech a sekretaice
jsme méli nahodny pokus, s jehoZ vysledky spojime
podet dopist, které dosly na spravnou adresu. Oznadte

tuto funkei pismenem U a najdéte jeji hodnoty pro né-
kolik vysledkd z £2.

Uloha 11.2. Hospodyni zajimé podet slepidek, které vy-
sedf kvodna (Gloha 5.13). Kazdému vysledku sezenf na
vejcich pritadme podet slepidek. Opét dostdvame zobra-
zen{ prostoru vysledki do mnoZiny &isel. Zakédujte vy-
sledky (nakreslete strom) a zobrazeni zndzornéte grafic-
ky (podobné jako na obr. 11.3).

Na ka%dém kroku se setkdvame s kédovinim vysledka
riznych pokusd pomocf &fsel a se spojovanim vysledki
8 redlnymi &fsly. S ndhodné koupenym bochidnkem napf.
spojime podet rozinek, které obsahuje. S ndhodné kou-
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penou krabitkou zapalek spojime podet zapalek, které
v ni najdeme. Poéditame-li vozidla, ktera projela uréitym
tsekem silnice v urditych &asovych intervalech, provadi-
me ndhodny pokus. Jeho vysledky zakddujeme podtem
vozidel. S témito ¢isly miZeme ddle spojit napt. podty
nékladnich vozidel, kterd tudy projela. Kazdému pied-
staveni v kiné plifazujeme podet prodanych listki.
Spojovéni vysledki ndhodného pokusu s &islem uZ davno
zname. KdyZ jsme si hrali na zavod v béhu, méfili jsme
dobu béhu. Kazdému zdvodu jsme pfifadili dobu jeho
trvani. Byl to podet hodi potiebnych k zédvodu. Po-
dobné jsme kazdému vysledku ndmotni bitvy pfifadili
podet vypalenych stiel.

11.2. NAHODNA VELICINA

V piikladech, které jsme uvedli, byl vidy prostor 2
zobrazen do mnoziny redlnych ¢&isel. Tato zajimava
zobrazen{ jsou funkce, definované na prostoru vysledk.
Budeme je oznadovat velkymi pismeny z konce abecedy.

Definice 11.1. Zobrazeni prostoru vysledkd £ do mno#zi-
ny realnych ¢&isel se nazyva ndhodnd velidina.

My se budeme zabyvat jen ndhodnymi veliéinami
souvisejicimi s pokusy, které maji koneény podet vy-
sledku.

Nahodné velidiny jsou napt. X, ¥, S,;, T z predcha-
zejicich pifkladd. Hodnotami ndhodné velidiny Y z p¥i-
kladu 11.2 jsou é&fsla 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12,
S kaZdou hodnotou muZeme spojit podmnoZinu viech
vysledki, kterym funkce ¥ tuto hodnotu pfifazuje. Pro
hodnotu 2 je to mnozina {11}, pro hodnotu 3 mno#ina
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{21, 12}, pro 4 mnoZina {13, 22, 31} atd. Nejvétii je tato
mnoZina pro hodnotu 7 — (186, 25 34, 43, 52, 61}. Uvede-
né mnoZiny snadno urédime z obr. 11.2.

Mnozina {16, 25, 34, 43, 52, 61} je mnoZina viech vy-
sledkt w € 2, pro které je Y(w) = 7. Tato mnoZina je
vlastné jev. Oznadime ho {Y = 7} a jeho pravdépodob-
nost oznaéime P(Y = 7). Podobné pro ostatni hodnoty
néhodné proménné Y: Pro k = 2, 3, 4, ..., 11, 12 ozna-
¢ime {Y =k} jev, %e funkce Y nabyva hodnoty k.
Pravdépodobnost tohoto jevu oznadime P(Y = k) a bu-
deme mluvit o pravdépodobnosti, s niZ nahodné velidi-
na Y nabyvé hodnoty %.

Uloha 11.3. Vysvétlete, proé je P(Y = 2) = —,

P(Y =3) = 2 . Pomoci obr. 11.2 najdéte pravdepo-

dobnosti, s nimiZ nabyva ndhodné veli¢ina ¥ ostatnich
hodnot.

Pfiklad 11.7. V piikladu 11.4 jsme zavedli ndhodnou ve-
lidinu 8,, kterd katdému vysledku zjisténi pohlavi tif
narozenych déti pfifazovala podet chlapct. Tato ndhod-
né velidina nabyva hodnot 0, 1, 2, 3. Z obr. 11.3 snadno
vyétete mnoziny {S, = k} pro k = 0, 1, 2, 3. Utrhnete
ze stromu vysledky, pro které S, nabyvid hodnoty 1.
Dostaneme mnozinu {228, 239, 39%)}, coz je jev S, = 1.

Platf tedy P(S; = 1) = % . Snadno zjistime, Ze P(S; =

—0) =, P8, =2) = — a P(S, = 3) = . Skak

dou hodnotou nahodné velidiny spojujeme tedy ¢&islo,
které uddva pravdépodobnost, s niz muze veli¢ina déto
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hodnoty nabyvat. Informace o ndhodné veliéing uspo-
fddame do tabulky

k 0| 1| 2] 8| hodnoty funkce S,

1 3 3 1
P(S;=k) e jejich pravdépodobnosti

Jinym zpisobem muZeme tuto informaci vyjadfit na
¢iselné ose. K bodim osy, které odpovidaji hodnotdm
nédhodné velidiny, pfipi§eme hodnoty pravdépodobnosti,
8 nfiZ velidina miZe této hodnoty nabyvat. Na obr. 11.5
je grafické vyjéddreni informace o ndhodné veli¢iné S,.

Obr. 11.5.

Tabulka i obr. 11.5 vyjadfuji rozloZeni nahodné veli-
¢iny 8. Uz diive jsme urdovali rozloZeni nékterych né-
hodnych veligin. Slo o velidiny, které souvisely s naSimi
ndhodnymi hrami. RozloZeni ndhodné veliéiny budeme
vyjadfovat bud tabulkou, nebo pomoci &iselné osy. Do
prvniho fadku tabulky napiSeme hodnoty, kterych na-
hodné velidina nabyva (uspofddéme je podle velikosti)
a pod né do druhého fddku napiSeme pifslu§né pravdé-
podobnosti.

Priklad 11.8. P¥i urdité hi¥e se hdzi kostkou. Padne-li
liché &islo, ztréci se 1 bod. Padne-li Sestka, ziskavajf se
dva body. Padne-li dvojka nebo &tyika, ziskdva se 1/2
bodu. Hraé tedy spojuje kaZdy vysledek s poétem ziska-
nych bodd. Plati
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X([]) = X([-=]) = X([z]) = —1,

X([]) = X([:]) = 1/2,

X([z]) =2
Vysledky jsme opét zakddovali obrdzkem stény, kterd
se po hodu objevila nahofe. Néhodné velidina X nabyvé

hodnot —1 2. Dostdvame

1
’_2"’
X =0 ={[1], [, =]}
X =1/2} ={[], [}

X=2 ={{E)
P(X = —1) =-2’—,P(X =) == PX =2 = .
Informace o ndhodné velidiné X zapiSeme do tabulky
k |—1 | 2
rc=n| 3|24

Tabulka vyjadfuje rozloZeni ndhodné velitéiny X. Na
obr. 11.8 je toto rozloZeni znidzornéno na éiselné ose.
Podet uspéchi v Bernoulliové schématu je zvldstni

piipad nahodné velitiny. Je-li p = ¢ = —;— an=3je

1. 0

K

1 2

@7l

Obr. 11.6.
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jejf rozloZeni stejné jako na obr. 11.5. Oznadme S, n4a-
hodnou veli¢inu, kterd udava polet tsp&cht v Bernou-
lliové schématu s n pokusy. Pravdépodobnost tspéchu
jednotlivého pokusu oznadme p. Potom pro k = 0, 1, 2,
ceomje

P(S, = k) = [;:) g,
kde ¢ = 1 — p.

Uloha 11.4. P¥i uréitém Bernoulliové pokusu je pravds-
podobnost tspéchu p = —;— . Uréete rozlozenf nahodné

velitéiny S, pomoci pravdépodobnostniho poéitadla.
Srovnejte své vysledky s hodnotami, které dostanete
z pravé uvedeného vzorce pro P(S; = k).

Uloha 11.5. P¥i ndhodné kopané jsme métili dobu trvani
zapasu. Dostali jsme tak ndhodnou veli¢inu 7'. Jeji roz-
loZen{ jsme uré¢ili pomoci simulace; je uvedeno v tabul-
ce na str. 72. Urdete pravdépodobnosti, s nimiZ muZe
veliéina T’ nabyvat svych hodnot, a srovnejte vysledky.

Uloha 11.6. V tloze 6.11 jsme urdovali rozloZeni ndhod-
né velidiny T, ktera udiva dobu béhu. Urdete jeji roz-
loZzeni podle naseho vzorce a srovnejte vysledky.

11.3. STREDNI NEBOLI PRUMERNA HODNOTA
NAHODNE VELICINY

Na krabiéce zdpalek nékdy byvéd napsan napf. pri-
mérny obsah 50 zapalek. Co to znamena? Koupite-li si
krabiéku zapalek, provedete nahodny vybér z velké
urny. Urna obsahuje vSechny krabitky, které jsou
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v prodeji. S kazdym vysledkem koupé — nahodného
vybéru, tedy s kaZdou krabitkou zipalek, muZeme
spojit podet zdpalek, které krabika obsahuje. V ridznych
krabitkach muZe byt razny podet zdpalek, ale primér-
né jich tam je kolem 50. Podet zdpalek prifazeny ka#dé
krabiéce je ndhodna velidina. Pramérnd hodnota diva
zajimavou informaci souvisejici s rozloZenim néhodné
velidiny. .

S ndhodnou veli¢inou jsme se setkali také u lovu na
kachny. KaZdému vysledku lovu pfifazovala podet
kachen, které lov preZily. Velmi zajimavé by bylo védét,
kolik kachen v priméru lov pieZije.

Kazdému zaméstnanci naseho zavodu prifadme jeho
mésiéni vydélek. Primérnd hodnota mési¢ntho vydélku
ndm jisté dé zajimavou informaci o vydéleich v zdvodé.

P#i ndhodnych hrich jsme mluvili o riznych nahod-
nych proménnych. V nékolika piipadech udavaly dobu
trvani jednoho utkani. Ptali jsme se, jak dlouho bude
v priméru utkini trvat, jaky bude primérny podet
krokii, které figurka potfebuje, aby dosla k cfli, atd.

Uvedeme si jes§té dva priklady, které vedou k dilezi-
tému pojmu, k tzv. stfedni hodnoté ndhodné velidiny..

Obr. 11.7.

Piiklad 11.9. Na obr. 11.7 je ruleta, ktera umoziuje vy-
hrit 4 Kés, 6 K&s nebo 12 Kés. Hrdd si chce zahrat
36krat. Kolik miZe vyhrat celkem a kolik v jedné hie?
Oznaéme X vyhru v jedné hie. Obrizek rulety ndm
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umozn{ uréit rozloZzeni této nahodné veli¢iny. Jeho zna-
zornéni na &iselné ose vidite na obr. 11.8. Ze souvislosti
pravdépodobnosti a pomérné &etnosti vyplyvé, Ze asi
v poloving, tj. v 18 px"ipadech, muZe poditat s vyhrou
4 Kd&s, asi ve tfetiné, tj. ve 12 piipadech, s vyhrou
6 Kés a ve zbylych 6 pripadech 8 vyhrou 12 Kdés. Celkem
mé tedy nadéji na vyhru asi

18.4 Ki&s 4+ 12.6 Kd&s + 6.12 Kds = 216 Kés.

0 b

Obr. 11.8.

Na jednu hru tedy pfipadne v priméru —— 2 Kés. To je
primérnd vyhra v ]edne hie, oznaéime j ]1 EX . Plati

EX—£.4K6 412 6Kés+%.12Kés=

l 1
=-2—.4 Kis —|——3—.6 Kds +?.12Kés

Viimnéte si, ¢ EX = 4.P(X =4) 4 6.P(X = 6) +
+ 12.P(X = 12).

Dile si pfipomeiime, jak jsme na str. 72—73 urdovali
stfedn{ dobu ET trvani jednoho utkini. Pfesnou hodno-
tu ET dostaneme, nahradime-li pomérné detnosti pii-
sluSnymi pravdépodobnostmi:

ET = 2.P(T = 2) + 4.P(T = 4) + 6.P(T = 6)

Privé provedené ivahy nas vedou k tomu, abychom
stfedni hodnotu ndhodné veli¢iny definovali takto:
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Definice 11.2. Stfedni hodnota ndhodné velidiny X, ktera
nabyvé hodnot z,, x,, ..., %, 8 pravdépodobnostmi
PX = x,), PX =), ..., P(X = =,), je &islo

EX =2, P(X = z,) + 2,.P(X =2,) + ... +
+ 20 .P(X = =,) .

Priklad 11.10. Néhodnd veliéina X je podet bodid pfi
hodu kostkou. K urdenf EX potiebujeme znét rozloZeni
ndhodné velidiny X. Vidime je na obr. 11.9. Dostdvéme

1 1 1 1 1
EX=IF+2F+3?+4?+5T+

66 6 b o e

Pfiklad 11.11. Oznadme S, polet chlapci mezi t¥emi
détmi. Pomoci pravdépodobnostniho poéitadla mize-
me zjistit rozloZeni této nahodné velidiny — vidime je
na obr. 11.10. RozloZeni jsme také u% nasli pfi jiné pif-
lezitosti. Dostdvame

3
ES, = 0.4+ 1o + 2.1 4 3.%\ — 1,5,

D

Obr. 11.1

rN

3

@

@>10
QD
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Uloha 11.7. V p¥ikladu 5.4 jsme simulovali mnohonésob-
né opakovéni zji§fovani pohlavi u trojic narozenych
déti. Vyuzijte vysledki simulace a odhadnéte ES,. Brzy
uréime ES, jinym zptsobem a uvidime, Ze se vysledky
budou dobie shodovat.

Na jednom prostoru vysledkd mtzZeme definovat vice
nahodnych veli¢in. Pak miZeme mluvit o soudtu ndhod-
nych veli¢in. Jde o soudet funkei, které maji tentyz de-
finién{ obor. Bez dikazu uvedeme nisledujici vétu:

Véta 11.1. Stfedni hodnota soultu ndhodnych velidin je
rovna soubtu stfednich hodnot téchto ndhodngjch veliéin.

PHklad 11.12. S jednim Bernoulliovym pokusem spojme
ndhodnou velidinu X, kterd udavd podet uspéchi.
Zrejmé muiZe nabyvat hodnoty O nebo 1. Daile je
PX=0)=¢q, PX=1)=p, kde p+¢=1 Na
obr. 11.11 je znazornéno rozloZeni nahodné velitiny X.

0 1
Obr. 11.11.

Dostaneme EX = 0.q + 1.p = p. Opakujeme-li tentyz
pokus nkrit, dostaneme 7z ndhodnych velidin. Oznaéme
X, potet Gspéchit v k-tém pokuse. Podet ispécht v Ber-
noulliové schématu s n pokusy je S, a déle

Sy =X, + Xy +... + X,.

Z véty 11.1 dostaneme jednoduchy vzorec pro urdeni
stiednf hodnoty podtu tispéchii v Bernoulliové schématu

ES, =np.
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Uloha 11.8. Uréete stiedni hodnotu podtu slepitek, které
vysedi kvoéna ze 30 vajec.

Uloha 11.9. Pravd¥podobnost, e mandelinka po po-
stiiku zahyne, je -i— . Kolik mandelinek v priméru za-
hyne z deseti postifkanych?

Uloha 11.10. Uréete ES, jinym zpasobem ne¥ v piikladu
11.11.
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12. kapitola

PRAVDEPODOBNOSTNf MODEL
DEDICNOSTI

12.1. KRATCE 0 DEDIENYCH VLASTNOSTECH

Zajimavy piklad praktického vyznamu teorie pravdé-
podobnuosti je vyuZitf pravdépodobnostnich metod v ge-
netice. VyloZime si zjednoduSené princip, na jehoZ zé-
klad® se dédi vlastnosti. Dédiéné vlastnosti, jako napt.
barva kvétu, barva odi, barva srsti, délka k¥idel apod.,
jsou urdoviny a prendSeny zvlastnimi itvary, tzv. geny.
Konkrétn{ vlastnost ur¢uji dva geny tvorici par. Kazda
burika organismu (s vyjimkou pohlavnich bunék) obsa-
huje stejnou dvojici genli. Geny, které uréuji danou
vlastnost, se vyskytuji ve dvou podobach, ve dvou
forméch. Jsou to tzv. alely. Jednu znaé¢me pismenem 4,
druhou pismenem a.*) V kaZdé buiice jsou dva vlidknité
dtvary, tzv. chromozémy. Geny v chromozémech ptipo-
minaji kordlky navledené na nitky. Budeme se ted za-
jimat o dvojici geni, kterd urduje néjakou vlastnost.
Jeden z gent je na prvnim a druhy na druhém chromo-
z6mu. Bud jsou oba geny 4, nebo oba a, nebo je jeden 4
a druhy a. Budeme proto mluvit o tfech genotypech
AA, aa, Aa. ProtoZe v kazdé buiice jsou geny sestaveny
stejné, muZeme uréitého jednotlivce oznadit symbolem

*) V mezindrodné vZité symbolice oznatuje A dominantn{ gen,
a recesfvni gen. Proto i my budeme geny oznalovat malym
a velkym pfsmenem.
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AA, an nebo Aa podle jeho genotypu. Genotypy 44, aa
(i jednotlivei s takto sestavenymi geny) se nazyvaji
homozygoti, genotyp Aa se nazyva heterozygot.

Pohlavni bunky é&ili gamety vznikaji délenim. Bufika
se rozd&lf na dv® &isti tak, e do kaZdé se dostane
jeden z paru chromozémii. Z heterozygota vzniknou dvé
rizné gamety, jedna s genem A, druhd s genem a.
Z homozygota vzniknou stejné gamety.

genoo —>  (AR) ® @)
o — @/.\@ @f\@ @f\@

heterozygoli vylvaieji stejny poccl gamet s genem A jako s genem a

Obr. 12.1. Gamety vytvéfené jednotlivymi genotypy

Zéklad nového organismu vznikne spojenim materské
a otcovské gamety; fikd se mu zygot. Zygot opét obsa-
huje dvojici gentt — jeden pochazi od matky, druhy od
otce. Genotyp potomka se tedy takto vytvoril uz pii
oplodnéni. Vzhledem k tomu, %e o tom, kterd matefskéd
a ktera otcovska gameta se spoji, rozhoduje nahoda, jde
o néhodny pokus. Budeme oznadovat, stejné jako biolo-
gové, symbolem @ matku a symbolem & otce. Napfse-
me-li do kole¢ka dvojici genti, dostaneme srozumitelny
kéd pro oznadovini genotypu matky a otce.

Na obr. 12.2 je jednodu$e zndzornéno kiiZeni dvou

heterozygotl, matky a otce :

Genotypy 4a, ad jsou stejné, ale dbejme presto
o pofadf. Prvnf gen dvojice bude gen od matky, druhy
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o . e «—— vylvaieni gamet

l spojovani gamet

° ° ° ° © R tavi petomk
{O pohlavi pstomka

AA Aa aA aa . se nezajimame)

Obr. 12.2.

od otce. Ka%dé ze étyF moznych spojeni mé tutéZ sanci.
Pti kifZenf dvou heterozygoti jsou tyto moZnosti:

P(vznikne genotyp 44) = % )

P(potomek dvou heterozygotd bude heterozygot) =
1

7 ’

P(vznikne homozygot aa) = % .

Uloha 12.1. Gen 4 je dominantnf, gen a recesivni. To
znamend, Ze gen A potlatuje projevy genu a. Jedinec
s genotypem Aa vypada stejné jako jedinec s genoty-
pem AA. Rikdme tedy, Ze jedinci Aa, A4 majf stejny
fenotyp, ale ruzné genotypy. Jsou tedy dva fenotypy:
fenotyp jedinci A4, Aa fenotyp &. 1 a fenotyp jedince
aa — fenotyp &. 2. Urdete pravdépodobnost, Ze zkifZe-
nim dvou heterozygotd vznikne potomek s fenotypem
&. 1. Uréete pravdépodobnost, Ze to bude homozygot
AA.
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12.2. NAHODNE KRIZEN{ JEDINCU A JEHO
SIMULACE

Pro uréité populace a vlastnosti rozhoduje ndhoda
o tom, jakd matka (s jakym genotypem) a jaky otec
(s kterym ze ti{ genotypu) se zkiiZi. Je napt. prokdzéno,
%e v lidské populaci je kiiZeni jedincii, pokud jde
o krevn{ skupinu, nahodné.

Néhodné kiiZeni jedinci, které vede k vytvofeni
potomka (pfesnéji — jeho genotypu), je zajimavy na-
hodny pokus s nékolika etapami. Podivejme se na né
blfZe. Nejprve se ndhodné& vyberou rodide. Jak to popf-
Seme co nejjednoduseji? Jedince budeme chapat jako
dvojice gent. Jsou tfi typy jedinch — AA, Aa, aa.
Mnozinu vSech matek, populaci matek, si mi%eme pied-
stavit jako urnu, v niZ jsou tfi druhy papirovych kole-
¢ek. Jeden typ ma na obou stranich pismeno A4, pied-
stavuje matky s genotypem AA. Matkdm s genotypem
Aa odpovidaji koletka, kterd maji z jedné strany A
a z druhé a. Treti typ koletek ma z obou stran ¢ —
odpovidaji matkim s genotypem aa. Populaci matek
oznadime U.,.

Podobnd urna s kole¢ky ti{ typi je populace otcti;
oznaéime ji Uy.

Néhodny vybér matky pro kiizeni odpovidd nédhod-
nému vybéru koletka z U,. To je prvnf etapa naseho
pokusu — je znazornéna na obr. 12.3.

Obr. 12.3. Vybér mr;tky pro kif{Zenf
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K vybrané matce didle ndhodné vybereme otce. To
bude druba etapa — ndbodny vybér koletka z Ul,.
Strom na obr. 12.3 si jisté snadno sami doplnite. Pro
kaZdy vysledek 1. etapy jsou tfi moZ%né vysledky 2. eta-
py. Po téchto dvou etapach jsou uZ rodide. ke kifZeni
nédhodné vybrani.

Co se bude dit dal? Matka piedd potomkovi jeden
ze svych dvou genii. O tom, ktery gen to bude, rozhod-
ne ndéhoda — oba geny majf stejnou Sanci. I tuto treti
etapu budeme modelovat tak, abychom ji mohli simu-
lovat. Matéinu genotypu odpovidd koletko. Budeme
pfedpokladat, %e se chové stejné jako mince p#i vrhu.
Hodime krouzkem a budeme sledovat, jaké pismeno se
objevi nahotfe. Bude ji odpovidat gen ndhodné predany
potomkovi.

Ve &tvrté etapd ndhodné predd potomkovi jeden ze
svych genui otec. Odpovida ji hod krouzkem, ktery zna-
zorfiuje otcliv genotyp.

Nakonec slepime obé koleéka k sobé témi stranami,
které po vrhu zistaly vespod. Vznikne tak koleéko,
které odpovidd genotypu nahodné vzniklého jedince.

Analyzovali jsme zajimavy nahodny jev s nékolika
etapami a popsali jsme, jak ho simulovat. Jisté jste si
v8imli, jak je model tohoto sloZitého procesu pomoci vy-
béru koleéek a hodi jednoduchy. Presvédduje nas o tom,
Ze je uZiteéné zabyvat se tahy kouli (koledek) a hody
minci, i kdyZ se zprvu tyto pokusy nezdéily duleZité.
Jednoduché pokusy umoziuji jednoduse modelovat
a simulovat pokusy daleko sloZitéj§i a pro praxi dile-
Zitdjsi.
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12.3. STROM POPISUJicf PRUBEH
A VISLEDKY NAHODNEHO KRIZENI

Pokus popsany v minulém odstavci zndzornfme stromem.
Pfipomenime si &tyfi etapy pokusu:

1. etapa — vybér matky,

2. etapa — vybér otce,

3. etapa — vybé&r genu, ktery potomkovi pfedd matka,

4. etapa — vybér genu, ktery potomkovi pfedd otec.

Ozname p pravdépodobnost, e nihodné vybrand
matka mé na daném mfsté svého genotypu gen A.
Cislo ¢ = 1 — p je pak pravddpodobnost, %e tam mé
gen a. Jak vime, pravdépodobnost ndhodného vybéru
matky s genotypem 44 je p?, s genotypem Aa je 2 pq
a s genotypem aa je g2 PripiSeme-li je do stromu zné-
zoriiujictho 1. etapu, dostaneme obr. 12.4. Pfedpokla-
dejme, Ze i pro otce je ve 2. etapé

o

%M

-t

Obr. 12.4.

P (65) = P(@) = 2pg, P (@) = ¢*.
Tyto pravdépodobnosti pfipisme k hrandm druhé etapy.
Pokud jde o 3. etapu, napf. matka @ vytvaii jen
gamety s genem A, tedy @ . Urdité potomkovi preda
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gen A, Zadny jiny prece nema. U pf¥islusné hrany bude
tedy pravdépodobnost 1. Ve 4. etapé napf. otec s geno-
typem Aa miZe potomkovi pfedat gen 4 s toutéZ prav-

dépodobnost{ —;— jako gen a. U obou hran bude tedy

1
&islo <5 Na obr. 12.5 je jen &ist stromu, a jisté si ho
snadno dokreslite:

vysledky
1. elapy

@) <

@ — DL
@é@@ @é@ée—ﬂﬂmw

,

Tyto dva geny

lvo?l potomkuv
genolyp

Obr. 12.5.
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12.4. HARDYHO-WEINBERGUV ZAKON

Predpoklidejme, Ze jedinci z néjaké populace otct
a matek se nahodné ki{i. Pfi vybéru se tedy neuplatiiuji
24dné zaméry ani vedlejsi vlivy. Byla pfitom pozorové-
na zajimava zédkonitost: Ukazuje se, Ze pomérné detnosti
jednotlivych genotypi zustivaji ve viech generacich
stejné. Této skutednosti si viimli genetici, ale vysvétlit
ji umoznila teorie pravdépodobnosti. Je to tzv. Hardyho-
Weinbergiiv zdkon. Poprvé ho nezdvisle na sob& popsali
Hardy a Weinberg r. 1908.

UvaZujme nisledujici jevy:

G}: potomek bude mit genotyp 44,

1: potomek bude heterozygot Aa,

G}: potomek bude mit genotyp aa.

Vime, Ze P(rodi¢ mi genotyp AA4) = p?. Ukdieme, Ze
také P(potomek mé genotyp AA4) = p? neboli P(G}) = p2.
Analogicky bychom pak snadno ukézali, e P(G}) = 2pq,
P@) = ¢*

Ze stromu nejprve otrhejme vysledky, které jsou pifz-
nivé pro jev G}. Zjednodusime si trochu znadeni. Vysled-
ky budeme kédovat tak, Ze postupné napiSeme matéin
genotyp, otciiv genotyp, gen pfedivany matkou a gen
pfeddvany otcem. Vysledek

P60

zapfSeme jako &tvefici (A4, Aa, A, A). Otrhali jsme
tedy &tvetice, ve kterych jsou na poslednich dvou
mistech geny 4. Podle pravidla soudinu pro né dostane-
me pravdépodobnosti

P((44, AA, A, A)) = pP.p2.1.1 = pt,
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P((44, Aa, 4, 4)) = p*.2pq. 1.5 = pg,

P((4a, A4, A, A)) — 2pq.p2.%.l — pg,

P((Aa, Aa, 4, A)) = 2pq.2pq.%.% = pgd.

Podle pravidla soudtu pro stromy je

P(@) = p* + PPq + P’ + Pg? = PH(P* + 2pg + ¢Y) =
= p¥p + q)* = p*.

Ukézali jsme, %e vybirajf-li se rodide ke kiffeni ndhod-
né, vyskytuji se v generaci potomki jedinci s genotypem
AA s pravdépodobnosti p?, tedy s toutéZ pravdépodob-
nosti, s jakou se vyskytovali v generaci rodi¢i. Pomérna
detnost vyskytu genotypu 44 v obou pokolenich je
tedy stejnd. '

Uloha 12.2. Dokaite, %e P(G}) = 2pq, P(G}) = ¢*.

Uloha 12.3. Vysoka uzitkovost hospodsiskych zvifat je
dasto vysledkem kombinace dvou riznych geni. To zna-
mend, Ze heterozygoti Aa jsou pro chov vyhodnéjsi.
Ukaizte, Ze pravdépodobnost, Ze heterozygotni slepice
(s genotypem Aa) s vysokou uZitkovosti d4 heterozygot-
ntho potomka, je rovna % bez ohledu na otcitv genotyp.
Ndavod: Strom ndhodného pokusu souvisejictho s uva-
fovanym jevem (zkiiZeni matky s genotypem Aa a otce
s ndhodné vybranym genotypem) dostanete, kdyZz ze
stromu na obr. 12.5 ulomite &4st vyristajicf z uzlu
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13. kapitola

METODA MAXIMALNI VEROHODNOSTI
ANEB 0 TOM, JAK ODHADNOUT POCET
VOLNE Z1JiCiCH DIVOKYCH ZVIRAT

»Jest zcela nepochybnym faktem,
Ze nemuzeme-li poznat nejpravdivéjsf soudy,
musime se ¥dit soudy nejpravddpodobndjéimi‘.
(Descartes, Pojedndni o metodé)

Fyzik vyvozuje ¢asto riizné hypotézy o sloZenf hmoty,
struktufe atomu atd. Z téchto teorii jsou nékteré vice
pravdépodobné, jiné méné pravdépodobné. Fyzik priji-
ma hypotézu nejpravdépodobnéjsf jako pravdé nejblizsi
(nejvérohodnéjsi). Podobné uvazuje chemik, astronom,
ekonom. Princip, o néjZ se opiraji jejich tvahy, je
prosty: Nejvérohodnéjsi je to, co je nejpravdépodobnéj-
8. Teorie pravdépodobnosti nds ué&i uréovat, poditat
pravdépodobnost jevu. Teorie pravdépodobnosti umoz-
fiuje odhadnout 8anci pro realizaci toho jevu, a tedy
v jistém smyslu pifedpovidat budoucnost. Mnohem vétaf
vyznam ma viak jiné ,pfedpovidini budoucnosti*.
Opiré se o nasledujici zdsadu:

Existuji-li v praxi dva jevy, prvni s velkou, druhy
s malou pravdépodobnost{, budeme odekivat, %e nasta-
ne jev s velkou pravdépodobnosti. MiZeme véfit, Ze jev
s malou pravdépodobnosti nenastane. Podstata tohoto
postupu, zvaného metoda maximélni vérohodnosti, je
formulovdna Descartesovymi slovy. Z této metody vy-
plyvé, Ze v pfipadé dvou jevd, z nichZ néktery potom
nastal (my nevime ktery), dime pfednost tomu jevu,

166



jehoZ pravddpodobnost je vétsi. Rikime, e je véro-
hodnéjsf.

Na metodé maximalni vérohodnosti je zaloZena meto-
da odhadovani &etnosti populace volné Zijicich zvifat
(napi. podet ryb v jezefe, zubri v pralese, zajich v urde-
ném prostoru atd.).

PFiklad 13.1. V urditém jezefe Zije neznamy podet ryb.
Abychom tento podet (oznaéme jej n) odhadli, budeme
postupovat takto: Vylovime m ryb, oznalkujeme je
a pustime zpatky do jezera. Potkime, aZ se vSechny
ryby promichajf, a potom vylovime r ryb. Toto vyloveni
r ryb siti je ndhodné vybirani ryb. Jeho vysledky zakd-
dujeme r-prvkovymi podmnozinami mnoZiny vsech
n ryb. Jsou to kombinace r-té tfidy z prvkid této mnozi-

ny. Prostor vysledki tedy obsahuje (:_z] prvki. Je to

klasicky prostor. Kazdy vysledek je tfeba pokladat za
stejné pravdépodobny. Nechf A¥ oznaduje jev: Z téchto »
nidhodné vybranych ryb bude privé k ryb oznaékova-
nych. Jevu AX je pifiznivych tolik vysledkid, kolik je
moZnych zpasobi vyloveni pravé k kusi oznadkova-
nych ryb pii vyloveni r ryb. Tento podet se rovna

EI=%)

kde n — m je podet neoznadenych ryb, [Z] je podet

zpisobi, jak vybrat & oznadenych ryb, [ k]]e po-

det mo¥nosti, jak k nim pfidat zbyvajicich » — & ne-
oznadenych ryb.

Z véty o klasickém prostoru vyplyva, Ze
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(5)(>=%)
Pty — \EI\r—k)

n

(%)
Dodlo k jevu A%, tj. vylovili jsme pravé k oznadenych
ryb. Znédme r, m a k. Ptame se, jaké je n. Metoda maxi-
malnf vérohodnosti fikd, Ze » bude takové, pro které
je P(A%) nejvétsi. Nyn{ je tedy tieba vyhledat nejvétsf
&len posloupnosti P(4¥). Je to posloupnost s kladnymi
dleny. Maximum muZeme vyhledat tak, %e zkoumédme,
jaky je podil n-tého ¢lenu se &lenem predchézejicim

vzhledem k 1. Doporudujeme vam propodftat si to.
Odpovéd zni: P(AF) je nejvétéi pro takové =, které

spliiuje podminku % =% . Dal se takovy vysledek

piedpoklddat? Popsand metoda odhadovani podtu ryb
patti k metodam postupného odchytu s pousténim.
Prvni ji pouZil Lincoln v r. 1930 k odhadu podtu volné
Zijicich divokych zvifat.

Uloha 13.1. K odhadu podtu kapré v rybnice bylo chy-
ceno 300 kusi, oznatkovano a pusténo zpét do rybnika.
Po promisen{ ryb bylo chyceno znovu 200 kapri, mezi
nimiZ bylo 50 pfedtim ozna&kovanych. Jaky je odhad
poétu kapria v tomto rybnfku?

Ptiklad 13.2, Tovirna vyprodukovala sérii » kusl uréi-
tého zboZf (napt. Zérovek, pradek, televizord, konzerv
apod.). NeZ se toto zboZ{ dostane na pulty obchodi, je
treba tuto sérii zboZi podrobit kontrole jakosti. Mluvili
jsme o tom jiZ v odst. 5.4. Pfedpoklddejme, Ze série mé
n kusti a Ze ndhodny reprezentativni vzorek jsme vybrali
pomoci ndhodného vybéru bez vraceni. Ndéhodné vybra-
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nych r kusi zboZf podrobime diukladné kontrole. Necht
mezi témito r kusy je pravé k kusi vadnych. Pred-
poklddejme, Ze v celé sérii #» kusi je m kusi vadnych.
Oznadme B jev, Ze téch k vadnych kus bylo vybrino
ze série n kusi, kterd mé m kusit vadnych. Obdobnd
jako v predchézejicim piikladd jsme hledali takové =,
Pfi kterém P(A!) byla maximélnf, musfme nyni nalézt m,
pro které je P(BE) nejvétsi.

Uloha 13.2. Dokaste, e P(B%) nabyvi maxima pro m,
které vyhovuje vztahu % = % .

Na zikladé metody maximéilni vérohodnosti jsme
urdili, Ze nejpravdépodobnéjéim podtem vadnych kust

v této sérii zboZi je &islo m, vyhovujici vztahu % = % .

Je to vysledek, ktery jsme odekavali. Vyjadiuje, Ze
pomér poétu m vadnych kusi k n, coZ je podet viech
kust, je stejny jako pomér podtu k& vadnych kusi v né-
hodné vybraném vzorku k podtu r vSech kust ve vzorku.
K takovému zdvdru nds jisté vedla i naSe intuice. Né-
hodny vybér kusié pro reprezentativni vzorek zaruéuje, .
%e se vzorek ,,podoba‘‘ celé populaci.

Vyznam zde prakticky popsané metody je veliky.
Necht tyto skromné piiklady potvrdi, jak zna&nd je
“tloha matematiky a zvlasté teorie pravdépodobnosti.

Nage patrin{ zakondeme citdtem: ,Nejpresvéddivéjsf
argumenty pro to, jakou hodnotu matematika skutedné
mé, poskytuje teorie pravdépodobnosti.” To jsou slova
slavného holandského didaktika matematiky Hanse
Freudenthala.
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27262
98269

68682
60646

97487

77211
54266
87493

87669
22896
02697
20080
20660

11861
67699

98126
01657

88698
51866
40300
02760
78460

87876
74586
438769
97064
11298

52922
20681

Tabulka ndhodnych &isel

53679

01889

11863 78986

76814
28261
19680

80739
98823

70110 93803

-84591

69330

22661

62237
32230
16662
95161

69032
01009
89600
17700
92602

41765
09836
08862
28626
26246

66302
94066

56970
89636
64527
37216
60667

51916
07050
174560
94400
41043

56216
73966
27628
70476
91763

82261
63787
10087

69178
50979
60135
99267
36644

52623
63726
97210
00679
57449

23510
73324
18030
76076
056686

66852
65711
84648
76410
73117

356714 63634 63791 76342 47717 73684
03881 46667 93696 93621 54970 37607
12728 09636 22336 76629 01017 46603
57285 18854 35006 16343 51867 67979
66891 70853 24423 73007 74958 29020

50628 61017 516562 40916 94696 67843
01237 70162 13711 73916 87902 84769
22881 13423 30999 07104 27400 25414
92970 28924 36632 54044 91798 78018
14060 03476 25804 49350 925625 87541

35419 76660 42394 63210 62626 00581
10463 87944 52075 90914 30559 36671
4135656 79399 13941 88378 68503 33609
02088 34138 139563 68939 05630 276563
77115 87372 025674 078561 22428 39189

32050 52052 24004 94242 32083 46233
06732 27510 33761 65146 281562 39087
63124 48061 59412 42446 08882 27067
08317 27324 72723 24664 77371 26409
156660 29970 95877 23937 90740 16866

17748 04963 54869 51362 79907 77364
41699 11732 17173 43996 73122 88474
79589 95295 72895 70794 01041 74867
32988 10194 94917 13168 31563 67891
33047 03677 62699 00880 82899 66065
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