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A P P E N D I C E I I a 

I fondamenti geometrici délia teoría proiettiva 
delle curve e delle superficie 

d i JEnrjco B o m p i a n i 

In un gruppo di lavori qui appresso elencati (*) ho cer-
cato di daré un fondamento geometrico diretto alla teoria proiet-
tiva delle curve e delle superficie (nello spazio ordinario). 

(*) A - Corrispondenxa puntuóle freo due superficie e rappresentaxione 
conforme. Eendic. R. Accad. dei Lincei, s. V., vol. XXXII, 1923. 

B - No'/vioni di geometría proiettivo - differemxiale relative ad una su-
perficie dello spa%io ordinario. Ibidem, vol. XXXIII, 1924. 

C - Costru%ione di invarianti proiettivo-differenráali di una super-
ficie, Ibidem s. VI, vol. II, 1926. 

D - Invarianti proiettivi di contatto fra curve piane. Ibidem, volu-
me III, 1926. 

E - La geometría delle superficie considérate nello spa%io rigato. Ibidem,, 
vol. III, 1926 (2 Note). 

F — Determinawioni proiettivo - differenráali - relative ad una superficie 
dello spaxio ordinario. Atti E. Accad. Scienze di Torino, vol. LIX, 1924. 

G - Le forme, di Fubini nella teoria proiettiva delle superficie. Eendic. 
Istituto Lombardo, vol. LVII, 1924. 

. H - Sulla geometría proiettivo - differen'/Âale delle superficie. Eendic. 
Semin. Matem. dell'Università di Eoma, vol. Il, 1923-24. 

I — Sistemi coniugati e sistemi assiali di linee sopra una superficie 
dello spwzio ordinario. Bollettino Unione Matem. Ital., a. III, 1924. 



6 7 2 APPENDICE II. 

Chi abbia letto il presente Trattato ha certo notato l'impor-
tanza che nello studio di tali enti assumono certe forme differen-
ziali (arco proiettivo delle curve piane o sghembe; elemento 
lineare proiettivo di F u b i n i ; etc.) e come da esse dipenda la 
costruzione di invarianti numerici (p. es. curvatura proiettiva delle 
superficie) o geometrici (p. es. nórmale proiettiva di F u b i n i ) fon-
damentali per la teoría. 17 introduzione di queste forme ha carattere 
analítico; la loro invarianza risulta da proprietá formali. 

Se si confronta questa teoría con quella métrica delle curve 
o delle superficie (considérate o nel gruppo dei movimenti o nel 
gruppo delle applicabilitá) si scorge súbito una diversitá profonda 
nel loro modo di sviluppo : che infatti in quest'ultima le forme 
differenziali che stanno a base della trattazione hanno un signi-
ficato geométrico immediato (che si riconduce in ogni caso alF in-
variante elementare « distanza di dúo punti » o « angolo di due 
direzioni»): ed é proprio questo signifícate che ne suggerisce e 
ne giustifica Tuso. 

K - Contributo alia geometría proiettivo - diffcrenxiale di una superficie. 
Ibidem, a. III, 1924. 

L - ¡Sulla eorrispondenxa puntuóle fra due superficie a punti planari. 
Ibidem, a. IV, 1925. 

M - Per lo studio proiettivo - differenxiale delle singolarítci. Ibidem, 
a. V, 1926. 

N - Le forme elementan e la teoría proiettiva delle superficie. Ibidem, 
a. V, 1926. 

O - Proprietá generali della rappresentaxione puntuale fra due super-
ficie. Annali di Matematica, s. IV, t. I, 1923-24. 

P - Rappresentaxiont geodetico - proiettiva fra due superficie. Ibidem, 
t. III, 1925-26. 

Q - Sul contatto di due curve sghembe. Memorie Accad. Seienze di Bo-
logna, s. VIII, t. III, 1925-26. 

R - Corrispondenza fra una superficie e le sue parallele. Mathem. 
Zeitschrift. Bd. 24, H. 2, 1925. 

Questi La vori saranno citati inoludendone la lettera d'ordine nel testo 
fra [ ]. I richiami al vol. I del presente Trattato 6aranno fatti cosï : 
[G. P. D. pag. . . . ]. 
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Non é c o s í nella geometría proiettiva. E la differenza ha 
origine da una difficoltá sostanziale che si presenta in questa 
teoría e che conviene porre chiaramente in evidenza. 

La domanda da esaminare e questa: quale puó essere il 
significato proiettivo di una forma differenziale (del primo ordine) í 

Sia data una varietá di elementi, « punti », individuati sulla 
varietá stessa per mezzo di un sistema di coordínate essenziali 
Ui (i = 1 , . .., n)t Una forma differenziale (di qualsiasi grado e) 
del Io ordine in queste coordínate acquista un valore ben deter-
minato quando sia data un' n — upla di valori per le coordínate uK 

(che in generale figurano nei coefficienti della forma) e u n — pía 
di valori per i loro differenziali du{. In termini geometrici, la 
forma acquista un valore ben determinato quando sia dato un 
punto P (Ui) e un punto Pf (% + du¿) della nostra varietá. Se 
la forma e invariante rispetto a determínate trasformazioni, cioe 
se essa ha un significato geométrico per la geometría della varietá 
relativa ad un determinato gruppo, ció vuol diré che é possibile 
costruire un invariante (rispetto a quel gruppo) di due punti 
infinitamente vicini P e P\ 

Se il gruppo considerato e quello métrico (fondamentale) la 
distanza fornisce 1' invariante desiderato. Ma se il gruppo e quello 
proiettivo la nostra esigenza sembra contrastare col fatto che V in-
variante elementare (birapporto) di questo gruppo acquista un 
senso solo per quattro (e non per due) elementi di una forma di 
prima specie. 

A sciogliere questa apparente contraddizione (in cui risiede 
la difficoltá sopra accennata) intervengono alcuni invarianti proiet-
tivi infinitesimi di contatto (fra curve o superficie) che dipendono 
effettivamente, per diría in breve, da due soli elementi infinita-
mente vicini. Questi invarianti infinitesimi sono, a mió modo di 
vedere, la chiave di volta per la ricostruzione geométrica di tutta 
la teoría del F u b i n i ; ma, anche prima di vedere che cosa precisa-
mente essi siano, e facile intendere ch'essi hanno una portata 
che trascende di gran lunga questa teoría. É noto infatti che 
tutt'i gruppi che hanno un reale interesse geométrico si lasciano 
considerare come gruppi lineari (con certe varietá algebriche in-
varianti) : or bene, i nostri invarianti (birapporti) infinitesimi 
forniscono per ciascuna di queste geometrie un método razionale 
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per la costruzione delle forme differenziali invarianti che la carat-
terizzano (*). 

Illustrerô la natura e V ufficio di questi invarianti infinitesimi 
ricostruendo rápidamente la teoría delle curve e delle superficie. 
Data l'importanza di queste, esporrô altri due metodi, non di 
portata generale come il precedente, ma particolari a questi enti, 
per ottenere le forme fondamentali di F u b i n i , la curvatura proiet-
tiva, il fascio canonico etc. : il primo modella la teoría delle 
applicabilità proiettive su quella delle ordinarie applicabilità (in 
senso métrico) sostituendo alie geodetiche un sistema doppiamente 
infinito di curve proiettivamente invarianti della superficie ; il 
secondo studia la geometría della superficie come ente dello spazio 
rigato e si giova della rappresentazione iperspaziale delle con-
gruenze delle tangenti asintotiche sulla quadrica di S5. E il 
Lettore avrà cosí occasione di riconoscere quale sia la fecondità e 
la generalità delle ricerche di geometría iperspaziale, qui riassunte 
neir Appendice III, che, come sopra ho accennato, sintetizzano, 
per cosí dire, ogni ramo di geometría differenziale. 

I. — Cnrve piane. 

1. - Invariante di Segre. 

Siano C e C due curve piane aventi in un punto O un 
contatto di ordine w, intero (¡> 1), e sia O punto ordinario per 
esse. 

Si consideri una trasversale prossima ad O la quale seghi 
C, C e la tangente t comune in O rispettiv. nei punti P, P, T 
(prossimi ad O). Sia M un punto preso a piacere sulla trasversale 
(diverso dai tre considerati) e si formi il birapporto D = (PP TM). 

(*) II FUBINI, mella sua idea primitiva, pensava al gruppo proiettivo am-
pliato ; e perciö, abbandonati i punti e i birapporti si riferiva agli elementi 
(di ordine elevato il minimo possibile) della varieta studiata : cioè nel caso 
delle superficie ad a?, y, p> q, r, s, ty  
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Si faccia ora tendere la trasversale (con una legge scelta a piacere) 
a passare per O, con la sola condizione che la posizione limite 
sia 4í e puré con legge arbitraria si faccia variare M su di 
essa, con la condizione che la posizione limite di M sulla posi-
zione limite della trasversale sia ^ O. 

Si deve a C. S e g r e (*) il seguente risultato: il limite, del 
birapporto D é urí invariante proiettivo delle due curve considérate 
in O : esso non dipende affatto dalle posizioni limiti della trasver-
sale e del punto M. 

Se le equazioni delle due curve, riferite ad un qualsiasi 
sistema di coordínate proiettive non omogenee avente origine in O 
e la tangente t come asse x sono 

(1) y = z2S a{ x* (a0 * 0), (T) y = z2 £ at x* {a0 * 0) 

detto invariante vale a0 | a 0 . 
Questo invariante di S e g r e , come lo chiameremo, é dunque 

un carattere proiettivo finito relativo al contatto delle due curve; 
esso vale 1 se le due curve hanno un contatto d' ordine superiore 
al primo (n > 1). 

2. - Invariante assoluto di un' equazione di Laplace. 

Di questo invariante di S e g r e vogliamo far súbito un'appli-
cazione di cui ci gioveremo in seguito. 

Data I' equazione di Laplace (**) 

d2x dx t , dx 
+ a — + o —— + c x = 0 dudv du dv 

é noto che 7i+l soluzioni xi indipendenti di essa si possono interpre-

(*) Su alcuni punti singolari delle curve atgebriche etc. Rend. Accad. 
dei Lincei, s. V, vol. VI, 1897. 

(**) Si veda p. es. la Memoria SulV equaxione di Laplace. Rendic. Circ. 
Matem. di Palermo, t. XXXIV, 1912. 
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tare come coordínate proîett. omog. di an punto (di uno Sn) che descri-
ve al variare di u, v una superficie salla quale le linee u (v = 
= cost) e v(u = cost) costituiscono un doppio sistema coniugato. 
Se da un punto P di 4> si passa ai punti P1 di coordinate x\ = 

$x • dx% 

= + a x , e P"1 di coordinate = —- -j- b x{ questi punti ov ou 
descrivono a lor volta due superficie 4>1 e O"1 (trasformate di 
Laplace di 4>) sulle quali le linee u (dv= 0) e v (áw = 0) 
formano ancora doppi sistemi coniugati. Il piano tangente in P 
a 4> è osculatore alla linea u passante per P1 su 4>x e alla linea 
v per P'1 su <I>""1 : sicchè in esso si puô considerare una cónica 
F1 osculatrice in P1 alla linea u e tangente in P"1 alla linea v 
e'un'altra cónica F"1 osculatrice alla v per P ' 1 e tangente alla 
u per P1. 

E pure noto che Fequazione di Laplace possiede due inva-
rianti relativi 

h = 4- ab — c , k 4- ab — c du dv 

e quindi un invariante assoluto h / k. Eccone il significato geo-
métrico [EJ : 

L'invariante assoluto di un equazione di Laplace è proprio 
V invariante di Segre (relativo a P1 o a V"1) délie due coniche bi-
tangenti T1 e T"1. Se V equazione ha invarianti (relativi) uguali le 
due coniche coincidono e si ha il teorema di Koenigs. 

3. - Invarianti di contatto fra curve piane [D]. 

Ritorniamo alia considerazione del birapporto D. L'equazione 
della trasversale r sia 

(2) z = a (¿)y + B 

variabile con e in modo che a0 = lim a (s) sia finito ; ha fun-
s - > o 

zione a (che per semplicità si puô supporre analítica) caratterizza 
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la oo1 di rette in cui varia r. II punto M appartenente ad r 
abbia coordínate x0, y0 (in generale funzioni di e); e sia 
l i m i t o . 

£->0 
II calcolo effettivo di D = D0 + D1 s + D2 s2 + . . . fornisce 

i seguenti risultati: 

AÑ C O N T A T T O D E L 1 ° O R D I N E F R A C E C . 

1. - Lim D = a0/ a0 4: 1 : invariante di Segre. 
s - > 0 

2. - 11 termine del Io ordine in D dipende dalla posizione 
limite di r (per s— >-0), ma non da quella di M. 

Esiste quindi una relta r0 proiettivamente invariante determínala 
dagli intorni del 3o ordine. di O su C e C per la quale e Dx = 0. 
Eccone una costruzione: si consideri una qualsiasi cónica avente 
un contatto del 3o ordine con C in O, e una cónica análoga per 
C: le rette che da O proiettano gli ulteriori punti d9 intersezione 
delle due coniche sono divise armónicamente da t e da r0. 

3. - Si consideri il punto di contatto BQ di r0 con la curva 
inviluppo delle rette r : si puó determinare una posizione 
M0 = lim M su r0 per la quale é D2 = O ; si faccia variare B0 : 

le punteggiate descritte da ed M0 (su r0) sono proiettive. 
Sicché : Gli intorni del á° ordine di O su C e su C determi-

narlo sulla retía invariante r0 una proiettivitá (non involutoria) ne 
parabólica) : il punto unito 02 O é quindi un punto proiettiva-
mente invariante. 

II birapporto di O, Ox e dei due punti ove la loro retía r0 

incontra le coniche osculatrici in O a C e a Ce proprio V inva-
riante di Segre. 

4. - Se si prendono come rette r quelle per Ox ed M = Ox 

ogni termine dello sviluppo di D é un invariante per collineazioni ri-
spetto a C e a C. 

FUBINI e CECH, Lexioni di Geometría proiettivo-differenxiale 44 
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B. c o n t a t t o d ' o r d i n e i n t e r o > 1 . 

1. - L'invariante di S e g r e è = 1. 
2. - Il termine principale di logZ> [infinitésimo di ordine 

n — 1 in e se il contatto è d'ordine n] è un1 invariante proiettivo 
dipendente esclusivamente dagli intorni di ordine n + 1 di O sulle 
due curve Ce C: contrariamente a quanto avveniva per il con-
tatto semplice, esso non dipende affatto dalle posizioni limiti di r 
e di M. 

3. - Procedendo come nel caso precedente (A, 2) si trova 
una retta invariante determinata dagli intorni di ordine n + 2 di 
O sulle due curve. 

4. - Invarianti proiettivi di una curva piaña [D]. 

Se O è un punto regolare, non sestattico, di una curva piaña 
C si consideri la cónica T2 osculatrice in O e la cubica T3, no-
data in 0, a contatto 7-punto in O con C: posto C = F 2 e suc-
cessivamente C = r 3 il risultato indicato al n° precedente in B . 

2. fornisce due invarianti infinitesimi di G dipendenti rispett. dagli 
intorni di ordini 5 e 7 di O (e di gradi 3 e 5 in e), cioè due 
forme differenziali del Io ordine (nel difierenziale del parametro che 
individua i punti délia curva), o anche, integrando lungo C, due 
invarianti integrali. Il primo invariante infinitésimo e il rapport o 
(finito) di convenienti poienze dei due forniscono, a meno di fattori 
numerici inessenzialî, Z'arco proiettivo e la curvatura proiet-
tiva, utilizzata da L. B e r w a l d e Gr. S a n n i a per la riduzione a 
forma intrínseca ed invariante dell'equazione differenziale di una 
curva piaña. 

La retta invariante, di cui in B . 3 . , è la normale proiet-
tiva a C in 0. 

Si hanno cosi con sole considerazioni geometriche tutti gli ele-
menti occorrenii per lo studio di una curva piaña (priva di singolarità). 
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5. - Singolaritá: punti di flesso [M]. 

Lo studio dei punti singolari é generalmente evitato nella 
geometría proiettivo-differenziale, mentre esso é proprio di sua 
pertinenza. 

Studiare P intorno di un dato ordine di un punto (singolare 
o no) di una curva vuol diré assegnare elementi geometrici (punti, 
rette, etc.) comuni a tutte le curve aventi in comune quelP intorno. 

Per il flesso si hanno questi risultati: 
Se O é flesso di una curva O, le cubiche, a contatto 5-punto 

con C in O, dótate di cúspide hanno le tangenti cuspidali passanti 
per uno stesso punto Ox della tangente in O : questo punto rappre-
senta V intorno del 4o ordine del flesso su C. 

Le cubiche cuspidate aventi contatto del 5o ordine con C in O 
hanno le loro cuspidi sopra una retta uscente da O : questa retía 
(insieme con rappresenta V intorno del 5o ordine di O su C. 

Vé una cubica cuspidata avente contatto del 6o ordine con C 
in O : la sua cúspide 02 (sulla retta precedente) individua (con 
V intorno del 6o ordine di O su C. 

Yale certo la pena (anche in vista della teoría delle superficie) 
di caratterizzare analogamente gli intorni di altri punti singolari. 

II. — Curve sghembe. 

1. - In varían ti di contatto. 

La teoría (proiettiva) del contatto di due curve sghembe, ana-
loga a quella per le curve piane, non ě stata fatta. C. S e g r e (*) 

ha studiato il caso di due curve aventi in comune la tangente e 
il piano osculatore in un punto : si trova in questo caso un inva-

(*) Sugli elementi eurvitinei che hanno comune la tangente e il piano 
osculatore. Rendic. Acc. dei Lincei, s. V, vol. XXXIII, 1924. 
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riante (di Sagre) finito ; ma questo risultato è prevedibile perchó, 
nelPipotesi attuale e finché non si esce dagl'intorni del 2o ordine 
delle due curve, si rimane sostanzialmente nel problema piano. 

Nel caso generale del contatto di ordine ny intero > 1 , in O 
delle due curve C e C il procedimento da seguire per la ricerca 
degli invarianti di contatto è il seguente : Si seghino le due curve 
C, C e la tangente comune t con un piano co prossimo ad O nei 
punti Py P, T\ poi si proiettino questi punti da una retta l 
per O e si consideri il birapporto D dei tre piani tu, tu, t c o s í 

ottenuti e di un 4o piano arbitrario o per l. 
Lo studio di D} cioô délia sua dipendenza da co, Z, o fornirà 

gli invarianti di contatto delle due curve. 
P. es. : Se n = 1, il limD quando co tende ad O non dipende 

affatto da o, e non varia comunque varí l in un piano per t ; ed 
è precisamente uguale al birapporto di questo piano, del piano 
principale (di H a l p h e n ) relativo alie due curve in O, e dei loro 
due piani osculatori [si ha quindi un fascio di birapporti?. 

Se questi coincidono (è il caso trattato dal S e g r e ) P invariante 
precedente conserva ancora senso, ma non dipende piíi affatto dalla 
retta l ed è uguale alP invariante di S e g r e relativo alie proiezioni 
delle due curve da ùn punto qualunque sul piano osculatore 
comune. 

Ulteriori ricerche avranno certo interesse. II fatto che si 
ottenga un fascio di birapporti (cioè due essenziali) in relazione 
ad ogni intorno di O sulle due curve dipende dalPaltro (e serve 
a precisarlo in modo proiettivo) che P aumento di un'unità nel 
loro ordine di contatto equivale a due condizioni indipendenti. 

2. - Piano, retta e punto principali [Q]. 

Indipendentemente dalla ricerca precedente, possiamo subito 
introdurre due nuovi invarianti geometrici relativi a due curve a 
contatto d' ordine n in O. 

H a l p h e n ha scoperto il piano principale luogo di un punto 
tale che i coni proiettanti da esso le due curve abbiano un con-
tatto d'ordine n + 1 lungo la generatrice per O. 
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Análogamente si prova che: esistono in detto piano una retta 
principale e un punto principale tali che i coni proiettanli le 
due curve da un punto della retta o dal punto principale hanno 
lungo la generatrice per O un contatto d' ordine n + 2 o risp. 
n + 3. 

3. - Invarianti proiettivi di una curva sgheraba [Q]. 

Si associ al punto O di O la cubica sghemba osculatrice F3. 
Con essa e con le quadriche a contatto 7-punto in O con C (pas-
santi inoltre per il punto di Sannia) si ottiene un ben determinato 
sistema di riferimento (tetraedro fondamentale e punto unità). 
L'arco proiettivo di C si ottiene da quello di una sua proie-
zione piaña (p. es. sul piano osculatore) ; la conoscenza del punto 
principale relativo a C e a F3 in O equivale alia conoscenza delle 
due curvature proiettive (di S a n n i a ) . 

Sicchè anche in questo caso, come per le curve piane, si 
sono trovati in modo geométrico diretto tutti gli elementi fonda-
mentali della teoria. 

III. — Superficie. - Le forme fondamentali. 

a . m e t o d o d e g l i i n v a r i a n t i i n f i n i t e s i m i . 

1. - Invarianti infinitesimi di contatto fra superficie. 

Una sistemazione organica della teoria delle superficie deve 
fondarsi, come quella delle curve, sulla teoria del contatto di due 
superficie, cioè sulla determinazione degli invarianti proiettivi, 
finiti e infinitesimi, di contatto. La ricerca offre qui molto maggior 
Tarietà che nel caso delle curve, per le varie circostanze che pos-
sono presentare le due superficie anche quando sia fissato il loro 
ordine di contatto. 
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Ma qui, in vista del particolare risultato che si vuol rag-
giungere (ricostruzione geometrica delle forme invarianti di F u b i n i ) 

bastera occuparsi di un caso particolare délia teoria stessa (cor-
rispondente a quanto si è .fatto per le curve piane in 1-4). 

2. - L' elemento lineare proiettivo di una superficie [F]. 

Considero una superficie a non rigata e un suo punto O 
generim (cioè tale che nessuna delle tangenti asintotiche sia a 
contatto più che tripunto con o). Quando occorrerà, mi serviro 
délia rappresentazione parametrica xt (u, v) in cui le linee u (dv = 0) 
e v (du = 0) rappresentino le asintotiche e le xi siano le coordi-
nate normali di F u b i n i soddisfacenti al sistema [G. P . D., pagi-
ne 89-90] 

8 log S y , ^ = + ¡3 xr + n . 

(4) 

*rv = 

du 

dlogpT 
dv xv + Y xVt • [•• vx , 

Questa scelta e fatta al solo scopo di rendere piü brevi i 
calcoli, ma non é affatto necessaria: essa, com'é noto, dipende 
dalla normalizzazione delle forme fondamentali, che noi ritrove-
remo in modo affatto indipendente; sicché anzi le nostre costruzioni 
geomelricke danno un procedimiento diretto per raggiungere tale nor-
malizzazione (delle forme e delle coordinate proietlive). 

Si consideri la quadrica Q di Lie [G. P. D., pag. 131] re-
lativa ad O. Sia r ujna retta prossima ad O che seghi a, Q e il 
piano t tangente in O a o rispettivamente nei punti O', 0Q , T 
prossimi ad O; e sia M un punto preso a piacere su r diverso 
dai precedents Come varia il birapporto D = (O', 0 Q , T, M) al 
variare di r e di M (su r) ? Se O' tende ad O sopra una curva 
non tangente ad una asintotica in O si ha : 

a. limD — 1 ( 5 Panalogo delF invariante di S e g r e ) , indipen-

dentemenfe dalle posizioni limiti delta retta r e del punto M. 
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p. II termine principóle di log D (invariante proiettivo in-
finitésimo) é indipendente dalle posizioni limiti (per O'-^O) di r 
e di M e dipende soltanto dalla tangente in O alia curva sulla 
quale 0' tende ad O; es so vale 

1 fidu3-\-*{dv3 

3 du dv 

(ove du/dv da la tangente considérala), cioé fornisce un signifícalo 
immediato delV elemento lineare proiettivo di Fubini (*). 

7. Se Or tende ad O sopra un' asintotica lini D = 2 / 3 per 
O' o 

la quadrica di Lie; mentre é = 1 se ad essa si sostituisce una 
quadrica avente (per generatrici le tangenti asintotiche in O e) 
contatto del 3ft ordine con P asintotica. 

3. - Le due forme normali di Fubini [F]. , 

Pure con un birapporto infinitésimo si lascia esprimere la 
forma normale quadratica di F u b i n i . 

Si consideñ una qualsiasi curva di a uscente da O in dire-
zione du/dv e da un suo punto O' si conducano le asintotiche 
che taglieranno quelle per O in due punti 0¡ e 0Í¿ ; della loro 
congiungente si considerino i punti C" e C" d' intersezione con 
la quadrica di Lie e il birapporto D' = (0[Cr G"0'2). 

II termine principale del birapporto D' guando —>- O è un 
invariante proiettivo infinitésimo che dipende solo dalla tangente in 
O alia curva descritta da O' e vale 

¡3 7 dudv o 

cioé (a meno di un fatlore numérico) fornisce il significato geomé-
trico della forma quadratica normale di Fubini, <p2 = 2 ¡37dudv. 

(*) II TERRACINI, in una Nota Lincea in corso di stampa (1926¿) ne dá 
la seguente interpretazione: le due tangenti asintotiche in O e quelle in O' 
segano la retta comune ai loro piani in 4 punti; uno dei loro birapporti ha 
per termine principale, quando O' — > O, 4 /9 del quadrato dell' elemento 
lineare proiettivo. 
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Il risultato vale, con un semplice cambiamento del íáttore 
numérico, quando invece délia quadrica di Lie si prenda una 
qualsiasi quadrica contenente le tangenti asintotiche di o in 0. 
In particolare, se la quadrica si spezza si ha il seguente risultato 
espressivo : 

Se da un punto generico (non appartenente a T !) si proietiano 
sul piano tangente T le corde OOJ ed OO2 di a, il termine princi-
pale del birapporto di queste due rette e dette tangenti asintotiche 

in O vale [3 Y du dv (qualunque sia il centro di proiezione). 

Questa semplicissima costruzione fornisce quindi direttamente 
la forma normale <p2 e, insieme con la precedente, la forma cubica 
normale <p3 = 2 (3 Y ($du* + Y dv3) : ed è proprio questa semplicità 
che dà ragione delP importanza e delP opportunità délia normaliz-
zazione raggiunta dal F u b i n i per via analítica ! 

4. - Le prime forme elementari [N]. 

Chiamo cosi le forme monomie 

du2 dv2 

" Ho* T ~du 

la cui invarianza si dimostra súbito sottoponendo le (1) ad una 
qualunque delle operazioni che non mutano la superficie a e le 
linee parametriche (asintotiche) su di essa. La considerazione di 
queste forme elementari é forse piü vantaggiosa di quelle normali 
del F u b i n i : anche il loro significato geométrico é piü semplice. 
Esso si ottiene puré da birapporti infinitesimi (nei quali non inter-
viene la quadrica di Lie). 

Si consideri un arco di curva 0 0 ' (di g) uscente da O (u, v) 
in direzione du/dv e il punto dy intersezione OJ delV asintotica u 
uscente da O e delV asintotica v uscente da O ' : se T e il punto 
ove la OJO' sega il piano tangente in O ed M é un punto qual-
siasi di questa retía, il termine principale del birapporto (OJO'TM) 

1 du2 

al tendere di O' ad O (purché M non tenda ad O) vale — ¡3 — ; 

analogamenle si ha VaJtra forma elementare considerando invece 
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di Oí ü punto O2 intersezione delV àsintotica v per O con V asinto-
tica u per O'. 

La somma e il prodotto (dei termini principali) di questi due 
birapporti danno senz'altro V elemento lineare proiettivo di Fubini 
e la forma quadratica normale (a meno di fattori numerici). 

II prodotto di una delle due forme elementan per il qua-
drato delFaltra fornisce i due invariant^ dipendenti ciascuno da 
un sólo differenziale 

e conveniente assumere dxs e d2s (determinati a meno di una 
radice cubica děli'unitá) come elementi ďarco proiettivi delle 
asintotiche in O. 

Consideriamo ora il reticolato delle linee asintotiche su a e 
in particolare una maglia di esso, definita dai vertici O (u, v)f 

(u + du, v), (u, v -j- dv), (u du, v + dv). La dififerenza fra gli 
archi proiettivi di due lati opposti della maglia, p. es. di quelli 
situati su asintotiche u (dv = 0 ) 6 1' invariante infinitésimo 

Le linee di Segre sono le diagonali di un reticolato di asinto-
tiche i cm lati contigui (infinitesimi) hanno archi proiettivi uguali 
(per le linee di Darboux, che costituiscono V altro sistema di linee 
diagonali, i lati contigui sono uguali e di segno opposto). Le linee 
canoniche sono diagonali di un reticolato di asintotiche in cui in 
ogni maglia le differenze degli archi proiettivi delle. coppie di lati 
opposti sono uguali (e di segno oppostof per le linee coniugate a 
quelle canoniche). 

molto semplice: esso é il termine principale del birapporto dei 
punti Oí Og, del punto ove questa retta incontra il piano tangente 
e di un quarto punto arbitrario su di essa (non tendente ad O 
con O'). 

dx83 - d2s3 = P72dy3: 

sicchè : 

Anche del rapporto 
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Dal prodotto dei birapporti che definiscono f 2 = 2^ydudv e 
p. es. $du2/dv si ha il significato di d1s3 (indipendente dalJa 
curva scelta a definire quei birapporti). 

5. - Alcuni elementi geometrici. 

La conoscenza delle forme e, quindi, delle coordínate -normal¡ 
equivale geométricamente a fissare un tetraedro di riferimento rela-
tivo al punto O i cui vertici sono i punti x, xu1 xvf xuv che indicherô 
con 0, 011 0 2 , 0 3 . Comunque si varí il fattore di proporzionalità 
delle xu cioè si assumano in loro vece le px¿ con p (u, vJ^O 
nel campo che si considera, i punti analoghi ad 0±, 02 descrivono 
le due tangenti asintotiche uscenti da O, mentre la retta 0 0 3 ô 
sempre la polare reciproca di Ox 02 rispetto alia quadrica di Lie, 
Q (precisamente: i lati 0102 e 0 0 3 del tetraedro sono fissati 
appena si assegnino i valori di pu!p e di pvfp, cioè il dlogp ; 
per fissare 03 bisogna assegnare p). Se le x sono coordinate nor-
mali di F u b i n i , il lato 00.¿ o la normale proiettiva di F u b i n i . Essa 
è stata definita geométricamente in vari modi. Il seguente è 
dovuto al T e r r a c i n i (*). E noto che esistono infinite omografie 
trasformanti la a in una o' avente un contatto del 3o ordine con 
a in O (e tali che ciascuna tangente asintotica in O abbia per 
corrispondente sé stessa). Ogni tale omografia conserva anche 
Tintorno del 4o ordine di o per una q'uaterna di direzioni di o 
uscenti da O. Ad ogni retta uscente da O, considerata come retta 
unita in tali omografie corrisponde (in due modi diversi) un fascio 
di quaterne (associate) come le precedenti. 

Se le quaterne-associate ad una retta per O sono apolari alia 
terna di Segre (e perciô basta che lo sia una) quella retta è la nor-
male proiettiva. 

Un'altra costruzione délia normale proiettiva, data di recente 

(*) Sul signifícalo geométrico della nórmale proiettiva. Rend. Acc. dei 
Lincei, s. Yí, vol. III, 1926. 



APPENDICE II. 6 8 7 

dal F u b i n i (**) la ricollega alla considerazione delle quadriche di 
Lie relative ad O e ai punti infinitamente vicini sulle asintotiche 
per 0. 

Passo a caratterizzare [B] il vertice 03 del tetraedro fonda-
mentale. Si considerino le due rigate costituite dalle normali 
proiettive uscenti dai punti delle due asintotiche per O. Il piano 
tangente ad una di esse in O tocca Paîtra in un punto G (£0) 
délia normale; sia M Pulteriore punto d'incontro di questa nor-
male con Q : il verlice 0 3 è il quarto armonico dopo 0, C, M. 

La quadrica Q di Lie (osculatrice lungo la generatrice per 0 
ad una qualsiasi delle rigate delle tangenti asintotiche di un 
sistema uscenti dai punti delP asintotica delP altro sistema passante 
per 0) è un elemento essenziale nella determinazione sia degli 
invarianti infinitesimi (forme fondamentali) sia degli altri elementi 
geometrici (tetraedro relativo ad 0). Il seguente teorema [B] dà 
una proprietà dei singoli punti di essa : 

La quadricci di Lie è il luogo dei punti singolari délia rete di 
complessi determinata dalla congruenza lineare speciale osculatrice 
in 0 ad una delle asintotiche e dal complesso lineare osculatore alla 
rigata delle tangenti asintotiche deU'altro sistema net punti delV a-
sintotica considérala. 

Ancora da essa si puô far dipendere [B] la determinazione 
delle terne di D a r b o u x e di S e g r e e delle due direttrici di W i l c -

z y n s k i ; per queste si- lia il teorema [K] : 
Si considerino i é punti (i 0) in cui Q tocca il proprio invi-

luppo e i due lati, reciproci rispetto a Q, del quadrangolo (di De-
moulin) di essi determínalo ; le due rette appoggiate ad essi, una 
per O V allra nel piano tangente ivi t, sono le direttrici di Wüc-
zynshi. 

Altri elementi geometrici atti a caratterizzare i successivi 
intorni di un punto O délia superficie si troveranno applicando 
p. es. le considerazioni fatte in I. 5 alie sezioni di a con piani 
passanti per una tangente asintotica : ma una ricerca in tal senso 
non è ancora compiuta. 

(**) Nuova trattaxione elementare dei fondamenti efe. Rend. Istit. Lom-
bardo, vol. LIX, 1926. 
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B. m e t o d o d e i s i s t e m i a s s i a l i 

1. - Definizione dei sistemi assiali. 

All' esposizione di questo método occorre premettere la defi-
nizione di sistema assiale di curve sopra una superficie [4 , O]. 
Per ogni punto O di o si dia una retta (non contenuta in T); i 
piani osculatori alie curve del sistema passanti per O contengono 
la retta. II sistema assiale si dirá associato alia congruenza adíe 
reite date f a s s i j . 

Dualmente, a partiré da una congruenza di rette contenute 
nei piani t (ma non passanti per i relativi punti O di o), si pos-
sono definire i sistemi radiali (in corrispondenza alie due 
interpretazioni della retta-asse e della retta-raggio). 

Se le rette delle due congruenze di un sistema assiale e di 
un sistema radíale una passante per O, l'altra contenuta in t, 
sono polari rispetto a Q i due sistemi si diranno polari [(?]. 

Ad ogni forma lineare lg1^l(h1du — h2dv) [ove l e un 
fattore numérico, ed hx e h2 sono funzioni di u e v] é associato 
un sistema assiale definito da 

PY («duS2v — dvd2u) = — pY (P^3 — T^3) + <p2
l (hxdu ~ h2dv) 

e un sistema radióle (polare del precedente) definito da 

p Y (du S2 v — dv S2 u) = p y (P du^ — Y dv3) + <p21 {h± du — h2 dv) 

ove S indica, differenziali controvarianti costruiti rispetto a tp2 = 
= 2pYdudv [il fattore pY e posto soltanto per daré a ciascun 
termine carattere invariantivo]. 

L'importanza di questi sistemi per la teoría delle superficie 
e delle loro corrispondenze apparirá in seguito. 

2. - Un invariante fondamentale. Curve anarmoniclie. 

Un secondo método [O] per la ricostruzione delle forme nor-
mali del F U B I N I é basato sulla conoscenza di un sistema oo2 di 
curve di o invarianti per applicabilitá proiettive. U ordinaria 
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teoría deir applicabilitá si serve appunto del sistema oc2 delle 
geodetiche: ma mentre in questo caso il dato fondamentale c il 
<¿s2, di significato noto, nel caso proiettivo é proprio la conoscenza 
di una forma (p. es. quadratica) che ci manca e che anzi vogliamo 
ricostruire. E insomma la stessa difficoltá segnalata fin dal prin-
cipio e che si ripresenta sotto altra forma. 

A risolverla ci gioviamo qui del fatto che una direzione di a 
uscente da un suo punto O possiede 1111 invariante proiettivo. Tale 
é infatti F invariante assoluto della quaterna di rette costituita dalle 
tre tangenti di D a r b o u x e dalla direzione du/dv in O . Questo 
invariante finito, del Io ordine, vale, a meno di un fatto re numé-
rico inessenziale /---cp3 / y| /2; e F analogo, quando alie tangenti 
di D a r b o u x si sostituiscano quelle di S e g r e e / ' = 9 3 / 9 2 " . Di 
questi due invarianti finiti del Io ordine si conosce dunque il signi-
ficato geométrico. 

Chiamo curve anarmoniche quelle per le quali I = co-
stante. La loro equazione differenziale é 

1 g— 

pY (dud2v — dv82u) = — <p2 
ó 93 

I piani cuspidal i del cono inviluppato dai piani osculatori alie 
curve anarmoniche in O passano per la retta di Segre relativa ad O 
(cioe per la retta, trovata da C e c h , per cui passano i piani oscu-
latori alie curve di S e g r e in O). 

3. - Le forme di Fubini [GJ. 

Insieme ad I e naturalmente invariante d\ogI completamente 
definito appena si dia un elemento del 2o ordine di una curva O; 
si ha 

dlogI = J ^ - Rr(dvd2u — dud2v) + 
¥ 3 - 9 2 ? 3 
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Da questo invariante differenziale del 2o ordine si ricava un 
invariante del Io ordine quando si calcoli per le curve di un 
sistema oo2 proiettivamente definito su o (sostituendo ai 82 in 
dlog/ i loro valori tratti dall'equazione differenziale del sistema). 

Tale é p. es. il sistema assiale associato alia congruenza delle 
rette di Segre (ritrovate or ora proprio in relazione ad I); indi-
cando con ci5log/ il valore di dlogl calcolato per una di queste 
curve si ha 

che da il significato geométrico delV elemento lineare proiettivo di 
Fubini. Ma di piü 

cioé la considerazione degli invarianti geomeirici I ed I' e del sistema 
assiale associato alia ongruenza delle rette di Segre (puré definito 
in modo geométrico, indipendentemente da qualsiasi considerazione 
analítica) fornisce direttamente sia V elemento lineare proiettivo di 
Fubini sia le sue forme normali. E l'opportunitá della scelta di 
esse risulta di nuovo messa in luce dalla semplicitá e naturalezza 
del loro significato. 

Con lo stesso método puo ottenersi il significato di altro 
forme invarianti. Accenniamo brevemente ad alcune [G\. 

a) Sulle geodetiche di <p2 e dg\ogI = 8*^3/^3 e símilmente 
per dg\ogI' ; sicché calcolando dlogl sopra un elemento di 2o or-
dine di una qualsiasi curva e sulla geodetica di <p2 tangente si ha 

d,log/2/3 = <p?/f< '2 

ds log Pfi l 2 ¿Uog/2/3"]3 

—J> —7^3— 

4. - Altre forme invarianti del Io ordine. 

^V2 _ (d — dg)\ogI 
f3) (d-d9)iogr 

invariante finito del Io ordine (e non del 2o, come poteva atten-
dersi). 
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ß) Data la forma lgx = l [h1du — h2dv) cioö un sistema 
assiale e il sistema radiale polare, si considerino i piani osculatori 
in O (u, v) alie curve di questi sistemi in direzione d, il piano 
normale (contenente la normale pr.) per d e il piano z tangente 
in O a o : il birapporto di questi piani é V invariante finito del 
10 ordine Troveremo in seguito il significato di lg¡. 

IV. — Invarianti delle curve sopra una superficie. 

1. - Curvatura proiettiva. 

Data una curva C di a uscente da un suo punto O le due 
forme normali, o P elemento lineare proiettivo, ne costituiscono 
invarianti differenziali (infinitesimi) del Io ordine [e con essi si 
puó formare un invariante finito]. 

Vogliamo procurarci ora invarianti del 2o e del 3° ordine 
(cioé dipendenti dai differenziali 2* e 3* di u e v) che diremo 
curvatura e torsione proiettiva (della curva in O). 

Sara comodo porre ds2 = <p2 indicare con . . . 
i differenziali controvarianti rispetto a <p2. 

Si consideri [F] la tangente t in O a C e la proiezione sul 
piano tangente T, fatta da un punto della nórmale proiettiva, di 
una corda O O' di <7, e infine il birapporto D di queste due rette 
e delle due tangenti asintotiche. 

La parte principale del logD per > 0 su C é 

¡3y {dud2v — dv82u) jpg 
fr 2 

ove fo = 2 p y (¡3du? — ycfa;3); questo invariante proiettivo infinitésimo, 
diviso per ds, fomisce urí invariante finito di C ("curvatura proiet-
tiva/ 

Proprietá caratteristica dei sistemi assiali di curve su o é che 
la curvatura proiettiva é una funzione lineare dei parametri du/ds, 
dv/ds della direzione che si considera uscente da O. 

La curvatura asintotica di F U B I N I di C in O É ¡3Y(du&v — 
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— dvS2u) / ds¿. Il suo significato geométrico, fácilmente rica va-
bile dal precedente, è questo : 

Su C e sulla geodetica di <p2 tangente a C in O si prendano 
i punti O' ed O" e si proiettino le corde 00' ed 00" da un 
punto délia normale proiettiva sul piano tangente : il log. del birap-
porto di queste due proiezioni e delle due tangenti asintotiche in O, 
diviso per ds, ha per limite, quando O' ed O" O, la curvatura 
asinlotica di C in O. 

2. - Curvatura relativa di due curve. 

Piü in generale [(?] date due curve tangonti in 0, in dire-
zione cí, si consideri in O' =0 -f dO il log. del birapporto delle 
tangenti alie due curve e delle tangenti asintotiche. II suo ter-
mine principale e Y invariante infinitésimo 

(du d2v — dvd2 u)2 — (dud2v — dv^u^ 
du dv 

(ove gli indici 1 e 2 a numeratori stanno a distinguere gli ele-
menti relativi alie due curve). Questo invariante infinitésimo, 
diviso per ds = ^2$»¡dudv, puo dirsi curvatura proiettiva 
relativa delle due curve in O. 

Se una di esse é 1'estreñíale di <p2 tangente all'altra si ha 
proprio la curvatura asintotica di F u b i n i . 

Si hanno inoltre i teoremi [ff]: 

V invariante infinitésimo precedente relativo ad una curva 
assiále e alia curva ad essa tangente del sistema radióle potare non 
dipende affatto dalla scelta di questi sislemi (cioé dalla forma lgj 
o dalla congruenza che li definisce) e vale 2¡p3/<p2; e si ha qui 
un nuovo mezzo per definire P elemento lineare proiettivo di 
F u b i n i . 

V invariante infinitésimo relativo ad una curva di un sistema 
assiale in O e olla curva, ivi tangente, del sistema assiále associato 
alia congruenza delle normali proiettive vale precisamente 21gj 
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(forma che serve a defininire il primo sistema assiale). Si lia cosi 

il significato dell'invariante integrale 1 / g^ lungo una curva di o. 

Altri risultati in [6?]. 

3. - Le forme elementari e gli invarianti di curvatura [iY]. 

La ricerca di un invariante di curvatura di una curva C 
equivale in sostanza a determinare una scelta intrínseca dei dif-
ferenziali secondi sulla curva stessa. Nelle formóle precedenti i 
differenziali secondi S2 sono appunto controvarianti rispetto alia 
forma quadratica ds2 = 2 ̂ dudv. Ma noi abbiamo in realtá due 
forme invarianti indipendenti, p. es. le due forme normali di 
F u b i n i , o se si vuole le due forme elementari. Sicché appare piü 
giustificato procedere in modo che tutt'e due queste forme gio-
chino nella formazione delP invariante cercato. 

E si potra procedere cosi: Si prendano su C due archi (infi-
tesimi) O O e O'O" con la condizione che una delle forme ele-
mentari o una loro funzione assuma per essi lo stesso valore: si 
determini poi la variazione súbita dall'altra forma, o da un'altra 
funzione delle due forme, per la sostituzione delParco Or O" 
all' arco O' O; questa variazione é, data la sua definizione, un 
invariante (infinitésimo) di curvatura (da cui si passa súbito ad 
un invariante finito). 

Per esemplificare si considerino le due funzioni delle forme 
elementari 

Se si pone la condizione che 0 0' e O' O" abbiamo lo stesso 
ds la variazione 8 subita da d2s/dls per. il passaggio da 0 0' 
ad O' O" è definita da 

du , dv 
ds ds 

du S- v — dvd2u 
ds 

FUBINI e CKCH, Lexioni di Geometría proiettivo-differenxiale. 45 
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3l0£@Y2 SlogB2? ove <1^=—g , <¡>2 = ^ — e 52 sono i differenziali contro-

varianti rispetto a <p2. 
Se invece é d2s/dxs che si assume costante sugli archi 

O O ed Of O" la variazione A súbita dal ds della curva G in 
questo passaggio é definita da 

A ds 1 / du dv\ duk2vdvk2u A ds I I du dv\ 
ds3 

ove 

A2 u — d2 u 4-
1 itogPZl^«. A2 v — d2v 4-
ó du 3 dv 

Mentre la condizione d'invarianza nel Io caso é dud2v -\-dv82u = 0 
(che in fondo equivale al Lemma di Ricci) nel 2o caso é invece 
duh2v — cfóA2?¿=0; ma, é bene ripeterlo, la scelta delPuna 
o dell'altra condizione é in nostro arbitrio. 

4. - Método generale per la costruzione di in varían ti. 
Trasporto proiettivo [C]. 

Oltre ai metodi precedenti per la costruzione di invarianti 
differenziali del 2o ordine v* è un método di portata più generale 
(in quanto puô applicarsi anche a problemi diversi daU'attuale) 
fondato sulle osservazioni seguenti. 

Sia dato un problema di variazione relativo alV integróle 
jf (u, v, v') du = jds e una forma quadratica in du, dv definita 

anche a meno d'un fattore (cioè un'equazione quadratica nei dif-
ferenziali du, dv). In un punto O (u, v) si consideri una dire-
zione d (du/dv) e un'altra direzione S (8u/8v). Si puô definire 
come parallela a S in O' = O + d O in rapporto al problema di 
variazione assegnato quella direzione uscente da O' per la quale 

il (log. del) birapporto di essa, della estremale di J ds per O O e 

delle due direzioni che annullano la forma quadratica (in O) ô 
uguale al (log. del) birapporto delle analoghe direzioni in O. 



APPENDICE III. 6 9 5 

Come si vede se il ds è il solito elemento lineare délia geo-
metría riemanniana e se Pequazione quadratica in dujdv è proprio 
ds2 = 0 si ha senz'altro il trasporto parallelo di LEVI-CIVITA. 
Ma in molti casi, come appunto nella teoría proiettiva delle su-
perficie, puô essere necessario distinguere il problema di varia-
zione, cioè lasciar libera la scella délia funzione /, dalla scelta 
deirequazione quadratica; si ottiene cosí da due diversi punti di 
vista una maggior generalità : e nella scelta di / e nelF indeter-
minazione del fattore délia forma quadratica. 

Mettiamoci nel caso délia geometría proiettivo-differenziale. 
Data a risulta definito (senza alcuna normalizzazione) V elemento 
lineare proiettivo di FUBINI (anche per le superficie rigate, finora 
escluse) 

du dv 

e cosí pure V equazione quadratica duy^dv = 0 che rappresenta in 
ogni punto le tangenti asintotiche (mentre <p2 e <p3 esigono una 
normalizzazione). 

Si possono perciô applicare le considerazioni precedenti aile 

pangeodetiche [estremali di j (fidu3 + Y dv3)/dudv] e a dudv — 0; 

e quindi si puo definire il trasporto proiettivo di una direzione 
Su 8 v 

g, = — , L = (v. le formóle relative in [Cl). È chiaro che, os os 
definito questo trasporto (ripetiamolo : indipendente da ogni nor-
malizzazione) si puô servirsene per la costruzione di invarianti 
proiettivi. 

Cosï p. es. data una curva uscente da O in direzione se 
si fa il trasporto proiettivo di d = 8 secondo d cioè se si costrui-
sce in O' = O -f d O la tangente alla pangeodetica uscente da O 
in direzione d, il log. del birapporto di questa, délia tangente 
in 0' alla curva e delle tangenti asintotiche (in O') diviso per 
il ds dà un invariante di 2° ordine relativo alla curva (che puo 
clirsi curvatura pangeodetica) espressa da [G] : 
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- i- +-Y('l>,du-^dv) ^ -

* ?3 

ove S2 indica di nuovo differenziali secondi controvarianti rispetto 
a <p2 [ma va qui ripetuto che il servirsi nella scrittura, per bre-
vitá, delle forme normali <p2 e tp3 non implica affatto la loro 

conoscenza] e , = ^ du ' T2 ev 
Quanto s'é detto per Y elemento lineare proiettivo puó ripe-

tersi per i problemi relativi a § / j / < p 2 = 0 e a 8 / V <p3 = 0 
quando si sia trovato, come in III i o ia III B, il significato 
di <p2 e di (p3 ; e cosí puré per le estremali delle forme elementan. 

5. - La torsion© proiettiva. - Sezioni piane. 

Per definire un invariante del 3o ordine di C procediamo 
COSÍ. Si consideri un punto O' prossimo ad O su C e un punto 
O" sulla sezione piaña osculatrice in O a C, e si proiettino, da 
un punto della nórmale proiettiva su r, le due corde 0 0' ed 
0 0". Se O' ed O" tendono insieme ad O il log. del birapporlo 
delle due proiezioni c delle tangenti asintotiche in O (cioé 
V angolo infinitésimo proiettivo delle due proiezioni), diviso per 
ds ( = / fdudv) ,é un invariante del 3o ordine di C che si dirá 
torsione proiettiva; esso vale: S/ds6 ove 

S = pY (du83v — dv83u)(p2 y (duS2v — dv82u) <p3 + 
Li 

+ 3Py (Pdu2S2u — Ydv2d2v) ?2 — f 3 f 3 + ?2?! — ?t¥>2 

e 
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d log ß 
dv 

dlogßt2 

du 
\dv-

Un altro modo per giungere ad un invariante differenziale 
del 3o ordine, non essenzialmente diverso dal precedente, è questo : 
La distanza proiettiva di O' dal piano osculatore in O, quando si 
prenda come assóluto la quadrica di Lie, divisa per 

V invariante S / . Il rapporto ira gli ultimi due invarianti 
dà un nuovo significato geométrico delP invariante finito (del Io 

ordine) <p3/<pf/2. 
Si notera che la (prima) curvatura proiettiva è invariante per 

applicabilità proiettive di o (quindi anche per collineazioni) mentre 
la torsione proiettiva è invariante solo per collineazioni. Ció è in 
completo accordo col fatto (e serve a chiarirlo) che le applica-
bilità proiettive operano su a come collineazioni fino all'intorno 
del 2o ordine di un punto generico, ma non fino al 3o. 

V equazione S = 0 c V equazione differenziale (intrínseca, cioè 
espressa con solí elementi relativi a o) dette sezioni p ane di a. 

6. - La terza forma fondamentale di Fubini. 

Chiamiamo cosí la forma normale quadratica di Fubini che 
uguagliata a zéro fornisce le linee di curvatura proiettive di o : 

cxdu* - c j * = (» + p a i Q
a

g f T ) du2 — | v + 7 d l 0 f / } dv2 . 

Ebbene [F] : 

11 valore della terza forma fondamentale, relativo ad un punto 
e ad una direzione, si ottiene moltiplicando per ds2 la torsione proiet-
tiva delta linea assiale, associata alia congruenza delle normali proiet-
tive (III B, 1 per l = 0) che esce dal punto nella direzione assegnata. 
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V. — Invarianti proiettivi di una superficie. 

1. - Osservazioni generali . 

a) Sia dato an invariante del Io ordine I, (dipendente cioo 
da u, v, du, dv) : se è dato un sistema oo1 di curve (dipendenti 
da un'equazione differenziale del Io ordine) definito proiettiva-
mente su o si avrà un invariante 70 relativo al punto u, v délia 
superficie calcolando Ix sulla curva del sistema che vi passa (o 
salle curve che vi passano, nel qual caso si otterranno invarianti 
irrazionali dai quali si traggono fácilmente invarianti razionali) : 
bastera sostituire in Ix l'espressione (o le espressioni) di du/dv 
tratte dall'equazione differenziale. 

Potranno servire alio scopo le linee asintotiche, le linee di 
DARBOUX e quelle di SEGRE, le linee di curvatura proiettiva etc. 
(purchè per il sistema adottato I ] non perda senso o assuma sem-
plicemente un valore numérico). 

P) Análogamente da un invariante del 2O ordine / 2 (conte-
nente u, v, du, dv, d2u, d2v) si trae un'invariante 70 calcolandolo 
per gli elementi del 2o ordine delle curve di un sistema oo1 (come 
quelli già considerati) ; oppure 7) un invariante Ix calcolandolo 
per le curve di un sistema oo2 proiettivamente definito su a (p. es. 
per il sistema di linee, assiali associato alie normali proiettive, o 
alie rette di SEGRE etc.) ; e dall' invariante Ix si passa come s' O 

detto ad un invariante 70. 
Si hanno cosí invarianti puntuali di una superficie Gli inva-

rianti ottenuti saranno tali per applicabilità proiettive o soltanto 
per collineazioni secondo che in essi si possono far figurare sol-
tanto p e Y 0 invece anche n e v (o cx e c2). 

2. - Invarianti del l 'elemento lineare proiettivo. 

Ad illustrare in modo concreto le considerazioni precedenti 
a), p), Y) vogliamo ritrovare [O], dandone il significato geométrico, 
alcuni invarianti delV elemento limare proiettivo, in base ai quali, 
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come si sa dalla teoría svolta dal CARTAN e dal Cech, o possibile 
decidere dell' applicabilità proiettiva di due superficie. 

x> • . dlogpY2 , dlogP2Y Poniamo come prima = ^ — , = du ' T2 dv 

Calcolando, secondo a), T invariante per le 
cts 0 s 

linee di DARBOUX e per le linee di SEGRE si ottengono invarianti 
(irrazionali, e da essi, con opportune combinazioni, invarianti ra-
zionali) che equivalgono alla conoscenza degli invarianti <ï>, 
V di Cech [G. P. D., pag. 333]. 

Calcolando, secondo p), la curvatura pangeodetica delle linee 
di SEGRE in un punto e facendone il prodotto si ha di nuovo Fin-
variante W. 

Secondo Y) la curvatura pangeodetica delle linee assiali asso-
ciate alla congruenza degli spigoli di GREEN è un invariante del 
Io ordine ; il prodotto dei valori ch' esso assume per le linee di 
SEGRE è l'invariante W. 

Ancora : la curvatura pangeodetica délia estremale di (p2 uscente 
da un punto in direzione canónica equivale (noti e W) alla 
conoscenza di 4>. 

In vece le curvature pangeodetiche delle linee canoniche e delle 
loro coniugate, secondo p), equivalgono alla conoscenza di W e A' 
(noti <ï>, W, W e i due invarianti H e K). 

3. - Le forme elementari e gl i invarianti precedenti. 

Ma il método piu regolare per Facquisto degli invarianti e 
che lie da un significato geométrico immediato é il seguente [X]. 

Consideriamo di nuovo gli elementi d'archi (proiettivi) di 
asintotiche definiti da 

d^3 = p2Ydu3, d2s3 = Py 2 dv 3 . 

La variazione súbita da ciascuno di essi passando da un lato di 
una maglia asintotica alFopposto, riferita al prodotto dei due ele-
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menti iniziali è evidentemente un invariante délia superficie ; si 
hanno cosí i due invarianti (irrazionali) del Io ordine 

dxd2s _ 1 dlogpY2 d2dxs _ 1 1 dlogp2Y 
d.sdoS 2 3 du ' d,sdoS ~~ 3 3 dv 

m 1 2 A i« 

da cui gli invarianti razionali 

<t> = —ùù ; qj = J L ^ , 3 1 . 3 

La variazione súbita dal Io invariante spostandosi lungo l'a-
sintotica riferita al suo elemento d'arco è l'invariante de! 
2° ordine : 

d2 /_d1d2s_\ __ J_ a2logPv2 

d2s \ dxs d2s ) 3 PY dwdî; ' 

analogamente si ha 

^ d2dLs 1 1 ô2logP2 y 
c^s d1sd2s 3 pY dw dv ' 

e da essi 

= J _ = ( W i £ + W ^ ) 
PT ÔWÔV \ cîj 5 ^ rfjS / / 1 2 

_ 1 fl = 1 1 ^ l o g p / ï = / 
3 3 Py ou dv \ d¡s d2s / / 1 

(con cí15í/25= PYdudv). 
d d s 

Cerchiamo ora la variazione súbita dal Io invariante 1 2 
dxs d2a 

quando ci si sposti lungo l'asintotica u dell'elemento dxs. E na-
turalmente da porsi dA dx s = 0 il che fornisce 
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d]u 1_ 1 _dlogp27 
dxs2 ~~ T (P2T)2/3 añ 

e in conseguenza si ha 

1 / d2logp72 1 aiogpv2 a iogP aT\ 1 _ / < M 2 * \ 
3 \ dt¿2 3 dtf dtt / (P 2T) 2 / 3~ d1s\d1sd28/ 

e analogo invariante scambiando 1 e 2 (e cosi p e 7, u e v). 
In lnogo di essi si possono prendere gli altri due: 

/ anogpT8 _ aiogpT aiogpT2 \ aiogpir8
 = 

9 p27 \ du2 du du j du 

1 dx / d¡d2s V2 / dxd2s \3 

~~ 2 c^s \ c^sc^s / \ d1$d2s I 

J _ J _ / logp27 aiogPT ^logP27 \ glogP27 = 

9 P72 \ dv2 dv dv ) dv "" 

__ 1 C¿2 / \2 / C^C^S \3 

2 cí2c? \ dlsd2s ) \ d2sdxs ) 

e da questi per somma e differenza si hanno gli altri due 

J L J L ^ t o g ^ / P T 
P27 du ^ P72 dv 

J L /PT _ ti * logfr /PT 
P27 dw P72 

Cosi apparisce chiara la formazione di questi invarianti: 
quelli del Io ordine misurano la differenza degli archi (proiettivi) 
dei lati opposti di una maglia asintotica; quelli del 2o ordine non 
sono altro che le derívate di essi secondo le asintotiche passanti 
per il punto in cui si calcóla 1} invariante. 
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4. - Invarianti per collineazioni. 

Agli invarianti precedenti (di cui altri significati possono tro-
varsi nei miei lavori) aggiungiamo ora alcuni invarianti per 
collineazioni [K]. Com'é noto la quadrica di LIE relativa al punto 
O e quella relativa ad un punto infinitamente vicino sopra un'a-
sintotica si tagliano (oltre che nelle due tangenti asintotiche in O) 
in due rette appoggiate alia tangente all' asintotica considerata (sono 
due lati del quadrangolo di DEMOCLIN). 

Per ogni tangente asintotica si possono quindi considerare i 
quattro piani seguenti: il piano tangente, il piano nórmale (con-
tenente la nórmale proiettiva) e i piani contenenti due lati del 
quadrangolo di DEMOULIN. Se si fa, per ciascuna tangente asintotica, 
il prodotto di due convenienti birapporti dei detti piani (alio scopo 
di ottenere invarianti razionali) si hanno i due invarianti per col-
lincazioni 

Ció vale se 4 0 e <|>2 i 0 . Se p. es. ^ = 0 (<¡>2 0), nel 
quil caso le linee cano niche sono asinloliche di un sistema (dv = 0), 
i quattro piani rclativi ad una tangente asintotica (dv —- 0) formano 
gruppo armo i tico ; se ció avviene per luit'e due le tangenti asintotiche 
è ^=(¡>2=0 la superficie è a linee canoniche indelerminate (e 
le linee di Darboux sono estremali di <p2). Le precedenti proprietà 
sono caratteristiche [/£]. 

Invariante per collineazioni è il birapporto dei due fuochi 
délia normale proiettiva e dei punti d'intersezione con la quadrica 
di LIE ; esso vale [G] 

K- 1 + 2|/Cl ca/pY 
K—\ — 2ici c2/pT 

ove K = j _ ¿Mogp? 
PY Sudv 

è la curvatura di e Cj e c2 sono i 
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coefficienti della 3a forma fondamentale. Esso é armonico se e 
solo se K = 1. 

É puré invariante il birapporto dei piani tangenti alie due 
rigate delle normali proiettive secondo le asintotiche uscenti da O 
in O e nel quarto vertice 0 3 del tetraedro canonico (giá definito 
geométricamente in III A, 5) e vale [6r]: 

c^/p-T* [ K - l ) \ 

Invarianti per collineazioni, dipendenti dalle derívate di n e 
di v si ottengono applicando i procedimenti esposti nel n° prece-
dente alie due forme elemental i invarianti per collineazioni ndu2 e 
vdv2 : ad evitare errori e bene notare che queste forme sono 
invarianti per cambiamenti clei parametri sulle asintotiche, ma 
non per cambiameuto del fattore di normalizzazione (cioe, a dif-
ferenza delle forme elementan invarianti per applicabilitá proiet-
tive che si costruiscono partendo o dal sistema (1) o da uno qual-
siasi dei suoi trasformati, le nuove forme vanno costruite in rela-
zione al sistema (1) cui soddisfano le coordínate normali di 
FUBINI) . 

VI. — La geometría delle superficie nello spazio rigato. 
31etoilo iperspaziale. 

1. - Rappresentazione iperspaziale del complesso deüe tangenti 
ad una superficie [E] (*) 

La superficie o puo considerarsi, oltre che come luogo di 
punti o come inviluppo dei suoi piani tangenti, come 1' insieme 
delle sue tangenti, cioè come un ente (complesso particolare di 

(*) Vedi aucho la mia Memoria già eitata, Suit'equaxione di Laplace, 
n. 17. 
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rette) dello spazio rigato. Quando si adotti questo punto di vista (*) 
T ambiente naturale per lo studio di a 5 la varietà (quadratica) 
clelle rette di £3 , cioè una iperquadrica fi (a 4 dimensioni) dello 
spazio lineare a 5 dimensioni S5. I punti di fi u rappresentano „ 
le rette dello spazio ordinario S3: come si rappresenta una super-
ficie g (complesso delle sue tangenti) su fi ? 

Questo complesso contiene oo2 fasci di rette : e poichè ogni 
fascio si rappresenta in una retta di fi la superficie o si rappre-
senta in una V3 rigata (le cui generatrici appartengono ad fi). 
Evidentemente ciô non basta a caratterizzare il nostro particolare 
complesso. Bisogna esprimere il fatto che le faccette (punto e 
piano) infinitamente vicine dei fasci sono in posizione congiunta o, 
ciô che fa lo stesso, che in ciascun fascio esistono due rette (le 
tangenti asintotiche) che appartengono anche a fasci infinitamente 
vicini. In ¿>5 (entro fi) : ogni retta g délia V3 è incontrata da 
due generatrici infinitamente vicine, cioè possiede due fuochi A 
e A* : questi due fuochi rappresentano le tangenti asintotiche, 
siano a ed a*, uscenti dal punto O di a (rappresentato, come 
centro del fascio, in g). Quando O descrive a (quindi g la V3) 
A e A* descrivono due superficie <f> e <I>* le quali rappresentano 
le due congruenze delle tangenti asintotiche (del sistema cui ap-
partiene a o rispettiv. a*) di a. 

Per la natura stessa di F3, cioè per il fatto che le sue 
rette si lasciano ordinäre, in due modi diversi, in oo1 sviluppa-
bili, circoscritte a <ï> (o a 4>*) e i cui spigoli di regresso stanno 
su <ï>* (o su í>), risulta che Io) ciascuna superficie <Ê> e <Ê>* pos-
siede un doppio sistema coniugato ; 2°) <I> e <t>* sono trasformate 
di Laplace una delV altra. 

(*) Ad esso si riferisce il notevole lavoro di G. TUOMSEN: Ueber eine 
liniengeometrische Behandlungsiveise der projektiven Flächentheorie und 
die projektive Geometrie der Systeme von Flächen %iveiter Ordnung. [Abhan-
dlungen des Math. Seminars, Hamburg; vol. IV, 1925] ove, fra Y altro, il T. ca-
ratterizza le congruenze di quadriche (e non di regoli, come si farä appresso) 
che sono di LIE per una superficie. Sicché, in termini iperspaziali, si tratta 
piuttosto dello studio di una superficie di S9 che di una situata sopra una 
iperquadrica di 
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Qual'è il significato dei due sistemi coniugati esistenti su <1* 
e su <ï>* ? 

Sia a tangente air asintotica u (dv = 0) in 0 [e a* alFasin-
totica v (du = 0)]. La sviluppabile tangente a quelP asintotica si 
rappresenta in una curva di <£> e (poichè due tangenti delP asin-
totica u infinitamente vicine s'incidono) le tangenti a questa 
curva sono rette g di V3 ; cioè questa curva appartiene al doppio 
sistema coniugato di <t> (essendo lo spigolo di regresso di una 
sviluppabile contenuta in F3). Análogamente si vede che la rigata 
delle tangenti aile asintotiche u [dv = 0) nei punti di una asinto-
tica v (du = 0) si rappresenta in una curva di <ï> pure apparte-
nente al doppio sistema coniugato. Sicchô : 

Se i punti A di <I> rappresentano le tangenti asintotiche aile 
linee del sistema u (dv = 0) di o, su <ï> rimane definito un doppio 
sistema coniugato (u, v) : le linee u (dv = 0) rappresentano le 
sviluppabili tangenti aile asintotiche u ; le linee v rappresentano le 
ri gâte delle tangenti aile asintotiche u nei punti delle linee v di o. 

Analoghe osservazioni per <ï>* scambiando ovunque u e v. <ï>* è 
la tras formata di Laplace di 4> secondo le linee u (e cosl <t> è la 
trasformata di <I>* secondo le lince v). 

Indichiamo ancora con <í>x la trf.ta di LAPLACE di 4> secondo 
le linee v e con 4>f la trf.ta di L. di <i>* secondo le linee u ; 
sicchc 

4>! <I> <ï>* <I>* 

sono 4 superficie consécutive nella successione delle trasformate 
d i LAPLACE. 

2. - Regoli (li Lie. 

Sulla quadrica di LIE, relativa al punto O di o, distinguíanlo 
due regoli : quello di cui fa parte a e 1' altro cui appartiene a*. 
Consideriamo p. es. il primo. Esso è individuato da a e dalle due 
tangenti asintotiche dello stesso sistema infinitamente vicine uscenti 
da punti della linea v per O. In S5 : i tre punti immagini delle 
tre tangenti ora nomínate determinano il piano osculatore in A 
alia linea v di <P ; questo piano (o, se si vuole, la sua interse-
zione con Û) rappresenta il regolo di LIE (e F altro regolo appar-
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tenente alla stessa quadrica di LIE si ottiene in modo analogo 
ragionando su <ï>* ; il che equivale a prendere il piano polare 
del precedente). Sicchè : 

I regoli di Lie (di un sistema) relativi a o si rappresentano 
nei piani osculatori alie linee v di (o alie linee u di <&*). 

Se si osserva che il piano osculatore in A alla linea v di 
è il piano tangente nel punto corrispondente Ax alla trasformata 
<ï>, si arriva alla seguente condizione caratteristica per le 
congruenze di regoli che sono di Lie per una superficie : 

Condizione necessaria e sufficiente affinchè oo2 piani di S5 rap-
presentino i regoli di Lie relativi ad una superficie o è che Y) essi 
siano tangenti ad una superficie} sia <ï>3, possedente un doppio* 
sistema coniugato ; 2) h due tras formate successive in un senso 
(con le notazioni di prima, secondo le linee, uj, siano <ï> e <!>*, 
appartengano alV iperquadrica Si délie rette. La terza trasformata 
<E>f (nello stesso senso) rappresenia, con i suoi piani tangenti, i 
regoli delV altro sistema. 

La condizione 2) relativa alla seconda trasformata puô 
esser sostituita da quest'altra: gli S3 osculatori alie linee u di <1>1 

siano tangenti ad 2. 

3. - Rigate asintotiche lungo le linee di Darboux e di Segre. 

Chiamiamo rigata asintoiica una rigata le cui generatrici siano 
tangenti aile asintotiche (di un sistema) lungo una linea di o. 
Se questa è un'asintotica dell'altro sistema i suoi regoli osculatori 
sono appunto i regoli di LIE. 

Ora vogliamo prendere in esame le rigate asintotiche c.irco-
scritte a A lungo le linee di DARBOUX o di SEGRE e caratterizzare 
la totalità oo2 dei loro regoli osculatori. 

Per ciô ritorniamo alla superficie 4> (se le rigate in esame 
hanno per generatrici tangenti aile asintotiche u di o) di e 
ricordiamo una proprietà generale delle superficie di 

Ho definito (*) su queste certi sistemi doppi, coniugati di 2a 

(*) Sistemi coniugati suite superficie degli iperspaxi. Rend. Cire. Matem. 
di Palermo, t. XLVI, 1922. V. anche in questo Volume, Appendice III, § 9. 



\ 

APPENDICE I I . 7 0 7 

specie, cou la seguente proprietà : Le tangenti aile ôurve di un 
sistema nei punti di una linea delV altro formano una rigala d'in-
dice di sviluppabililà 2 (cioè due generatrici infinitamente Vicine, 
ma non tre, sono linearmente indipendenti). 

Una volta definito il coniugio di 2a specie (in cui le lintfe 
dei due sistemi hanno ufficio différente, a differenza di quanto 
avviene per quello di I a specie) ci si puô chiedere se esistano 
direzioni autoconiugate (di 2a specie) o principali. E si trova (*) 
che : sopra una superficie generica di S5 esistono in ogni punto 5 
direzioni autoconiugate ; a meno che la superficie posscgga un doppio 
sistema coniugato ordinario, nel quai caso in ogni punto esistono 
tre sole direzioni autoconiugate o principali. 

In questo caso le linee principali, invïluppate dalle tangenti 
principali, hanno la seguente proprietà caratterislica : lo spazio S3 

osculatore ad una di esse in un punto è contenuto nel!o S4 cui 
appartiene V intorno del 2o ordine del punto délia superficie [con la 
mia terminología, questo S4 è 2 - osculatore alla superficie nel 
punto e le linee prindipali sono quasi - asintotiche 72(3 sulla 
superficie]. 

La superficie <ï> possiede appunto un doppio sistema coniugato ; 
quindi tre sistemi di linee principali. E precisamente : 

Le Unte principali di <ï> (o di <Ï>*J rappresentano le rigate 
asintotiche (di un sistema) circoscritte a a lungo le linee di Darboux. 
La loro proprietà caratterislica equivale al teor. di Cech per cui le 
due rigate asintotiche lungo una linea di Darboux hanno questa 
per linea- flecnodale e ciascuna rigata è costituita dalle tangenti qua-
dripunte delV altra. 

Inoltre : 
Condizione necessaria e suficiente affinchè 002 regoli di S3 

siano quelli osculatori aile rigate asintotiche lungo le curve di Dar-
boux di una superficie o è che i piani rappresentativi in S5 siano 
osculatori alie linee principali di una superficie <E> che possegga un 
doppio sistema coniugato le cui tangenti in un sistema siano rette di ñ. 

Se in ogni punto A di <ï> si costruisce la coniugata armónica 
di una tangente principale rispetto alie linee u e v (del doppio 

(*) 1. c. sopra. 
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sistema ajugato) queste tangenti inviluppano un nuovo sistema 
di liner (di cui tre per ogni punto) rappresentanti le ri gâte asin-
iolich' (di un sistema ; per avere quello delP altro si operi allo 
ste^o modo su <ï>*) circoscritte a a lungo le lince di Segre. 

4. - Nuove quadriche invarianti. 

Se si approfitta del fatto (*) che i piani osculatori a curve 
(di <ï>) uscenti da un punto secondo direzioni divise armónica-
mente dalle tangenti alie linee u, v stanno in uno stesso ¿?3, si 
conclude che il piano osculatore ad una linea principale in A e 
quello osculatore alla linea ora costruita (la cui tangente è coniu-
gata armónica etc.) si tagliano in una retta : ma di più le tre 
rette relative al punto A (in relaziono alie tre linee principali 
per A) stanno in un piano iz. Análogamente si ottiene un piano rc* 
relativo al punto A* di 4>*. Interpretando tutto ciô nello spazio 
ordinario si ha il teorema : 

In ogni punto O di a si consideri una linea di Darboux, la 
linea di Segre coniugata e i regoli osculatori in O aile rigate asin-
totiche (di un sistema ; cui appartiene p. es. &) circoscritte lungo 
esse a a. Questi due regoli hanno in comune, oltre alla generatrice 
a in O un'altra retta; le tre rette che cosí si ottengono (variando 
la linea di Darboux in 0) stanno con a in uno stesso rególo (e 
vi formano una quaterna equianarmonica) ; alla quadrica sostcgno 
appartiene pure la tangente a*. 

Questa quadrica e quella di Lie relativa ad O si segano ulte-
riormente (cioè oltre che in a e a*^ in due rette. 

Un'altra quadrica, pure invariante per applicabilità proiettive 
di o, si ottiene scambiando a ed a* nelle costruzioni precedenti. 
Queste due quadriche coincidono (fra loro e con quella di LIE) 
se e solo se a c una superficie di coincidenza. [G. P. D., pag. 157]. 

(***) Sopra alcune estensioni dti teoremi di Meusnier e di Enlero. 
Atti Accad. Torino, vol. XLVI1I, 1913 ; n. 7. 
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5. - II fascio canonico. 

Possiamo giovarci dei piani ÎC e ÍÜ* costruiti per daré una 
nuova costruzione del fascio canonico. Si prova infatti clie il piano 
TU incontra la retta A* Af in un punto A*; e cosï il piano rc* 
incontra la retta A Ax in un punto A. La proiettività AA1A... 
z\A* A? A* ... determina una quadrica, il cui S3 ambiente, come 
si prova fácilmente, è quello dei due piani di £2 passanti per la 
retta A A. Le due generatrici di questa quadrica sitúate nei due 
piani ora deiti (e diverse dalla AA*J rappresentano (con i loro 
punli) il fascio canonico di o relativo al punto O e il suo potare 
rispetto alla quadrica di Lie (in O) : i punti in cui esse tagliano 
la A A* rappresentano la tangente canónica e la sua coniugata ; e 
quelli in cui tagliano la AiAf rappresentano le direttrici di Wïlc-
zynski, etc. 

Ritengo che le considerazioni precedenti siano atte a dare 
un'idea délia fecondità del método iperspaziale per lo studio di 
una superficie o dello spazio ordinario. E chiaro che le configu-
razioni di cui ci siamo serviti non sono che le più immediate per 
lo studio di o ; ma tutta la successione dette trasformate di Laplace 
di <I> e <!>*, i loro sistemi coniugati e i piani ad essi osculatori, 
gli S4 2 - osculatori a queste superficie, etc., forniscono configurazioni 
geometriche naturalmente legate a s e invarianti per applicabilità 
proiettive di essa. Ogni particolarità relativa a detta successione 
(p. es-. V esser terminata da una parte o da tutV e due; V esser 
periódica etc.) dà luogo a particolarità di o e mette in luce 
famiglie di superficie notevoli rispetto al gruppo délie applicabilita 
proiettive. 

Alcune di queste famiglie, le prime che si sono presentate, 
ritroveremo in seguito da questo punto di vista. 

Ma di più questo método iperspaziale fornisce in modo del 
tutto spontaneo alcuni invarianti fondamentali della teoría. È ap-
punto di questi che vogliamo occuparci. 

FUBINI e CECH, Lexioni di Geometría proiettivo-di/ferenxiale. 46 
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6. - Determinazione iperspaziale delle forme elementari [E] (*). 

Lo spazio S4 2 - osculatore in A a <I> è tangente in ¿i* ad £2; 
e viceversa lo 8f 2-osculatore in A* a <ï>* è tangente ad Q in A. 

Si consideri ora un punto A' i A di 4> e la maglia formata 
dalle linee (u, v) di 4> passanti per A e A' : precisamente sia 
A¡ (o A'z) il punto d'intersezione délia linea u (o v) uscente da A 
con la linea v (o u) uscente da A'. 

La retta A' A[ tagli lo Sf nel punto Tf e sia M un punto 
generico di essa. Si faccia poi tendere A! ad A sopra una curva 
avente in A la direzione du/dv. 

Il termine principale del birappœto (A( A' Tf M) quando A'->A 
corne s* è detto (mentre M tende ad un punto qualsiasi délia tangente 
in A alla linea v, purchè £ AJ, vale 1/12 del quadrato délia forma 
elementare $du2/dv. 

Operando analogamente sul punto A* di <ï>* si ha il signi-
ficato di ydv2ldu. 

Da queste due forme si hanno subito quelle di FUBINI 

(III A, 4 ; pag. 684) ; ma anche la forma quadratica normale ha 
un significato iperspaziale molto semplice. 

Si consideri la retta A[A'2 e siano T e T* i suoi punti 
d'intersezione con S4 ed S}. 

Il termine principale del birapporto (Ai A£ T* T\ quando 
A'—>A come s'è detto, vale 1/24 délia forma normale ^2¡=2^dudv. 

Infine ecco il significato del rapporto degli elementi d'arco 
proiettivi delle asintotiche uscenti da O. 

Se la retta A' A( incontra lo S4 in Tj ed M è un punto gene-
rico di essa, non tendente ad A quando A' A, si ha 

lim (T1A,A[M) — $du*/idv* = — (d^/d^s)*. 
A' A 

Questi risultati si enunciano fácilmente nello 8Z di o. 

(*) Nota II. : Aneora sulla geometria delle superficie etc. [Rend. Lin-
cei, 1926J. 
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7. - Invariant! e classi di superficie invarianti. 

Dalle coordinate xi del punto O di a si passa a quelle del 
punto A di con le posizioni 

8 x2 8 xt 8 x3 8 xA 

8 x4 8 xx __ 8uá 8 xx 
n = X i t ü x* i n r ' p * ~ X i ~ 8 V ~ X i t ¡ T j 

__ 8 x2 8 xá 8 x3 8 x2 
P5 == x2 1 Ve? — x2 

8u 8U 8U 

in modo che l'equazione di Q é p4 + PzP$ + Vs P*\ = 0. 
L'equazione di LAPLACE cui soddisfa <E>, o meglio il suo 

sistema coniugato, o 

82p _ 5logp2Y 8p _ aiog^Y 8p _ 
8u8v 8v 8u 8u 8v 

_ _ i S i J M & . + P T ) „ . o . 

\ 8u8v 8u 8v ) 

Essa ha gli invarianti relativi 

quindi 1' invariante assoluto 

Análogamente dall' equazione relativa a <í>* si ricava 1'invariante 
assoluto (ove A* = Je) 
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Di questi due invarianti (del 2° ordine) di a si ha il signifi-
cato geométrico come invarianti di contatto (di coniche) secondo 
quanto è stato detto in I, 2 (pag. 675). 

Da essi si hanno per somma e per differenza i due invarianti 

h k* = 1_ a'IogpT 
k + h* pT dudv + ' 

h__ _ Jc*_ 1_ a2iogp/Y 
k h* PY du du 

che sono due degli invarianti fondamentali delV elemento lineare proiet-
tivo (il primo, diminuito di 2, è la curvatura proiettiva media di a 
secondo Fubini). 

S'intende che : gli invarianti assoluti delle successive trasfor-
mate di LAPLACE di Í> e di <Ï>* danno pare invarianti di A per 
applicabilité proiettive ; cosí p. es. indicando hx e kx (= h) gli 
invarianti relativi a <E>A, si ha l'invariante 

_ L d n ° z h + 2 — 
kx h dudv h 

cioe 1 invarianza di ; — ^ — . 
h dudv 

Più intéressante è vedere come, da queste considerazioni 
iperspaziali, vengano naturalmente messe in luce alcune classi di 
superficie. 

1) Se h = 0 le asintotiche di un sistema su o appartengono 
a complessi lineari (v. SulV equazione di Laplace, n. 17) e si 
ritrova cosï F equazione caratteristica di Cech [G. P. D.; p. 113]. 

2) Se h + fc* = 0, cioè se gli invarianti assoluti di <J> e 
di <I>* sono uguali e di segno opposto si ha pure un'altra classe 
di superficie studiata da Cech [G. P. D., pag. 151]. 

3) Se h = fc*, cioè se gli invarianti assoluti di <ï> e di <ï>* 
sono uguali, la superficie ê isotermo-asintotica. 

4) Se h = k, cioè se $ è ad invarianti (relativi) uguali è 
p = U . F ^ 0 e (con le eventuali trasformazioni U du = du, 
Vdv—dlî, y = F2 U"y puô farsi p = 1 cioè) le forme normali 
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possono ridursi al tipo 27{dud'ô, <p3 = ydû3 + y2dv3 quindi 
o è una superficie B0 [G. P. D., pag. 361], 

5) Se hl= h cioè se $ e hanno gli stessi invarianti 
(scambiati di posto) si hanno le superficie caratterizzate da 

i dHogp + r = [ / ( u ) v ( v h 

dudv 1 p 

6) Se h. = 1c2, cioè se ha invarianti relativi uguali si 
hanno le superficie caratterizzate da 

- P + = U(u).V (v). 
dudv r v ' v ' 

7) Se = 0 si hanno le superficie caratterizzate da 

d2iog (ap« 
dudv 

E cosí via. Le superficie delle ultime tre classi (che involgono la 
prima trasformata di <î>) non sono state ancora studiate (*). 

(*) Ad un'.altra classe di superficie, pure invariante per applicabilità 
proiettive, si arriva ponendosi la domanda seguente [I] : Dato un sistema 
assiale ( oc'2 ) di linee sopra una superficie non rigata, contiene esso un doppio 
sistema coniugato (oo1)? La risposta è in generale negativa; puo conteoerne 
al più uno o due ; a meno che tutte le linee del sistema assiale si possano 
distribuiré in oo1 sistemi coniugati, nel quai caso la superficie ha curvatura 

1 d2 log P r 
K = —r = — 8, e la congruenza cui quel sistema assiale è 

PY du dv 
associato è necessariamente quella degli spigoli di GREEN (e quindi quel sistema 
è unico). 

Se invece la superficie ô rigata esistono infiniti sistemi assiali (dipendenti 
da una funzione arbitraria) le cui curve si possono distribuiré in oo1 doppi 
sistemi coniugati (e gli assi per ciascun punto stanno in un piano che, al 
variare del punto sulla generatrice per esso, inviluppa una cubica sghemba). 

Se poi la superficie è una quadrica, basta che un sistema assiale con-
tenga un doppio sistema coniugato affinchè tutte lo sue curve si possano 
distribuiré in oo1 sistemi coniugati. V esistenza di tre tali sistemi (i cui assi 
in un punto non siano complanan) è caratteristica delle quadriche. 
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8. - Sistemi di curve iiivarianti. 

I sistemi assiali di curve sopra una superficie a, le estremali 
di (p2 e delle forme elementari, le linee anarmoniche soddisfano 
tutti ad equazioni del tipo 

dud2v — dvd2u = adu3 + bdu2dv + cdudv2 + edv-

o, introducendo i differenziali controvarianti S rispetto a <p2 

Py {dud2v — dv82u) = Q1$2idu3 + Q2$fdv2 + • <P2 

( 1 ) 
= Q1d1s3 + 62d2s3 + lgx . <p2 

ove 6X e 02 sono invarianti (finiti) ed Ygx = — è una 
forma differenziale invariante di Io ordine. 

Questi sistemi di curve molto generali, la cui equazione è 
stata indicata da FUBINI , si lasciano tutti caratterizzare geométri-
camente rimanendo nello /S3 di a : mi sembra opportuno premettere 
a questa caratterizzazione la loro genesi iperspaziale. 

In ogni punto A di una superficie dotata di un doppio 
sistema coniugato (non necessariamente appartenente ad S5) si dia 
un piano situato nello SA 2 - osculatore in A ma non incidente 
(in una retta) il piano tangente in A a <ï>. Rimane allora definito 
[L] su un sistema oo2 di curve dotato délia seguente proprietà : 
i piani osculatoii alie curve passanti per A tagliano in rette il piano 
dato (piano d'appoggio) per A. 

Un tal sistema di curve si dirá sistema planare. Sia ora 
<í> la superficie di ñ che rappresenta le tangenti asintotiche a di 
o [E, Nota II.]. Al piano d'appoggio generico in A corrisponde, 
nello S3 di o, un regolo, o se si vuole una quadrica d' appoggio, 
diciamola Q, contenente le due tangenti asintotiche a ed a* uscenti 
da O ( i è generica nel senso di non contenere altra tangente 
asintotica di o infinitamente vicina ad a). Al piano osculatore ad 
una curva di <Ê> in A corrisponde il regolo osculatore lungo a 
alia rigata delle tangenti alie asintotiche u lungo una curva di o : 
diciamo la quadrica, cui detto regolo appartiene, quadrica asintotica 
osculatrice del Io sistema in O alia curva (una quadrica del 2o si-
stema si otterrebbe scambiando le asintotiche u con le v). 
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Ad un sistema planare di curve su <E> corrisponde su a un 
sistema oo2 di curve cosï definite : 

Sia data in ogni punto O di o una (generica) quadrica Q 
contenente le tangenti asintotiche in O. Le quadriche asintotiche oscu-
latrici del Io sistema in O alie curve in esame segano ulteriormente 
(cioè fuori delle tangenti asintotiche in O) Q in rette. 

In alt ri termini : ciascuna di queste quadriche sega Q in un 
quadrilatero d'appoggio di cui fanno parte Je tangenti asinto-
tiche in O. 

La trasformazione di LAPLACE che porta da $ a <F>* fa corri-
spondere ad un sistema planare di <£> un sistema planare di <t>* ; 
cioè in S3 : 

Le quadriche asintotiche del 2o sistema osculatrici in O alie 
curve o) a definite tagliano in quadrilateri sghembi una stessa qua-
drica Q*, completamente individúala da Q. 

Insomma nella definizione di questi sistemi di curve si pos-
sono scambiare i due sistemi di asintotiche purchè alla quadrica 
d'appoggio Q (in ogni punto O) se ne sostituisca un'altra, ben 
determinata, Q*. 

I sistemi definiti dalle precedenti propriété sono rappresentati 
su o da urí equazione differenziale del tipo (1). 

Sicchè dare la (1) equivale geométricamente ad assegnare in 
ogni punto O di a una quadrica Q (o Q*) nel modo detto. Ora 
vogliamo effettivamente coslruire Q a partiré di 62, l~gx e di 
più, per ogni tangente du/dv, costruire la quadrica anntotica oscu-
lalrice del Io sistema alia curva di (1) che ha quella tangente, o 
se si vuole, il relativo quadrilatero d'appoggio (*). 

Poniamo 

(*) Le quadriche asintotiche osculatrici del 1° e del 2:) sistema relative 
alia curva (1) uscente da O in direzione du/dv si tagliano (fuori delle tan-
genti asintotiche) in una cónica per O: il luogo di queste coniche al variare 
di § i, 02, l~gxJ (fissata du/dvj é una ben determinata quadrica (formante 
fascio con la quadrica di LIE e col piano tangente contato due volte). Le due 
quadriche osculatrici si toccano in tutti i punti delle due tangenti asintotiche 
uscenti da O se e solo se la tangente duldv É una tangente di D A R B O U X . 

La quadrica luogo ora determinata e indipendente dalla tangente dujdv se é 
solo se ^,=:(}>2==0 cioé per le superficie a linee canouiche indetermínate. 
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T — | J?, x, xu, x01, — | X, x) xu, xuv |, N2 — | X, xv, j, 
Q = #MÜ | 

ove i secondi membri indicano determinanti costruiti con le coor-
dínate normali xx (v, v) di O e con quelle JĈ  di un punto gene-

rico di S3 ; e inoltre H = - ( ^ ^ + P t ) / Pr = E — 1 

. SlogPT2 . 5 log p2 y e, come prima, ^ = £ f , ^ = ^ — 
Su ' dv ' 

In relazione al sistema (1) giova considerare la retta di 
equazioni 

2 ) = + Î 7 , N% = — (lh2 + fc) T 

definitadalla sola forma l~gx; la diremo retta invariante; i 
i piani di cui si sono scritte ora le equazioni passano per essa 
e rispettivamente per la tangente asintotica a od a*. (TJn'altra 
retta invariante si avrebbe riferendosi a Q* invece che a Q). 

Consideriamo separatamente dal caso generale i casi 6f = 1 
nei quali si spezza Q (e analogamente 6jj= 1 nei quali si spezza Q*). 

a) I sistemi per i quali = — 1 (o 62 = + 1). 
Se OÍ = — 1, Q si spezza nei piano tangente T — 0 e 

nei piano 

(3) 

+ 

- 2 (lh2 + «y N t + 2 {ih, + + 

2 { l h , + (lh2 + - pT (H + 02) T = 2 FÍ. 

Le quadriche asintotiche osculatrici del Io sistema alie curve del 
sistema (1) per Oj = — 1 toccano il piano (3) nei punti della 
cónica sua, intersezione col cono quadrico 

(4) lh1 + ±-\T-N1 2 + ¡3 T [ ( Z A 2 + FC) T + N2-] = 0 ; 
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il punto di contatto déla quadrica relativa alla tangente du/dv ap-
partiene alla generatricz del cono complanare con la retía invariante 
e con la coniugata armónica di detta tangente (rispetto a quelle asin-
toüéhe). 

Dalle equazioni (3) e (4) si ha ancora : 
Se net sistema (1) si lasciano fissi 6X =— 1 ed 1 gj, i piani 

(2) formano fascio intorno alla polar e délia retta invariante rispetto 
alla quadrica di Lie, e le coniche luogo dei punti di contatto in essi 
si distribuiscono sul cono (4). 

Conclusioni analoghe per 82 = + 1 si hanno per Q*. 
Si puô aggiungere che se 0X = — 1 (o 02 = + 1) il cono 

di 3a classe inviluppato dai piani osculatori in O alie curve ciel 
sistema (1) si spezza in un piano e in un cono quadrico [G, n. 3]; 
se Qi = — 1 e 02 — 1 si hanno i sistemi assiali dei quali qui 
risultano nuove proprietà. 

p) I sistemi per i quali 0! = + 1 (o fi2- — 1). 
Per 6 l = 1, Q si spezza nei due piani (2). 

Le quadriche asintotlche del 1° sistema osculatrici in O aile 
curve integrali di (1) per 0X = 1 passano tutte per uno stesso pun-
to P (dipendente da d2) délia retta invariante ; viceversa se ció 
accide è 0X — 1. II punto appartiene alia quadrica di Lie relativa 
ad O se e so1,o se 02 = 0. 

I piani in P tangenti a queste quadriche inviluppano un cono 
la cui traccia su T = 0 non dipende affatto da 02 (ma solo da l g j j 
ed è la cónica di cquazione 

4 (lh2 + <j,2) N\ — 4 [ih, + + pNI + 4íiA^ - 0 

passante per O. 
II piano tangente in P alia quadrica relativa alia tangente 

du / dv tocca questa cónica nel punto O in cui essa è incontrata 
dalla quaría armónica dopo a, la tangente data ed a*. 

7). II caso generale £ 1 (o 0¡ 4 1). 
Per un punto generico dello spazio passano le quadriche 

asintotiche del Io sistema osculatrici in O a curve del sistema (1) 
relative a tre direzioni dujdv. 
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II luogo dei punti per i quali queste direzioni costituiscono una 
terna apolare alie tangenti asintotiche in O é la retta invariante (2). 

Caratterizzata cosi la retta invariante caratterizziamo Q. II 
loro punto d'intersezione i O dipende solo da Vgx e da 02 ; cioé 

Tutte le quadriche d* appoggio Q relative agli infiniti sistemi (1) 
clie si ottengono variando d1 (fissi 1 e passano per uno stesso 
punto délla retta invariante (relativo alia terna du3 = 0). 

II luogo del punto ora determinato al variare di lgx é una 

nuova quadrica Q caratterizzata sólo da 62, di equazione 

N x N 2 = |Q + - l ¡3 r (2 r+e 2 )2 ' j íT ; 

essa appartiene al fascio formato dalla quadrica di LIE (con la 
quale coincide se e solo se 02 = 0) e dal piano tangente in O 
contato due volte ed é individuata dal suo ulteriore punto d'inter-
sezione (4: O) con la nórmale proiettiva : infatti il birapporto dei 
punti 003 (vertici del tetraedro fondamentale; v. pag. 687) e dei 

punti d'intersezione della OOs con Q e con la quadrica di LIE vale 
1 + 8* / JET, cioe si sa costruire appena dato 62 (poichó II dipende 
solo dalla curvatura proiettiva K di o in O) (*). 

Ad un'altra quadrica invariante Q*, individuata in modo ana-
logo da 6X soltanto, si arriva operando su Q*. 

Ora siamo in grado di daré la costruzione della quadrica 
d' appoggio Q in O relativa al sistema (1). 

Si costruiscay data lgx, la retta invariante e, dato 02, la qua-

drica Q nel modo ora detto. Poi nel fascio determinato dai piani 

(*) La quadrica Q si puó anche carattorizzare (indipendentemente dal 
suo punto d' incontro con la nórmale proiettiva) cosi: essa é asintotica oscu-
latrice del Io sistema alia curva del sistema (1) uscente da O in direzione 
du = 0. Sicché per costruire Q basta conoscere r elemento del 2o ordine di 
questa curva in O. Questa curva ha per piano osculatore in O, come 1' asin-
totica A, il piano ivi tangente a o e V invariante proiettivo di contatto di 
queste due curve (v. pag. 679) vale 1 - G¿. In particolare esse si osculano 
se 02 == O; se invece G¿ = 1 la curva in esame del sistema (1) ha un flesso 
in O. 
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asintotici (2) per la retta invariante e da Q si costruisca la qua-
6 | 1 

dtica avente con Q in O V invariante di contatto (*) ~—7 : questa é Q. 
Oj—1 

Passiamo alia costruzione della quadrica asintotica del primo 
sistema osculatrice alia curva di (1) uscente da O in direzione 
du/dv: bastera deterninarne il quadrilatero d'appoggio su Q, o, 
ció che fa lo stesso, il punto di contatto, non appartenente alie 
tangenti asintotiche, con Q. Essa ó fornita dai teoremi seguenti: 

II luogo dei punti di contatto con Q delle quadriche osculatrici 
in O alie curve di (1) é la cubica sghemba intersezione residua (iolta 
la retta invariante) di Q con il cono di equazione 

hh1 + ^ ) T - N 1 
2 + (1 - 6,) [(lh2 + <{>2) T + N¿ T = 0 

dipendente solo da lg j e da (su di esso stanno quindi le x 1 

cubiche ottenute variando 02 ; mentre le oo2 cubiche ottenute va-
riando 0j e 02 si distribuiscono sopra un fascio di coni bitan-
genti etc.). 

II punto di contatto relativo alia tangente du/dv si ottiene 
segando la cubica col piano della relta invariante e délia tangente 
coniugala armónica di qudla data (rispetto ad a ed a*,), 

Aggiungiamo infine le seguenti osservazioni. 
Per i sistemi (1) caratterizzati da = — 02 e per essi soli 

si ha Q = Q* ; e queste due quadriche coincidono con la quadrica 
di Lie se e sólo 0¿ = 0. 

I sistemi per i quali 01 = 02 son caratterizzati dal fatto che 
una retta arbitraria per O taglia la quadrica di Lie e le due qua-
driche Q e Q * in punli formanti con O un gruppo armonico. 

Si ha p. es. ©¿ = 0 per le curve anarmoniche e per le estre-
mali delle forme elementan ^pag, 684) [N]. 

(*) Due superficie aventi in un punto O le stesse tangenti asintotiche 
hanno un invariante proiettivo di contatto (limite di un birapporto) del tutto 
analogo all'invariante di SEGRE per due curve piane ( I , 1 ; pag. 6 7 4 ) . Se 
nell'intorno di O sono rappresentate dalle equazioni % — axy-\~ , 
% = axy-f- , detto invariante vale a \a\ [F], 
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VII. — Corrispondenze puntuali fra superficie. 

A . TEOREMI GENERALI [ .A, 0 ] , 

1. - Corrispondenza cremoniana fra stelle di piani. 

Le applicabilità proiettive (di FUBINI) di una superficie o costi-
tuiscono una delle scoperte più notevoli in questo campo, poichê 
di esse non si aveva idea prima delle ricerche del FUBINI stesso. 
Esse sono ben caratterizzate dal fatto di agiré, fino alFintorno del 
2o ordine di un punto generico 0 di o, corne collineazioni. 

A ben rilevare la posizione ch' esse assumono fra le corrispon-
denze puntuali fra due superficie, cioe a riconoscere quali parti-
colari caratteri deve possedere una tal corrispondenza per essere 
un'applicabilità proiettiva, giova prendere in esame le proprietà 
relative al 2° ordine di una corrispondenza puntuóle qualsiasi. 

Siano O ed O dei punti (regolari) generici di o e o poste 
in corrispondenza puntuale (biunivoca, e regolare fino all'intorno 
del 2° ordine, in due campi suficientemente limitati entro i quali 
cadono O ed 0 ) . 

La corrispondenza puntuale subordina : 1) una corrispon-
denza proiettiva fra gli intorni del Io ordine (fasci di tangenti) 
di 0 ed 0 , 2 ) una corrispondenza fra i piani delle due stelle di centri 
O ed O quando si assumano come corrispondenti piani contenenti 
intorni del 2° ordine (di curve) corrispondenti in 0 ed 0 . 

La corrispondenza fra due le stelle di piani jOj ed jOj è Cre-
moniana del 3° ordine; i suoi piani fondamentali, p. es. in jOj, 
sono il piano tangente z in Oc due piani generalmente determinati 
e distinti dal precedente che si tagliano in una retía che si dirá 
asse délia corrispondenza relativo al punlo 0 (e cosi si ha un 
asse relativo ad 0). 

Questi due piani fondamentali (4: t) sono i piani osculatori in 
O alie curve corrispondenti a quelle che hanno un flesso in 0. 
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Uno di essi viene a coincidere con z se ad una tangente asin-
totica in O corrisponde una tangente asintotica in O; ma esso 
diviene indeterminato se alie curve di a che hanno quella per tangente 
di flesso corrispondono su o curve aventi puré un flesso (in O, e 
per tangente di flesso la corrispondente tangente asintotica) ; in ter-
mini infinitesimali: se ai tre punti infinitamente vicini comuni ad 
una tangente asintotica e a o corrispondono tre punti situati sulla 
corrispondente tangente asintotica (e su cj. 

2. - Corrispondenze proiettive fra stelle di rette. 

Vogliamo ora considerare un' altra corrispondenza fra le stelle 
di rette uscenti da O e da O, cosí definita. 

Nella corrispondenza Cremoniana precedente ai piani di un 
fascio per O corrispondono, in O, i piani di un inviluppo cu-
bico r 3 : facciamo corrispondere alia retta asse del fascio di piani 
per O la retta per cui passano i tre piani cuspidali di T 3. 

La corrispondenza cosí stabilita fra la stella di rette di centro O 
e la stella di centro O è una proiettività generalmente non degenere ; 
sia a). 

Análogamente esiste una proiettività, ô), che fa passare da 
una retta asse di un fascio di piani per O alia retta appartenente 
ai tre piani cuspidali delP inviluppo cubico corrispondente. 

Il prodotto delle due proiettività o> ed è urí omologia nella 
stella di centro O in cui sono unite tutte le tangenti in O a a : 
V ulteriore retta unita è Vasse della corrispondenza in O. 

V omologia diviene speciale se ad una tangente asintotica in O 
corrisponde una tangente asintotica in O. 

Le due proiettività (o ed 5) sono una inversa delV altra in uno 
di questi due càsi : Io) guando ad una tangente asintotica in O 
corrisponde una tangente asintotica in O e ai tre punti (infinita-
mente vicini) comuni a quella e a o corrispondono i tre punti 
analoghi su questa ; 2o) quando si corrispondono tutC e due le tan-
genti asintotiche. 
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3. - Sistemi assiali corrispondenti. 

Altra caratterizzazione delle corrispondenze, in relazione aile 
proprietà del 2° ordine, si ha dalla considerazione dei sistemi 
assiali (III B 1). Precisamente: 

In una corrispondenza puntuóle generica Ira ce a vi è uno ed un 
solo sistema assiale di G cui corrisponda un sistema assiàle di "o : 
Vasse del sistema in un punto O è precisamente Vasse délia cor-
rispondenza relativo ad 0. 

Fanno eccezione i casi seguenli : Se su G e 5" si corrispondono 
le asintotiche di un sistema, o di tutti e due i sistemi, non esistono 
in générale sistemi assiali corrispondenti. Pero nel Io caso se ai tre 
punti comuni ad una tangente asintotica e a g corrispondono i tre 
punti comuni alla tangente asintotica corrispondente e a G gli assi 
relativi ad 0 e ad 0 risultano indeterminati e descrivono due fasci 
proietlivi (di centri 0 ed 0 ) ; nel 2° caso se la circostanza ora 
rilevata si presenta per tutC e due i sistemi di asintotiche ad ogni 
sistema assiale di G corrisponie un sistema assiale di G e la corri-
spondenza è uri applicabilité proiettiva. 

Quest'ultima affermazione è il teor. di Cech sulle applicabitità 
proiettive. Di queste si puô dare la caratterizzazione seguente : Se 
su due superficie G e G si corrispondono le linee di Darboux (e di 
conseguenza le asintotiche) e se ad UU sistema assiale di G corri-
sponde un sistema assiale di "ô la corrispondenza è uri applicabilité 
proiettiva (*). 

(*) Per le proprietà metriche delle corrispondenze, con particolari appli-
cazioni alla rappresentazione conforme, e alla corrispondenza fra superficie 
parallele vedansi le Note [A, 0, R]. Nello studio delle corrispondenze puntuali 
fra superficie si puô dare un teorema, più generale del precedente, per i si-
stemi definiti al n. 8 del Cap. VI ; ritornerô su di essi nel caso delle corri-
spondenze asintotiche (v. 1' ultimo n. di questo capitolo). 
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B. CORRISPONDENZE PARTICOLARI. 

1. - Le corrispondenze proiettivo - conformi e proiett ivo-s imil i . 

Dopo le applicabilitá proiettive di FUBINI, le corrispondenze 
piü semplici sono quelle che conservano 1'elemento lineare proiet-
tivo a meno di un fattore. Precisamente, se punti corríspondenti 
di due superficie o e o hanno le stesse coordínate u, v, noi stn-
diamo quelle corrispondenze per le quali i loro elementi lineari 
proiettivi E ed E (di FUBINI) sono legati da una relazione del 
tipo E =[jE ove p(u, v) e finita e differente da zero nel campo 
che si considera. É chiaro che dovendosi avere per E = 0, E = 0 
e viceversa si corrispondono su o e o le linee di DARBOUX (e di 
SEGRE) e di conseguenza le asintotiche. Dalí'ultimo teorema pre-
cedente sappiamo che, se p 1, non vi sono sistemi assiali corri-
spondenti su o e 5". 

Queste corrispondenze, che appare giustificato di chiamare 
proiettivo - conformi, si possono caratterizzare col seguente 
teorema : 

I)i ogni corrispondenza fra o e o che conservi le asintotiche 
(corrispondenza asintotica) esiste un sistema assiale di curve 
di o tale che alia sua retía asse in O corrisponde in O un invi-
luppo cubico i cui piani cuspidali passano per la nórmale proiettivi 
(in O). Se e solo se la corrispondenza é proiettivo - conforme 
i tre piani cuspidali detti contengono le tangenti di Segre (in O). 

Análogamente possiamo classificare le corrispondenze, che 
diremo proiettivo-simili, per cui p = costante. 

Condizione necessaria e suficiente affinché la corrispondenza 
sia proiettivo-simile é che il sistema assiale del teorema prece-
dente sia quello associato alie normáli proiettive di a. 

(Si capisce che nei teoremi ora dati si puó scambiare ovunque 
a con o). 

Yarrebbe la pena di approfondire queste trasformazioni anche 
perche, data la relativa ristrettezza delle famiglie di superficie che 
ammettono applicabilitá proiettive (non collineazioni) sarebbe inte-
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ressanto stabilire la generalità delle superficie che ammettono tra-
sformazioni proiettivo-conformi o proiettivo-simili. Queste si pre-
sentano spontaneamente nella ricerca seguente. 

2. - Le corrispondenze geodet ico-proiet t ive [P]. 

Diremo due superficie oe ô in corrispondenza geodetico -
proiettiva se su di esse si corrispondono le pangeodetiche (estre-
mali deir elemento lineare proiettivo di FUBINI). E chiaro che se 
o e "5 sono in corrispondenza proiettivo-simile su di esse si corri-
spondono le pangeodetiche. È la domanda inversa che interessa, 
e precisamente interessano quei casi che, per analogía col problema 
dell' ordinaria rappresentazione geodetica, si possono chiamare di 
LIOUVILLE. Si hanno i teoremi : 

Se due superficie non rigate sono in corrispondenza geodetico-
proiettiva, o i loro elementi lineari differiscono (al più) per un 
fattore costante (corrispondenza proiettivo-simile) oppure tutt9 e due 
le superficie sono a linee canoniche indeterminate e i loro elementi 
lineari possono ridursi ai tipi 

(dü + dV)düdV m - - _ hk(hdü + kdV)düdV  
3/ 2 ~ dü*+düdV+dV¿ 5 3 2 ~ h2dU2+hkdUdV+k*dV2 

con h e k coslanti. 
In tal caso le due superf icie possono rappresentarsi (per punti) 

su due piani in modo che alie loro pangeodetiche corrispondano le 
rette dei due piani ; le corrispondenze geodetico - proiettive fra le due 
superficie hanno per immagini le omografie fra i piani rappre-
sentativi. 

Non esistono rappresentazioni geodetico-proiettive di una super-
ficie rigata sopra una non rigata. 

Se le due superficie sono rigate (e se non sono in corrispon-
denza proiettivo-simile, caso banale) i loro elementi lineari proiettivi 
sono riducibili ai tipi 

+ N (v)-\*v'*du, [u + N (v)fv'2du 
V* + [w + N (*)] v2vf 
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ove dv = O rappresenta le generatrici rett¿linee (corrispondenti) 
mentre du = O rappresenta le asintotiche (curvilinee) di o e 
uv + F (v) = cost., con dF = Ndv, le asintotiche di a ("11011 
corrispondenti alie precedenii). 

Le geodetiche proiettive di una tal superficie (a e "a) punteg-
giano proiettivamente due generatrici rettilinee. Esse si ottengono 
tutte9 nel piano rappresentativo cartesiano (u, v) imprimendo alie 
immagini delle asintotiche di "a una traslazione parallela alV asse u. 

La costruzione di queste rigate dipende dalV integrazione di un' e-
quazione differenziale lineare ordinaria del 4o ordine. 

Appartiene a questa classe di rigate (e sono tutte applicabili 
proiettivamente su di essa quelle per cui N = cost.) la rigata 
cubica di CAYLEY. Essa e le sue geodetiche proiettive si costrui-
scono cosi: 

Data una cubica sgemba C, un suo punto O e la tangente 
ivi t, si congiunga un punto variabile su C con l' intersezione del 
piano in esso osculatore con t. Su questa rigata le geodetiche proiet-
tive sono (le cubiche) segate dai coni quadrici osculatori lungo t al 
cono che da O proietta C. 

Piíi generali delle corrispondenze precedenti sono quelle che 
fanno corrispondere su due superficie o e "5 le loro asintotiche 
(se di piíi si corrispondono le linee di DARBOUX si hanno le cor-
rispondenze proiettivo-conformi del n. 1). 

Le due forme quadratiche normali <p2 e cp2 di a e ô dififeri-
scono per un fattore ( i 0) sicchè potra scriversi = e~hcp2 con 
h ~ h (u, v). Perciô lo studio delle corrispondenze asintotiche equi-
vale alio studio su o delle metriche (quadratiche) conformi a <p2 o, 
se si vuole, di un' equazione (e non di una forma) quadratica. 

Le estremali di una qualsiasi métrica e2/l <p2 sono definite dal-
V equazione differenziale 

3. - Le corrispondenze àsintotiche. 

E si ha [5] : 

FUBINI e CECH, Lexioni di Geometría proiettivo-differenxiale 47 
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(i S2 essendo eseguiti rispetto a <p2). I piani ad esse osculatori in 
un punto O di a inviluppano un cono di 3a classe i cui piani 
cuspidali tagliano il piano z tangente a g in 0 nelle tre tangenti 
di Segre e passano per una retta, che dirá pseudo-normale reía-
tiva ad O e alla forma e2*1 <p2 (per h = cost. si ha la normale 
proiettiva di FUBINI ) , congiungente i punti x ed xuv-\-hvxu + huxv. 

Le sviluppabili délia congruenza di pseudo-normali (qualunque 
sia Yi) segano su G un doppio sistema coniugato cioè ogni congruenza 
di pseudonormali è coniugata a o. Viceversa ogni congruenza coniu-
gata a G determina, a meno di un fattor numérico, una métrica e2/t <p2  

per la quale la congruenza è quélla dette pseudo-normali. 
Gondizione necessaria e suficiente affinchè la pseudonormale 

relativa ad un punto generico O di G appartenga al piano canonico 
in O è che sia 

H K » = / e i u + a + 

ove 6 è un qualunque fattore integrante di i^du-^ (per 9 = 0 
si ha la normale proiettiva). 

Dal confronto delP equazione di queste estremali con Tequa-
zione delle linee anarmoniche risulta che : 

Proprietà caralteristica delle superficie isotermo-asintotiche è 
che le loro curve anarmoniche sono geodetiche di una métrica conforme 
a <p2. 

Ad altre proprietà notevoli delle corrispondenze asintotiche 
si arriva considerando sulle due superficie i sistemi (invarianti 
per applicabilità proiettive) studiati al n° 8 del capitolo precedente. 
Si ha per essi il seguente teorema generale : 

In una corrispondenza asintotica fra G e ~G ad ogni sistema 
definito su G dalV equazione differenziale 

(1) fa(dud2v—— h2dv)<p2 

corrisponde su cT un ben determínalo sistema 

(D ^{dul^v—dvÔ2w) = ê l p 2 Ydw 3 +e 2 ^Y 2 dv 3 +T(Â 1 ^— 

(ove i S2 sono ora differenziali controvarianti rispetto alla forma 
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ÇP2=2(3YDUDV DI G); e le equazioni che determinarlo la corri-
spondenza fra questi sistemi sono 

i n 2 - t f i 2 2 d v 

Risulta dalle due prime di queste relazioni che i sistemi (1) 
per i quali 63 = O oppure 02 = O oppure 0X = 02 = 0 formano 
tre sottoclassi invarianti per qualsiasi trasformazione asintotica di 
una superficie. Ricordando le caratterizzazioni geometriche, già 
indícate, di queste sottoclassi si ha in particolare per Y ultima : 

Ogni sistema (1) di o per cui le quadriche invarianti Q e Q* 
coincidono in ogni punto con la quadrica di Lie ha per corrispon-
dente su un ó" sistema dotato délia stessa proprietà. (*j 

La corrispondenza di particolari sistemi (1) e ( l ) s u o e ô dà 
modo di caratterizzare particolari tipi di corrispondenze ; p. es. : 

Se esiste su a un sistema per cui 0j = — 02, cioè per cui le 
due quadriche invarianti Q e Q* coincidano in ogni punto cui cor-
risponda su cj un sistema dotato délia stessa proprietà (cioè 0 A=— 02^ 
la corrispondenza è necessariamente proiettivo-conforme (cioè p /P=Y/ï)* 

Análogamente : se su o e ô" si corrispondono due sistemi 
(uno di o e uno di cT) per i quali l(hxdu — h2dv)= l(h1du—h2dv) 
le due forme quadratiche tp2 e cp2 differiscono soltanto per un 
fattore costante ( p Y = k . p Y) • 

E infine : se ad un sistema (1) le cui curve tangenti alie 
asintotiche u hanno un flesso nel punto di contatto corrisponde 
un sistema dotato della stessa proprietà (0X = 0 í = 1) è invariante 
nella corrispondenza la prima forma elementare (p = p). 

(*) A questo tipo appartengono le estremali, sopra studiate, di e2h . <p2; 
la corrispondenza fra le congruenze di pseudo-normali segne dal fatto che 
¿ (/¿j du -f- k2dv) e l (hidu+ h2dv) sono (o non sono) insieme differenziali 
esatti. 


