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IV. RieSenia uloh zo stGtaze

1. ULOHY I. KOLA KATEGORIE A

1. Udajte vSetky prirodzené Cisla n, pre ktoré Cislo
n® — n?® nie je delitelné Cislom 504.

RieSenie. Cislo N = #® — n? je delitelné &islom
504 = 7.8.9 prave vtedy, ked je delitelné kazdym
z Cinitelov 7, 8, 9, pretoze kazdé dve z tychto Cisel su

nesudeliteIné. Pri vySetrovani delitelnosti Cisla N Cislami
7, 8, 9 vyjadrime » postupne takto:

n="Tk + 2y, n = 8ky + 25, n = 9% + 25, (1)
kde ki, 2; (i = 1, 2, 3) s nezdporné celé Cisla a plati:
2, =6, 2, =7 =2z;=8.

Ak do N dosadime z (1) za n, zistime, Ze Cislo N je de-
litelné siedmimi (6smimi, deviatimi) prave vtedy, ak
je tymto Cislom delitelné Cislo 2§ — 2% (2§ — 23, 2§ — 23).
Prevedme rozklad
B —22=22(—1).(*+ 1)

a zostavme pomocou neho tabulku (vid str. 33).

Z tejto tabulky je vidiet, Ze kazdé z Cisel 2% — 2* pre
0 < 2z = 8 je delitelné siedmimi a deviatimi; dsmimi st
sla 28 — 2 delitelné len prez=0,1,3,4,5,7,8. To
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z 28 — 22 2 28 — 22

0 0 5 25.124.126

1 0 6 36 .215. 217

2 4. 7. 9 7 49 . 342 . 344

3 9.26.28 8 64 .511.513
| 4 | 16.63.65

znamend, Ze Cislo N nie je delite[né cislom 504 prave
vtedy, ked ma cislo n tvar

n=28k 42
alebo
n =8k + 6,

kde % je IubovoIné celé nezdporné Cislo.

2. Je dan rovnoramenny lichobé&Znik ABCD, o jehoZ
zdkladné AB plati AB = 2BC = 2CD. Uvnitf lichobéz-
niku nad tseckou CD jako pfeponou sestrojime pravo-
uhly trojuhelnik CDE, pro jehoz uhel w pii vrcholu C
plati 30° < w < 60°. Oznatme F, G paty kolmic ve-
denych po rfadé body 4, B k pfimkam DE, CE.

Vypoctéte pomér obsahit obrazce ABGEF a licho-
bézniku ABCD uzitim thlu o a vySetite, kdy je tento
pomér minimalni.

Reseni (obr. 1). Je-li S stfed tisecky 4B a ¢ velikosti
shodnych whld <xA4SD, < BSC, je ASCD rovnobé&Znik
(je AS = CD, AS/|CD); v ném plati xSAD = 180° —
— 2 ¢ (thel proti zdkladné SD rovnoramenného troj-
thelniku ASD, v némZ podle textu tlohy je AS = AD),
a tedy £ASC = 2¢ (jde o uhly pfilehlé ke strané AS
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rovnobézniku ASCD). Je proto nutné¢ <XCSD = ¢. Ze
soumeérnosti rovnoramenného lichobéZniku ABCD vzhle-
dem k jeho ose plyne, Ze i <XBCS = ¢; proto je ¢ =
= 5 - 180° = 60°. Trojihelniky ASD, BSC, SCD jsou
proto vesmés rovnostranné a shodné. Bod E tedy vidy
lezi uvnitf trojuhelniku SCD a body F, G vidy po fadé
padnou dovnitf GseCek ED, EC.

Obr. 1.

Ozna¢me P obsah lichobéZniku ABCD, P,, P,, P, po
fadé obsahy trojuhelniki CDE, ADF, BCG a P, obsah
obrazce ABGEF z textu ulohy. Je-li <tECD = w, potom
snadno vypolteme, Zze < CBG = w — 30°, <CADF =
= w -+ 30°. Polozme CD =1, takie AD = BC =1,
AB = 2. Pak je .

1y 3 yx |
P=3.ZV3:ZV3, Plzfsmwcosw,

P, = :,12— sin (w — 30°) cos (w — 30°) =

— % (sin 2w — |/3. cos 2w),
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j % sin (o -+ 30°) cos ( + 30°) =

= % (sin2w + V:)T. cos 2m).
Vypoclteme pomér
:—IIS(P—P —p, —Pa)::l——lls(P 4P, 4Py —
] l/_ (2sin20 + sin 20 — |/3 cos 20 +sin20 - |/3 cos 20) =
=1— —V: 4 sin 2.
Hledany pomér tedy je

x:l—zz3 sin 2w. (1)

Minimum nastane, je-li druhy ¢len na pravé strané v (1)

maximadlni, tj. je-li sin 2w = 1 neboli je-li (jde o ostry
thel ) o — 45°
- b

pak je x =1 — ﬂéﬁ = 0,6. Tim je feSeni provedeno.

Podle feseni Jifiho Kabele, 3. roc.
SVVS, Kiesomyslova ul., Praha 4

3. V roviné je dan rovnoramenny trojuhelnik ABC,
)ehoz zakladna AB je mens$i neZ jeho rameno. Sestrojte
uvnitf useCek CA, CB po fad€ body X, Y a v poloroviné
XYC bod Z tak, aby platilo

AXYZ ~ NABC.

Vysetite geometrické misto bodia Z.
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Reseni (obr. 2). V trojahelniku ABC oznaéme AC =
=BC=a,AB =c¢, <A = <B = o, <C = v; je tedy

a>c, o>y, o<<90° vy <90°
a + y = 180° — a > 90°.

Je-li XYZ trojuhelnik spliiujici pozadavky textu ulohy,
plati

ZX=72Y=a, XY =¢, <X = 9Y =0a, <Z = .

Body X, Y, Z, C jsou vesmés navzdjem ruzné a plati
JXXCY = <<ACB = y. Podle textu ulohy lezi body C,
Z v téze poloroviné vytaté pfimkou XY a plati S XCY =
= X XZY; proto body C, Z lezi na vét§im oblouku jisté
kruZnice k, kterd prochizi body X, Y. Jsou tedy X, Y,
Z, C vrcholy jistého tétivového Ctyfthelniku a jsou dvé
moznosti:

a) Body X, Z jsou oddéleny pfimkou BC (obr. 2).

b) Body X, Z padnou do téZe poloroviny vytaté
pfimkou BC, a protoze v tétivovém Ctyithelniku kazda
z thlopficek oddéluje jeden par jeho protéjsich vrchold,
jsou nutné body Y, Z oddéleny piimkou AC = XC.
Je-li p osa useCky AB (obr. 3), ozname Y'X'CZ’ obraz
uvaZovaného tétivového Ctyrthelniku XYCZ v soumér-
nosti o ose p, takze X, Y’ a Y, X’ jsou dvojice soumérné
sdruZenych boda a CA, CB soumérné sdruZené primky.
Tu body X', Y’ po fadé padnou dovniti tseéek CA, CB,
trojahelnik X' Y’Z’ patfi k pfipadu a) a body X', Z’ (coz
jsou obrazy bodi Y, Z) jsou oddéleny pifimkou BC. Tim
je pfipad b) pfeveden na pfipad a). Postaci tedy omezit
se v dal$im na pfipad a) a na vysledky uzit soumérnosti
vzhledem k piimce p.
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Obr. 2.

Obr. 3.
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Bod Z (tyithelniku XYZC lezi v poloroviné opacné
k poloroviné¢ BCA. Uhly obvodové < YXZ = o, < YCZ
v kruZnici % lezi v téZe poloroviné vytaté primkou YZ,
takZe jsou shodné, a proto jsou shodné i stfidavé 1'1hly
XABC, <YCZ = <BCZ; odtud plyne, Zze je CZ//AB
a Ze bod Z leZi na jisté polopiimce g s pocatkem C. Oznac-
me M ten bod polopfimky ¢, pro néjz plati

CM =c.

To znamen4, Ze Ctyfahelnik ABMC je rovnobéZnik. Dile
sestrojme na polopiimce CM bod N tak, aby platilo

CN = a;

lezi tedy bod M uvnitf GseCky CN.

DokazZeme, 7e¢ kazdy bod Z hledaného geometrického
mista padne dovnitf useCky MN (obr. 2). Dukaz _pro-
vedeme sporem.

Predpokladejme nejprve, Ze bod Z ndleZi usecce cM
(obr. 4). Je-li Z = C nebo Z = M, pak kruZnice k' =
= (Z; a) prochizi bodem B, tj. Y = B proti pfedpokladu.
Lezi-li bod Z mezi body C, M, je podle znimé véty
ZB < CB = MB = a;bod B — a ovSem i body C, M —
leZi uvnitf kruZnice &’ a vrchol ¥ nemuZe naleZet strané
BC.

Predpokladejme za druhé, Ze bod Z nalezi prodlouZeni
useCky CN za bod N. Je-li Z = N, prochazi kruZnice &’
vrcholem C a je tedy X = C proti predpokladu. Je-li
Z = N, pak pro vsecky body X strany AC plati ZX >
>ZC > a (thel <<ZCA je totiz tupy) a kruznice £’ nema
s useCkou AC vibec Zadny spolecny bod.

DokéZeme nyni, Ze kazdy bod Z leZici mezi body MN
je vrcholem jednoho z vySetfovanych trojuhelniki XYZ
(obr. 2). Sestrojime opét kruZnici 2’ = (Z; a); pro ni je
vrchol C bodem vnitfnim, nebot je ZC < NC = a.
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Vrchol 4 je pro kruZnici 2’ bodem vnéj$im; trojihelnik
ACZ je totiz tupouhly (<xACZ > 90°), proto je Z4 >
> AC = a. KruZnice %' protne tedy tseCku AC v jejim
vnitfnim bodé X. Trojuhelniku XCZ opiSme kruZnici k;
polopfimka CB prochézi vnittkem thlu <XCZ, protind
useCku XZ v jejim vnitfnim bodé, a tudiz i kruZnici %

v jistém bodé Y == C. Body X, Y, Z, C kruznice & jsou
vesmés navzajem ruzné a jsou vrcholy tétivového Ctyi-
thelniku; pfitom X, Z jsou pfimkou BC oddéleny;
vznikne tedy Ctyfthelnik XYZC, takZe C, Z jsou sou-
sednimi vrcholy tohoto ¢tyftahelniku. Proto je I XZY =
= JXCY = y (obvodové thly v kruZnici k2 nad tétivou
XY); stejné plati < YXZ = <YCZ = «. Je tedy XZ =
= AC, ¥YXZ = < BAC, <XZY = < ACB, a proto je
NXYZ ~ NABC. Odtud plyne ZY = CB = a. Protoze
je ZY = a, lezi bod Y na kruZnici &’. Bod B je vSak
vnéj$im bodem kruZnice &’; protoze <{BZN > <cBMN >
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> 90°% je ZB > BM = a. Trojuhelnik XYZ je tedy sku-
teCné jednim z vySetfovanych trojihelniku.

Zavér. Geometrickym mistem bodd Z jsou dvé usecky
MN, M'N’ soumérné sdruzené podle osy p usecky 4B,
priCemZ konstrukce useCky MN je v tomto feSeni po-
pséna.

Podle feseni Jaroslava Zemanka, 3.d ro€.
SVVS, Kiesomyslova, Praha 4

4. V roviné je dano n bodl, z nichZ zadné tfi nelezi
v téze primce.

Dokazte, Ze lze najit kruznici, kterd obsahuje alespon
tf1 z danych bodu a Ze pfitom Ziddny z danych bodi ne-
lezi uvnitf této kruZnice.

ResSeni. Podle textu tlohy ?4dné tfi z danych bodu
nelezi v téze pfimce; proto zadné dva z danych n boda
nesplyvaji. Oznac¢me A4, B (4 == B) takové dva z danych
bodu, pro které vzda-
lenost AB neni vé&tsi
nez vzdalenost které-
koli dvojice z danych
n bodu (jsou-li M, N
dva libovolné rizné bo-
dy dané n-tice, plati te-
dy MN = AB); oznacl-
me U mnozinu n — 2
bodu, ktera se sklada
z téch danych 7z bodu,
od nichz jsme odnali
body 4, B. Je-li X bod
mnoziny U, potom vzni-
ki trojahelnik ABX
Obr. 5. s ostrym uhlem ¢ =
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= X AXB, nebot 74ad-
na ze stran AX, BX
neni mensi nez strana
AB;vznika tak mnoZina
n — 2 takovych ostrych
zornych dhla &, pod
nimiz je vidét tsecku
AB z bodi X. Oznac-
me y ten z (n — 2)
ahla &, ktery neni vétsi
nez kterykoli zbyvajici;
piislu$ny bod X oznac-
me C. Bud %k kruZni-
ce opsana trojuhelniku
ABC. Uvnitf této kruz-
nice jiz nelezi 74dny z bodd mnoziny U. To doka-
Zeme sporem: Jestlize je D bod mnoziny U, ktery padne
dovnitf kruZnice k, potom je <<ADB > y. Toto tvrzeni
je patrné z obr. 5, pokud bod D lezi v poloroviné¢ ABC
(o vnéj$im whlu 0 = <ADB trojuhelniku ABE plati
0 > ¢ = 7). Jestlize bod D lezi v poloroviné¢ opacné
k poloroviné ABC (obr. 6), plati 6 > ¢ = 180° — » > 90°
(prot&jsi uhly v tétivovém Ctyfahelniku), tj. 6 > 90°,
coz vSak vzhledem k tomu, Ze zorné uhly & jsou ostré,
nemtiize vibec nastat. Tim je dikaz proveden a Zadny
z danych # bodt tedy nepadne dovnitf kruZnice k.

Podle feSeni Jaroslava Zemdnka, 3.d roc.
SVVS, Kiesomyslova, Praha 4

5. Su dané dve kvadratické nerovnosti

x2 +P1x + q < 0’ (1)
%% + pax + g2 >0,
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kde p;, pss 415 ¢ sU dané reédlne Cisla a plati ¢, < 0,
¢, < 0. Dokazte tato vetu:

Ak dané nerovnosti nemaji spoloCné rieSenie, potom

lati:
v (P2 — 1) - (2192 — P2q1) = (g1 — @)% 2)

Udajte priklad Styroch Cisel py, ps, ¢15 ¢» tak, aby platila
nerovnost (2) a aby nerovnosti (1) mali spolo¢né riesenie.

RieSenie. (V dalSom hovorime len o redlnych {is-
lach.) Funkcia y = x* + p,x + ¢, nadobuda hodnotu
nula pre dve rdzne Cisla x; < x,, pretoZe diskriminant
D = p? — 44q, rovnice x® -+ p;x + ¢, = 0 je kladny,
pretoze ¢, << 0. Z podobnych dévodov nadobuda funkcia
y = x2 + pox -+ ¢, hodnotu nula pre dve rozne Cisla
X3 < Xg4.

Sﬁst:wa (1) je nerieSitelnd prave vtedy, ked cely in-
terval { x;, x, > je obsiahnuty v intervale < x5, x,> *); po-
tom je

Xg = X1 Xy = Xy
Cize
32— VD) = 2 (—p — VD),

- = 3
5 21+ VDY = 5 (—pu + VD),

kde D’ = p% — 44, je diskriminant rovnice x? 4 p,x +
+ ¢, = 0. Z nerovnosti (3) vyplyva:

VF_VE = p1 — Pe> VIT—VE =Zp,—pi. (4

Spojenim vztahov (4) dostavame

VD' — VD = 1p, — p2l. (5)

*) Ako sa lahko presved¢ime napr. z grafov kvadratickych funkcii.
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Teda, ak je sustava (1) nerieSitelnd, plati vztah (5)
a tym aj

D+ D —2)DD’ = p? — 2p,p, + p}
Cl1Z¢€
P2 —4q, + Py — 4y = p2 — 2p,ps + p3 + 2 |DDY,
skadial -
VDDI Spipe—2(q1 + ¢9)s (6)

kde je na oboch stranich kladné dislo.
Umocnenim vztahu (6) dostaneme

DD’ < [p1ps — 2(q:1 + ¢)1%

skadial po dosadeni za D = p} — 4q,, D' = p} — 4q,
a po jednoduchej tprave vyplyva nerovnost (2).
Tym je veta dokdzana.

Priklad, kedy tuto vetu nemoZno obritit, je tento:
Pre

1 1
pr=0 q1=—1,D=4;p2=—§, 92:_53
» 19
D~36

nie je splnenie nerovnosti (2) postaujicou podmienkou
pre nerieSitelnost sustavy (1). V tomto pripade totiZ
p Lo 8 . A v s
sastava (1) mda rieSenie — 7 Y napriek tomu, Ze je
vztah (2) splneny.

6. Je dan rotacni kuZel, jehoZ podstava ma polomér 1
a jehoZ strana md od roviny podstavy odchylku 2w, kde
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w < %n. KuzZeli je vepsdna koule K, kterd se dotyka

plasté kuZele i podstavy.
Dile je sestrojeno # shodnych kouli, o nichZ plati:
(1) Kazda z nich se dotyka plasté a podstavy kuZele
i koule K (vnéjsi dotyk).
(2) Kazda z nich se dotykd dvou z téchto 7 kouli.
Najdéte vztah mezi Cisly # a o a zjistéte, pro kterd »
a o muze tato situace nastat.

Reseni. Ozna¢me S stfed a R polomér koule K, dile
C stied podstavya I vrchol daného kuZele. Je-li 4 bod hra-
ny kuZele, je osovym fezem kuZele vedenym timto bodem
rovnoramenny trojuhelnik VAA' (viz obr. 7), ve kterém

4
8\ |
y !
1S
~ H
~
0, 7
/’_,?g o N ¢ e s Z K
W : K, i 2w,
A [Z] c A
$
1 N
>
Obr. 7.

je C stfed jeho zakladny AA’. Oznacme y délku piepony
AS pravouhlého trojuhelniku ASC a w velikost ostrého
uhlu SAC.
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Plati

CS=R=tgw, y=AS = (1)
Koule K, jedna z n uvaZovanych shodnych kouli, ma
polomér r a stied O, uvnitf usecky SA. Z vnéjsiho dotyku
kouli K, K, plyne

O,S=R+r. (1)

Z vnéjsiho dotyku dvou sousednich shodnych kouli
K, K, o stiedech O,, O, plyne vztah

Ol 02 - 27,

cosw

takze stfedy uvaZovanych z shodnych kouli jsou vrcholy
pravidelného z-uhelniku O, 0, ... O, o stfedu Z, délce

o

strany 2r a o stiedovém uhlu velikosti 2¢ = Eal

(viz

obr. 8). Je-li U dotykovy bod kouli K;, K,, je ZU osa
rovnoramenného trojihelniku ZO,0,, pfiCemZz plati

. r
sin e = —, 2
i )

kde o = ZO;.

Z trojahelniku ABO,,
kde B je dotykovy bod
koule K, s rovinou pod-
stavy daného kuzele (viz
obr. 7), dostavame tg o =

s 2t neboli
l—p
_tgw —r
£= tgw
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o3t BO,
Dile je smw—A—O1 neboli

x r
Sinw = m .
Dosadime-li sem z (1) a (1), pak po upravé obdrZzime

_tgo(l —sinw)
"~ 1+sinw

Ze vztahu (2) postupné dostdvime

rtigo 1 —sinw
tgow —r 2 cosw

. r
Sine = — =
e

PoloZme pro strucnost sin ¢ = x, pfiCemZ je nutné x > 0;
z predchoziho vztahu vypocteme, Ze

2 _ (1 — sin w)? 1 —sinw
X ;
~a(1 — s1n2co) 4 (1 + sinw)
a odtud
. 1 — 4x2
SiInw = m—&'z‘ & (3)

Vzhledem ke geometrickému vyznamu uwhlu <VAC
ziejmé plati vztah
) 0 < w < 45°

a proto o Cisle sin w ze (3) nutné plati vztahy

1 — 4x? 1 V§

0<1_|__42<§
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Odtud pro ¢islo x >0 dostdvime snadnym vypocltem
omezeni

1 17/2— Vz
5 > X >
2 Dt ]/2
neboli
5 > 1 ]/3 —712, @
Odtud ze vztahu 1 >sin¢ plyne &= i < 30°

2
neboli
n>6;
80° 1

5 Z druhé nerovnosti

— o1
skutené pron > 6 je sin

(4) dostaneme postupné
x>lV;—2V§>lV3—2.1AT=
]/017> . 0,4 = 0,2 (5)

a pomoci tabulek hodnot funkce sinus dostaneme

180 > 11,5°
neboli
180
n < 11,5 16,
a tedy n < 16.

.Pron=15je ¢ = 18 = 12° a z tabulek dostaneme

sin 12° > 0,207.
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ProtoZe (viz tabulky druhych mocnin)

%V3_~2V§<%V3—2.1,414=
= % 0,172 < % Jo,172225 — % . 0,415 = 0,207,

je vztah (5) jiz pro n = 15 skutecné splnén.

Pripustné hodnoty pro cislo 7 jsou tedy pfirozena Cisla
7 az 15. Pfislusny kuzel je pak dan polomérem r a hod-
notou w, uréenou vztahem (3) a poZzadavkem 0 << w << 45°.

Podle feseni Bretislava Vernera, 3.d rocC.
SVVS, Kfesomyslova, Praha 4

2. ULOHY II. KOLA KATEGORIE A
1. Je déna funkce
_x (1 — 2x)
=23z )

Nacrtnéte jeji graf a vypoltem zjistéte, kterych
redlnych hodnot y tato funkce nenabyva.

Reseni. I. Z dané rovnice (1) plyne, %e pro2 — 3x = 0
neboli pro
r= &

neni y definovano. V dal$im proto je x + § :

Abychom mohli nacrtnout graf, vySetfime predevsim,
kdy je y = 0; z (1) plyne, Ze y = 0 pro x (1 — 2x) = 0,
a tedy

x = 0 anebo xzi.
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Mime tedy dva body grafu

[0, 0], [% o].

Téchto hodnot uzijeme nyni ke zkoumdani znaménka
Cisla y, a to tak, Ze urCime znaménka Cisel

x; 1 —2x; 2 —3x . 3)

a budeme na zéklad€ toho zkoumat znaménko zlomku na
pravé strané v (1):

[1] Nechtje x < 0,atedy 1 —2x >0,2 — 3x > 0:
pak je y << 0.

[2] Necht je 0<x<%;pakjel—2x>0;
2—3x >0, atedy y >0.

[3] Necht’je%<x<%;pakiex>0;1—2x<0;
2—3x>0,atedy y<O.

[4] Necht je g<x; pak je x >0; 1 —2x<0;

3
2 —3x<0,atedy y >0.

Téchto vysledkil uzijeme k nacrtnuti grafu (obr. 9); dri-
ve vSak jesté sestavme tuto tabulku hodnot dané funkce:

1 1 1 2 3
G I I < A 1 I I A
—5 —3 11 e 3
lef —1,25| % = —06/0| 151 > 0,1 [0 |06/ neni |2 =12]15 =15
| véno
[1] zéporné y [2] kladné y [3] zdporné y [4] kladné y
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Q.,______._._.__-__~
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Obr. 9.

II. Pro x + —g— dostaneme znédsobenim obou stran

rovnice (1) ¢islem 2 — 3x po tpravé kvadratickou rovnici
2x2 — 3y 4+ 1)x+2y=0.

Hleddame takova y, pro kterd neexistuje pfislu$né x; to

nastane pravé tehdy, kdyZ diskriminant D této rovnice je

zaporny. Tu plati

D=0Cy+12—16y=92— 10y + 1=
=(y— D% — 1.
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Tento rozklad jsme ziskali feSenim kvadratické rovnice
9y2 — 10y + 1 = 0. Diskriminant D je ziporny pro y
z intervalu

%<y<l. @)

Zdvér. Dané funkce nenabyva hodnot y z intervalu (4).

2. Niéjdite vietky x z intervalu 0° = x < 360°, ktoré
vyhovuji nerovnosti

2 (cos? x — J/3 sin? x) = (J/3 — 1) sin 2x.
RieSenie. Danu nerovnost postupne upravme takto:
2 cos? x — 2 /3 sin? x — 2 |/3 sin x cos x +

+ 2sin xcos x = 0,
cos x (sin x + cos x) — J/3 sin x (sin x + cos x) = 0,
(sin x + cos x) . (cos x — |/3 sin x) = 0. (1)
St dve mozZnosti[1], [2].
Pripad [1]. Z (1) vyplyva, Ze suCasne plati
sinx + cosx =0, cosx — [/3sinx=0. (2

a) Nech je sin x > 0. Tym sa obmedzujeme na in-
terval (0°, 180°). Vyndsobenim nerovnosti (2) Cislom

o dostaneme, Ze o Cisle x plati sicasne

cotg x = —1, cotg x = |/3. 3)

Prvej z tychto nerovnosti vyhovuju {isla z intervalu
(0°, 135°), druhej ¢isla z intervalu (0°, 30°); spolo¢nou
Castou oboch uvedenych intervalov je interval (0°, 30°).
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Vzhladom na to, Ze nerovnostiam (3) vyhovuje i x = 0°,
je rieSenie danej nerovnosti v tomto pripade urcené
intervalom

<0° 30°. (4)

b) Nech je sin x << 0, liZe nech x leZi v intervale
(180°, 360°). Rovnako ako v predchddzajucom pripade
dostaneme nerovnosti

cotgx = —1, cotg x = I/3—

~ ktoré maju rieSenia v intervaloch (315°, 360°), resp.
{210°, 360°), a rieSenie danej nerovnosti je urcené in-
tervalom

{315°, 360°). (5)
Pripad [2].: Z (1) vyplyva, Ze sucasne plati
sinx +cosx =0, cosx— |[3sinx <0. (6

-a) Pre sinx >0, tj. pre x z intervalu (0°, 180°),
dostaneme z nerovnosti (6) nerovnosti

cotgx = —1, cotg x = |/3

a hladané rieSenie je spolocna Cast intervalov (135°, 180°),
{30°, 180°), k Comu moZno pripojit i x = 180°. Mame
teda interval

(135°, 180°. (7

b) Pre sin x < 0, t.j. pre x z intervalu (180°, 360°),
sa od nerovnosti (6) dostaneme k nerovnostiam
cotg x = —1, cotg x = V§

a hladané rieSenie je spolo¢na Cast intervalov (180°, 315°),
(180°, 210°), ku ktorej pripojime aj x = 180° a dosta-
neme interval

{180°, 210°. (8)
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Zdver. Danej nerovnosti vyhovuja vSetky Cisla z in-
tervalov [vid (4), (7), (8), (5)] :

€0°, 30%, <(135°, 210°), (315°, 360°).

Podla rieSenia Pavla Hella, 4. tr.
SPS hutnicka, KoSice

3. V soustavé pravouhlych soufadnic x, y zndzornéte
mnozinu vSech bodid [x, y], jejichZz soufadnice spliuji
rovnici |x| + |y — 1] = 1, a déle mnoZinu vSech bodu
[x, ¥], jejichZ souradnice spliiuji rovnici |x — 1| + [y| =
= p, kde p je redlny parametr. UZitim vysledku grafic-
kého zndzornéni pak vypoltem feSte soustavu rovnic

x| +ly—1l=1L |x—1+1y=p. D)

Reseni. 1. MnoZina bodt ptislusnd k prvni rovnici je
obvod Ctverce, jehoz thlopficky lezi v primkich x = 0,
y = 1 a maji délku 2. MnoZina bodu pfislusnd k druhé
rovnici pro p > 0 je obvod Ctverce, jehoz uhlopficky lezi
v pfimkach x = 1, y = 0 a maji délku 2p. ReSenim sou-
stavy (1) jsou soufadnice bodu spole¢nych ob&ma ob-
vodum. Pro kladné hodnoty p lze z grafu vycist tento
vysledek (obr. 10):

a) p < 1: uloha nema reSeni;

b) p = 1: tloha ma nekonecné mnoho feSeni;
c¢) 1< p < 3: tloha ma dvé feSeni;

d) p = 3: tloha m4 nekonefné mnoho feSeni;
e) p >3: uloha nema feSeni.

II. Pocetni feSeni soustavy. Pro p <0 je tloha ne-
feSitelnd: pro p << 0 nemd druhd rovnice (1) feSeni;
pro p = 0 ma druha rovnice (1) jediné feSeni x = 1,
y = 0, to vSak nevyhovuje prvni rovnici (1). V dal$im
budeme pfedpokladat, Ze je p > 0.
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Z prvni rovnice (1) vyplyva, Ze pro kazdé feSeni sou-
stavy plati x < 1, y > 0. (Kdyby bylo x > 1, bylo by
|x| > 1; kdyby bylo y < 0, bylo by |y — 1] >1.) Je
tedy x — 1 <0, y = 0 a druhou rovnici (1) lze psat ve
tvaru

l—x+y=p
=%+ p K 1)

neboli
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Odtud vyjadfime y — 1 a dosadime do prvni rovnice (1);
vyjde
x| +[x+p—2[ =1L )
Nyni rozli§ime ¢tyfi pfipady:
[ x+p—2=20,x=0
2] x+p—2=20,

Blx+p—2=0,
[4] x+?—2§03

V pfipadé [1] rovnice (2) zni 2x4+p—2=1
a odtud plyne

s=2@—phy= (p+D )

® 88
IAIV AL

0
0
0

[vzorec pro y jsme dostali z (17)].
V pfipadé [2] rovnice (2) zni p — 2 = 1; je tedy

p=3y=x+2. 4)
V pfipadé [3] rovnmice (2) zni 2 — p = 1; je tedy
p=1y=nx ©)

V pripadé [4] rovmice (2) zni —2x —p+ 2 =1,
odtud

1= (- y=7@—D. (©)

Nyni probereme pfipady a) aZ e) pro parametr p a pro-
vedeme zkousku.

V pfipadé a) nevyhovuje Zadné z feSeni (3) aZ (6).
V pfipadé b) vyhovuji feSeni (5) a feSeni (3), (6) — oviem
jen pro p = 1. V piipadé c) vyhovuje i feSeni (3) i fe-
Seni (6) a jsou navzdjem rtzna. V pripadé d) vyhovuji
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feSeni (4) a feSeni (2), (6) —- oviem jen pro p = 3.
V pripadé p > 3 pevyhovuje Zadné z feSeni (3), (6).

4. Je dan rovnostranny trojuhelnik ABC o strané
délky 1 a bod P, ktery leZi mezi pruseCikem vysel troj-
thelniku ABC a bodem C.

Sestrojte rovnostranny trojthelnik XYZ vepsany troj-
thelniku ABC tak, Ze vrcholy X, Y, Z leZi po fadé na
useCkiach BC, CA, AB a Ze strana XY prochazi bodem P.
Stanovte podminku fesitelnosti.

ReSeni (obr. 11). Oznaéme < CYP = XCYX = g;
pak je < CXY = 120° — ¢, <AYZ = 180° — 60° —
— ¢ = 120° — ¢, tj. XCXY = < AYZ. Protose je XY —
=YZ, JYCX = 3ZAY = 60°, je podle véty usu
AXYC =~ AYZA, 1.

CY = AZ. (1)
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Diéle je <<CYP = < AZP' = ¢; pritom P’ je prusecik
strany YZ s pfimkou A4S, kde S je prisecik vysek troj-
uhelniku ABC. ProtoZe je <cYCP = <<ZAP' = 30°, je
vzhledem k (1) podle véty usu AYCP ~ ANZAP', tj.
CP = AP', a tedy i

SP = SC — CP = SA — AP’ = SP'. )

Z toho vyplyva, Ze bod P’ vznikne z bodu P otocenim
kolem bodu S o thel velikosti 120°. Bod Y nalezi geo-
metrickému mistu bodd, z nichZ je vidét useCku PP’
pod thlem velikosti 60°, a to tomu oblouku, ktery lezi
v poloroviné opacné k PP'S. ProtoZe je < PSP’ = 120°,
nalezi bod Y kruZnici & opsané trojuhelniku PP’S.

V diskusi je tfeba vySetfit, za jakych podminek ma4
kruZnice & s pfimkou AC aspoil jeden spolecny bod.
Stfed O kruZnice % je vrcholem kosoltverce PSP'O,
slozeného ze dvou rovnostrannych trojihelnik. Proto
je OS = SP = x. Vzdélenost bodu O od pfimky AC je
dana vyrazem

[}

nebot vzdalenost bodu S od primky AC je % . V; . Pod-

minka feSitelnosti tlohy je

/3
_ <
| 6 x| = x,
tj.

1 3 ;

I < 2

| L *
neboli

/3
>
x TR
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Stfedni pficka trojuhelniku ABC, spojujici stiedy stran
AC, BC, protina vysku CM pravé v bodé, jehoZz vzda-
lenost od bodu S je

L (- - 1)

3. ULOHY III. KOLA KATEGORIE A
1. Dokazte, Zze &islo 119 — 1 mé dekadicky zapis
ukonceny S$tvorcislom 6000 a je delitelné Cislom 6000.

Riesenie. KedZe je 6 000 = 3. 2 000, musime o Cisle
N = 11190 — 1 dokéazat, Ze je delitelné oboma nesudeli-
telnymi Cislami 2000 a 3.

Podla binomickej vety plati
N=(10+ 1w —1=M+z, (1)
kde M, z st prirodzené Cisla a plati (musime si uve-
domit, Ze kombina¢né Cisla su celé Cisla)

M = 1000 (1(1)0) B (100) 104 +

+ (19070) 108 — 10100 1 (1(1’0) 109 4 ...+
(100) o (_130) s

=10*.a+4 100.33.49.10® = 10*.5 , (2)

(pritom a, b su celé Cisla),

o (19080) il (100) i (100) s (100) 10

=50.99.100 + 1000 = 496 000. 3)
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Dekadicky zdpis Cisla M kon¢i podla (2) Styrmi nulami
a podla (3) je teda poslednym Stvorcislim Cisla N Cislo
6000, takZe je N delitelné Cislom 2000.

Dalej plati

N = (12 — 1)100 — ] = ]2100 — (100) 12994,
— (1(1)0) 1241 —1=12P =3 .4P,

kde &islo P je celé (kombina¢né &isla su celé ¢isla). Cislo

N je teda deliteIné tieZ tromi.

Tym je dokaz prevedeny.

Podla rieSenia Petra Neuwirtha, 3.d tr.
SVS, Srobirova 46, Kogice

2. Jsou diny dvé¢ mimobézky p = PP’, ¢ = QQ'
Bod X s pocatecni polohou P se pohybuje po polopiimce
PP’ konstantni rychlosti ¢; a bod Y s pocate¢ni polohou Q
se pohybuje po polopfimce QQ’ konstantni rychlosti c,.
Oba body se daji do pohybu soucasné.

Dokazte, Ze stfed Z useCky XY vzdy leZi na jisté polo-
pfimce RR’, kde R je stfed tseCky PQ.

ReSeni. V dal§im uZijeme znimé véty V: ,,Jsou-li
o, f dvé rizné rovnobézné roviny a X, Y libovolné body
po fadé v téchto rovindch leZici, potom mnoZinou vSech
stfedlt Z use¢ek XY, kdyZ body X, Y po fad€ probihaji
roviny o, f3, je rovina g//a«, kterd mé od kazde Z rovin o,
f stejnou vzdalenost.”

Je-li R stfed useCky PQ, vedme jim rovinu p, kde
o/|PP’, o/|QQ’ (obr.12). Oznatme X, Y polohu uvaZo-
vanych bodu v case ¢ >0 a X,, Y, polohu téchto bodi
v ase ¢ = 1; potom snadno sestrojime rovnobéZnostén
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T o hranich PQ, PX,, QY;; jeho dvé stény jsou rovno-
béZzné s rovinou o (viz obr. 12). Stfedy uselek XY,
X,Y, po fad€ oznatme Z, Z,, kde Z, je stiedem rovno-
bé&Znosténu T, protoZe X, Y; je jeho télesova thlopficka;

Obr. 12.

bod Z, zfejm& leZi v roviné p. Sestrojme rovnobé&zniky
PXX'R, PX,X;R, QYY'R, QY Y[R, pfiCemz prvni
dva lezi v roviné «//p, druhé dva v roviné f//e; plati
tedy
PR=QR=XX' =YY =X X{ =Y,Y].

Pfitom trojuhelniky RX;Y;, RX'Y’ leZi v roviné o
a plati XX'//PR, PR//YY’, takZe je XX'//YY’ a vedle toho
XX’ = YY’; v konvexnim étyfuhelniku XX'YY’ s pri-
selikem Z uhlopiicek jsou dvé prot&jsi strany XX', YY’
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shodné a rovnobéZné; pak se snadno dokaZe (mapt.
uZitim soumérnosti o stiedu Z), ze XX'YY’ je rovno-
béznik a Ze tedy plati X'Z = Y'Z, takze Z je stfedem
useCky X'Y’. RovnéZ bod Z je stifedem useCky X;Y7.
Snadno usoudime, Ze plati

RX' = ¢;t, RY' = ¢yt, RX| = ¢;, RY| = ¢,,

takZe trojuhelniky RX;Y], RX'Y’, a tim i stfedy Z;, Z
jejich stran X Yj, X'Y’ jsou stejnolehlé vzhledem
k bodu R pfi konstanté stejnolehlosti z > 0. Odtud
plyne, Ze je RZ = RZ, .t a Ze bod Z lezi na polopfimce
* RZ, pro kazdé t >0, coz jsme méli dokazat.

3. Urlete vSechny hodnoty parametru o z intervalu
{0,27), pro které ma rovnice

(2cosa — 1) x2+4x +4cosa+ 2=0 (1)
kladny kofen x;, kdezto druhy kofen x,, pokud existuje
a pokud je rtzny od x;, neni kladny. \

Refeni. 1. Je-li v (1)

2cosa —1 =0,
tj.

o = 60°, o = 300°, (1
pak, jak se snadno presvédc¢ime, ma rovnice jediny kofen
x = —1. Hodnoty (1) nejsou tedy feSenim ulohy.

II. Dale necht je « % 60°, « & 300°, a tedy 2 cos o« —
— 1 #+ 0. Kvadraticka rovnice (1) pak ma diskriminant
D = 8 (3 — 4 cos? «). Redlné kofeny mé pravé tehdy,
je-li D =0, tj. 3 — 4 cos?a =0, tj.

| cos | g%—l/?;
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to nastane pravé tehdy, naleZi-li « jednomu z intervald
€30°, 150°5, <210°, 330°5. )

Rovnice (1) ma jeden kofen kladny a druhy kofen zé-
porny pravé tehdy, kdyZz je x,x, < 0. Plati
_4dcosa—+2
" 2cosa—1°

X1 %X 3)
Jsou moZnosti [1], [2].

Ptipad [1]. Necht 2 cos « — 1 > 0 neboli necht je |
o v jednom z intervalt <0°, 60°), (300°, 360°); pak podle

(3)je 2cos o 4+ 1 < 0, tj. cos r< —5aa je z inter-

valu (120°, 240°). Uvedené intervaly nemaji spolené
Cislo. Pfipad [1] nedava tedy Zidné reSeni.

Pfipad [2]. Necht 2cos « — 1< 0, tj. « je z in-
tervalu (60°, 300°) a vzhledem ke (2) z intervali

(60°, 150, <210°, 300°). 4)

ProtoZe x,x, je Cislo zdporné, je podle (3) 2cos « -+

+1>0, tj. cos « > — —, tak’e « je v jednom z inter-

2
vali

<0°, 120°), (240°, 360°). (5)
Pranik intervald (4), (5) jsou intervaly

(60°, 120°), (240°, 300°), (6)

které davaji feSeni tulohy.
Zbyva vyfidit pfipad, kdy je jeden kofen kladny a druhy
roven nule. To nastane pravé tehdy, kdyZz je x;x, =0
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a zarovet x, + x, > 0. Z (3) pak plyne 2 cos « + 1 = 0,
tj.

« = 120° nebo a = 240°; O
pfitom vskutku je 2cos « — 1 = —2 % 0. Dile je
x, + x, = 2, coZ je kladné ¢islo. Spojenim (1°), (6), (7)
dostdvime, Ze feSenim ulohy jsou vSecka o z intervald

(60°, 120°), (240°, 300°).
4. V roviné jsou diny body 4, S o dané vzdalenosti

a > 0. Déle jsou ddna kladna disla b, ¢, pro kterd plati
b<a<ec.

Obr. 13.

Sestrojte rovnostranny trojuhelnik ABC tak, aby jeho
vrcholy B, C mély od bodu S po fadé vzdilenosti b, c.
Udejte podminky feSitelnosti pomoci Cisel a, b, c.

ReSeni. I. Rozbor (obr. 13). Vrcholy B, C kazdého
z hledanych trojuhelniki ABC leZi po fadé na kruZnicich
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ky = (S5 b), k, = (S, ¢). Otoceni O kolem stfedu A
o uhel velikosti 60° ve vhodném smyslu (kladném
nebo zdporném) prevede vrchol B ve vrchol C; toto
otoCeni O prevede kruZznici k; v jistou kruZnici k; =
= (8, b). Bod C pak nalezi dvéma geometrickym mistim
bodl: kruznici k, a kruZnici k; (resp. kruznici &; ;
kruznice ki, k' vzniknou z k; otoCenim kolem bodu 4
o thel velikosti 60° v kladném a zdporném smyslu).
Tim je rozbor ulohy proveden.

Z rozboru vyplyva konstrukce; je-li C libovolny spo-
le¢ny bod kruznic %,, ki, je C == A (nebot ¢ > a). Bod B
dostaneme otocenim bodu C kolem A4 o thel velikosti
60° ve vhodném smyslu. Trojihelnik ABC je rovno-
ramenny se zakladnou BCj; uhel proti zakladné ma ve-
likost <tBAC = 60°. Je tedy AABC rovnostranny
a spliiyje zfejmé podminky ulohy.

Diskuse. Uloha ma tolik riiznych feSeni, kolik riiznych
spoleCnych bodu maji kruznice k,, k; a &y, k;" (u obou
téchto dvojic jsou polty spole¢nych bodi stejné, nebot
obé dvojice jsou soumérné sdruzeny podle pfimky AS).
ProtoZze trojihelnik 4SS’ je rovnostranny, je SS§' =
= AS = a. Podminka pro existenci spolecnych bodua
obou kruznic tedy zni

bt+cz=z=az=c—b (1)
(nebot ¢ > a > b). Plati-li v (1) rovnost, ma tloha dvé&

feSeni, neplati-li v (1) Zddnd rovnost, ma tloha Ctyfi
fesSeni.
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4, ULOHY I. KOLA KATEGORIE B

1. Sesticiferné pfirozené Cislo, které je v dekadické
soustavé zapsano ve tvaru (xyxyxy), kde x, ¥ jsou né-
které z cifer 0, 1, 2, . . . , 9, nema vétsiho prvocinitele nez
97; dokazte.

Reseni. Hledané &islo N zapsané znakem (xyxyxy) je

N = 10°x + 10%y + 10%x + 10%y + 10x 4 y =
= (10x +y) (10* + 10* + 1) =
= 10101 (10x + y) =
=3.7.13.37(10x + y).

Cislo 10x + y je dvojciferné (je x + 0) a nejvétsi prvo-
Ciselny délitel cisla N bude 10x 4 y, je-li 10x + y
prvocislo alespoil rovné 37; nejvétsi dvojciferné prvo-
Cislo je 97. To vede k feSeni pro x = 9, y = 7. Takové
islo je jediné, a to

979797,

o némz plati 979797 = 97.10101 = 97.3.7.13.37;
kazdé jiné Cislo uvaZovaného typu mad nejvétsiho prvo-
Ciselného délitele mensiho nez 97.

2. V rovine je dany lichobeznik ABCD s vécsou za-
kladniou AB.

Zostrojte priamku p//AB taku, ze usecky AD, AC, BD,
BC ju pretinaju postupne v navzdjom rdznych bodoch
M, N, P, Q tak, Ze plati MN = NP = PQ.

RieSenie. Ozna¢me u vzdialenost priamok AB, p a v

vzdialenost priamok CD, p. Dalej postupne oznaéme a, ¢

di*ky zakladni AB, CD. Z podobnosti trojuholnikov
(obr. 14)

NAMN ~ NADC



dostaneme rovnost
u

u+t+o’ @

MN = ¢

Z podobnosti trojuholnikov
ABPQ ~ ABDC

D o Cc
N
SO //
4 /7
v \>,%/
_\n N NP a
/
V% O\
u 7 ~
v \\
|~ .
A a B8
Obr. 14

dostaneme rovnost
PO =c—. (2)

Z podobnosti trojuholnikov
ADMP ~ ANDAB

dostaneme rovnost

v

MP =4y 3)

Podla (1), (2) plati teda pre kaZdu priamku p rovnost

MN = PQ. Ak plati eSte MN = NP, je MP = 2MN,
t. j. podla (1), (3)

av = 2cu. 4
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Obrétene, ak plati vztah (4), potom je podla (1) a (3)
MP = 2MN, t. j. MN = NP, MN = PQ a st splnené
poziadavky ulohy.

K rozrieSeniu tlohy stali teda zostrojit medzi bodmi
A, D bod M tak, aby platilo [podla (4)]

A -
_ DM v 2
Konstrukcia hfadaného bodu M je naznalena na obr. 15.

Bod M je stred rovnolahlosti, v ktorej body D, C’ st
obrazmi bodov A4, B.

~..C e . ) D c c

Obr. 15.

3. Utzitim vypoctu sestrojte trojuhelnik ABC o obvodu
130 mm, ktery mé tu vlastnost, Ze dotykové body kruz-
nice jemu vepsané déli strany AB, AC v obou piipadech
v poméru 1 : 3.

Vypocltéte pomér stran trojihelniku 4ABC.

ReZeni (obr. 16—18). Pro stru¢nost poloZme
AB =¢, AC=b, BC=a,2s=a+ b+ c;
tu je z planimetrie znimo, Ze
AC'=5s—a, BC'=5s—b,CB =s—c... (1)
(viz oznaleni v obr. 17).
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Vzhledem k textu dlohy jsou tfi moZnosti: Bud je
(obr. 16)

AC'" AB’ 1

BC T CB 3 (22)
anebo je (obr. 17)

AC’ CB’ 1 &

BC AR 3’ - (2b)
anebo je (obr. 18)

AC" AB’

BC ~cB > (2¢)
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Zdanlivéa ¢tvrtda moznost se da vyloucit zdménou oznaceni
bodd B, C.

Piipad [1]. Vzhledem ke vztahim (1), (2a) plati

s—a 1 s—a 1 . _ A

s—=6 3 s—c 37
3
a = 5 b, b = C.
Je tedy
a:b:c=3:2:2. (3)
ProtoZe pro tento pomér délek a,
b, ¢ plati
a-t+b>c¢c b+ c>a,
c+a>b, (4)
proto trojuhelniky se stranami
spliiyjicimi (3) skutecné existuji
(viz obr, 16).
Pripad [2]. Vzhledem ke vzta-
htm (1), (2b) plati (obr. 17)

s—a 1 s—c_\l

oo, =6 3’ s—a 3
neboli : :
3l b= 3 (5 a) s—c':%(s*a). 5)

Protoze je , .
a = (s — b) + (s — ¢), dostaneme po dosazeni z pied-

chozich vztaht a =3 (s — a) + %— (s — a) neboli a =
10
= —]33.
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Odtud a z (5) dostaneme
b=3a——25—-143s,c—— 2s + a) = 1
Je tedy

2

aib:ic=5:2:6, (6)
pficemz plati vztahy (4) a trojihelniky s pomérem téchto
stran existuji.

Pripad [3]. Vzhledem k vztahtim (1), (2c) plaﬁ
(obr. 18)

s—a s—a .
s—b:3’ s—c:3 neboli b = ¢, b = 2a.
Je tedy
a:b:c=1:2:2 @)

a protoZe pro tato Cisla plati vztahy (4), pfisluSné troj-
thelniky existuji.

Konstrukei v jednotlivych pfipadech provedeme tak,
Ze dany obvod 2s = 130 mm rozdélime v piedepsaném
poméru [viz (3), (6), (7)] a sestrojime z takto vznik-
Iych usecek trojuhelnik, ktery — jak jsme dfive dokdzali
— existuje.

Pomoci vzorct (1) snadno provedeme zkou$ku, ktera
nds pfesvédc':i o tom, Ze pf'isluéné dotykové body kruz-
nice vepsané takto sestrojenému trojuhelniku déli strany
AB, AC v poméru 1 :3 (bez ohledu na pofadi usekd).

Uloha m4 tedy pravé 3 feSeni (pokud pfipustime vy-
ménu bodu B, C).

4. V rovine je danych 6 réznych bodov tejto vlastnosti:
kazda Stvorica vybrand spomedzi nich obsahuje aspoil
tri body, ktoré leZia na priamke.
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DokéZte, Ze aspoi 5 z danych Siestich bodov leZi na
priamke.

RieSenie. Kvdli jednoduchosti oznatime dané body
Cislami 1, 2, 3, 4, 5, 6. Vo Stvorici 1 2 3 4 existuju
podla predpokladu tri body, ktoré leZia na priamke.
Oznacime ich 1, 2, 3 a priamku, na ktorej leZia, oznacime p.
Ak mimo priamky p leZi najviac jeden z bodov 4 aZ 6,
je veta dokazand. Pripustme teda, Ze aspoil dva body
(oznadime ich 5, 6) leZia mimo priamky p. Vo Stvorici
1 2 5 6 existuje trojica bodov leZiacich na priamke.
NembdZe to byt trojica 1 2 5 ani trojica 1 2 6, pretoZe
body 5, 6 _neleZia na priamke p =1 2. Trojicou bodov
leZiacich na priamke je teda bud 1 5 6, alebo 2 5 6.
Oznalenie bodov 1, 2 upravime tak*), aby to bola
trojica 1 5 6. Vo Stvorici 2 3 5 6 existuje aspoil jedna
trojica bodov leZiacich na priamke. Nie je fiou trojica
2 35 ani 2 3 6, pretoze 5, 6 nelezia na priamke p =
=23,noani 2 5 6, ani 3 5 6, pretoZe priamka 56 %= p
pretina priamku p v bode 1, ktory je rbzny od 2, 3.
Tym je dokazané, Ze mimo prlamky ? nemdZu lezaf
dva z danych Siestich bodov, t. j. asponi pat z danych
bodov lezi na p.

5. Najdéte vSechna celd Cisla x, pro né% vyraz
—6x% 4 167x + 4 823 (1)
je roven:

a) prvocislu;
b) co nejvétSimu pfirozenému Cislu;
c) co nejmenSimu pfirozenému Cislu.

ReSeni. Dany trojélen (1) oznalme y a jeho diskri-
minant D.

*) T.j. vymenime pripadne ich oznadenie.
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Je
D =167>44.6.4823 =27 889 + 115 752 =
= 143 641 = 3792 > (.
Proto rovnice — 6x2 + 167x + 4 823 = 0 m4 dva rtzné

redlné kofeny

53 91

X=Xy = (2)

a trojClen (1) Ize rozloZit:

y=—6(x+§3§) (xv&l)

2
neboli
¥y = (B3x + 53) (—2x + 91). 3)
Je patrno, Ze pro x z intervalu
53 91
x1:—~3—<x<72~:x2 4)

je y > 0. Pro hranice x;, x, tohoto intervalu je y = 0;
pro ostatni x je y < 0.

Obratme se nyni k jednotlivym tloham.

a) Ma-li pro celé Cislo x byt y prvocislo, musi jeden
z Ciniteld na pravé strané (3) byt -+ 1. RozliSme moz-
nosti:

[1]. Pro ¢islo 1 je jedind moZnost: —2x + 91 =1
neboli x = 45; tu je 3x + 53 = 188, coZ vSak neni
prvocislo. ‘

[2]. Pro &islo —1 jsou dvé mozZnosti:

(1) Je 3x+53=—1, tj. x= —18 a y = —127,
coz neni prvocislo.

72



(2)/Je —2x +91 = —1,tj. x =46 ay = —191, coZ
také neni prvocislo.

Odpovéd na otazku a): Pozadované Cislo x ne-
existuje.

Pro dalsi vySetfovani si uvédomime, Ze grafem funkce
(3) v pravouhlych souradnicich je parabola, ktera protne
osu x soufadnic v bodech

© 53 91
xn=[-%i0] x=l30  ©

jeji vrchol V' je nad osou x; abychom stanovili souradnice
vrcholu, upravime dany kvadraticky trojclen na tvar:

167 1672 1672
e £F 2
y = 6(x 2. SV3 x -+ 122)+4823+6 o7
neboli
2
y=—06 (x — 11%7) + i . 143 641. (6)

Pro vrchol V paraboly ]e soufadnice y maximalni;
ze vztahu (6) je patrno, Ze maximum y nastane pro

x—167—0 tj. pro x~£§Z
“l—z—ws]-P =~ 12

167 143641
]e tedy V = [TZ—, —24—J

Vime, Ze funkce (6) je v intervalu [— 5—33—, 1—16;] rostouci,
v intervalu 1627 H 921 klesajici; na zdkladé toho zodpo-

vime otdzky b), c).
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b) Hledané celé Cislo x, pro které je y v (6) co nejvétsi
pfirozené Cislo, musi vzhledem k pfedchozimu byt bud

i teuys b § % v .y 16 .
nejbliz§i pfirozené cislo men$i neZ T3 anebo nej-

bliz§i véts§i pfirozené Ccislo k Cislu %; tj. bud je
x = 13, anebo x = 14, nebot je

167
B< <l

Pro x = 13 je podle (3) y = 92. 65 = 5980; pro x = 14
je ¥y =95.63 =5985. Je tedy hledanym Cdcislem Cdislo
x = 14.

c) Hledané celé x, pro které je y co moznd nejmensi
pfirozené &islo, musi byt jedno z téchto Cisel: bud nej-

blizsi veétsi celé C&islo neZz x;, = — 3> . x3 = —17,
anebo nejbliz§i mensi celé Cislo, nez je x, = 7 tj.
x, = 45.
Pro x = x; ze (3) dostaneme
y = (—51 4+ 53)(34 4+ 91) = 2. 125 = 250.
Pro x = x, ze (3) dostaneme
vy = (135 + 53) (—90 + 91) = 188.
Hledané ¢islo je tedy x = 45.
Tim je uloha Uplné roziesena.
6. Jsou diny rovnice
x%—x—1=0, ‘ (1)
® 4 px—1=0, @
kde p je dané reédlné Cislo.
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DokaZte, Ze obé rovnice maji redlné kofeny, a vysetite,
jak jsou tyto kofeny usporadany podle velikosti, jestliZe
parametr p probihd vSechna redlnd Cisla.

ReSeni. Rovnice (2) mé diskriminant p* - 4 >0,
takZe mé dva redlné rizné kofeny; rovnici (1) dostaneme
ze (2) pro p = — 1. KaZdé z rovnic (1), (2) md tedy dva
ruzné realné kofeny. Pro p = —1 jsou kofeny rovnice
(2) rovny po fadé kofentim rovnice (1); necht v dalSim
je p = —1 a oznaCme x;, x, kofeny rovnice (1), x3, x,
kofeny rovnice (2). Podle zndmé véty o kvadratické
rovnici plati:

X+ x,=1 3)
XXy = —1 (3"
X3+ X4 = —p )
x3%, = —1 4)

O kofenech lze pfi vhodné volbé indext pfedpokladat,
Ze je
Xy > Xgy Xy > X3 5)

_protoZe vSak plati vztah (3'), jsou x;, x, rliznych zna-
mének a tedy vzhledem k (5) je x; > 0, x, < 0; podobné
x3 >0, x, < 0. Plati tedy
x1>0; x3>0; xzz——]:—'<05 x4=—“1—<0. (6)
Xy X3
Resenim (1) dostaneme

=g A+ =15 @

feSenim rovnice (2) dostaneme

—(—p +V1>2 +4), x, = —( —p— PP +4. (8)
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Zkoumejme, pro které hodnoty p plati x; > x,. Podle
(7), (8) dostaneme podminku

—p+P+ta>1+15
a odtud po umocnéni a upravé ’
p<—L ©)
Obracenim postupu zjistime, Ze pro kazdé p << —1 je
X3 > X;.

Zkoumejme obdobné, pro které hodnoty p plati
x, > x,. Podle (7), (8) dostaneme podminku

- VFTa=1-5
a odtud po umocnéni a upravé opét
p< —l. 9"

Také zde dostaneme obricenim postupu, Ze pro kazdé
p < —1je x; > x,.

. %
A A
“ Obr. 19.
X4 X
- © ; & <
X5 0 X,
Obr. 20. '

Odtud vyplyva, Ze pro p << —1 nastane situace za-
kf)eslené na obr. 19, pro p > —1 situace zakreslend na
obr. 20.
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Zdvér. Znazornime-li kofeny prvni rovnice body x;,
%y a (pro p = —1) kofeny druhé rovnice body xs, x,,
potom je x; # X,, X3 & x, a plati: a) Obraz O nuly lezi
uvnitt asecek x,x,, x3%,; b) kazda dvojice x5, x,, kterou
dostaneme pro p + —1, oddéluje dvojici x;, x,.

5. ULOHY II. KOLA KATEGORIE B

1. Najdéte vSechna nezaporna Cisla a, b, ¢, pro ktera
plati rovnost

Ja—86Fc=)a—)b+]ec. (1)

Reseni. Ukolem je najit vSecka feseni rovnice (1).
Umocnéni da

a——b+c:a—l—b+c~21/&5—2]/bc+2l/d5,
po upravé o - -
b+ Jac =1b (JJa + Je).
Dal$i umocnéni da

b2 + 2b Jac + ac = b (a + 2)ac + o),
po upravé
b* —(a+¢)b+ ac=0. 2)

Rovnice (2) je kvadratickd pro nezndmou b a podle zndmé
véty méa za kofeny jediné Cisla b, = a, b, = ¢; plati
tedy nutné a = b anebo b = c.

Zkouska. Napft. pro libovolné nezaporné a = b a libo-
volné nezaporné ¢ je levd strana (1) rovna l/c_ a prava
rovnéz 1/2 .
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2. V lichobeZniku ABCD st dané dfiky x, y zikladni
AB, CD. Rovnobezka so zékladiiami vedena priese¢nikom
uhlopriecok tohto lichobeZnika pretne ramend AD, BC
postupne v bodoch U, V.

N4jdite pomer obsahov lichobeznikov ABVU, UVCD.

RieSenie. PouZijeme oznacCenie z obr. 21. Pre obsahy
P,, P, lichobeznikov ABV U, UVCD plati

Obr. 21.

1 1
szj(x‘*‘t)zn P2=~2—(y+t)z2,
takZe

P, (x+10z
A O P )

Z rovnolahlosti useCiek AB, UO podla stredu D vyplyva

UO = B2 |
xz1 + 2
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Z rovnolahlosti useciek AB, VO podla stredu C vyplyva
opait

b4
VO = x —2—
* 2+ 2
Stadial
2x2,
- —_— 2
el i 2)

Z rovnolahlosti useCiek AB, CD podla stredu O vyplyva

Xz

— =" 3

i @)

Ak zo vztahu (3) vyjadrime 2; a dosadime do (2), do-
staneme

2xy

x+y°
Dalej vyjadrime pomocou vztahu (4) dvojéleny x + ¢,
vy + t a dosadime do (1); dostaneme
P, (x4 3y) x®

P,  (3x+y)y’

3. Vné dané kruznice & = (S, r) je dan bod 4. Uvnitf
useCky AS sestrojte bod X tak, aby délka teCny vedené
z bodu X ke kruZnici 2 byla rovna délce tseCky AX.

Poznédmka. U této ulohy uvadime nékolik feSeni,
z nichZ Ctenaf vidi, Ze nékterou ulohu lze feSit velmi
odlisnymi zpusoby.

ReSeni & 1 (obr.22). Oznatme A’ dotykovy bod
hledané teCny A'X, kde X je bodem useCky AS a lezi
vné kruZnice k, pfiCemZ plati X4’ = XA. Osa p useCky
AA’ prochézi bodem X (bod X je hlavnim vrcholem

(4)
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rovnoramenného trojihelniku XA4A4"). Osova soumérnost
o ose p prevadi tsecku AX v tuseCku A'X, trojuhelnik
SXA' (kde <A" = 90°) v trojuhelnik S’XA a kruZnici k
v jistou kruZnici 2 = (8, r), ktera se dotykad primky 4S
v bodé 4. Odtud tato konstrukce:

Na kolmici vedené bodem 4 k pfimce AS sestrojme S’
tak, aby AS’ = r (z obou moZnosti volme jednu), a se-
strojme kruznici & = (§’, r). Osa p usecky SS’' mid
s useCkou AS spolecny bod X, ktery je hledanym bodem.

Diikaz a diskuse. Kruznice &, k' jsou podle konstrukce
soumérné sdruZzené vzhledem k pfimce p. Je r < AS
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(bod A lezi vné kruZnice k) a tedy A4S’ < AS; podle
znamych vlastnosti osy p tseCky SS’ lezi bod 4 v polo-
roviné pS’ a body S, 4 jsou tedy pfimkou p oddéleny.
Proto bod X padne dovniti usecky AS; déle lezi na
teCné AS kruzZnice £’ a vné této kruZnice; ze soumérnosti
a z toho, Ze X leZi na ose p, plyne, Ze X leZi vné kruznice k.
Existuje tedy pravé jeden bod X.

Podle feSeni Josefa Prokese, 2.b ro¢.
SVVS, Ceské Budéjovice

Reseni ¢&. 2 (obr. 23). UZijme oznaleni z predchoziho
feSeni a sestrojme prisecik O osy thlu xAXA’ a pfimky
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SA'. Plai A OXA' =~ A OXA (usu), a tedy O4 = OA4'.
Bod O je stfedem kruZnice m, ktera se dotyka pfimky
SA v bodé A a s kruZnici £ mad vnéjsi dotyk.

Konstrukci (obr. 23) provedeme prevedenim ulohy na
sestrojeni kruZnice m’, ktera je s m soustfednd, prochazi
bodem S a dotyka se pfimky 7//SA, kterda ma od pfimky
SA vzdalenost r: Jestlize bod A, leZi na kolmici vedené
bodem A4 k pfimce SA4 tak, Ze A4, = r, sestrojime osu ¢
tseCky SA, a oznatime O pruseCik pfimek ¢, A4,.
Hledana kruznice m = (O, OA) se zfejmé dotykd kruz-
nice £ vné v hledaném bodé 4’; bod X je spolecny bod
piimek g, S4, 4,4".

Podle feSeni Viclava Pistéka, 2.b roc.
SVVS, Pelhiimov

Obr. 24.

ReSeni & 3 (obr.24). Uhel <SA'A, kde A’ je hle-
dany dotykovy bod, je tupy, nebot bod X lezi uvnitf
useCky SA a je <SA’X = 90°. Proto polopfimka A4’
ma s kruZnici % spolecny bod P = A’. Oznaéme «, f
thly pfi zdkladnich AA’, PA’ rovnoramennych troj-
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ahelnikit XAA', SPA’. Protoze je <SA'X = 90° je
JPA'S + <AA'X = 90° neboli « + f = 90° a v troj-
thelniku APS je nutné < S = 90°. Odtud konstrukce:

Sestrojme kolmici k pfimce S4 bodem S a oznaéme P
jeden z jejich pruseikd s kruZnici k. Dal§i prisecik
ptimky PA s kruZnici £ oznatme 4’ (snadno se dokaZe,
Ze skuteCné padne dovnitf tsecky PA); tecna v bodé A’
ke kruZnici £ ma s useCkou spole¢ny hledany bod X.
Dtkaz a diskusi provede Ctenar.

Podle feSeni Viliama Kozencuka, 2.tr.
SVS, Trencianske Teplice

Obr. 25.

Reseni ¢&. 4 (obr.25). Oznalme vzhledem k pted-
chozim feSenim B prusecik pfimky XA’ a kolmice vedené
bodem A k pfimce AS. Potom je AXBA ~ NXSA'
(XA = XA’ a shodnost ve vSech thlech) a tedy BA =
= SA’ =r. Bod A’ tedy lezi na Thaletové kruZnici ¢
opsané nad BS jako primérem.
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Odtud plyne snadno konstrukce: Na kolmici vedené
bodem A k pfimce AS oznatme B jeden z obou bodi,
které maji od pfimky A4S vzdalenost ». Nad useCkou BS
jako primérem sestrojme kruZmici ¢ se stfedem M.
KruZnice k, ¢ maji zfejm¢é dva rtzné pruaseciky; ten,
ktery leZi v poloroviné SBA, oznaCme A’ a prisecik
useCek BA’, AS je hledany bod X. Diskusi si provede
ctenar.

Podle feSeni Karola Trnovského, 2. tr.
SVS, Ruzomberok

4. V roviné pravouhlych souradnic x, y sestrojte graf
funkce

y— ; (a2 — 32| — |2 — 18]). 1)

ReSeni. Je-li [x, y] bodem grafu funkce, je i bod
[ y] bodem grafu; proto se omezime na x =0,
pfiCemZ je stile y = 0 Graf funkce je tedy soumérny
podle osy y.

Rozli$me vzhledem k x = 0 moZnosti:

[1] Necht je x> — 18 = 0, tj.
0<x=3)2=42.
Tuje [® — 18] = — (x2 — 18), |x2 — 32| = — (x? — 32),
takze (1) zni
y:]/%[—x2+32+x2—18]:\/%.14:]/7,

1. y = 1/7.

V intervalu <0, 3 V§> je grafem tUseka YX s krajnimi
body Y =[0, |71, X =[3)2, |7].
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[2] Necht je x> — 18 =0, x2 — 32 <0, tj.

32 <x<4}2, )
pak

y= I/% [ +32— (2 —18)]=]—2+235, (3

takZe musi platit —x® +25 =0, tj. x =5 a spolu se
(2) tedy nutn& plati (je totiz 5 < 4 |/2)

32 <x<5. (4)

Ze vztahu (3) dostavaime y? = —x% 4 25 neboli x® +
+ y* = 25 a pfislusné body [x, y] leZzi na kruZnici
o stfedu O (pocatek soufadnic) a poloméru 5; z této
kruZnice vzhledem ke (4) pfichdzi v vahu jen mensf
oblouk XZ, kde Z =[5, 0].

[3] Necht je x* — 32 =0 a tim i x* — 18 = 0, takZe
|x2 —32) = 22 —32, [x2 — 18] =x* — 18 a x =4]2.
Pak pod odmocninou v (1) je —7; takZe odmocnina
ani graf neexistuje.

255,
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Graf dané funkce (obr. 26) je tedy soumérny podle
osy y a sklddd se ze dvou mensich kruhovych oblouki
X7, X'Z" a z GiseCky XX', kde

x=pBJ2,11n, x =1-3V2,V71, z=05, 0],
Z' =[-5, 0].

6. ULOHY I. KOLA KATEGORIE C
1. V roviné¢ pravouhlych soufadnic x, y zobrazte

mnoZzinu viech bodt Z =[x, y], o jejichZ soufadnicich
plati zarovenl vSechny tfi nerovnosti:

lx —yl =1 : (1)
lx+y =1 (2)
x4yl =1 3)

ReSeni. a) Zjistime nejprve, jaky ttvar je mnoZinou
bodu, jejichZ soufadnice spliiuji nerovnost (1). Tato ne-
rovnost plati zarovefl s nerovnosti, kterou dostaneme
jejim umocnénim dvéma, tj. s nerovnosti

(x =y =1L (1)
+ Nerovnost (1") upravime

(x—yP—1=0,
(x—y—DE—-y+1) =0 1)

. Nerovnost (1") je splnéna pravé tehdy, plati-li bud za-
roveil

x—y—1==£0, 4
x—y+1=20, ()



nebo ziroven
x—y—1=0,

x—y+1=0. ®)

Nerovnosti (4) vyjadfuji spoleCnou Cast polorovin s vy-
jaddfenim x —y = — 1 a x — y = 1, tj. pas P; roviny,
omezeny pfimkami o rovnicich y = x 4+ 1, y = x — 1;
ob& poloroviny obsahuji totiz pocatek soufadnic (viz
obr. 27).

N,

N

\»
\.
N S ,
//{ '\ i
c// \/ / N
\,\ /
\\/'
VZERN /
/ A
\<,
A
e

/

Obr. 27.

Nerovnosti (5) si odporuji, proto jim nevyhovuji sou-
fadnice Zadného bodu.

Zavér. Mnozina vSech bodi, jejichZ soufadnice vy-
hovuji nerovnosti (1), je pas P;.
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Pro snazs$i vyjadieni oznalime A4, B, C, D pruseliky
hrani¢nich pfimek pasu P, s osami soufadnic, a to tak,
aby platilo

A=[1,0], B=[0,1], C=[-1, 0], D=[0, —1].

b) Obdobné vysetfime mnoZinu bodi, jejichZz sou-

fadnice vyhovuji nerovnosti (2). Dostaneme postupné
(x+y?—1=0,
(x+y—Dx+y+1)=0.

Odtud plyne bud zaroven

x+y—1=0,

x+y+1=0,
nebo zaroven

x+y—1=0,

x+y+1=0.
Tyto posledni dvé nerovnosti si odporuji. Prvni dvé ne-
rovnosti vyjadiuji opét pas P, roviny, omezeny pfimkami

o rovnicich y = —x 4+ 1, y = —x — 1, tj. pfimkami
AB, CD.

Zavér. MnoZina vSech bodd, jejichZ souradnice vy-
hovuji nerovnosti (2), je pas P, (viz obr. 27).

c) Pfi vySetfovani mnoZiny bodu, jejiz vyjadfeni je
nerovnost (3), dostaneme postupné

|yl é 1 — X
y2 §(1 _—x)23
QA—x—»A—x+y) =0 (6)

88



Nerovnost (6) je splnéna pravé tehdy, plati-li bud za-
roven

l—x—y=0,

nebo zaroven
l—x—9y =0
Y=o ®
l—x+4+y =0 .

Nerovnosti (7) vyjadfuji poloroviny s hrani¢nimi pfim-
kami o rovnicich y =1 — x, y = x — 1, jeZ obé ob-
sahuji pocdtek soufadnic. Spolecna cast téchto polo-
rovin je pravy tuhel <tBAD. Nerovnosti (8) vyjadiuji
spoleCnou Cést polorovin opacnych k obéma predcha-
zejicim, tj. pravy uhel U vrcholovy k thlu <tBAD.

Zavér. Nerovnost (3) vyjadiuje dvojici vrcholovych
uhlt; thel <tBAD a thel U k nému vrcholovy (viz
obr. 27). ‘

Prunik pasa P, P, je Ctverec ABCD, ktery leZi v pra-
vém uhlu <sBAD. Tento Ctverec ma s uhlem U jediny
spole¢ny bod, tj. bod A.

Vysledek. Mnozina vSech bodul, jejichZz soufadnice

vyhovuji zdrovenn nerovnostem (1), (2), (3), je Ctverec
ABCD.

2. Su dané dve kruZnice k;, k, so spoloCnou tetivou
PQ, ktord oddeluje ich stredy.

Ni4jdite na kruZznici k; bod A a na kruZnici k, bod B
tak, aby bod Q lezal vo vnutri useCky AB a aby platilo
S APQ = < BPQ.

RieSenie (obr. 28). Rozbor. Oznalime

o= XPAQ, f = < PBQ, ¢ = ¥APQ = < BPQ.
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Obr. 28.

Z trojuholnikov APQ, BPQ vyplyva podla vety o von-
kajSom uhle trojuholnika

(e + &) + (B + &) = 180°,
skadial

6 d
¢ = 90" — 5 («+ B). (D
Podla vety o stredovom a obvodovom uhle je
IPS,0 = 20, <PS,Q == 28.

PretoZe priamka S,;S, rozpoluje oba uhly <PS,Q,
XPS,0, je

{PSIS2 = Oy %:PSle = ﬁ
a dalej

XS, PS, = 180° — (« + ). )
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Porovnanim vztahov (1), (2) dostaneme
1
& = '2— @:SIPS2- (3)

Zo vztahu (3) vyplyva tito konstrukcia: Zostrojime
polpriamky PX, PY leziace postupne v polrovinich
PQS,, PQS, tak, aby platilo

JOPX = SQPY = e.

AKk pretna polpriamky PX, PY postupne kruZnice &, &,
v bodoch A =P, B = P, je <PAQ = o, <<PBQ = f.
Preto plati

XAQP = 180° — (« + ¢),

S BOP = 180° — (f + ¢),
t.j. podla (1)

SAQP + <BQP = 360° — (« + f + 2¢) = 180°.

Body A4, B, Q leZia teda na priamke.

Diskusia. Zostidva rozhodnuat, za akych podmienok
ma uloha rieSenie; rieSenie je potom jediné. PretoZze
priamka PQ oddeluje stredy S;, S,, prislichaji obvo-
dové uhly «, # k mens$im oblukom PQ a st obidva ostré.

Oznacime PT, PU polpriamky, ktoré leZia postupne
v doty¢niciach kruZnic %,, 2, v bode P a postupne v pol-
rovinach PQOS,;, PQS,. Uhly <QPT, <QPU su obidva
tupé. Ak su PX, PY polpriamky, o ktorych bola rec¢
v skaske konstrukcie, je xQPX = < QPY = ¢ a podla
(3) je €< 90° pretoze uhol <SPS, je duty. Preto
pretnd polpriamky PX, PY postupne kruZnice k;, &,
v bodoch 4 = P, B == P.

Vysledok diskusie: Uloha ma vdy jediné rieSenie.
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3. V rovine je dany trojuholnik ABC. Pouzitim vy-
poctu urcite medzi bodmi 4, B taky bod D, aby sa kruz-
nice vpisané trouholnikom ACD a BCD dotykali priamky
CD v tom istom bode.

RieSenie. Rozbor. Ozna¢me strany trojuholnika ABC
obvyklym spdsobom: a = BC, b = CA, ¢ = AB; dalej
oznatme d = CD, x = BD, y = AD (obr. 29), T spo-

A
pd
d
L
d,/ A\
/ /
IN 9\/ k,
bl \ e K )
o ,/"\/\sf'\_ 7')‘;\,(//
/,/" \\ N, f ’/2/.’&
— . N " .
A v b 5
VA 4 ]
Obr. 29.

lo¢ny dotykovy bod oboch vpisanych kruZnic, leZiaci na
strane CD. Potom plati podla znimeho vzorca

DT — % (x + d — a) (z trojuholnika BCD),
DT — %(y + d — b) (z trojuholnika ACD).

Porovnanim dostdvame x +~d —a =1y + d — b lize
x—y=a—b. (1)
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Okrem toho je
x+y=c 2)

Z (1) a (2) vyplyva s¢itanim
x:—%(a—}—c—b):s-—b, 3)

kde s = %(a b + ¢). Podla znimej vety je teda bod D
bodom dotyku kruZnice vpisanej trojuholniku ABC.

Skiuska. Zostrojime bod D ako bod dotyku kruZnice
vpisanej trojuholniku ABC leZiaci na strane AB. Troj-
uholnikom ACD, BCD vpiSeme postupne kruZznice &,
ks, ktoré sa dotyka]u strany CD postupnevbodoch T,,T,.
Vypocitame podla znameho vzorca

DT1:‘2‘(d+y“b)a DT2:2—(d—|—x-a). 4)

PretoZe je podla (3) x = s — b,je y = s — a. Dosadenim
do (4) dostaneme

DT1=%(d+s—a—b)=DT2. (5)

PretoZe oba body T, T, leZia na polpriamke DC, je podla
(5) T, = T, a kruZnice k,, k, spliiujii poziadavky ulohy.
Uloha mé zrejme vidy jediné rieienie.

4. Najdéte vSechna cela Cisla x, pro ktera je vyraz

6 (x? — 3px — x + 3p)

= x3 — 3px2 — x 4 3p

roven celému dCislu.



Provedte diskusi reSitelnosti vzhledem k danému
celému Cislu p.

Reseni. RozloZme jmenovatele a Citatele v daném
zlomku:
6(x2—3px —x+3p)=6[(2*—x)—3p(x—1]=
=6(x—1)(x — 3p);
x3 —3px? — x4+ 3p = x2(x — 3p) — (x — 3p) =
= (x — 1 (x + 1) (x — 3p).
Plati tedy

6(x —1)(x — 3p)
V= . 1
G—DGE+ DE—3) &
Vyraz V ma tedy vyznam pro vSechna redlnd Cisla x
s vyjimkou cisel
—~1; 13 3p. @)

Necht je tedy dale x rtizné od &isel (2). Zkratime zlomek
na pravé strané¢ (1) a dostaneme

6
V: SC“_**_—I—.

Tento zlomek ma byt roven celému Cislu, tj. Cislo
x + 1 musi byt délitelem cisla 6 neboli Cislo x + 1 musi
byt rovno nékterému z Cisel

—6; —3; —235 —1; 1; 2; 35 6.
Odtud pro x dostivame po fadé tyto hodnoty:
—7; —4; —3; —2; 0; 1; 2; 5.

Podle (2) je vylouena moZnost x = 1 a moZnosti x =
= —3, x =0, které dostaneme ve (2) pro p = —1

3
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a p = 0. Zbyva téchto 5 pfipadl, k nimZ pomoci (3)
ur¢ime hned pfisluSnou hodnotu V':

5. Z&k mél najit objem kvadru z jeho danych rozméri,
coz byla pfirozend C¢isla. Kdyz Zdk objem vypocetl,
zjistil, Ze dojde k témuZ vysledku, kdyZ seCte vSechny tfi
rozméry.

Ukazte, e pomoci téchto udaju lze s jedinym vy-
sledkem vypocitat rozméry daného kvadru.

ReSeni. Oznalme x, y, z rozméry kvidru tak, aby -
platilo
xX=y =2 (1)

Objem je V = xyz; podle textu ulohy plati
xyz=x+y + =2. @)

Avsak vzhledem k (1) je x +y + 2 = 3x a ze (2) vy-
plyva, Ze nutné plati

xyz = 3x
a po déleni obou stran Cislem x
yz = 3.

Pro pfirozend (isla y, 2 mame vzhledem k (1) tyto tfi
pfipady:
[My=3,2=1,[2y=2,2=1,3ly=1,2=1.
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Dosadme za y, 2z do (2) a hledejme pfislusné x, pfiCemZ
ma platit (1):

Pripad [1].Proy = 3, 2 = 1 ze (2) dostaneme 3x =
= x + 4, tj. x = 2, coZ je spor se vztahy (1); nedosta-
vame Zadné feSeni.

Pfipad [2].Proy = 2, 2 = 1 ze (2) dostaneme 2x =
x + 3, tj. x =3, coz vyhovuje (1). Skutecné V ==
3.2.1=6ax+y+z==6.

Pripad [3]. Pro y = 2z = 1 dostaneme x = x + 2,
takZe neni zadné reSeni.
Odpovéd. Rozméry kvadru jsou 3, 2, 1.

I

6. Je dan pravouhly rovnoramenny trojuhelnik ABC
s preponou AB délky 1 a kladné Cislo d. Svételny paprsek
vyslany z bodu X, ktery lezi mezi body 4, B, se odrazi
na odvésné BC v bodé¢ Y a dopadne pravé do stiedu M
odvésny AC.

Sestrojte bod X tak, aby draha XY + YM paprsku
méla danou délku d. Provedte diskusi vzhiedem k Cislu d.

Reseni. PouZijeme zikona o odrazu svételného pa-
prsku: musi byt <CYM = <tBYX. Proto pfi preklopeni
trojihelniku ABC kolem odvésny BC prejde tusecka
YM v useku YM' tak, e body X, Y, M’ lezi v piimce.
Pritom M’ je stfed preklopené odvésny A'C. Ma-li byt
XY 4+ YM = d, musi byt XY + YM = XM’ = 4, tj.
bod X musi leZzet na kruZnici £ = (M’; d) a uvnitf
useCky AB. Tato podminka je nejen nutnd, ale i po-
stacujici.

Vzdalenost bodu M’ od pfimky AB je dana délkou
kolmice M'QJ/A'B (viz obr. 30); M'Q = 3 Uloha m4

Z .
tedy tyto moZnosti feSeni:
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Z4dné feseni prod < 4
1 feSeni pro d = 4
2 fesSeni pro 231 < d< M'B,
1 feSeni pro M'B =d < M'A4,
zadné feSeni pro d = M'A.

Vzdélenosti M'B, M'A se vypotou snadno: M'A =
= Z— ]/f = 1,06 a podle Pythagorovy véty je

M,B:]/(_l_mé—)z; V10 o7,

4 4 16 4



7. ULOHY I1. KOLA KATEGORIE C

1. Rieste rovnicu

1 1 1 3

kde x je nezndma a p dané redlne Cislo.

RieSenie. Vyndsobme obidve strany danej rovnice (1)
Cislom x (x — p)(x — 2p) (x + 3p) a postupne upra-
vujme:

x(x—2p)(x +3p) + x(x—p)(x+ 3p) +
+ x(x —p)(x —2p) =3 (x — p) (x — 2p) (x + 3p),

3+ 3p—2p+3p—p—2p—p)x*+
+ (—6p* — 3p*+ 2p*) x = 3x°+ (3p — 2p — p)x* +
+ 3 (2p* — 6p* — 3p?) x + 18p3,
14p%x = 18p3,
Tp%x = 9p3. 2
Rozozndvajme dve moZnosti:

[1] Nech je p = 0. Potom rovnica (1) je splnend pre
kazdé x + 0. Vtedy totiZ skutoCne plati rovnost

1 1 1 3
PRI

[2] Nech je p # 0. Potom z rovnice (2) dostaneme

X = 27‘2 3)
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Prevedme skisku dosadenim. Pre Iav(l stranu rovnice
(1) dostaneme postupne:

1 1 1
L= + + =
%, % _, "%
a ? 7 2p 7—[—3?
7 7 7
+

TO-Tp T O—wp  OT2Dp
7(1 1 1
—56—§+%%‘
715641 T
o p° 30 3p°
Predchddzajuci vypocet plati pre kazdé p + 0. Pre prava
stranu rovnice (1) dostaneme
3.7 T
% 3
Je teda skuto¢ne L = P a Cislo (3) je pre p + 0 jedinym
korefiom danej rovnice.

2. Odvesna pravouhlého trojuholnika ma velkost 1.
TaZnica prislichajica k druhej odvesne je kolmé k taz-
nici prisluchajucej k prepone.

Vypocitajte diku ostatnych dvoch stran.

RieSenie (obr.31). V danom trojuholniku ABC
oznatme <C=90°, a=BC, b=CA =1, ¢ =AB,
takZe podla Pythagorovej vety plati:

a® + 12 = 2 (D
Nech st dalej 4’, C" postupne stredy stran BC, AB.
TaZnice 44’, CC’ majt spoloény bod T, taZisko troj-
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uholnika. Preto plati 2.TA" = TA, 2. TC' = TC. Po-

lozme
TA" = x, TC' = y. )
Je teda

TC — 2y, TA = 2x, C'A = CC’ = 3y. 3)

Z pravouhlych troj-
uholnikov ACT, AC'T
dostaneme  pomocou
Pythagorovej vety

@xP + )2 =1,
2x)* + y* = ()
Cize
4x% + 4y =1,
x% = 2y

8 A c
Z oboch poslednych
rovnic dostaneme 6x? = 1, 12y = 1,t.j.
AR I
V6> iz

6 _
Pretoze ¢ = 6y, je ¢ = ﬁi = V 3 . Pomocou tohto vy-
sledku a vztahu (1) dostaneme

@R=c—b=3—-1=2,

a=J2.
Trojuholnik mé teda tieto dizky strén:

a=V§,b::1,c:V§. (4)

t.j.
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DokaZeme naviac: Ak st diZky stran (pravouhlého)
trojuholnika dané rovnostami (4), ma trojuholnik vlast-
nost vyslovenu v texte tulohy.

Skiska. O tychto Cislach plati vztah (1), takZe troj-
uholnik so stranami uvedenych diZok (podla obratene;j
Pythagorovej vety) je pravouhly. Jeho taznice A4’, CC’

maji  dizky (pouiijeme pravouhly trojuholnik AA4'C

) 7 B 1 \ -
a vztah CC’ — 5AB).

(A7) = (3x)* =

Po dosadeni

2 —
a) + b2, 3y:CC’:%l/3.

——
| —

2 . i =
9x% = 5 5 6"
Tym

14— 1
X = 7= — Sy
/6> Y76 £ J12

Dokazeme, ze je CC" | AA', t. j. ze pre trojuholnik

ACT plati Pythagorova veta, t. j. ze TA? + TC? = 1:

1 1 4 2
2 8 = - i
(2x)—{—(2y)f4.6+4.36.3 6+6

= 1.
Tym je dbkaz prevedeny.

Pekne tato ulohu vyriesil Michal Maru$cak,
1.b tr. SVS Stropkov

3. V soustavé pravouhlych soufadnic x, y zndzornéte
mnozinu vSech bodua [x, y], jejichZ soufadnice spliuji
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rovnici y = |x — 3| a dile mnoZinu vSech bodu [x, y],
jejichZ souradnice spliiuji rovnici |x| + |y| = 6. UZitim
grafického zndzornéni a pak vypoltem feSte soustavu

rovnic
y = |x - 3]3 (1)

|x| 4+ |yl = 6. 2)

ReSeni. 1. Nejprve vysettime graf funkce (1), o ni%
ziejmé plati y = 0.
[1]. Jeli x — 3 =0, je |x — 3| = x — 3; rovnice (1)
pak zni
y=x—3(prox = 3).

y

Obr. 32.
Grafem (obr. 32) je polopfimka AM opalnd k polo-
pfimce AB, urlené pocatkem A =[3, 0] a bodem
B =[0, —3].
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[2]. Je-li x —3 <0, je |x — 3| = —x + 3, rovnice
(1) pak zni
y=—x-+3 (pro x < 3).

Grafem ]e polopfimka AC urend pocatkem 4 a bodem

¢ =0,

Graf funkce (1) se sklada z poloptimek AM, AC.

II. ProtoZe plati |x| = |—x|, |y[ = |—y|, pak je-li
bod [x, y] bodem grafu rovnice (2), jsouibody [x, —y],
[— %y y], [—x, —y] body grafu této rovnice, tj. graf je
soumerny podle obou os soufadnic. Stadi se tedy omezit
na vySetieni grafu v L. kvadrantu. Pro x =0, y = 0
rovnice (2) zni x + y = 6 neboli

y=—x+6 (pro x =0, y =0). )

Grafem je useCka DE s krajnimi body D = [0, 6], E =
= [6, 0]. Grafem rovnice (2) je pak ¢tverec DEFG se
sttedem O.

III. Z obou grafti je patrno, Zze hleddme soufadnice
té€chto dvou prusecikii:

a) polopfimky AM a tsetky DE (oznalime jej Y);
b) polopfimky AC a useCky DG (oznacime jej X).
Vypocet provedeme z danych dvou rovnic (1), (2).
Z rovnice (1) pak plyne

|yl = |x — 3]; 3)
dosadime-li z (3) do (2), dostaneme
|| + |x — 3] =6. (4)
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Pfi feSeni rovnice (4) rozliSime tfi pfipady:

1. x =0; pak je |x|] = —x, |x — 3| =3 — x. Rov-
nice (4) pak zni
3 —2x=06,
odtud plyne x = — _2
py - 2,y'——2*'

2. 0 = x = 3;pakje |x| = x, [x — 3| =3 — x. Rov-
nice (4) pak zni
x+3—x=6
a je nefesitelna.
3. x = 35 pak je |x| = x, |x — 3| = x — 3. Rovnice
(4) pak zni

2x — 3 = 6;
9 3
odtud plynex:fz—,y—_—j.
Y o A 3 9 9 3
Souradnice obou bodli X = — 5550 YZIQ,Q,J

vyhovuji rovnicim (1), (2); tim jsou body X, Y uréeny
vypoctem.
4. Kvadr ABCDA'B'C’D’ o rozmérech AB = a, BC =

= b, AA" = c je zkosen dvéma rovinnymi fezy. Na hrané¢
BB’ jsou sestrojeny body M, N tak, ze BM = MN =

1 . . .
= NB' = 3 ¢ Zkoseni je provedeno rovinami C'D'M
a A'D'N.
Nacrtnéte ve volném rovnobézném promitidni obraz

vysledného télesa a vypocltéte, jakou Casti objemu daného
kvadru je objem tohoto télesa.

Reseni. Z obrazu 33 ve volném rovnobéiném pro-
mitani, kde QMST je obdélnik shodny s obdélnikem
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ABCD a lezi v roviné rovnobézné s rovinou ABC, je vidét,
7e kvadr QMSTA'B'C'D’ (o rozmérech a, b, >

rovinou QMC'D’ rozpilen; objem této poloviny je

c| je

V,= %ab . % c= ; abc. Objem kvadru ABCDQMST
(0 rozmérech a, b, ; c) je Vo = ;— abc. Objem vétsi

Casti télesa zkoseného rovinou C'D'M je tedy roven
V3:V1+ V2: %abc.

Objem télesa po dal- 2 II ________ ¢
$im zkoseni rovinou i e / :
A'D'N dostaneme tak, A= o AN |
Ze od cisla V, odec- IRV A 4 S
teme objem V, trojbo- | \\L I /
kého jehlanu s podsta- I~ | R
vou RC'P (kde <r P= I Ny
= 90°) a s télesovou ol /TJ—————{-———W;’S
vyskou C'D’ = a. Pii- Yy W/
tom je PS = PC’ = a/ i iy~

M
- ; ¢, takze tiselka RP P ety
je stiedni pficka troj- 7 g b
thelniku M?‘C' a tedy A = B
plati RP = P b; obsah Obr. 33,

x trojuhelniku RC'P tedy je

- —lb. }—c:ibc.

1 ;o
x—fRP.PC——z.2 3 i

Objem V, = % x.C'D’ neboli
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1 1 1
V4—§‘ .Ebc.a—%abc.
Objem V vysledného télesa pak je
2 1 1
V=V,— V4—§abc—3—6abc=%(24 — 1) abc =
= abc
36
23 23 . .
Je tedy V' = -~ abc; protoze - = 0,64, je to asi 649,

36
objemu pivodniho kvadru.

36

8. ULOHY I. KOLA KATEGORIE D

1. Najdéte vSechna pfirozend Cisla n, pro kterd je
¢islo 10" + 8 délitelné cCislem 72.

Res3eni. ProtoZe je &islo 72 = 8.9, kde 8, 9 jsou ne-
soudélnd {isla, musime najit viechna pfirozend Cisla #,
pro néz je 10" 4 8 délitelné deviti a osmi. Cislo 10" + 8
ma ciferny soucet 1 + 8 = 9, takze je délitelné deviti.

Dile je 10" = (2.5)" = 2".5". Je tedy 10" délitelné
osmi tehdy, je-li 2" délitelné osmi neboli Cislem 23; to
nastane pravé pro n = 3. Pak je 10" 4+ 8 souctem dvou
¢isel délitelnych osmi a je tudiz délitelné osmi.

Zdvér. Dané islo je délitelné osmi pro vSechna pfi-
rozend Cisla » = 3 a pro zadna jina.

2. Je dan ctverec ABCD o strané délky 1. Uvazujme
dva kruhy o polomérech délky 1 a o stfedech A4, C.
Nazveme M obrazec, ktery se sklddd z bodt spoleCnych
obéma kruhiim, a V obrazec, sloZzeny z téch bodi,
které naleZeji alespoil jednomu z obou kruhd.
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Vypoctéte v procentech, jakou Césti obsahu obrazce V

je obsah obrazce M.

ReSeni (viz obr.34). Oznaéme P obsah shodnych
kruhti K, K, o stfedech 4, C a polomérech 1; je

Dale ozna¢me X obsah
useCe kruhu K, ktera
ma stfedovy uhel 90°;
ptisluSny Ctvrtkruh lezi
v pravém uhlu tBAD.
Tu X je rozdilem
obsahu -}4— 7 zminéného
Ctvrtkruhu a  obsahu
pravouhlého trojuhel-
niku BDA, ktery se rov-

na % (je to polovina ob-

sahu C(tverce ABCD,
ktery md obsah 1);
proto je

le

Avsak M = 2X, tj.

M_—_

P =,

1
Zﬁ—‘fzz(ﬂ'—Z).

1
5 (@ —2). (1)

Daile obrazec V je pfimkou BD rozdélen ve dvé shodné
usece, z nichZ kazdd m4 obsah Y roven obsahu P kruhu
K, zmen$enému o obsah X dfive uvaZované usece; je
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tede:P—X:n——}l—(n—Z):%(37:—}—2).Pro—

toze je V = 2Y, dostavame

V=Gt @)
Hledany pocet procent x je
x =100, AT;{ :
Po dosazeni z (1), (2) mame
T —2
x = 100. 3}1—“ . (3)

Vypocteme piibliznou hodnotu ¢isla x, a to tak, Ze po-

loZzime = == 2,72; po dosazeni do vztahu (3) dostaneme

22 5
7 922 - 14
x =100, — —100.22 " = _
3-gg+2 66 + 14
7
8
_100.@:10

Obsah obrazce M je asi 10 9, obsahu obrazce V.

3. Je dany trojuholnik ABC.

Zostrojte body X, Y tak, aby bod X lezal na strane
CA a bod Y na strane CB a aby platilo: XY//4B, AX +
+ BY = XY.
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Riesenie (obr. 35). Rozbor. Predpokladajme, Ze sme
nasli priamku XY. Nanesme na polpriamku XY tsecku
XA. Dostaneme useCku XZ a plati XZ = XA. L’ahko
zistime, e vzhladom na vztah AX 4+ BY = XY je
YZ = YB. St teda XAZ, YBZ rovnoramenné trojuhol-
niky a v kaZdom z nich st oba uhly pri zdkladni zhodné,

t. j.
IXAZ = $XZA, <YBZ = < YZB. (1)

PretoZe je XY//AB, st ¢

striedavé uhly pri tych-

to rovnobezkach zhod-
né. Plati teda:

sXZA = 5 ZAB,
SYZB = <ZBA. (2)

Porovnanim vztahov
(1), (2) dostaneme

SXAZ = X ZAB,
SYBZ = <ZBA. (3)

Polpriamky AZ, BZ su
teda postupne osami
uhlov <CAB, <cCBA
trojuholnika ABC.

Stadial konstrukcia (obr. 35): Zostrojme postupne osi
AA'y BB’ uhlov <A, < B trojuholnika ABC a ich spo-
lo¢ny bod oznaéme Z (pozniamka: jednd sa zrejme
o stred kruZnice vpisanej trojuholniku ABC). Dalej vedme
bodom Z priamku p//AB a oznaCme X, Y postupne jej
priese¢niky s priamkami CA, CB. Potom je XY hladand
priamka.

Skiska. Platia vztahy (3) a podla konstrukcie je bod
Z stredom kruZnice vpisanej trojuholniku ABC, takze
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leZi vo vnutri tohto trojuholnika. Preto body X, Y padna
postupne do vnutra useCieck CA, CB, pricom podla
konstrukcie je XY//AB, a preto platia vztahy (2). Ale zo
vztahov (2), (3) vyplyvaja vztahy (1), t. j. trojuholniky
XAZ, YBZ st rovnoramenné a preto je XA = XZ,YB =
= YZ a tym AX + BY = XY, ¢im je dokaz prevedeny.

Z prevedenej konStrukcie vyplyva, Ze tloha méd prave
jedno riesenie.

4. Rozhodnite, ktory zo zlomkov

5555555553 6666 666 664
5555555557 6 666 666 669

je Vacsi.
RieSenie. Ozna¢me X, Y dané zlomky a kvoli struc-
nosti poloZme
5555 555 557 = x, 6 666 666 669 = y.

Potom plati

X:";‘_‘I, y=2 "2
X y
Utvorme rozdiel X — Y. Plati
Xx_y_*—4_»—-5
Y

Po upravach pravej strany postupne dostaneme
X__Y:y(x—4)_x(y_5):5x—4y. (1)
xy xy
Vypocitajme Cisla 5x, 4y; plati
5x = 27777777 785,
4y = 26 666 666 676.
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Zrejme je 5x — 4y kladné Cislo. PretoZe aj Cisla x, y
st kladné, je zlomok (1) kladny a preto je rozdiel X — Y
tiez kladny. Teda je X > Y.

Odpoved. Prvy z danych zlomkov je vacsi nez druhy.

5. Klempifska pédjka je slitina cinu a olova. Jeden
druh pijky obsahuje 25 9, cinu a druhy druh 60 %.
SmiSenim obou druhi pédjek a pfidanim 2 kg Ccistého
olova mame vyrobit 10 kg pajky obsahujici 30 9, cinu.

Kolik kilogramt kazdého druhu pajky musime pfitom
uzit?

Reseni. Oznaéme x polet kg pijky prvniho druhu,
takZze pajky druhého druhu bylo vzato (10 — 2 — x) kg
neboli (8 — x) kg. Porovnejme nyni vahy cinu.v obou
pouzitych péjkéch a ve vysledné slitiné;

%) . 60  10.30
100 100 100

Upravme ob¢ strany této rovnice; dostaneme

25x 4+ 60 (8 — x)
100

+ @8 —

—3

neboli
480 — 35_x

0o >

Po zndsobeni obou stran ¢islem 100 a po dal$ich apravach
postupné dostaneme

480 — 35x = 300,
180 = 35x,
36
7
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Pajky prvmho druhu bylo vzato 5 - - kg, pajky druhého
druhu 2 o kg

Zkouska. Obé uzité pajky se 2 kg Cisté¢ho olova skutecné
vazily 10 kg. Vaha cinu v uzitych pajkach v kg byla:

36 25 20 60 6.25

7100 "7 100~ 700 0T 42=
6.25 6.25 300
=700 =00 2100
e vSak — o0 takZe vysledna slitina obsahoval
j 10 ~ 100° VY S

skutecné¢ 30 9, cinu.

6. Rovnobéznik ABCD s ostrym thlem pfi vrcholu 4
ma strany AB = 2l cm, 4AD = 13cm a jeho vyska
DE | AB ma délku 12 cm. Oznatme F patu vysky
DF | BC.

Vypoctem dokazte, e body E, F padnou po radé
dovnitf stran AB, BC, a dile vypoltéte délky obou
usecek BD a EF.

ResSeni (viz obr. 36). Délky tuseCek uvedeme v cm.
Oznacme DE vysku v trojuhelniku ABD a DF vysku
v trojuhelniku BCD. Nejprve dokaZeme, Ze body E, F
padnou po fadé dovnitt useCek AB, BC, pfitemz téz
ur¢ime délku BD; potom vypocteme délky BF, DF.

a) Uhel <rDAB je podle textu ulohy ostry; proto bod
E padne dovnitf polopfimky AB. Vypolteme pomoci
Pythagorovy véty délku AE z pravouhlého trojuhelniku
ADE (kde < E = 90°): Je

AE? = AD* — DE? = 132 — 122 =
= (13 — 12) (13 + 12) = 25,

112



a tedy . o
B AE =5, BE=AB —~AE=16. (1)
Je tedy AE < AB a bod F padne dovnitf tsecky AB.
Nyni z pravouhlého trojthelniku BDE (kde < E = 90°)
vypoCteme pieponu BD; podle Pythagorovy véty plati:

BD? — DE? + BE? = 122 + 162 = 42 (3% + 42) =

= 42,52 = 202,
a tedy
BD = 20. 2
D [
S~ P
AN -
] ~<
| ~
: -
DA S~ O~
! \\ v - % \\\
13 E \\</\ a
:12 e = M i
- ~
P A SNA D
A 5 £ 16 5 6
Obr. 36.

b) Vyska DF trojuhelniku BCD je rovna vySce v
trojuhelniku DAB, vedené bodem B (oba trojihelniky
jsou soumérné sdruzené podle stfedu S rovnobéZniku
ABCD, a tedy shodné). Obsah rovnobézniku ABCD vy-
jadfime dvojim zplisobem:

AB .DE = AD . v, tj. 21.12 = 139,

a tedy
L 21,12, 252

DF =v TN—F. (3)
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Je jesté tieba dokdzat, Ze bod F padne mezi body B,
C. Z trojuhelniki ADE, BDE vypocteme pro thly « =

12 12 3
tgoz—«?=2,5, tgﬁ:EZZZOJS.

V tabulkdch najdeme
o >66° p >36°.
Je tedy « + p > 102° a dile
XADB = 180° — (« + f) < 180° — 102° = 78°.

To znamena, Ze trojuhelnik A ABD i ACDB s nim shodny
je ostrouhly. Proto pata kazdé vysSky trojuhelniku CDB
(tj. 1 bod F) lezi uvnitf protéjsi strany.

c) Zbyva vypocitat délku EF. Oznatme G patu kol-
mice spusténé z bodu F na pfimku AB. Vznikne pravo-
ahly trojahelnik BFG, v némz je <<FBG = «. Ozname
BF = x; pak je

FG = xsin ay, EG = EB + x cos oo = 16 4+ x cos «.
Podle Pythagorovy véty plati

EF? = FG? + EG? = x?sin? « + 162 + 32x cos «
-+ x2% cos? a,

EF? = x* (sin® o 4 cos? o) + 32x cos a + 162 4)
Z trojuhelniku ADE dostaneme

. 12 5 e e
smoc-—E,COSoc—B, sin? & + cos?a = 1.
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Z (4) plyne po dosazeni
EF* — x* + -1—69 % + 162 )
Zbyva jesté vypoclitat x z trojﬁhelniku BDF; podle (3) je
2528 °

x? = BD? — DF? = 20% — T3 132 (52 132 — 63?%) =
. 162
32 (65 + 63) (65 — 63) = ——3—2—- .
a dale 64
137
Dosadime-li za x do (5), vyjde
EF? = 132 + 116302 64 + 162 =
— — 162 2
W(16+40+ 169) = 6-2-.15,
a dale
16 .15 240

9. ULOHY II. KOLA KATEGORIE D

1. Jsou dany dvé rizné rovnobéZky p, ¢ o vzdalenosti
d a pfimka m k nim kolmd. Ddle jsou dany dvé usecky
délek a, b.

Na pfimkach p, ¢, m sestrojte po fadé body X, Y, Z
takové, aby vSechny tfi leZely na téZe pfimce a aby platilo:

XY =a, YZ=00.
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Udejte podminku feSitelnosti tlohy jako vztah mezi
Cisly a, b, d.

Reseni (obr. 37). Rozbor. Oznatme P, Q prusetiky
pfimky m po fad¢ s pfimkami p, ¢. Je-li XY pfimka,
ktera spliiuje pozadavky tlohy, vedme bodem P pfimku
r//XY a oznalme M jeji prusecik s pfimkou ¢. Rovno-
bézka s p bodem Z protne r v bodé N. Plati

XY =PM = a, YZ = MN =b.

Obr. 37.

Bod M tedy lezi na kruZnici 2 = (P, a); bod Z lezi na
rovnobéZce vedené bodem N k pifimce p.

Konstrukce. OpiSme kruZnici 2 = (P, a) a ozname M
jeden spole¢ny bod kruZnice & a primky ¢. Na polo-
pfimku opacnou k polopfimce MP naneseme usecku
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délky b, ¢imZ dostaneme bod N; plati MN = b. Bodem
N vedme rovnobézku s pfimkou p a oznaCme Z jeji
pruseik s prfimkou m. Bodem Z vedme rovnobézku
k pfimce PM a oznalme X, Y jeji pruseiky po radé
s pfimkami p, ¢. Pfimka XY vyhovuje pozadavkim
ulohy, jak snadno dokaZeme. V obrazku 37 jsme bod N
sestrojili na prodlouZeni usecky PM za bod M; potom
bod Z leZi na prodlouZeni tsecky XY za bod Y. Naproti
tomu bod N’ lezi na polopfimce MP a vede k druhému
feSeni X'Y".

Diskuse. Aby existoval bod M, musi byt a = d (pro
a < d neni feSeni). Pro a = d zfeimé je X =P, Y = Q
a bod Z leZi na prodlouZeni tsecky PQ za bod Q, kdezZto
bod Z’ lezi na polopfimce QP; v tomto pfipadé ma tloha
dvé feSeni. Pro a > d protne kruZnice & pfimku ¢ v raz-
nych bodech M, M, a kazdy z nich poskytne dvé feseni,
takZe jsou 4 feSeni; dvé a dvé jsou navzdjem soumérné
sdruzend podle pfimky m, stejné jako oba body M, M,.

2. V rovnoramenném lichobéZniku ABCD ma véts
zdkladna AB délku 4 cm; uhlopficky lichobézniku jsou
navzdjem kolmé a déli se v poméru 2 : 1.

Vypoctéte polomér kruznice lichobéZniku opsané.

Reseni. Oznadme P prasedik ahlopficek a M, N po
radé stfedy usecek AB, CD (viz obr. 38). Jsou-li 4’, B’
stfedy usecek PA, PB, potom podle textu tlohy je PA" =
= PC, PB’ = PD; ve stiedové soumérnosti o stiedu P
si prisluSeji useCky A'B’ a CD a je tedy 4 = AB = 2.
.A'B’ (A'B'||AB stfedni prficka trojuhelniku PAB), 2 =
= A'B’ = CD (stfedova soumérnost). Je tedy CD = 2.
Trojuhelniky APM, DPN jsou rovnoramenné a pravo-
uhlé;jetedy PM = AM = 2,PN = DN = la MN = 3.

Oznalme ¢ osu ramena AD lichobé&Zniku. Prusecik O
pfimek MN, g je stfed hledané kruznice k& = (O, r)
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lichobéZniku opsané, tj. plati O4 = OD. Sestrojime-li
v obrazku bod O, shledime, Ze padne dovnitf useCky
MN. Spravnost tohoto zdvéru ovéfime vypocltem takto:
Ozna¢me E patu kolmice DE k pfimce AB; tu je AE =
=AM — ME = 2 — 1 = 1; v pravouhlém trojahelniku
ADE o pteponé AD podle Pythagorovy véty plati

AD*= AE® + DE? = 12 4 32 = 10, AD = |/10.

Obr. 38.

Proto je AQ = -;—Vﬁ, kde Q je stied tsetky AD. Piimky

AB, AD, q omezuji pravouhly trojuhelnik AFQ, ktery
ma4 s trojuhelnikem ADE spole¢ny uhel « = <XDAE. Pro
cos « tohoto tithlu z obou trojuhelnikti dostaneme

— AE _ ‘4Q R
COS & = ———= = —55 3
odtud dostaneme

" AE.AF = AD . AQ

118



neboli

—ap 42 _vis Lvio —
AF =AD . 7% = J10. -2—]/10 =5.
Protoze AB = 4, padne bod F do poloroviny MNB,
kdeZto bod Q do poloroviny MNA. LeZi proto bod O
useCky QF spolu s bodem Q uvnitf poloroviny ABD,
a tedy uvnitf useCky MN.

Oznaéme MO = x, takze ON = MN — MO =3 — x.
Z obou pravouhlych trojuhelniki OAM, ODN (<M =
= <IN = 90°) o pfeponich OA4, OD délky r pomoci
Pythagorovy véty dostaneme:

AM? + OM? = OA%, OD? = ON? 4+ DN? (1)
neboli
44+ x2=1% r*=03—xP+ 1. (2)

Porovnejme oba tyto vysledky; dostaneme rovnici

44+ x*=03—x2+1

neboli
x=1
(bod O je tedy stied tsecky A’ B’). Podle (2) je r* = 5, tj.
r=15 =2,4.

Zdvér. Vzhledem k (1) je r = OA = OD = |/5.
Z Gspésnych resitelt dlohy uvadime:

Erich Wint, 9. tr. ZD S, Banska Bystrica
Milan Saling, 9. tr. ZDS, Podbrezova

3. Mdme dva kusy klempiiské pajky (slitina olova
a cinu) o vahich 5 kg, 7 %kg. Obsah cinu v prvnim
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kusu je % jeho vahy, ve druhém kusu %jeho vahy. Od
kazdého z obou kust oddélime Cast stejné vahy a pfi-
pojime ji ke zbytku druhého kusu; po sliti zbytku a nové
pfipojené Casti dostaneme opét dva kusy o vaze 5 kg

a o vaze 7% kg.

Vypoctéte, jak tézké musi byt oddélené Casti, aby nové
slité kusy pajky obsahovaly stejné procento cinu. Pro-
vedte zkousku.

ReSeni. V prvnim kusu je 5kg. 211 = —Z kg cinu; ve
: 1 1
druhém pak 7 5 kg . 5
5 5 15, . ;
vy kg + 3 kg = T kg cinu. Bude-li nakonec procento cinu

% kg cinu. V obou kusech je

v obou kusech stejné, bude pomér vah cinu v prvnim
a druhém kusu tyz jako pomér celkovych vah téchto

kust, tj. 5 : 155— e g Celkové mnozstvi 14—5 kg cinu
rozdélime v poméru 3 tedy v prvnim kusu bude

15 1 3 . (15 1 :
(—4— kg . —5——) 2 = > kg cinu, ve druhém (Zkg. -5) 3=
= kg cinu.

V prvnim kusu pfibylo o 3 kg — % kg = éll kg, ve dru-

i 5 9. i
hém kusu ubylo o 5 kg — 4 kg = 4

né stejnd vahova mnozstvi). Jestlize jsme od kazdého kusu
oddélili x kg pajky, pak v prvnim kusu bylo v tomto

kg cinu (tedy skutec-
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mnoistvi% kg cinu, ve druhém kusu pak% kg cinu.

. L X x . 1 =
Plati, Ze rozdil 3 — 4 Jeroven neboli o= 13 tj.
x = 3.

Z kazdého kusu jsme tedy oddélili 3 kg pajky a pfi-
pojili vzdy ke druhému kusu.

Zkouska. Z prvého kusu jsme odebrali 3kg. % = % kg

cinu, ze druhého 3 kg . % = 1 kg cinu. \17 prvlnim kusu
zbylo 5kg — 3 kg = 2kg pajky a v ni 2kg. y i 5kgcinu;
po pfidani 3 kg pajky 2. druhu k prvnimu kusu bylo v ném
tedy —%— kg + 1kg =1 % kg cinu. Ve druhém kusu zbylo

3
5 kg

cinu; po pfidani 3 kg pajky prvniho druhu ke druhému

1 1 . . 9 1
7 fkg —3kg = 4§kgpa]kyavmbylo 5 kg. 3=

kusu v ném tedy bylo % kg + ?31 kg = % kg cinu. Procenta
cinu v jednotlivych kusech nakonec jsou

3 100 .3
100 . (é . 5) — *ZA.S'" == 30,

9 1 100.9.2

tedy stejnd. Tim je zkouSka provedena.

Resil Jan Kastl, 9.b ro&., 1. ZDS, Piestice

4. Jsou diany kruznice %k, = (S, r; = 12cm), k, =
= (S,, 7, = 5 cm), které se protinaji v bodech 4, B tak,
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7e trojuhelnik S;S,4 méa pii vrcholu A pravy thel.
KruZnice k3 = (83, x) leZi uvnitf kazdé z kruZnic &, &,
a méa s kazdou z nich vnitfni dotyk; pfitom stfed S,
lezi na pfimce S;S,.

Narysujte obrazek a vypoctéte polomér x a vzddlenost

.

ReSeni. Délky jsou v cm. Konstrukce je patrna
z obrazku 39; v ném jsou M, N body kruZnic %,, %,

~

>~

~
\\\
N
>~
07‘\

N S,

Obr. 39.

leZici uvnitf useCky S§;S,, déile P, Q paty kolmic vedenych
bodem S; po fadé k pfimkim AS;, AS, a konetné o
velikost uhld <S,8,4, <S,S;Q. Trojahelniky

§18:4;5 §;83P; §38,0 1

jsou pravouhlé a podobné. Délku tusecky S,S, najdeme
pomoci Pythagorovy véty; plati

8.8, = |t + rj =122 + 52 = |/169 = 13.
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Pro body M, N, S;, Sy, S5 a délku x plati vztahy:
S;M=58S8,—rn=13—12=1,
SN =8S8,—r,=13—-5=28,
MN =2x= 8,8, — S M — S N=13 -8 — 1 = 4;
tedy x = 2.
Proto je
S;8;, = SN+ x =10, S§;S,=8M+ x=3. (2)

Usecka AS; je pfepona v pravothlém trojuhelniku A4S, P
a plati
AS3 = PS% + PA*.

Musime tedy vypocitat PS,;, PA. Vypolteme je z troj-
uhelnika S; S3P, 858, 0 [viz (1)], kde zname piepony (2).
Plati:

PS, = §,S8;sin a, QS; = 8,38, cos «; 3)
pro sin «, cos « plyne z trojihelniku S,S,4:
AS, 5 o
= S—lSz = E, COS o = B. (4)
Po dosazeni ze (2), (4) do (3) dostaneme

50 36
PSa;Bs QS _13’

takZe

362 + 50 | S
AS, = l/ e /1296 + 2500 =
1

= B /3796 = 13 - 61,61 = 4,74.

Odpovéd. Polomér x = 2 cm avzdalenost4AS; =4,74cm.
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